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SUR UNE LOI CORRECTIVE DE LA LOI DE NEWTON. 261  
Sur une loi corrective de la loi de Newton;

l’an JEAN CHAZY.

1. M. Popovici et M. Armellini ont considéré (‘) la loi de force
corrective de la loi de Newton, définie sur le segment joignant deux
points matériels de masses m et m' situés à la distance r, par la valeur
algébrique

_fmm’ - dr(I) T l+€ät— !

où f est la constante de la gravitation universelle, et où le facteur &

dr
zÎt

ses dimensions, la constante & est ainsi l’inverse d’une vitesse linéaire,
de la dérivée est une constantepositive extrêmement petite. Par

nous désignerons cette vitesse linéaire par
%

: soit a = €,— D’après
l’origine notammentque M. Popovici donne à la force (1), la vitesse V
pourrait être celle de la lumière : nous allons montrer qu’en fait, si la
loi de force (1) s’appliquait aux mouvements planétaires, la vitesse V

_

serait de beaucoup supérieure à la vitesse de la lumière.
Dans le mouvement d’une planète par rapport au corps central,

réduit à un point matériel 0, fixe et de coefficient attractiffm = p., 
(‘) POP0v1c1, Bulletin astronomique, t. 3, 1923, p. 257—261, et Comptes

rendus, t. 208, 1939, p. 2052; t. 210, 1940, p. 39 et 138; ARMELLINI, Atti della
R. Accademia dei Lincei, t. 26, 1937, p. 209-215; t. 27, 1938, p. 609—614;
t. 28, 1938, p. 117-123; t. 29, 1939, p. 649—655,et Scientia, n° 65, 1939, p. 10-17.
Voir aussi CRAZY, Comptes rendus, t. 209, 1939, p. 133; ZAGAR, Memorie della
Societd Astronomz‘ca Italiana, vol. 12, 1939, p. 261-277; vol. 13, 1940.
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M. Popovici et M. Armellini ont déterminé la trajectoire correspon-
dant à la force considérée. Cette force étant centrale, la trajectoire
est plane, décrite suivant la loi des aires, soit

r‘-’ % = @,

où 0 désigne un angle polaire compté à partir du pôle 0 et d’un axe -

fixe, et C la constante des aires supposée positive. Par application de
la formule de Binet, et éliminant la différentielledt de l’expression (I)
au moyen de l’intégrale des aires, on obtient pour équation différen-
tielle de la trajectoire l’équation linéairedu secondordre à coefficients
constants

Par suite, après intégration, la trajectoire peut être représentée par
l’équation

71 _ 1 +AE—1°cos[y | — cz" (9 — Go)]_
" _

[l‘
. 

E désigne la base des logarithmes naturels, les constantes [: et et sont
données en fonction de la constante des aires C par les formules

k = g; 0: = 8—P; 9

p. 2(J

et A et 00 sont deux constantes d’intégration dont la première est
positive. Avec la loi de Newton, pour e = o, le coefficient ou est nul
aussi, les constantes lc et A sont le paramètre et l’excentricité de
l’orbite, de l’ellipse si le mouvement est elliptique. Pour & positif
et petit, et quand l’angle 6 tend vers +_œ, la trajectoire obtenue
présente un amortissement analogue à celui du mouvement vibratoire
amorti par rapport au mouvement vibratoire ordinaire : dans le
mouvement vibratoire amorti le point matériel tend vers la position
d’équilibre, ici la trajectoire tend vers la circonférence de centre 0 et
de rayon k.

M. Armellini a calculé, dans le mouvement d’une planète, réduite
à un point matériel P, la force corrective par rapport à l’attraction
newtonienne résultant de la loi élémentaire (r) et de la rotation du
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Soleil, ou du moins la partie principale de cette force corrective
correspondant à un mouvement circulaire de la planète P dans un
plan perpendiculaire à l’axe de rotation du Soleil. Il a considéré
d’autre part, supposant une planète seule en présence du Soleil, l’effet
de la loi de force (1) sur l’inclinaison de l’orbite de cette planète sur
l’équateur du Soleil.

2. Je me propose ici de calculer systématiquement les corrections
séculaires apportées par la loi élémentaire (1) d’une part au grand axe
et à l’excentricité de l’orbite dans les mouvements planétaires, d’autre
part à l’orientation du plan du mouvement osculateur, et de comparer
ces corrections aux résidus de la théorie newtonienne et aux incerti—
tudes possibles de cette théorie.

Considérons un mouvement planétaire quelconque autour du
Soleil, réduit à une sphère homogène de centre O, de rayon R et de
masse M; définissons à partir de l’origine O, du plan de l’éclip-
tique xOy et du coefficient attractif p.=fM, les éléments oscula—

. . . /-U_
teurs clasmques de ce mouvement,s01ent a, e, 1, Q, 13, l,, n = V -aË,

l’anomalie u : rappelons seulement l’expression classique du rayon
vecteur OP = r, et l’équation de Képler

et

r=a(1—ecosu), u——esinu=nt+Q—w.

Supposons d’ailleurs la sphère solaire animée d’une rotation d’en-
semble constante en grandeur et direction, soit (Ÿ); désignons par ou

la valeur absolue de cette rotation, par p, q, 3 ses composantes sur
les axes de coordonnées Ox, Oy, Oz, et par co, sa projection sur
l’axe OZ, perpendiculaire au plan du mouvement osculateur, dirigé
dans le sens boréal, et qui a pour cosinus directeurs sinQsini,
— cos!) sin :, cos i. '

Selon un théorème élémentaire établi par Newton, l’attraction
newtonienne de la planète P par le Soleil homogène, supposé fixe ou
animé d’un mouvement quelconque autour de son centre O, est la
même que si toute la masse M était concentrée en 0. Cette attraction . . ’ M
a pour valeur algébrique sur le rayon vecteur OP la quantite —-

%Îi
’
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si ÔÎ désigne la distance du centre 0 à la planète P, et si la masse de

cette planète est prise pour unité : elle peut être représentée par le
vecteur

_ fl“. cîæOP“
 

qui est le produit du vecteur 61? par le nombre algébrique — f—M..-——.l

Dans la position P de la planète à l’instant t, définie par les coor-
' + ‘ ' ' \données a:, y, z, dés1gnons par F la force corrective a_10utee a l’attrac-

tion newtonienne par la loi de force (1), compte tenu de la rotation
du Soleil : la force È‘ est la résultante des forces correctives élémen-
taires exercées par les points matériels constituant le Soleil. Soient A
l’un de ces points, dm sa masse, ou,‘ 8, Y les coordonnées de sa position
à l’instant t:, sa distance à la planète P est au même instant Ü=Wx — a)“l+ (y — 6)î+ (z — W-
L’attraction newtonienneet la force corrective exercées par le point A
peuvent être représentées respectivementpar l’expression

—* dm— AP _ ,f AP3
 

qui est le produit du vecteur Âlä par les deuxfacteurs algébriques— f
dm .et ——.,-, et par les expressrons
AP   _ ——>

dAP ”* dm —> dAP —> dm
—-f£ dl APA=IS—3

—f£ <AP —dT> AP_AÎ4,

qui sont égales, car le produit scalaire mis entre parenthèses est égal
. , . ——dÊ . , . ——> — .,

au produit algebnque APÎ’ puisqu’on peut ecr1re (AP)2= (AP)‘
et par dérivation

+Æî> dÂ_PAP-—=_P—-dt t
+L . | ,

La force F est l’mtégrale du vecteur élémentaire obtenu, elendue,
comme toutes les intégrales qui vont suivre, à la masse du Soleil.
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. . «, d , . , d5. Nous calculerons d’abord la correction, mn 0

d—Î’ dela der1vee%
du demi-grand axe osculateur, correspondant àla loi de force consi—
dérée. Nous pouvons exprimer cette correction en appliquant l’équa—

dation de Lagrange en 217’ classique dans la théorie des perturbations,
ou plutôt une transformation de cette équation particulièrement
adaptée (‘) au calcul actuel, soit

du 2 ++_ =_)_ FVdt n-a

v désignant le vecteur vitesse de la planète étudiée. Après substitution
de l’expression de la force F, nous obtenons

zfs dAP ++ dm"ä= ‘naaÆ(APî)(APV)g—î'
Transformons l’élément de cette intégrale. On a d’abord

 
—>—> —> —> + —>->APv=(OP_0A)_v=rr'_ OAV,

__)
. . . _>+

puisque de l’égalité (OP)“=r° on dédu1t par dér1vat10n OPv= rr’.
On a ensuite

V———
——> ——> ——>

—> dAP (—>
—> ) (+ dOA) —>: dOA

dt

' _—+ 2 2 r ; ' , __)— dOJÀcar le carre (OA) : UA etant constant, la der1vee OA T; est nulle.

. . , . , dOAD’apres les formules du mouvement de rotation, la der1vee Tt est
. . . + _%

égale au produ1t vector1el de la rotat10n (o par le vecteur OA

d—O_Ë + —>Î:ŒXOA, 
(’) Au sujet de cette transformation et des équations transformées des

. . de dl dQ dd(.Î__kequat1ons de Lagrange en Ît » &, d—t _d_t
lateur, et %. que nous employons plus loin, voir Comptes rendus, (. 210, 1940,

p. 158, et Bulletin astronomique, t. 11, 1938, p. 360-374.

1 k désignant le paramètre osen—
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d’où
——>

_æ>ggtA=_ î(ïxâ)=ä(ï><ôî).
selon les propriétés du produit mixte, soit au total

——>
—> —> _ +
AP d—î; =I‘I"—l—OA<— È+œ >< OP).

On peut écrire enfin AP2=<OP—6Â) =r'2— 20AOP+pfi,

9 désignant la distance Œ, d’où le développement —> —> —> —> 2
| 1 OAÛP p2 (OAOP)—4=7 ‘+4_.2—23+12—_4—"' ’AP !‘ r r I

et l’on déduit l’expression

d 6Â6Ï) 2 ((ÎÂCîD)”
ä-—a=—2—f£—Æ[I+A —zP—+12—_m]dt . r ,.’o

 
n2 ar"

>< [rr’+ (îî(— Z+ oî >< (fi)] (rr’— 6Âî)dm.

Sous la forme obtenue pour l’élément d’intégrale, nous voyons que
o , _—+ . ‘ , ole terme independant de OA, qui correspond au cas ou l’on redu1t le

Soleil à un point matériel, donne par intégration

zfeMr"2 25n%fle2 sin‘zu
n2ar2

_ (1—ecosu)" ’

compte tenu des relations classiques
, naeünufM=n"a-‘, r=a(1—ecosu), r=——-

1 —ecosu

Après expression des produits scalaire et vectoriel en coordonnées
cartésiennes, les termes du premier degré en oc, B, 7 donnent zéro par
. , . . ‘—> . .integration, l’intégraleÆÎ)A dm est nulle, puisque le Soleil est

supposé homogène de centre 0. Les intégrales du second degré
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en a, @, yflfiydm, Æyadm, ÆaBdm sont de même nulles par

symétrie, et les intégrales Æa“ dm, fl@ dm, Æy2 dm sont les

moments d’inertie de la sphère homogène par rapport à un plan
. , M . ,

d1ametral, et ont pour valeur commune —5—- Cons1derons alors le
. . ———>

produ1tde deux produ1ts scala1res, comprenant tous deux le facteurOA_)
et comprenantcomme seconds facteurs deux vecteurs quelconques v,

et g, indépendants du vecteur ôX et de composantes a,, b., 01 ; a.,
b,, 02 sur les axes Ox, Oy, Oz; ce produit

—> -> —> +
(OAV1)(OAV2)=(Œa1—l— 5b.+ yo.) (aafi— fib2+ ïc.),

multiplié par l’élément dm, et intégré dans tout le volume du Soleil,
donne pour intégrale

MRË MR2 +—>
T(alaz+b1bg+clcfz)= 5

(’1V2, 
0

. . . “> “> '

. . , . , M
c’est—à-d1re le produ1t scala1re v. 02 mult1phe par la quantite 5

- 
. , . . . dDonc, dans l’mtegralequ1 expnme la correction 8% , les termes de

degré 2 en a, @, Y donnent par intégration, d’une part
25n%ü’e2 sinîu R'1 6 a:‘l+y2+sî 125n2R2eîsin‘-’u___—,, "— —

—2 +12——— '— ———a(1—ecosu) 5 r "* 5(1—ecosu)6

et d’autre part
2 &:MR_2 —> -> > —> r’

—5LRÎW [V(V—œXOP)—4;O
25R’2 [

—> +
—>)5a‘%1—ecosu)‘

’ . . _ë+ ' ‘ '0‘car le produit scala1re ()Pv est egal a rr’, nous l’avons vu deja, et le
——> —> ——>

produ1t m1xte OP(w >< OP), où deux facteurs sont égaux, est nul.
On a d’ailleurs, selon les formules classiques,

22=_IJ. _ E=n2a2 I+€COSlL." a I — C cosa
Journ. de Math., tome XIX. — Faso. 3, 1940. 34

V
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Enfin, après une permutation circulaire, le produit mixte
> + —> ->
v(œ >< OP) =w(ôl3 ><î)

. . . . + . |est le produ1t scala1re de la rotation du Soleil ou et du produitvectoriel
—> —>

OP ><v, égal au moment cinétique de la planète au point 0; ce
moment est porté par l’axe OZ, perpendiculaire au plan du mouve-
ment osculateur, et, comme dans ce mouvement lui-même, a pour
valeur algébrique sur OZ na2 \/1 — e2 : donc le produit scalaire consi-
déré est égal au produit de cette valeur algébrique et de la pro—

jection w, de la rotation du Soleil sur OZ, soit au total non‘ a“\/ 1 — e”.
. . . ‘

En défin1t1ve, commettant des erreurs relatives de l’ordre de -Ë—, sur
. R’le premier terme et de l’ordre de a—, sur le second, nous obtenons

‘ r ' , d .comme correct10n de la der1vee £ l’express1on (')
(2) 6 cic_t _ 25n2a2e“ sin2u 6R2 ,

dt _ (1—ecosu)‘ 5a%1—ecosu)2 2 snR2
\/Î—e_”

1+ecosu + 8ne"siüu—— œ, — -—n -5(1—ecosu)‘ 1—ecosu (1—ecosu)2

Faisant e = 0, w, = ou, on retrouve la correction correspondant à la
force calculée par M. Armellini

da 2 .,(3) ôît_äsn(œ—n)R,

qui donne pour les différentes planètes un allongement du grand
axe 2a et une accélération séculaire négative. Mais le premier terme
de l’expression (2) est au contraire négatif en général, et dans les
mouvements des planètes classiques, sauf Vénus et Neptune, cette
expression a une valeur moyenne négative. 

(‘) Cette expression et l’expression que je donne plus loin de la correc-
. di . , . . . .tion 6

ZÏt
rectxfient legerement sur deux pomts sans importance pratique les deux

expressions que j’ai données dans ma Note antérieure (Comptes rendus, t. 209,
1939, p. 134 et 135).



SUR UNE 1.01 CORRECTIVE DE LA LOI DE NEWTON. 26oL
Appliquons au mouvement de la planète Mercure la valeur absolue

de la correction séculaire obtenue : a une erreur relative près de
l’ordre du centième, et puisque la valeur moyenne du facteur sin*u

1 .
est ? cette correct10n est

du_ —— _ 2 ?. 28 dt __ en a e .

On déduit des relations
., , dn dan-a=y., 2—+3—=0,Il (!

la correction
@ —* % sn3 2

dt _
2

ae ’

puis, par intégration à partir de l’instant t=o, les corrections
séculaires

3 3
du =

—2

sn”aeH, ôl=
&

en“ae”tï

ldésignant la longitude moyenne de la planète P : soit pour la durée
de [: révoluti0ns, pour M: aim,

ôl: 3k2fiîenae2.

Si l’on admet comme résultat des observations que l’accroissement
de la longitude moyenne de la planète Mercure ne peut atteindre 0”,5
par siècle, on déduit pour l’inverse V du coefficient & et en C. G. S.
l’inégalité

3.415.7r V 88.24.3606
5,8.10 .0,04<075 180.3600,

soit environ
V > [; . 10”.

Ainsi il résulte de l’étude de la longitude de la planète Mercure que la
vitesse linéaire V, non seulement est supérieure à la vitesse de la
lumière 3. m‘”, valeur qu’avait donnée M. Popovici, mais est supérieure
aussi à la valeur de l’ordre de 10” qu’a suggérée M. Armellini. On
remarque d’ailleurs que la limite précédente est obtenue à partir
du terme qui correspond au cas où l’on réduit le Soleil à un point
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matériel, et cette limite reste valable dans les différentes hypothèses
qu’on peut faire sur la constitution et le mouvement du Soleil.

Autre remarque : la correction (3), si l’on réduit le facteur (» — n
à ou, devient identique à la correction qu’on obtient en valeur princi—
pale en supposant que l’attraction newtonienne a une vitesse de
propagation finie V: g, et en calculant l’effet de la rotation du
Soleil sur la longitude d’une planète selon l’hypothèse que Lehmann—
Filhès a appliquée au mouvement de translation du système solaire;
si, au contraire, on applique au mouvement de rotation du Soleil le
raisonnement que, dans l’hypothèse aussi d’une vitesse de propaga-
tion finie de l’attraction newtonienne, Laplace a appliqué au mouve-
ment de révolution des planètes autour du Soleil, on obtient une
correction de même valeur absolue, mais de signe opposé. Et l’on
sait (‘) que les limites inférieures de la vitesse de propagation de
l’attraction formées à partir des corrections précédentes sont de
beaucoup supérieures à la vitesse de la lumière.

4. Calculons de même dans le mouvementd’une planète la correc-
tion apportée par la loi de force (1) et la rotation du Soleil à la
dérivée de l’excentricité%; au moyen de l’équation transformée de
l’équation de Lagrange

de _ «_;_ e2 1—e2 du
dt _

na2e
-> —> ’—+F(OZ,XOP)+ …: Î,, 

où Z4 désigne (") le point d’abscisse 1 sur l’axe OZ. 
(’) Voir par exemple CRAZY, Comptes rendus, t. 190, 1930, p. 1273, et t. 191,

1930, p. 761.(’) De sorte que le produit mixte

È(Ôî,x O—î))=ôîi(ôî)x È)
est égal à la projection sur OZ du moment en 0 de la force È, c’est-à-dire au
momentde cette force par rapport à l’axe OZ (voir Comptes rendus, t. 210, 1940,
p. 158, et Bulletin astronomique, t. 11, 1938, p. 371 ); mais dans le présentcalcul
mieux vaut conserver l’expression du produit mixte. Deux remarques analogues

, . . ll'dd"'dldgs appliquent aux expresmons que nous employons p us om es er1vees Ît’ Ët_’
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Le premier terme de la correction peut s’écrire, après substitution

de l’expression de la force lî‘,_ _»
LÆ(fi»d—Æ)[fi(æ@) @. na"e t Ap*

Or on a
.

—> âÎÎ3 —> + —> —>
AP

_aît—
=rr’+ OA(— v +œ >< OP)

comme précédemment, et
—> —+ —> —> —> —> —> —> .—> —>
AP (oz1 >< op) : (or _ OA) (oz1 >< OP) : _ OA (oz, >< op),

——> ——> ———>

puisque le produit mixte OP(OZ4 >< OP), où deux vecteurs coïn—
cident, est nul. Selon le calcul antérieur, à une erreur près de l’ordre

. R2 . . .du quotient ? en valeur relative moyenne, le terme cons1dérédev1ent

%—1‘—"e2(:_;x6î))(äzixä>).

Le produit mixte
î(cŸz, >< (Ÿp) : cŸz, (&) ><î)

est égal au produit scalaire du moment cinétique en O de la planète P,
moment qui est porté par l’axe OZ et a pour valeur algébrique sur cet
axe na%/r — e2 et du vecteur de valeur algébrique 1 sur OZ, soit au
total na2 \/1 — e“. D’autre part, en appliquant la formule de transfor-
mation du produit scalaire de deux produits vectoriels en une
différence de produits de deux produits scalaires (‘), nous pouvons
écrire

_ (: >< &) (o‘Z >< (Ÿp) : (Z 6%) (6% oî) _ (Z oî) (ôî)’. 
(1) Soit, d’une façon générale,

(Zxî)(Ëxä)=(äî)(îä)_(Zâ)(îë),
-> -> + —>a, b, c, d désignant quatre vecteurs quelconques. Cette formule est aussi une
extension de l’identité de Lagrange (Cf. Bmcmn, Le Calcul vectoriel, p. 33).
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‘ . . —_+ __)

. .Or, au premier terme, le produit scalaire OP OZ1 est 1dent1quement
“nul, puisque l’axe OZ est à chaque instant perpendiculaireau plan du

_ ——> 2

mouvement osculateur; au dernier terme nous remplaçons(OP) par
6132= r2 = a”( 1 — (: cosu)“, et le produit scalaire (Î)ôî. de la rotation
du Soleil et du vecteur de valeur algébrique 1 sur OZ est égal à la
projection m, de la rotation du Soleil sur OZ. L’expression considérée
est égale à — w. a“(1 — 6 œuf. Et le terme calculé se réduit à

snRH/1 — e2
5ae(l _ ecOsu)b [nv] _ 62_ œ1(l _ CCOSu)2].

En définitive, après substitution de l’expression (2) de la correc—
. d \ r ' ' l '

t10n 3
d—Î.

apres reductions, et Si l’on neghge les termes en B“, on

obtient l’expression

? _ 2‘ ' 2 2
(4) ôd_e=_snae(1 e)sm u

1
GB

”dt (1—ecosu)‘ 5a’(1—ecosu}-

snR"V1—e" ‘,… œ1[2COSU—Ê(I+COS’u)]

_ 2nV1—e”cosu + 8neV'1—e2sin2u ,

1—ecosu (1—ecosu)‘-’

notamment l’excentricité e ne figure plus aux dénominateurs.
Si l’on applique l’expression (4) aux différentes planètes, on

constate qu’on obtient, avec une erreur relat1ve de l’ordre du centième,
la partie séculaire de la correction en réduisant celle-ci à la quantité

de sn’ae(5) °Æ=— 2
 

‘ . , . , de . .Pour la planete Mercure, la correction de la der1vee
217

en un s1ecle
!est, exprimée en secondes d’arc et si l’on fait en C. G. S. &: V’

environ
2,6.10”

\
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Or la valeurde cette dérivée donnée (‘) par Newcomb comme résidu

de la théorie newtonienne est la suivante : Newcomb obtient
Valeur observée.................. 3”, 36

» calculée...……………...... 4”,24
O—C ........................... —o”,88i0,50,

le dernier terme représentant l’erreur moyenne.
Si l’on considère la variation séculaire de l’excentricite' de la planète

Mercure, il est donc encore tout à fait impossible que dans la loi de

force (1) la vitesse linéaire V soit la vitesse de la lumière : et ceci, d’après
l’origine du terme efficace (5) à partir de l’expression (4), quels que
soient la constitution et le mouvement du Soleil. Au contraire, la
valeur V de l’ordre de 10” proposée par M. Armellini, et d’ailleurs
incompatible avec les observations de la longitude moyenne de
Mercure, serait acceptable ici, compte tenu de l’incertitude qui peut
exister sur les valeurs données par Newcomb.

. .
_

, . , . . . ôdi5. Calculons de meme la correction de la der1vee de l’inclinaison —
dt

au moyen de l’équation transformée de l’équation de Lagrange
_

-> -—> -—>

@ _ _ F(OJ1 >< OP)
dt naît/1 — e'—’

J. désigne le point d’abscisse ] sur l’axe OJ situé dans le plan du mou-
vement osculateur, perpendiculaireàla ligne des nœuds, et de sens tel
que l’axe ON joignant 0 au nœud ascendant, et les axes OJ et OZ
forment un trièdre d’orientation directe; par rapport aux axes de
référence Ox, Oy, Oz les cosinus directeurs de l’axe OJ, ou les coor-
données du point J, , sont — sinQ cosi, cosQ cosi, sin i. Par suite, la correction (%;—l est donnée par l’intégrale

d' f —> dAP —> —> da —‘ :_“— _ ' _Æ,, WI _ Æ (AP ,, )[Ap(ot X …»)1 fi… 
(1) The elements of the four inner Planets and the fundamental Constants

of Astronomy, p. 109.
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où l’on a encore
__>

ÂP£â£ =rr’+ OÎ\(—ÎJ+ @) >Ï OP).

Le facteur entre crochets est égal à

(ôî) _ 61) (63, >< ôî)) : _ 6Â(ôî, >< (È).
A l’approximation antérieure, l’intégrale se réduit à

R2 -> + —> —> “'>

îElnÎ—W
(v — 01 X OP) (OJ. >< OP)'

. I + _+ —-+ ‘ .Le produ1t m1xte v<OJ, >< OP), ou les tro1s vecteurssont dans le plan
du mouvementosculateur, est nul. Il reste un produit scalaire de deux
produits vectoriels que nous transformons par la formule antérieure

là_(Zxä>)(ôî1xä>)=(ïäu)(ââ)_ (Î)OJ)ÔÎ.

Le produit scalaire Z)OP peut être exprimé au moyen des compo-
santes des deux vecteurs ; et OP sur les axes Ox, Oy, Oz, soit
pæ+ qy+ sz. Le produit scalaire (o OJ est égal à la projection du

vecteur (» sur l’axe OJ, par suite, on peut évaluer ce produit en

écrivant que la projection s du vecteur ce sur l’axe Oz est la somme
de ses deux projections sur les axes OJ et OZ, puisque l’axe Oz est
situé dans le plan de ces deux axes; ces deux projections sont le

I + à ‘ , . , .produ1t (» OJ4 a evaluer et la quant1te co., et l’axe Oz fa1t avec les
axes OJ et OZ les angles

%
— i et — i, d’où la relation

“**-* .. . ** s—œ,cosis:œOJ,smz-{—œ,cosz, ou œOJ,=-——SÎ-
___> ' ' \ !La même relation appliquée au vecteur OP, perpend1cula1real axe OZ

et de projection z sur Oz, se réduit à

—> —> _ _z : OP OJl smc,

et donne la valeurdu dernier produit scalaire figurantdans l’expression
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considérée, qui devient

:(px+ q_v+sz) —— (s— m, cosi)aî(l — ecosu)‘2
' sini . 

D’où, en négligeant les termes en R“, la correction

\ (li snR'3 ,_ _ ,_
_ _

[:(pæ+qÿy+sz)—(s—œ,cosi)aÎ(x—ecosu)‘£],‘” 5a”V1—e£sunz(1—ecosu)‘

où a:,y, z doivent être remplacés en fonction des élémentsosculateurs
selon les formules connues. '

Si l’on néglige l’excentricité, la correction & pour valeur moyenne
l’expression

EnR2
1066
 (6) 8% : (psinQcosi—qcos£2cosi—ssini),

qui se réduit pour p=o, q=o, s=œ à la valeur donnée par
M. Armellini

8 _d_i :_ sœn_R‘-’ sini,
dt 10a

et où la parenthèse n’est autre chose que la projection de la rotation (S

sur l’axe opposé à l’axe OJ, c’est—à-dire sur la ligne de plus grande
-pente du plan du mouvement osculateur par rapport au plan de
référence. ,

Appliquons la formule (6) aux mouvements des planètes Mercure
et Vénus en prenant comme plan de référence xOy le plan de
l’écliptique à l’instant t, l’axe Ox passant par l’équinoxe moyen;
d’après la Connaissance des Temps, la rotation du Soleil œ correspond
à une durée de 25 jours environ, et l’équateur perpendiculaire dans
le sens direct correspond à un nœud ascendant de longitude 75° et
à une inclinaison de 7°15’. Si V est égal à la vitesse de la lumière, ou

, . . , . , di "dedu1t comme corrections de la der1vee
d—£en

un s1ecle des valeurs
voisines de — o”,oô pour Mercureet de o‘”,06 pour Vénus, valeurs très
petites et compatibles avec les valeurs de cette dérivée données (') 

(') The elements ofthe four inner Planets and the Constants ofAstronomy,
p. 109.

' Journ. de Math., tome XIX. — Fasc. 3, 1940. 35
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par Newconib comme résidus de la théorie newtonienne, soit respec—
tivement 0”,38i 0,80 et 0”,38 $ 0,33.

6. Calculons enfin la correction de la dérivée de la longitude du
nœudo79à partir de l’équation transforméedel’équation de Lagrange

«19_F(0N. >< 0p)
dt— na…y1—esinz

où N. désigne le point d’abscisse 1 sur la ligne des nœuds ON, point
qui a pour coordonnées cosQ, sinQ, o par rapport aux axes
Ox, Oy, Oz.

. . d' . ,Le calcul est analogue à celu1 de la correct1on 3 —-Ï , et condu1t a l’ex- dt
pression

d£! snR2 -._=— xcos£2+ sinQ. æ+ +szdt 5a“V1—e£sini(1—ecosu)‘
[( 'y )(P q‘y )

— (pcosQ + qsinQ)a%1—ecosu)”],

dont la valeur séculaire, si l’on néglige l’excentricité, est
snR*

10asmt
 (p cos$2 + q sinfl),

et donne de même pour Mercure une correction voisine de 2”,25 en
un siècle, si V est égal à la vitesse de la lumière. Cette valeur est
compatible avec le résidu de la théorie newtonienne obtenu (") par
Newcomb

”0 61i 0 52 . .—î--’—: SO”. enwron 5”i 4,3.
l [

di7. En définitive les corrections des dérivées——dz
si l’on réduit le Soleil à un point matériel ayant ladmasse connue M,
sont négligeables si l’on tient compte des dimensions et de la rotation
du Soleil, et si la vitesse V est au moins égale àla vitesse de la lumière.

,
%—9, qui sont nulles

. 0 ‘ de ° ; '
D’autre…part, dans l’expressionde la correct10n8 Æ» la partie secula1re 

. (‘) The elemenls of the four inner Planets and the Constants ofAstronomy,
p. 109.
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retenue ( 5) est indépendantedes dimensionset de la rotation du Soleil ,

et conserve la même valeur si l’on réduit le Soleil à un point matériel;
. , . . . dacette partie secula1re prov1ent de la correction du terme en dÎ’ c’est-

à—dire que la correction de la dérivée du paramètre osculateur, soit #
ce paramètre, selon l’équation

(! \/}lÎ
dt
 +: moment de F par rapport OZ,

est de même négligeable, si la vitesse V est au moins égale à la vitesse
de la lumière. Au total, dans la dernière hypothèse, les trois correc-

. üd(/{Î/.—adisdQ , .
tzons o dt . o

â—ts
o ÎE sont ncglzgeables. 

Nous pouvons faire dépendre cette triple propriété d’une équation
unique en remplaçant les trois équations correspondantespar l’équa-
tion vectorielle qui exprime le théorème des moments cinétiques
appliqué au mouvementde la planète P et au point fixe 0, soit

——+
dOK .): moment de F en 0,dl

si ÔÎÇ désigne le moment cinétique de la planète P au point 0. On
+

déduit de l’expression antérieure de la force corrective F
——> ——> __).

.d3f =_f.fl7(@%)(æxAp)g  
puisqu’on a

—+ —> »+
OP >< AP=OP >< (OP—OA

' . . ——* .—"+ ,
le produit vectoriel OP >< OP de deux vecteurs égaux etant nul.

Dans le développement de la dernière intégrale, il n’y a pas de
. , ** . . , .terme independant du vecteur OA; SI, en effet, le SOl€ll est redu1t àun

. , . . ’>. . o , .pomt materiel, la forme corrective F est d1r1gœ suivant le rayon
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vecteur OP, son moment en O est nul. Le terme du premier degré
en OA, c’est-à-dire par rapport aux coordonnées oz, B, 7, peut s’écrire

rr’ (ÆOAdm> ><OP=o :

il est nul parce que l’intégrale placée entre parenthèses est nulle. Pour
former les termes de degré 2 en oc, {3, y, nous pouvonsconsidérer d’une
façon générale le produit d’un produit scalaire et d’un produit vectoriel

——\
comprenant tous deux le facteur variable OA, et comprenant comme

+ + _ ,
seconds facteurs deux vecteurs quelconques v, et % 1ndependants

—+
de OA; compte tenu des relations entre les composantes et, @, y, du

——+
vecteur OA, le produit con51déré donne pour Intégrale dans le volume
du Soleil  

 
—+ + —+ + “R‘: + +(7) Æ (OA v,) (OA >< 9.2) dm :1

3
(V, >< v._,),

9 \ ' ° - + > - . ,
c est-a-d1re le produ1t vectoriel des deux vecteurs v,, v2 mult1p11e par

. , MR"la quant1te
5

-

Dès lors, dans lintégrale obtenue comme expression de la correction
——>

« dOK
0 T’ écrivons successivement les termes de degré 2. Un premier
terme est

4—Æ(OAOP <OA><6P)dm=o;

+ +
ce terme est nul d’après l’égalité(7), où les deux vecteurs v. et v, sont

——+
égaux à OP. Un second terme est

MR‘2   — Æ.(6Î\ÎJ) (()—Â >< (_)î3) dm—__ (OP>< v):
M5R2

na‘-’vli_———e20z,

d’après l’égalité (7), et puisque le moment cinétique de la planète P
en O est porté par l’axe OZ et a pour valeur algébrique sur OZ la
quantité na‘-\/ 1 —- c“.

Nous appliquons au troisième terme successivement la formule (7)
et la formule de transformation du vecteur résultant de deux multi-
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plications vectorielles successives(')

Æ[6R<Z >< O_Ï)):l (OT/\ >< OE) dm—_ h—1Ï,[(œ >< OP) >< OP]: Mÿ [& ïôî») _ Z=or>] 
Nous obtenons ainsi, en négligeant les termes en R‘“, l’équation

vectorielle

? ___—>_ —+ + —+ _
a‘%=—f—E5“ÎTR lna‘l\/i—e2OZ1+OP(œOP)—;O ”],

qui, par projection (2) sur les axes OJ, ON, OZ, donne les trois
. —ad' dQ «al/_k .corrections —Juko;,—} \/Îksint8Ë, o ‘Il: , ou du moms leurs 

parties principales, et où l’on constate selon les calculs antérieurs que
, . . . . , . 1le second membre est negl1geahle Si la v1tesse lineaire V = Eest au

moins égale à la vitesse de la lumière“.

8. Ajoutons enfin que la correction de la dérivéede la longitude du

périhélie 3%,Ê correspondant à la loi étudiée peut être calculée de

même à partir de l’équation dm cosa + e * 1— e‘lsinu 1— ecosu da . [ d£2—=————FOP+“ ( _ 1 —+2sm2———-dt ,…2‘/I _ zae i—e- dt 2 dl

Dans cette équation le dernier terme donne ainsi la correction
.d£! . , .

2 sin”—20 d—t’ et l’on constate d’autre part que les correctionssecula1res 
(1) Soit, d‘une façon générale,

+ + + + ++ + + +
a>< b) ><c=b(ac)—a(bc),

+ + + ,
_ _ _a, b, c de51gnant tr01s vecteurs quelconques, et la parenthèse du premier membre

désignant le premier produitvectoriel ell'ectué (Cf. Bmcmn, Le calcul vectoriel,
p. 29—32).

(’) Cf. Bulletin astronomique, t. 11, 1938, p. 372.
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déduites des deux termes précédents ne comportent ni termes indé—

pendants du rayon R, ni termes du premier degré en ;, mais au plus
dudes termes enî‘—— -ll résulte que la correction séculaireo—d

une même valeur de la vitesse V, très petite par rapport à celles que
nous avons plus haut mises en évidence, et en particulierest tout à fait
négligeabledans les mouvements des planètes si V est au moins égal
à la vitesse de la lumière.

est, pOUI‘

9. Nous pouvons conclure cette étude sous la forme suivante : Parmi
les corrections apportéespar la loi de force (1) à la théorie newtonienne
des mouvementsplanétaires, celle dont l’eflet est le plus sensible est la
correction de la dérivée du grand axe osculateur, c’est—à-dire l’intro-
duction d’une accélérationséculairedans l’empression de la longitude des
planètes : on sait, en effet, que dans la théorie newtonienne la longitude
d’une planète ne peut avoir qu’une accélération séculaire négligeable,
selon les théorèmes de Lagrange et de Poisson sur l’invariabilité des
grands axes. Si l’on admet comme résultat des observations de ses
passages sur le disque du Soleil, que l’accroissement de la longitude
de la planète Mercure correspondant à l’accélération obtenue ne peut
dépassero”, 5 par siècle, cette limitation entraîne une limite inférieure
de la vitesse V figurant dans l’expression (1 ) de la loi considérée :

V doit être supérieur à 4.10'7 en unités C. G. S., soitàa10 fois la
vitesse de la lumière.

Il est à peine besoin de l’ajouter, une telle accélération ne peut
donner aucune explication, et doit être au contrairenettement séparée
de l’anomalie célèbre du mouvement de la planète Mercure, qui
constitue le désaccord le plus saillant entre l’observationet la théorie
newtonienne des planètes : la longitude du périhélie de Mercure résul-
tant des observationsprésente une avancede 43” par siècle par rapport
à la longitude calculée. En effet, cette avance change la valeurséculaire
de la dérivée première de la longitude de Mercure, tandis que la
correction considérée ici donnerait à la dérivée seconde une valeur
séculaire qui ne serait pas négligeable si la vitesse V était tr0p petite.

——“-——


