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TRANSFORMATIONS HOMOGRAPHIQUES. Jon

fransformations homographiques changeant
une higuadratique en clle-meme. Polygones de Poncelet :

e Berrroe GAMBILIER.

I. basovvetiox, — Le mathématicien allemand Harnack a étudae
en detail. du peiut de vue de la réalité, les biuadratiques et signalé
en passant les 32 transformations homogriphigues qui changent une
telle courbe en efle-méme ( Math. Annalen. . X S 0po 4860 My
a intérdt & retronver ces transformations sans se servir des fonctions
clhptiques. d signaler les sous-groupes invariants contenus dans le
groupe de ces 32 homographies. a stgnaler celles qut sont des tnvolutions
blaxtales el & montrer comment se trouvent échangées par ees diverses
trans formations les quadriques du faseeat ponctuel déterminé par {a
biquadratque. Plus récemment. M. Hans Mohrmanun i Math. Zeit-
selrd f10 1 50 1919, pe 268-283) a signalé la disposition curieuse pré-
<entée par quatre tangentes & la biquadratique, prélevées sur les seize
tangentes aux points ot le plan osculateur est stationnaire. A signaler
ausst que Laguerre a énoucé une série de théorémes géoméiriques élé-
gants sur ces courbes. Vindiguerai aussi quelques propriétés des poly-
vones de Poncelet en les rattachant a Dordre didées adeplé par
M. Lebesgue  Annales de Towlowse, t. 13, 1a21. p. G-k

€ IxvarinT n'CXE BIQUADRATIOUE D NOMBRE MAXINUM D HOMOGRAMHIES. —
l.a transtormation homographique générale de I'espace & trois dimen-
sions dépend de 15 paramétres: la biguadratique géunérale B dépend
de 16 paramétres: donc démontrer gu une biquadratique n'a gu un tnva-
riant projectif ou démontrer qu’elle n admet qu'un nombre i de truns-
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Sformations homographiques en elic-méme constituent deux problemes
dquivalents.

Un procédd elémentaire prouve aussitol Uexistence d'un imvaviant
prejectif. La eourbe B est supposée indécomposable et privée de poit
double: nous rapportons Uespace au tétraddre conjugué commun an
faiscean de gquadriques déterming par B: sotent Q. Q. deux qua-
driques de ce fatseeau

P I e O L LI ==}
LA byl bl - b o7 - haTin

La quadngue ), — 2 Q=0 est un vdne pour une valeur de 2 telle
que a,— b =wu: or si l'on remplace les quadrngues de base ),
el Qy pav 200, — 30, et ~Q, — 20, on awrait & caleuler w0 de fagon
200,V = o soit un cone, ce gqui donune

que 2, — 30, — u v,

= N
i R
: &M
X

LY

et cela prouve que le birapport
T T Y I

el | M!'« S St
! '"“-\hl‘ o b b I‘

est un fncarvant projecti § propre ¢ B seale. SUS0 S0 8,0 3, sont les
sommels des § cones signalés et sty me, m o sond les points oy
b2 plan [, 3R coupe B, le birapport des geénératrices S o, iy, o, )\
sur le cdne N, est dgal @ | pour un choin convenable de la permuta-
LRONY BN L Ry, BRI

Cela ze voil aussitdt en supposant J, et Q. coincidant avee les

X ~ ~ - L L " - .
cones Ny el Nyt = b= lsetrouve égala , * : 5 el Fon adcchercher

+ a4 wi=o le hivapport des

-

saur la congque dégquation w,xd
points ot elle ost coupée par les deux droites bl 4+ b 0i=uv. On
peut encore remarguer que si Uon cousidérve quatre gquadvigues
QO — = Qs = du faiscean. le bivapport des %; est égal au birapport
constant des § plans tangents aun quadcigues en un point arbiraine
de B: dapreés cela on voul que 1 est égal an bivapport des plans déter-
minds par une tangente arbiraire de B et suecessivement les sommets
des j ednes S,
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Ce point établi, une homographie H changeant B en elle-mdme
transforme un cone N; en un eone S, 7 et § dtant des entiers, égaux ou
non, ayant une des valeurs 1, 2, 3, 4. Oc le cone 3, par exemple, ne
peut séchanger en lui-méme (dans son ensemble) gue de guatre
fagons dillérentes, car les 2} permutations dilléventes de me,. my.
m. m, sassocient par groupes de j pour donner un mdéme birapport |
{ toutefois st 1 vaut — 1. chaque groupe comprend § permutations, et
s L vaut —j ou —* chaque groupe en comprend 12): une fois 3,
tixé, sur une génératrice de 3, 1l 1 a deux points de B qui peuvent ou
rester chacun oo gqu'il est ou s'échanger, de sorte quiil ¥ a huit fagons
au plus d'échanger B en elle-méwme de facon que le cone S, reste le
cine N, 1 dlaatre part une transformation H peut, au lica de trans-
former N, en N, transformer an contraire Jon Soou X den S, et
cela dapres ee gui précéde de huit fagous au plas: il ¥y adone au plus
32 transformations homegraphiques échangeant B en elle-mime acer-
dentellement 6 st 1 vaut — . ou g6 st | vaut —jou — ;). Nous
allons trouver elfectiverent le nombre annonceé: mais 1l est Jores et
déja acquis que B ne posséde gu’un tncariant projectyf.

Donnons une autre nterprétation géométvique de Lisi B est mise en
perspective sur un plan P & partie dun poant M de cette courbe. on
obtient une cubique plane non uwicursale v: st d'un point n de ~
perspective du point Nde By, onméne les tangentes &y autves que la
langente en a, ces quatee droites ont un bivapport constaut: ¢'est
done le birapport des quatre plans tangents & B mends par une
corde M\ autres que les plans contenant MN et la tangente en M
ou Nt deux cordes MN. MP concourantes en M sur B, ou hien encore
P'M et P'Q concourantes en I' sur B donnent le méme birapport : done
deux cordes queleongues MN et PQ donnent le wdéme bivapport.
On peut imaginer que M\ devienne la tangeate & B en M. d'ou Uon
méne & B les plans tangents (qui seront done bitangents) autres que
le plan vsculateur & B au point de contact : enfin si le point M vient en
Uun des points signalés plus haunt tels gue w, . Uun des quatre plans
bitangents mends par la tangente correspondante Sm, est le plan tan-
et an eone X, le long de S, et les trois antres sont les plans Swm, m..
Sar e Sy done le birapport constant relatt f euxe sécanies doubles
de B est le rapport | précddenunent indigué.
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On doit remarquer que les points tels que m,, en nombre 16, ot B
est coupée par les faces du tétraddre conjugué, sont tels que ke plan
osculatenr est stutionnatre ; en eflel un plan mené par denx génératrices
distinetes dn cone 3, coupe B en { puints distinets: si ces deux géndea-
trices se confondent, on obltient un plan bitangent mené par une
génératrice de 3, les deux points de contact étant alignés avee 3, el
si la génératvice tend vers S, les deux points de contact tendent
tous deux vers m,.

L'ordre d'idées développé el conduit aussitot aux vésultats de
M. Mohrmann; en eflet prenons guatre des 16 points qui précédent,
choisis de sorte que suv les tangentes correspondantes il ' en ait
pas ui soient sécantes: ce systéme de quatre droites admet deux inva-
viants projectifs 1| 1, qui sont aussi des invarviants de B: comme Bu'a
qunn seul invariant, 1, et 1y sont des fonctions de I, ce qui entraine
une relation /1, LY=w01 st trois des tangentes sont données. la
quatricme appartient done & un complexe déterminé: on ne peut
done choisir arbitraivement les yuatre droites, bien que leur donnéde
entraine simplement 16 velations cutre les 16 parvawmdtres dont
dépend B: et alors. si 'on a choist les quatre tangentes cemarguables
de tacon gue la fonction f(1,. 1) 0it nulle.il v a ' hiquadratiques BB
qui =atisfont aux conditions imposdes.

3. HOMOLOGIES INVOLUTIVES ET INVOLUTIONS BIAXIALES CONSERVANT SEFARE-
MENT CHAQUE QUADRIOUE DU FAlscEAU. — On apercoil immédiatement fuit
transformations involutives qui conservent chaque guadrigque du
Farsceau :

1® Trans formation identique:

2* {lomologie tnvolutive de pile S; et de plun assocré 3,3, 5,01l v a
quatre homologies de cette espices soit (3)) cetle homologie:

3 Linvolution biaatale définde par les drottes S5 el 8,81 appe-
lons-la soit (S;3,) soil (3,8, car elle résulte indifféremment de la
composition (30N youy SH{S) oun encore de la composition S0 S
ow SO,

Connne nous avions reconnn ¢ prioe (sauf pour U—4-1= o) que la
biquadratique B ne peutavoir que huit transformations au plus la con-
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servant et échangeant 3, avee lui-méme. nous les avons cifectivement
oblenues et il w'en existe pas d'autves: désqu'un cone N; est transformeé
en lut-méme, il en est de méme pour une quadrique gquelcongue. l.es
huit trausformativns forment un groape: les trois imvolutions biaxiales
el la transformation dentijue forment un sous-groupe du précédent :
chacune des trois involutions hiaxiales composée avec une antre donne
la troisicme: on peut pereuter Vordree: chacune est sa propre trans-
formée par N'ane quelconjue des deux autves.

Soit Tap=r,2, .. .. %) 'ane des 8 transformations qui précedent @
1 par une voie quelcongue on peut treuver une transformation homo-
graphigue T conservant B mais échangeant X, avec N,. el parsuite 8,
aver 3, il est clair que chague opération TY, échange S, avee 3, ot
comme U 'y en a que 8 possibles; nows avons toutes celles qui
échangent 3, avee 3,1 elles ne forment pas un groupe dailleurs, car
VIENCTE) échange chaque cone avee lui-mdéme, de sorte gue

N R T BN

el cect =uftit pour montrer que kes véi transformations X, et TX, forment
(1313 gruupn*.

Lassociation X, X, puis 3, =, fournit alors en prenant lopéra-
ton T ow T obtenue & pavtic de T en substituant 3; ou 3, & S, les
2 transformations annongées,

A ISvOoLrTioNs RIANIALES ECHANGEANT LES QOXES PAR cotbies. — Mon
collegue, M. U Rebert, m'a signalé ke propridté suivante qui nous
donnera sans effort la transformation T. Sorent une guadrigue ) et
deux dvettes A, X non conjuguées par rapport « ). non tangentes o ).
Le plan polaare d'un point M de A coupe A" eu Mt le rapport anhar-
wonigque de j points M est égal i celun des § pomnts M qui leur gorves-
pondent, donc MM engendre une semi-guadrique ' Jdont A et X
soul deux géndératnices de la semi~quadratique complémentairve; les
deuy points P et P ot MM peree 1) sont conjuguds harmonigues par
rapport & M et M| de sorte que e biguadratique B comvinne & Q ct Q)
est invariante, en micme temps que ', par Linvolution braxtale daxes A
et AL Soil 2 un point commun i () ot Az le plan polaire de x par vap-
port a0 v le plan tangent & Q) en x, coupe A en %1 la droite 2x,

~
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perce ), donc B, en deux points confondus en x: la droite =z, est
done & la fois génératrice de (' et tangente & B : done, d’aprés un
théoréme connu, le plan osculateur 4 B en a coincide avec le plan
tangent & Q)" en 2: ce plan contient \, done le point 3 ou A coupe de
nouvean (J: pour la méme raison le plan osculateur & B en 3 passe
en 2. Cette relation entre 2 et 3 est caractéristique : % et 3 sont distinets,
puisque A est sapposée non tangente & () {dans le cas contraire on
aurait une bujuadralique & point double, Q et ) étant tangentes
entre elles au point ou A touche Q). Nous verrons quil ¥ a sur une
biquadratique B (non unicursale, ¢’est-a-dire sans point double)
24 couples z, 31 dans leur recherche, il faut d'abord éhimiuer sur les
G4 points de B gui semblent répondre & la question les 16 points a
plan osculateur stationnaire. A’ coupe () en deux nouveaux points x'. 3’
de mémes propriétés que z et 3. '

L’involution biaxiale d'axes M et A" change Q' en elle-méme
el change chaque quadrique Q, du faisceaun (), )V en une qua-
drique Q. du méme faisceau: inversement (), se transforme en Q,;
Q, et ), se correspondent tnvolutivement, ©est-a-dire que leurs équa-
tions étant Q— 7, Q0 =0, Q—7,0)=u, les nombres 7, et 7, se
correspondent involutivement: lu quadrique ) est une quadrique
double de cette involution.

La transformée de cette invelation (A, A" par Vhomeologie mvolu-
tive S, est manifestement UVinvolution biaxiale (1 I\\ dont les axes A
et X’ sont deux génératrices de la semi-quadrique complémentaire
de ()'; cette nouvelle involution échange encore () —7, () avec
Q) — 2., Nous avons aussi, évidemment.

(0 QA A =S A S, =R A AR R A AR, =8 A A

Ce résultat prouve que les deux opérations, séparément involu-
tives S, et (A, A", ne sont pas permutables: on peut écrire

(1) SoA A = A AR CALAR, XA

L’opération S,(A, A') a pour inverse (A, A")S, : elle n’est donc pas
involutive. Ou peut encore écrive
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Ueci prouve que U'involution biaxiale (A, A") est permutable avec
chaque involution biaxiale §;S;; les axes A, A’ doivent donc ou s'ap-
puyer sur les arétes opposées S, et S, N, ou bien former avee elles denx
coiples harmoniques dune méme  semi-quadrigue. Conclusion : 4,
A’ rencoutrent par ememp‘le S, S, et B, 5, et u['fmnt avee chacun des
deux autres conples S, 3,, 3,8, d'une part et $,5,, 3,5, de lautre
la seconde disposition.

Cette derniére remarque permet d'obtenir « priori tous les ¢lé-
ments désirés; nous pouvouns prendre les équations des quadriques de
base sous la forme

) 2T

() £

3 i =]
Rl YT S ol T P et A

1Ll @il

i ai=—uo,

de facon que w,, a., uy, a, soient les racines de I'éguation en A rela-
tive au faisceaun (Q,. Q.). Nous cherchons linvelution dont deux
couples sont (a,, a,) et (ay, «,). Elle est définie par I'équation

L) bodelery oty — b — e ) — (W ey — gt J Lk b R )
by (- oy ) — e, (et - ey ) =

I.’équation

() B ey oy — ty — ey ) — 2R eyt — eydy)

-t sty ) — g (R dy) = o

définit deux quadriques ()’ et (), dont chacune peut jouer le role de
la quadrique Q' qui a été utilisée ici. Sur chacune (comme sur toute
quadrique du faisceaun), il y a quatre génératrices du premier systéme
tangentes & B avee eette particulurité propre & Q' que, % étant le pornt
de contact de Uune de ces géndratrices, la geéncratrice A, du second
systeme de Q' dssue de o, perce B en un autre point 3, contact avee B
dune nouvelle géndratrice du premier systéme de Q'; les deux autves
points «', 3' mmlomu s & a et 3 donnent lNaxe Y,

Les uemermrmes de Q" du systéme opposé | iomwrl'ssent de méme A
et A'; on peut eup[m\er (que A et A se coupent sur 3, 3, et divisent har-
munmquemem I plus (Jue A et .l se coupent sur S8, et divisent
harmoniquement S,3,: de la sorte A et X' se coupent sur S, 3, et
divisent | llarmmuquement S,S.; X oet X ose conpent sur 5,5,. Le
lecteur fera sans peine la tigure.

Journ. de Math., vome XIL. — Fase, 1L, 1933, ’-II'D‘
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Nous avons mis ainsi en évidence des sous-groupes de quatre trans-
formations : dans chacun, ligure la transformation identique :

1° Involutions biaxiales (4, A"), (I, .1) (S8, 5.8,

2* Involutions biaxiales (A, A", (3, 5,, 5, 5;) et 'involution résul-
tant de la composition des précédentes; les axes de cette involution
sont nécessairement deux génératrices A, et A, de ()3 les six droites
(4, AN, (5,5, 5.8,), A, et A sont sur une méme semi-quadrique ot
chagque couple divise harmoniquement les deux autres: S, S, et S
sont deux génératrices de I'antre svstéme;

3» Svstéme analogue au précédent (1 A, (3,5, 5.5, (.h., A )

A S -stéme analogue au premier, comprenant ;

(ALAL (AL A SRS R e

~

ystéme analogue au second formé avec (A, X'), (5,5, S, 8,),

ysi
AR

S
N

(3,
G

fj)

s

_\.
Svstéme analogue au second formé avec

N

(A A, (S S 8080, (AL A

;1,

Iin associant de méme S, avec S; (et S, avec 3, puis 5, avec S,,
nous aurons le total des 32 homngmplnes prévues. Lhmﬂmu quadrique
telle que Q" donne 8 points tels que 23 1l ¥ a 6 quadriques analogues
Q' et nous avons ainsi les 48 points 2 annoncés,

Le vole de la guadrique (J, qui a servi dans notre raisonnement,
n'existe pas, en ce sens que () peutl étre remplacée par n'importe
quelle autre quadrique du faisceau, Q' ne changeant pas, non plus
que A et X', Cela tienl i ce que le plan polaire d’un point M de l'espace
par rapport a une quadriiue variable du faisceau tourne autour d’une
droite ixe que I'on peut obtenir en menant de M les deux sécantes
doubles de B qui en sont issues: ici si M est sur 3, les deux sécantes
doubles sont précisément A et MM'; w étant le conjugué de M relati-
vementaux points %, 300 A perce (, la droite lixe associée & M est M.

Le premier sous-groupe indiqué donne la relation

(RN NN = A A AL A
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ce qui en vertu de (1) peut s’écrire
(S5 8,5 = (A, A5 (4 A8, =[(3 A5, A
et comme le premier terme est involutif, on aura ainsi
(5,8, 8,8,) = | $,(A, A) |

On voit le lien de cette théorie avee la résolution de 'équation en &
relative au faisceau ponctuel déterminé par B. Si en eflet on a déter-
min¢ les deux (uadriques appelées Q' et Q, et si on les prend comme
quadriques de base, I'éguation (6) est satisfaite pour A=o0et A ==,
de sorte que 'on a
§ oy - da == ¥ .

Dot etalar, - e, ) === erget, oty -+ ary ).

07

La seconde équation, tenant compte de la premiére, s’éerit
(ety a0y @y — ety )) == 0,

Sil'on prenait ¢, a4, = a,«,, on aurait par exemple ¢, = ;. 4y =ua, et
le faiscean serait défini par les deux éyunations

ey (] =) (] - Y ) = (3 4+ a3) + (@i atll=w,

de sorte que B se décomposerait en un quadrilatére gauche, cas
écarté; on supposera done d.=—ua,, a,=— a, de sorte que U'équa-
tion en i est bicarrée avec ce chotx de quadriques fondamentales: 'on
reconuait la méthode classique pour résoudre 'éguation générale de
degré 4.

Ce résultat prouve que les quadrigues Q' et (¥, sont chacune harmo-
niquement cireonserite a Uqutre (donce ausst harmoniquement inscrite),
Ceci est évident géométriquement, car le quadrilatére gauche ALY’
dont les cOtés sont génératrices de ', réumi aux diagonales 5,S,
et 5.5, forme un tétragdre inscrit dans Q' et canjugué par rapport
2 Q) : en effet le sommet (3, 1) situé sur $, S, a son plan polaire par
rapport i toutes les quadriques du faiscean passant par la droite 8.8
le plan polaire de ce point {3, A) par rapport a Q| passe par le
point (.‘l’, l—') situé sur 5, 8,, car nous avons vu que (5, 5,, 5,3,),
(A, A, (4, X)) sont six génératrices d'une méme guadrique se divi-
sant harmoniquement d'un couple a Vautre: donc le point (3, X)
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a bien pour plan polaire relativement & Q) la lace opposée dams le
tétraddre qui vient d'¢tre défini.

I ’association (3, 3,) détinit de méme les quadriques remar-
quables Q", Q] et Passociation (8,8,) les quadriques Q7. ()7, En
supposant choisies )" et (), comme guadriques de base, nous écrivons
les équations de ces quadriques

Q) ] — ) g ial — iy =

() N e
QT == O — e U Uy = = e U
WJM == ‘l}\’i' - i‘\ ”l”:“\'ki - ”“: == ‘\‘ = "\ LU ‘U. -

Il est bon de signaler un autre résuliat pour les quadriques J, et ),
qui se correspondent dans l'involution définie par I'équation (3.
Nous supposerons cette fois choisies comme quadriques de base deux
telles gquadriques Q,, ), :

WL Y SRt B T

[ J—
LA L

U R - AL

Les deux valeurs o et x doivent donc étre conjuguées par rapport
aux racines de I'équation (3), ce qui entraine que ces racines soient
opposées, d'oli

tytds — tb i, TT 0

Darboux a montré que cetle relation est nécessatre (1) ot suf fisante
pour qu'tl cxiste wne certaine homologie biaxiale (el par suite une infi-
nete stmple Y trans formant ), en Ay, o cox homologies n°cétant pas tnvolu-
tives \sau f celles que nous avons signalées), ¢ est Uhomologite inverse qui
transforme ), en ) de sorte que B one se troave trans formée en elle-
mcme par aucune de ces homologies biactules non tnvolutives,

Il est facile de montrer ausst que cette relation a,w, — w0, =0 est
la relution nécessaire et su ffisante pour qu’tl cxiste une quadrique X cou-
pant chacune des quadrigues Q, et Oy sutvant quatre droites. On cons-
tate en cifet que X doit étre quadri-tangente a Q, (§ conditions),
quadri-tangente & Q, (.} conditions) : par suite lensemble des 3 qua-

(1) I fand en vealité dorive (o d, — da (e, @ — et 0 Vit dy - et == wl Hode

Darsocs. Principes, p. 78,

3
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3, Q. Xdépend de 3 >y — 8 =1q parameétres ('); mais il
ne faul pas croire que ces 1g parameltres se répartissent ainsi: g pour ),
g pour Q. et 1 pour X, comme il serail naturel de le penser; la répar-
tition exacte est g pour Q,, 8 pour (Q, (4 causc de la relation
a,uy— asa, Y=o et 2 pour X.

Nous avons ainsi trouvé 1) tnvolutions binviales échangeant B en
efle-méme : les 3 involutions (S;5;, 5,8 et les 12 mises en évi-
dence dans ce paragraphe: pour les 3 premiérves les cordes joignant les
points correspondants cngendrent une surfuce algébrique de degré §
{car par chaque point de S, 3, par exemple passemt deux sécantes
doubles sappuvant sur S;S)0: powr fes 12 derniéres les cordes
engendrent fes O quadriques mises en éctdence dans o paragraphe

deiques ()

Cautre cas ot les cordes jorgnant les points homologues engendrent une
quadrique est fournt par les homologies de pole S, 3, S; ou 3. En
décomposant chacune des quadriques non conijues en deux semi-

.

quadriques; nous avons un lotal de 16 semi—quadriques (dant § sont
contques) avee chacune une trans formation tavolutive assoctée : ddési-
gnrons par () cot ensemble de trans formations.

Cette remarque va nous permetire de signaler un nouveau sous-
groupe de 16 transformations homographiques contenu dans le groupe
étudié icr: il faut remarquer ue les 16 trans formations de Uensemble (q)
ne forment pas un groupe.

Il est évident que chacune des 8 transformations X, formant le
groupe (qui laissent inaltérée (dans son ensemble) chaque quadrique
du faisceau peut ¢tre oblenue soit par zéro, soil par unc, soit par dew
transformations de P'ensemble  ¢). La transformation identique eovres-
poud a zéro: chaque homologie N; & une, chaque involution (3,3} &
deux. Dautre part, en appelant T. T, T” une involution biaxiale
déduite de Q', Q7 on Q7. les 24 transformations TY,, T'X, T"X,
achévent de compléter notre groupe G de 32 homographics : done

(") On peut choisie arbitrirement X (y parameires), § génévatrices de X for-
mant un quadrilatére gawche (§ paramétres). puis la guadrique ), contenant
ces jy pénératrices (1 parametreh. puis un nouvean quadrilatéee gauche situé sur X
et la quadrique (s contenant ve quadrilateve ttotal gy — j —1— § — 1= 19 pava-
métres, évidemment indépendants et tels que la vaviation de T'un change le
résultat delinitf . Q. Q,,
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chaque transformation du groupe G peut étre obtenue par la compo-
sitton d'un nombre padir ou fmpair de transformations de (¢) : done
celles qui corvespondent d un nombre patr forment un sous-groupe de G,
sort 3': remargquons que Uensemble (y) se compose de 16 transfor-
mations distrnctes : chacane d'clles; suivie de 5, par exemple, donne
16 transformations distinetes, appartenant & G': done G est obtenu
en supprimant de G Vensemble ( ¢V et cect prouve que toute transfor-
mation de G autie que la trans formation tdeatique peud étre obtenue par
dewy trans formations de () convenablement chorsies, composées dans
un ordre convenable. Ou pourra remarquer encore que une quel-
congue des 32 homographiesse traduit par 'une des quatre involutions
suivantes sur la valeur de 2 qui lixe wone quadrique du faisceau : ou
bien la substitution identique, ou bien Pinvolution qui échange S,
avee S, R avee N, a pour racines doubles les quadriques et 1)),
échange Q7 avee Q) et Q7 avee Q] ou bien Mine des deux involutions
analogues qui provient de Passoctation ¢ 3, XV ou (8,8,

3. Quaswaterks e Pozcrier. — Le paragraphe précédent a
permis de trouver le groupe G, d condition de supposer que la cons-
truction de M. Robert est appheable a une biguadratique B guel-
congue. Nous avons & nous préaccuper de la réeiproque pour avoir
un raisonnement parfaitement rvigoureun. Cela va nous donner une
application élégante de la théorie de Poneelet.

Si effectivement il existe deux droites A, X" de espice wndiquée.
voiel le vésultat que nous avons en projetant la tigare a partiv de §,
sur le plan S:3,5,:1 B se projette suivant une conique 3. A et X
suivant deux droites <, 2’2 la droite MM devient une corde nun’ de s
partagée harmoniquement par 2, 27 el 5. Or on sait qu'étant données
deux comiques 7, 37 (décomposées ou nomd. les droites partagées
harmomquement pav 5 et 5° enveloppent une conigue v tangente i
chacune des tangentes & 5 et 5" en leurs points communs. Si 5 est une
véritable conique, tandis que 3" dégéndre en deux droites < et 2, Ia
conigue v est tangente & < et <’ et aux tangentes i 5 aux points on s
et 5" la coupent. 5i denc a el a, sont les points ot < coupe 7. on
vemarque que 3 et v ont deux tangentes communes telles que la
droite aq, joignant les points ou elles touchent g soit tangente ay:

.

N
~\

%
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c'est le eritertum ien connu pour que ~ soit insertte dans 2 quadrdla-
téres e Poncelet inserits dans 5.

Réciproguement, si deux conigues 37, v admettent x' quadrilatéres
de Poncelet iuserits dans 5 et civconserits & v, prenons une tangente
commune & 5 et y. touchant 5 en «; de « menouns la nouvelle langente s
a 3 s coupe 7 Cn a3 la tangente { 5 en a, est aussl tangente R 3 les
deux autres tangentes communes & 5 et v touchent s en o', o, et la
droite ' qui joint @’ est tangente & v: la conigque v est done, d'apres
ce qui précéde, Uenveloppe des droites harmoniquement partagées
par 5 et le couple ¢, 2. En supposant la figure ramenée au type cano-
nique on 5 et v sont deux cereles tels que le centre de y soit situé
sur 7, on voit que les deux droites ¢, 2’ se coupent en un point S,
avant méme polaive par rapport i 7 et .

Revenons & B mise en perspective sur le plan 8,8,5, & partir
de 3,1 chaque quadrique du faiseeau est coupée par ce plan suivant
son contour apparent relatil & S, et les conigues ainst obtenues
forment un faisceau pounctuel, coupant la conique s trace du cine 3,
aux § pownts m, . miy, my, m, déja signalés, qui ont sur B un plan
osculateur stationnaire: dans ce faisceau il y a dewr coniques remar-
quables " ot ¢, admettant avec 5 une infinité de quadrilatéres de
Poncelet, tels que la diagonale joignant deux sommets opposés passe
au point §,. Cette conique ¢’ (vu ¢, Yest la section par le plan 5,8, 8,
de la quadrique Q' (ou Q) remarquable déja citée; la droite B, S,
perce ¢ en deux points oft P'on méne les langentes ¢ el 5 & ¢'; ces
deux droites sont les perspectives de deux génératrices A, X' du premier
systéme sur Q7 et Jde denx géncratrices A, X' du second : la figure
étudiée au paragraphe précédenl e trouve ainsi reconstitude.

Etaut donné un point m arbitrarre de la conique 3, nous en dédui-
sons un groupe de 16 points comprenant :

1° Le point m lui-ménie;

2* Les nouveaux poinls d'intersection des droites mS,, mS,, m3,
avec s

3" Les nouveaux points d’intersection avec 5 de chaque tangente
menée de m & l'une des 6 coniques remarquables ', 45 4", 3 475 4,
mises en évidence.

Y
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Ce qui a éé expliqué au numéro précédent met en évidence des
sous-groupes de ce groupe de 16 points. Or chacun des 16 poiunts m;
est la perspective de deux points M, M;de Bi=no.1, .... 150 de
sorte que nous avons sur B un groupe de 32 points: chaque droite m,m,
est, quels que soient @, j (dgaux ou non), ou langente a 'unc des
G conigues remarquables ou passant par Pun des points S, 3, 3,
ou tangente & 5 pour £ = ;). Dans Uespace la droite nim; esl projec-
tion de j cordes de B (du moins pour 7 =) : deux de ces cordes sont
geénératrices, soit de Fune des 12 semi-quadriques remarquables. soit
de I'un des 3 cones 8,0 5.0 S, et se coupent. sur le plan $,3,3 _au
point out la droite mym; touche son enveloppe ( conique remarquable
ou point S.. . S a langente & 5 en . soit mm;. est projection
simplement de la génératrice S, MM, du cone S, puts de deux
tangentes a B. Ftant done douné un point M arbitrarire de B. sa
perspective msur 3. puis les divers points m; correspondanis permetient
donc de marquer 16 points j\_‘l,«m\i:n. 1. oo 1) wls que chaque
droite MM soit génératrice de Tone des 12 semi-quadriques ou de
Flan des § cones: ees points forment un groupe attacheé au pornt M (qur
nen fait pas partie) : ils correspondent au sous-groupe G qui a été
étudié au numéro précédent. Les 16 points Myr=o. .. .. 1) forment
aussi le sous-groupe G qui corvespond au point M. Etant donnés
deux points MM 7i=j on =" de ce groupe. on voit en utili-
sanl ni;m; que Fon peat aller exactement de 16 facons de M; a M,
en smivant un chemin XI,\TI,;.KIAA‘:O, cev. 12) composé de deux
segments M;M;. VM, génératrices des 12 semi-quadriques ou d'un
des j cones. Il est elair que lhomologie S, transforme chaque point M;
eu le point A: par suite chaque droite M;M; ou MM, on —.\_li—\—l_,;. sune
parcontinuite lorsque M se déplace sur B. devient respectivement AYAYI
on M‘;M_; ou M;M; quand M vient occuper la posilion M: il v a lieu
d'étudicr les surfaces réglées lieu des droites M:M;; puisque MM,
peut. par conlinuité, s'échanger avec M;\,. chacune de ces surfaces
admet les homologies 3,0 5,0 5. 5, et les 3 involutions biaxiales qui
en résultent. X1 j=1_ on obtient la surface développable dont B est
aréte de rebroussement: le degré de cette surface est manifestement
égal an nombre des plans tangents & B menés par une droile quel-
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conque ( ' ): or nous avons vu que par une sécante double MN de B on
peut mener & B quatre plans tangents autres que les plans tangents
contenant MN et la tangenle en M ou N de sorte ue cette u’lmmle M
perce la surface en M et N complant chacun pour deux unités ct en
quatre points nouveaux : la surface est de degré 8.

N lei deux points M. M; sont tels que la droite nym; passe par le
point S, on obtient une surface réglée de degré j, admettant S, 5,
et 3,3, pour directrices doubles: en effet un plan quelcongue issu
de 3.8, par exemple coupe deux quadrigques du faisceau suivant deux
coniques avant pour triangle conjugué commun le triangle 3,3, 3,
ot 5 est le point commun & ce plan etd 3, 3,11l v a done deux séeantes
communes issues de 7 el ce zout les géndratrices donnédes par ce plan.

Sl dreoite pem; est tangente @ Pune des conigues remavquables,
g par excmple, la drotte M:M; mrwndm: une surface réglée R de
degre 8: en effet MM, peree le plan 3,5.5, au point V on elle se
vencoutre avee M: M dlapres les pmprw ésdu qlmdmlmmw complet,
les deux génératrices WM, et MM, qui apparticnnent a la gua-
drique Q' se mmwnt en un point U du plan 3,5, 5, qut est le point
ot ;s touche ¢'o et les deux points U, V sont conjugués harmo-
nigques par rapport aux traces de MM, et MM, qui sout les points
i mm; peree la congue 5 perspective de B. Or élant données deux
contgues queleongques 3 et ¢, st sur chaque tangente & ¢ on prend le
point Vo cette tangeute rencontre la polaire par rapport & 5 de son
point de contact U, on obtient un hen de degré § et unicursal (les
deux droites sécautes ont leurs équations rationnelles et de degré »
pau‘ rapport au parametre qui wdividuahse chaque puim de ¢) (*);

déerit done une courbe unicursale de degré § qui est la section
mmplm de R par le plan 3.3, 5, (car les droites Joignant deux i
deu les points ot B perce S, 3.3, sont générainices des surfaces de

(' O peal cagore procéder ainst @ dtant donnéz une droate D, et un point P
de D le eone de sommet P avant B poue directrice est de classe R, done par 1Y
on peut mener R plans tangents & ce cone.

(%) U peut encore dive que \ se déduit de U par uwne transformation bigqua-
dratique fwvolutive consistant & associer & chague point I du plan le point V ou
se coupent les polaives de U par rapport aux conigues du faisceaun 5. 4.

Journ. de Math.. tome M1, — Fasc. I, wdd. Y
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degré § étudiées auparavant) : douc R est de degré 8. On arrive au
méme résultal en étudiant la classe de R (égale au degré, comme on
sait). Le comtour appavent de R relatif & 3, et au plan 3,5.5, est
évidemment la conyque ¢’y de sorte que le cone de sommet N, et
base ¢° est enveloppe de plans tangents doubles et doit ¢tre compté
deux fois: si la tangente variable d ¢’ tend vers une tangente commune
a g et 3. les points m; el m; viennent se confondre et nous avous vu
que les génératrices MM, et M;\; de Q@ devicunent alors tangentes
a4 B; done cette fois ¢'est M; qui coincide avec M; ¢t M;avec M, pen-
dant que les deux générvatrices M, M; et M\, contenues dans le plan
général S, mim; se confondent toutes deux avee M;M; : done chaque
tangente commune & 5 et ¢ donoe un plan, passant par elle et 3,
touchant R le long d'une génératrice stationnaire, le cone N, élant
tangent & R tout le long de ceite génératrice qui n'est autre que I'une
des quatre tangentes 1ssues & B du poinl 3, le cone S, coupe done R
suivant les quatre génératrices de R issues de S, comptant chacune
pour deux unités, et suivant B. ligne double de R et simple de S,
comptant donc pour huit unités: cela confirme bien le résultat 8
obtenu pour degreé de R (en méme temps que pour la classe, S, étant
un point quadraple avec un cone circonscrit de classe deux comptant
pour morceau de multiplicité deux. ce qui donne §+ j ou 8). La
surface R admet done § points quadruples, j sections planes donbles
(dont chacune a pour points doubles les sommetsdu tétracdre 3, 8,8, 3,
qu’elle contient).

6. DicrESSION SUR LES POLYGONES DE PPONCELET, LES REsvLTATS DE CAYLEY
ET UN MEMolRe DE M. Lesesste. — Dans ce qui précéde nous avons
systématiquement évilé de nous servir des fonctions ellipiques. 11
serait toutefois regrettable de ne pas raccorder les résultats qui pré-
cident & ceux que M. Lebesgue a obtenus (par une voie dailleurs
purement géométrique) dans un mémorre élégant para aux _innales
de Toulouse, t. 13, 1921, p. 61-g1, ayant pour but de présenter des
résultats analvtiques de Cayley. On peut supposer que chaque point
de la biguadratique B a ses coordonnées exprimées au moven d'un
paramétre elliptique « tel gue la condition nécessaire et suffisante
pour que deux points soient alignés avec S, est que les u# corres-
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pondants soient dgaux et de signe contrvaire; par suite la condition
nécessaire et suflisaute pour que quatre points soient dans un méme
plan est u, + s+ w4+ u,= o. On peut par exemple supposer que les
coordonnées homogdnes du point courant de B sont (snu, enu, dnu, 1)
auguel cas la courbe est rapportée an tétra¢dre conjugué S, 35,83,
s étant la conique (o, cnu, dnu, v) dont chaque point correspond a
deux u opposés 3 on bien on peut prendre pour Blacourbe (pu, p’, p". 1),
la conque 7 étant la courhe (p. oo p”, 1\

Il est alors clair que la velation u, 4 wy==a, ot a est une cons-
tante tine, défimit ' cordes engendrant une surface réglée (), tandis
que w4, = — a Jdétinit une surface analogue Q: Q et () sont telles
(que toute génératrice de Q rencontre toule génératrice de Q: done Q
et Q sont deur semi-quadriques complémentaires. Coupons cetle qua-
drijue par un plan tangent issu de 8, : nous oblenons sur B quatre
points M. N, M. N de parametees by &, — b — F avec a = h 4+ ki les
deux génératrices MN et MY de svstéme opposé se coupent dans le
plan polaire de S, 0 cTest-i-dive 3,3,

3

s enun [minl SR appartenant a
, situé sur la corde mn de 5 au

Q.
2.3,
la coniyue ¢ section de @ par S,5,3,
point ou cette corde ma touche ¢. Les deux cordes de B, MN et MIN
se coupent. Jdaprés les propriétés du quadrilatére complet sur la
corde mn au pomt V conjugué de U par rapport & mn, de sorte que le
point V engendree une courbe de degré j, admettant 5,5,5, comme
points doubles  raisonnement déja indiqué au numéro précédent).
Quand la génératrice MN engendre Q. la corde MN et la corde MN
engendrent done une surface véglée R de degré 8; en eflet cette
surface R admet la courbe lieu de V pour ligne double, épuisant toute
la section de R pav le plan 8,3, 3, le cone de sommet S, et base g est
enveloppe de plans bitangents & R; d'autre part solent { un point de
contact avee 3« une tangente commune & g et set T, T les points
correspondants de B: on voit que M, N sont confondus avec T,
Met Navee T et que TT est une génératrice stationnaire de R issue
de 3, avec plan tangent constant en tout point de cetie génératrice,
a savoir le plan déterminé par X, et la tangente commune & g et 3
étudide: S, est done un point quadruple de R. D autre part chaque
homologie involutive 3, S, 3, ou S, change Q en Q de sorte que R
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se trouve échangée aussi en elle-méme; done chaque point 3,, §,, 8
S

A

~ .

N
S, joue le méme réle par vapport & Rz on voit que la sarface R étudide
ici (au ford en ne nous servant pas des fonctions elliptiques) com-
preud comme cas particulier celles que nous avious étudides au para-
graphe précédent (lieu de MM Puaisque M et N\ ont vespectivement
pour pavametre h et — £ on voit que la corde MY est délinie (wvee
une ortentatton) par la relation w, —u,=h+4% ou wy—u,=h+k
pendant que chague corde MN on MY est détinie pacu, +u,=h+k
onu, +y=—{h 4+ £ : ladifiérenciation des deux semi-gquadrvigues ()
et Q a comme hemologue Vorientation que 'on donne & chaque
génératrice MN par la distinetion des exteémités de eette géndratrice
sur B (qui est ligne double de IR,

Une corde guelcongque MN de B délinit une semi-quadeigque el une
seule QQ contenant B, puis une surface R et une seule : e, n &lant les
peespectives de M et N sur 3. la quadrique Q ot la surface B ainsi
obtenues ont pour contour apparent les deux comques du faiscean
dadié el qu o sont tangentes & mn: la semn-quadrique ) doune Ia
conigue tangente & mn an potut ou MN peree mn ot lasurface R la
eonique touchant zn au point conjugué du précédent relativement
Amn,

Dlapres cect, imaginons traws points A, Aol A\ de paramdives x,.
2.. %, sur B les surfaces véglées B correspondant aux cordes \ A,
As i AL\ correspondent aux équations

Wy — L, = Xy — X, t!’,
By T X X, T3 ey fed, ol — o =0,
T T R

et Uon voit gue les contours apparents de ces surtaces sout trois
COMMJULS ¢, Gau as APParlenant avee 5 a un meéme faisceau ponctucl,
admicttant dvidennnent x° triangles circonserdts dont les sommets sont
sur 3. tandis que les drottes jorgnant chagque sommet aw point de contact
di edtd opposeé sont concourantes, car les points conjuguds harmoniques
de ces dermiers sar chagque cdté sont sur la droite intersection du
plan A AL\ avee S5,3.8, Les conigues délinies par les édqua-
tions w, +u, =, uy,+u.=d,. u.+u,=d; admetient des triangles
particuliers A, \; X, comme triangle tangent, pour employer expres-
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sion de M. Lebesgue. mais elles n'en admettent que le nombre fini §
len effet on a 2qu, + w,+ ;) =0, égalité avant lieu & un multiple
preés des périodes 2w, 205 puis 200, + uy)= 2d,, done a(u, +d.)=0,
ce qui domne ualre positions pour le point A, ] sans gu'il ¥ ait
besoin d'établir une velation entre o, . o.. d;.

Ceci se géndralise : on peut, en supposant
oo oy el = oy
derire

y — wy=«l\. o — 1= ol - 1w, — tt,=dl,,.

On oblient ainst 7 conques ¢, 4., ..., ¢, appartenant avec 3 a un
méme faisceau pouctuel et admettant ' polygones dont les sommets
sont sur 5 et dout les citéds sont tamgents successivement a ¢,.
Gae oo os gt Sl @y, geo ..., «, sont les sommets consécutifs, on peut
chotsiv @, arbitraivement et Ton voit gue Téquation w, —u.=4d,
conserve une des deux tangentes issues de a, & ¢, ct élimine Vautre;
de méme ensuite pour .. puis a,, ... et enfin @,; on remarque yue
les ¢quations

R [ e =ty == — els. cen Uy — tt, — — o,

donnent un second polygone analogue : en partant de a,, le coté
initial est cette fois la tangente issue de @, & ¢, qui avait été ¢himinée
pour le polvgone précédent. Dans lespace on a x' polyvgones
gauches inserits dans B et dont les edtés ortentds A A, Ao As, oo ALA,
appartienneut aux surfaces réglées R, W,, ..., KR,; en changeant
simplement Portentation de chacune de ces surfaces on déduit de ce
polygone avee le méme point de départ le polygone A\ A, A;. .. A,
on peut. comme l'a fait M. Lebesgue, introduire les triangles
suceessifs A AL A ALVACN T VAL L VAL L, ceqqui revient

A derire

y,— t,—ol,. \ e N s

s — bty == of,. oy — =l

/ w,— == — vyl = oy df )2 ?

-

o — == (el ol
\ y— tty = s~ .. -, .
Wy — Wy — “’"*l-

Hy— t, == — oy ., 2
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et dans chacun des triangles a,¢.a,; a,u a5 .. 14,4, ,a,.0n a trois
coniques fires admettant «' triangles eirconserits ( les droites joignant
chaque sommet au point de contact opposé étant concourantes); cette
méthode introduit, outre les conigues ¢,. ¢s. ..., ¢.. les coniques
complémentaires, enveloppes des diagonales issues de «,. Oun peut
remarquer que I'on peat permuter & volonté 'ordre de succession des
CONUES ¢, . .., ¢,, C¢ (Ul revient & écrire

0wy — == ol trs— == oy, s W, — =y,

2, 3. ..., I étant une permutation quelcongue des nombres 1, 2, ..., .
On peut aussi remarquer que. conservant le polygone A, A, .. A,
ou sa perspective ¢ d....a,. le changement de sens de parcours
a,d,_,...a,a, revienl & changer de signe tous les nombres d. puis &
renverser l'ordre de la permutation.

La donnée des n —1 coniques ¢,. ..., ¢._, lixe, au signe pres. les
nombres d,. d,, ....d,_, : une fois le signe choisi pour chacun. la
couique ¢, en résulte d'une facon unigue; il ¥ a done un vusemble
de 2"~ coniyues ¢, (le nombre n doit étre au moins égal & 3).

Le succets de la méthode vevient & ceci : en additionnant les égalités

wy— == d,
e — M — rl.: {lh - rl.: Ay =0

Hy— = 1o,

on obtient une identité : supposons done yue I'on change de signe
certaines des quantités u; : cela revient. dans la chaine A\ A, A &
remplacer certains points par leur homologique vis-d-vis de >,; on

aura par exemple
- = o\,

‘ wy sl .
— oty e b, == el
L N1 ‘
. ——N‘_;——M:’;M_
g oy, —u, = ou ben

’ o, — o, =o',

w,— =,

On voit que I'on a encore «' chaines dans 'espace dont les maillons
appartiennent, pour un nombre pair, & des semi-quadrigques du fais-
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ceau et pour les autres & des surfaces R primitives (éventuellement
changées d’orientation); quant au plan 3,35.5,. on a les mémes poly-
gones (ue précédemment circonscrits AUX CONIUES . sy . s Gu €L
inscrits dans 3.

Si Uon considére maintenant un nombre émpair de semi-quadrigues
Qi Quy ooy Qo du Faiscean et les coniques ¢y ga. . .y oney COTTES-
poudantes, il existe toujours 4 polygones tangents X ¢ gae . <2 Gaaue
et inscrits dans 7, ¢'est-d-dire dans l'espace j chaines fermées dont les
maillons sont successivement génératrices, dans cel ordre. des semi-
quadriques en question. On a en eflet & écrire

wy— =l e == 0= ofs. e gy = Wy == tley -y

L ajoutant on obtient
_ _ L L LY ) ,
Ll e LY R sl { YT —*f“—»‘—.l—-—-———— s P -
o 20, 26’ sont les deux périodes de la fonction elliptique employée:
p et ¢ deux entiers égaux & o ou 4 1: on en Jdéduit

oy ey — Lo g
SRR T ope - gw.

E R S I
= i1

d’ott les § polygones annoncés. On n’obtient jamais de polygones
circonserits correspondant aux semi-gquadriques, car de tels poly-
wones doivent correspondre & un nombre avbitraive de surfaces R et a
un nombre pair de semi-quadriques.

Si le nombre de semi-quadriques est pair, cette fuis on ne peut
Jamars obteniv de polygones tangents aux conigues ¢,. .. .. ¢.,. Mais
pourvu gue la somme d, + d+...+d, ., sott égale ddy+d, ... d,,
(d un nudtiple prés des périodes) on peut obtenir =' polvgones civcons-
crils aux conijues correspondantes dans le plan 3,5, 5, o x' chaines
formées de génératrices des semi-yuadriques dans Pordre annoncé,
avec faculté d’ailleurs de permuter entre elles les semi-yuadriques de

rang pair. ct entre elles celles de rang impair. En effetil n’y a qu'a
écrive

e L by = == ol

oy, —= . -, =,

fray 5 Wan == thum . By 1, oy,
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Lt alors le procddé déja cmployé, qui consiste & remplacer dans le
cirenit A, Ay ... Ay, tous les points de rang pair par leur homologique
relativement & S|, donne un nouvean eivenit A, A, Nz Ao A s st
le nouvean eivcuit est formé de géndratrices de surfaces véglées R,
R,, ... Ryt il en existe =' velatifs & ces surfaces: mais les poly-
LONES CLrCOnserils AUX COMQUES ¢, Gan « . .« ¢, 1€ Sout pas changds,
Les nouveaux circuits de Uespace correspondent aux équations

w, - is=el,, Wy — ttg === —= ol Wy —- b, =l s oy — t6,= oy

On peut aussi remavguer gu'un nowmbve quelconque de surlaces
orientées Ry Ra. o0, B, Jointes aux mémes surfaces, orientées en sens
inverse R,, R., .. ., L, donne toujours des polvgones civconserits &
I'ensemble des conigues ¢,. g, .. .. g, on chacune est vépétée deux
fois.

Sil'on adopte Uordre I}, R, Ry R, .. R, K,. on obtient une solution
banale, car partant de A\, choisi au hasard sur B, on en part avee

™~

la générvatrice \, \,, de R, et Uon revient immédiatement en \,

avee A, A, de R,. mais un ovdre tel que B R, KR R.. .. R
donne un résultat tout de méme intéressant t en particulier pour n = 2,
lovdre R, R,R R, conduit au théoréme sur le guadrangle dont
M. Lebesgne s'est servi comme base de sa théorie géométrigue.

La quadrigue 1), que nous avons obtenue, nous donue un vésultat
intéressant : elle donne hieu & ' quadrilatéres gauches inserits dans B
et dont les cotés sont alternativement génératrices du premier systéme
el du second: 20 el 2w’ élant les péviedes de la tonction elliptique
employée, chague gquadeilatére A\, Ao\ A, correspond par exemple
aux équations

My = T2 — L
R 2
ok i\
o~ W == -~ —» W, — W, 7= - —»
R X

. . . W N N W .
(), correspondrait alovs a S e Q el QU A et +opuisQ7et

N Ty A wo—- . . - .
Qra- . — et —— Lo quadrilatére A, \; AL\, correspondrait aux
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dyuations

v e 1]

By —- Wy == — R
X 1
RL Toh

By = Wy T= — w,— i, -y
“ %

ce qui prouve gque Uon a affaire 3 la succession (WRR'RY et non &
une suceession {RIRR'R ).

La partie déhcate de la théorie est la suivante : en civculant pro-
gressivement sur le polyvgone circonserit, chague fois qu'on arvive
i un somnet nouveaun, comment discerner, sur les deux tangentes &
mener 4 la conigue correspondante, celle qui doit ¢tve choisie? On
vout yue la représentation par la biquadratique B permet de vésoudre
aisément cette difticulté.

Nous avons parlé des guadrnigues Q,, Q, conjuguées harmonigues
par rapport a )" et 1), séchangeant entre elles par les involutions
biaxiales (A0 A ou (A A ou (A0 A ou {4, AL ) 2 considérons les
équations

By T W, - 0, = el

Hy - W T4 - T w, -

Elles fournissent un guadrilatére gauche A, \, A\, dont les eotds
opposés A, \sel \, A\ appurticnnent & la seni-quadrique g, les autres
edtés et A\, A lasemi-guadrigue (o — o), lesdiagonales \, \,
et A AL appartenant i la surface dégénérée Rlu, — u;=w|: en pers-
pective le quadrilatére v, e a, a ses cotés respectivement langents
aux coniques ¢, et ¢, alternativement, les diagonales se coupant an
pomt S.. Le quadnlatére gauche A GALA, correspond aux dgqua-
twomns
o, - w, =, M, W, =,

L [ LY LU | P LIER | 4

< H

de sorte que lon a une succession de surfaces (R, K. RO et
non f\i R, R.R R

Il est remarguable que les trois surfaces dégénérées R, de degré j.
ne peuvent étre onentées, car les dquations u, — . =m out’ ou @ 4 w'
sont respectivement éguivalentes & celles gue Uon obtient en chan-
geant le second wembre de signe : ou plutdt il est inditférent d'ortenter

Journ, de Math.. wme X1, — Faseo WL w33, 'l—“'*
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chaque génératrice dans un sens arbitraive, de sorte gqu'en réalité la
surface compléte se compose de deux surfaces identigues, & orvienta-
tion prés, ce qui fournit alors le degré 8, avee B pour ligne double.

Signalous encove que nous avons obtenu un nouvean criterinm de
I'existence des quadrilatéres de Poncelet inserits dans 5 et civconserits
& ¢ en Pun des points m,, my. m m, communs i 5 et ¢ parexemple
en ne,, considérons la tangente mi, & 5 et le rayon m, m, comme pre-
mier couple d'une involution, me, my ot i, i, comme le second couple :
la tangente a g’ enm, est Uun des deux ravons doubles: cela résulte de
ce que nous avouns dit sur Uéchange involutif produit par Pinvelution
biaxiale (A, AN, les cones X, 8, ’échangeant entve eux. amsi que les
cones S ot 3,2 dans P'énoncé que nous avons fourni, on supposera gue
les eités du triangle conjugué S,5,3, sout respectivement sur &, w..
m . my et nous savons gue un des ecriteriums donnés par Halphen
est yue les tangentes & ¢" en m, et m, concourent sur 5 {atnst que les
tangentes & g en aeg ob e V. Les tangentes en ay, aux congues ¢, , 4.
qui doivent admettre 2 quadrilatéres circonscvits (¢, ¢u. ¢, ) sont
un couple de Nnvolution signalée.

Ul résulte encore de ce qui précede gu'une surface R gquelcongue
(i, — .= ¢} el une quadrigue quelecongue Qu, -+ u,== bV se
coupent suvant B qui compte pour huit unités et suivant huit génd-
ratrvices obtenues en résolvant

oy~

Wy,

Si Q) est Pun des ednes S, ces huit génératrices se réduisent & quatre
vénératrices de contact.

7. Travvcuos axavteve. — Définissons B par les éuations

(B !

(U etle propridte se géndralize aiusi pour le couple ¢ 4, 1 les tangentes
Ry, enm omey, of A gy en oy concourent zur 7, ce gqui en verlu de Fhomologie =,
cttraine aussitdt que los tangentes & g, enm, ol & ¢, 2nm, concvarent ausst sur 53
sty el gy s confondent outes deux entre elles avee 4’ en retroave le eriterinm

d Halphen.



TRANSFORMATIONS HOMOGRAPHIQUES. 333

qui mettent en évidence les rvacines de Iéquation en 2. l.'équation
de 5 est, dans le plan 8,5.§,

(5 Uy - T ey = Vb e U — e e —

La quadrique Q, ayant pour équation

SN vy, vl - vl = v - el a2

donne une section ¢, par le plan 8,3, 8, d'équation

Eepy R Y A R I Ll I = N

i

La condition pour qu'il existe une infinité de quadrilatéres de Poncelet
inscrits daos 5 et circonscrits & ¢, est que Uéguation en X relative aun
faiscean 5 — g, = o ait une racine égale a la somme des deux autres:
écrivons par evemple
Wy -y LLRY oy (LI mh
@y —- h

e s h a, - h -
Nous retrouvons, comme vérification, 'équation (6) du paragraphe .
Nous avous vu qu'il est commode de supposer que les deux qua-
driques mises plus haut en évidence pour définir B somt deux gua-
drigques ), ot Q, conjugudes par rapport & ), et (', autrement dit
que Uéquation (1) a ses racines égales et de signe conlraire, ce qui

donne
LLEYL gy | 5N 2 PO

Il est alors facile de mettre en évidence les quadrilatéres gauches
formés alternativement de génératrices de (Q, et Q. et inscrits dans B.
N\ous pouvons prendre, avee un léger changeme e nolations qui
Nous po dre, in léger changement de notat 1
ue restreint pas la généralité

V3 1
AN N Y LaF RPN YN
n ! "

< - a

A R

== kI=

et nous cherchous la condition de rencontre des génératrices (de svs-
téme convenablement choisi)

{ . N M
R = S S 1\ e —prs o g — I

e

' (e iy
Woes I — V)2 oy — prio— - ( 1--- l‘~~)-
; ‘ t 2\ L
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U trouve aisément la relation
e N L N -
e — e et —phif - — )l )=
! ! [\ & B (\ 4y ,.)
ce qui prouve que, lesx deux génératrices et 2, se rencontrant, on a le
quadrilatére

3 —1 —
S A T
* R ,y

On peul d ailleurs changer simultanément le systéme sur ), et Q..
mais on ne peut changer le svstéme sur une scule des denx quadrigues.
O peul d'ailleurs remarquer que la transformation involutive biaxiale
qui échange €, avee (), transforme une semi-quadrique Q, vu une
semi-quadrique ), les quadrilatéres gauches sont formés de généra-
trices appartenant a Q, par exemple et Q.. ou bien 2 Q, ot Q..

Nous pouvons, pour trouver les homographies qui échangent B
avec elle-méme, prendre encore pour ), et 1}, deun guadriques qui
séchangent par Uinvolution (3, A') et éerire leurs équations
i) Vit Wt (0 =

RN et — Bt 2 =

ce qui est une forme a peine différvente de celle qui a été employée
avant, en supposant

o LI,
(A — =1
\B ch
L’homographie
3= \: e LGN
3 B Ml Y. =& .M\ s=3 . = N
o U G b;

appliquée a (), la change évidemment en Q. : appliquée a O, on
vetvouve Q,, en tenant compte de la relation (2). En prenant toutes
les combinaisons de signe pour z, &, " on trouve huit homographies
formant U'cnsemble étudié plus haut dont chacune échange S, avee R,
el S, avee S,.

S1 I'on cherche les points doubles de 'homographie on trouve

= g\ B LR (:

—
-
13
- |4
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Silon suppose @, v, 3, ¢ tous dilférents de zéro, on trouve

‘l‘ . i) \ \ ' . — l:(:. R e <
*TVEEES O TV h, NS A

Ceci entraine par élévation au carré :2's"=1: on a donc guatie
combinaisons seulement donnant une homographic biaxiale : les axes
sent

_ o N L s A\,
(A P R T R R

ot N \\.1 [ . Tt \\1
) TV R T OVERR?

les quatre combinaisons pour : et £ fournissent les quatre couples
trouves géomet m‘iquemenl .

En prenant au contraire :"=— 3" on a simplement quatre points
wvarants : dabord les deux points

I==d—=w :E——‘— ::"“l,

T @ TV Ri3,
puts

r— 1 —a L. :7\\1

T EN T EVTE SR

Dailleurs en vésolvant les éguations (3) en N\, Y, Z, T de fagon a
avoir lhomographie inverse, on a

. i3 A3 N ng L
vy ==z, i Y=, = i T=z"_"x
A B '~ (L5

Fn exprimant que les deux opérations inverses (3) et (3") coinci-
dent on a

ST SR OO
AT OIATRE TODY rOm

et cect se rédmt a la relation :x'=7:" déja trouvée ce qui est une véri-
lication.

8. Cas spieial I =—1 ov I =—j. — Considérons par exemple la
biquadratique d’ équations

N LA N |
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Cette biguadratique coupe le plan z = o aux quatre points -
’

T ,(—l 6 f— —l\l ~fr —an
3 k—;‘s — 2 —y — |~ ‘;( reeal ] — | 'J( —=a )\ ~
SRy TRy TR ATy

La transformation homographique

= y=—r I, — 3. =
donne pour les points z, 3, v, ¢ les transformés respectifs z,, 3., 71, %

~

qui ne sont autres que 3. z, 3, v. Si les points ¢taieat quelconques
les deux birapports (xv32) et (s32y) sur le cercle .* -+ ¥* =1 seraient
inverses el inégaux, mais ici, comme ils sont éganx & — 1. ils sont &
la fois inverses et égaux. Cette transformation homographique change
évidemment B en elle-méme et elle n’est pas comprise, d’aprés ce qui
vient d'étre expliqué sur le birapport zv32, dans les 32 transforma-
tions du cas général. Donc cette transformation nouvelle, composée
avec les 32 du cas général, donne ici les 6 transformations possédées
par cetle biquadratique spéciale.

On traiterait de méme le cas o I =— , qui se rapporte par
exemple a la biquadratique d’équations

APt — 3 =0t

biquadratique qui est réelle : on raisonne sur la conique s =G et sur
les points & =1, , /%, = de cette conique pour trouver les b trans-
formations totales : il suffit de trouver drux transformations non
comprises dans le cas général et distinctes. La multiplication com-
plexe des fonctions elliptiques nous donne aussitot le résultat : on

peut poser soit
= s\ =Y. =yl

soit
N r—= Y. s=yZ
et composer ces transformations avec les 3z homographies du cas

général.



