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i\vn BERTRAM» GA)IB10K. 

I. ΙΧΤΚΟΙΗΤ.ΠΟΝ. — Le mathématicien aile mai κΐ Harnuck a étudié 
en détail, du point de vue de la réalité, les hiquadratiques et signalé 
en [Hissant les 3:i transjormatiom bomogmpkiques qui changent une 
telle combe en elle-même (Math, Anne,/en. I. \ll. 1877. p. Î7-8h Κ 11 y 
a intérêt à retrouver ces transformations sans se servir des fonctions 
elliptiques, à signaler les sous~grcuipes incariants contenus dans le 
groupe de tes 3A homographies. à signaler cedes qui mut des involutions 
biaxiales et « montrer cmarnent se froncent échangées par ces </tVer>ys 
transformations les quudriques du faisceau ponctuel déterminé par la 
biquadratique. Plus récemment. M. Il ans Mobrimuui ι Math. £<rit-
seliri/t, t. è. ιριρ. p. 1Ô8-28.Ît a signalé la disposition curieuse pré-
sentée par quatre tangentes à la biquadratique, prélevées sur les seize 
tangentes aux points où le plan oscillateur est stationnaire. A signaler 
aussi que Laguerre a énoncé une série de théorèmes géométriques élé-
gants sur ees courbes. J'indiquerai aussi quelques propriétés des poly-
gones de Pomeelet en les rattachant à l'ordre d'idées adopté par 
M. Lebesgue ι Annales de Toulouse,, t. 13, 1921. p. tii-91). 

2. Iwuuwr ΙΙ'ΓΜΚ luorvaRVinirr: VOUHRK MAXIMIM H'HUMOURAIUIIES. — 

La transformation homographiqne générale de l'espace à trois dimen-
sions dépend de 1À paramètres: la biquadratique générale Β dépend 
de iti paramètres; donctlènuail/vr qu'une biquadratique n'a qu'un inca-
riant pmjectij'ou démontrer quelle n'admet qu un nombre fini de irwiwr-
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flmnatmm àmtm^mphi^ites en elle-même e>wsiùuent iletuv pmhltmes 
èptienfents. 

Γη procédé élémentaire prouve aussitôt l'existence d'un invariant 
project if. La courbe l'î est. supposée indécomposable et privée de point 
double: mous rapportons l'espace au tétraèdre conjugué commun au 
faisceau de quadruples déterminé par B: soient O.. Q

s
 deux qua-

driques de ce faisceau 

I, I I. > - <i _.f ; ... «> 
- iv.q - h .t : - · ·> 

La qnadrique t
v
b — λ(Γ = ο est un cône pour une valeur de λ telle 

que u„ — A/» .Ι : or si l'on remplace les quadriques de base O, 
et Q. par xO, —3t>

;
 et γΟ, cO.. on aurait à calculer ρ de façon 

que xO, — "il Γ — ρ·. γΟ, — rib \ = ο soit, un cône, ce qui donne 

Λ — uy * 

et cela prouve que le k/ixippoit 

1 ~U;* f>; tr A
:
 ! 

est un im-urinnt pmjeetij' pmpre il lî seule, Si S,. S .. S-, S. sont les 
sommets des 4 cônes signalés et si ni,, m.., m., m, sont les points où 
le plan S.. S.S, coupe II. le hirupport des gènêmtriees S, 1 m,. ,«i

s
. m-, m Λ 

mr le mue S, est èftsl h I 1 pour un choix convenable de la permuta-
lion «ι,, ni., m-, /11, u 

Cela se voit aussitôt en supposant t j, et IV. coïncidant avec les 

cônes S, cl S. : ri, — b~ = ο : l se trouve égal à et l'on a à chercher 

sur la conique d'équation n,.c: - - ,1 ,.ιγ — <t, .r; = ο le birapport des 
points où elle est coupée par les deux droites b

x
,v\ - Λ,.ιγ-- o. On 

peut encore remarquer que si l'on considère quatre quadriques 
Ο, — λ t C ο du faisceau, le birapport des est égal au birapport 
constant des 4 plans tangents aux quadriques en un point arbitraire 
de lî:, d'après cela on voit que 1 est égal au birapport des plans déter-
minés par une tangente arbitraire de Β et successivement les sommets 
des 4 cônes S,. 
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Ce point établi, une homographie II changeant Η «ι elle-même 
transforme un cône S, en ni» cône S.. i et j étant des entiers, égaux ou 
non, axant une des valeurs i, a, 3« }. Or le cône S,, par exemple, ne 
peut s'échanger en lui-même ν dans son ensemble > que de quatre 
façons différentes, car les ·> \ permutations différentes de ni,. »t

a
, 

«# ., m» s'associent par groupes de.| pour donner ni» même birapport 1 
>. toutefois si I vaut — t, chaque groupe comprend 8 permutations, et 
si 1 vaut —j ou —r chaque g η nipe en comprend i-O: une fois S, 
lixé, sur une génératrice de S, il \ a deux points de lï qui peuvent ou 
rester chacun ee qu'il est ou s'échanger, de sorte qu'il ν a huit façons 
au plus d'échanger lï en elle-même de façon que le cène S, reste le 
cone S, : d'autre part une transformation 11 peut, au lieu de trans-
former S, en S,, transformer au contraire S» ι ou S·., on S Λ en S,, et 
cela d'après ee qui précède de huit façons au plus; il y a donc au plus 
m transformations 11 ο mogr a plaques échangeant !» en elle-même » acci-
dentellement ô j si l vaut —i. ou qt> si 1 vaut —/ou —jrY Nous 
allons trouver elVoctiveinent le nombre annoncé: mais il est d'ores et 
déjà acquis que lï »»· fMmède qn'nn imamint pq/reif/. 

("tonnons une antre interprétation géométrique de 1 : si lï est mise en 
perspective sur un plan I* à partir d'un, point M de cette courbe, on 
obtient une cubique plane non unieursalo y; si d'un point it de γ 

» perspective du point Ν de B Y on mène les tangentes à γ autres que la 
tangente en «. ces quatre droites ont un birapport constant: c'est 
doue le birapport des quatre plans tangents à Β menés par une 
corde MN ». autres que les plans contenant MN et la tangente en M 
ou Ν »; deux cordes MN. MP etmemmmtes en M sur lï. ou bien encore 
I'M et l't> concourantes en Ρ sur lï donnent le même birapport : done 
deux cordes tfueietmqnes MN et l't

v
> donnent le même birapport. 

On peut imaginer que MN devienne la tangente à lï en M. d'où l'on 
mène à Β les plans tangents çqni seront donc bilangvntsi autres que 
le plan oscillateur à lï au point de contact: enfin si le point M.vient en 
l'un des points signalés plus haut tels que in,, l'un des quatre plans 
bitangents menés par la tangente correspondante S ni. est le plan tan-
gent an cône S, le longdeS.ni, et les t rois ant res son t les plans Sm, m

 ;
. 

>/«, ni,. S in, m, ; donc le èmtppetrf etmsfomt teltiti/ atur sèettnles doutdes 
tit* lï est te rxipfh>rt 1 prècèdemttient indiqué* 
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Οιι doit remarquer que les points tels que m,, en nombre Hi. où l> 
est coupée par les faces du tétraèdre conjugué, sont tels que te pion 
oscnioietir est stodonnoirr ; en etVel un plan mené par deux génératrices 
distinctes du cône S, coupe Β en .{ points distincts; si ces deux généra-
trices se confondent, on obtient un plan bilangent mené par une 
génératrice de S,, les deux points de contact étant alignés a\eo S,, et 
si la génératrice tend vers S»#,, les deux points de contact tendent 
tous deux vers m,. 

I .'ordre d'idées développé ici conduit aussitôt aux résultats de 
M. Mohrinann·« eu elïel prenons quatre des i(i points qui précèdent, 
choisis de sorte que sur les tangentes correspondantes il n'\ en ail 
pas qui soient sécantes: ce système de quatre droites admet deux inva-
riants project ifs I,. I.. qui sont aussi des invariants de Β : comme Β n'a 
qu'un seul invariant, 1, et l

a
 sont des fonctions de I, ce qui entraîne 

une relation J\ I,, Ι.Λ = ο; si trois des tangentes sont données, la 
quatrième appartient donc à un complexe déterminé: on ne peut 
donc choisir arbitrairement les quatre droites, bien que leur donnée 
entraine simplement Hi relations entre les H» paramètres dont 
dépend B; et alors, si l'on a choisi les quatre tangentes remarquables 
de façon que la fonction Λ 11. Li soit nulle, il \ a oc1 biquadratiques Β 
qui satisfont aux conditions imposées. 

5. UOMOI.OGIKS ISVOU'TIVKS ET ISVOUTIOXS IllAXIAl.KS CONSEUVAXT SKI'AKI-
MKXT CHAQUE QCAMUQI Κ I»r KAISCRAV. — du aperçoit immédiatement boit 
transformations involutives qui conservent chaque quadrique du 
faisceau : 

i" Transformation identique: 
2" thmiotogie ineoiutiee tit' ptife S,· et tie pion associe S, S* S

;
: il y a 

quatre homologies de cette espèce: soit i. S, ι cette hcnnologie: 
3" l'invointion èia.iiaie définie paries dnntes S,S, et appe-

lons-la soit çS,'S
(
-\, soit S,i, car elle résulte indiliéreininent de la 

composition ç>,it S,·) ou ç on encore de la composition y S,, H S, i 
OU t S; Ή >Λ 

t'.ommi· nous avions reconnu <t priori ι sauf pour I ι -1 = oi que la 
biquadrutique Β ne pent, avoir que huit transformations au plus la con-
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servant et échangeant S, avec lui-même, nous les avons effectivement 
obtenues et il n'en existe pas d'autres: dès qu'un cone S. est transformé 
■en lui-même, il en est de même pour une quadrïque quelconque. Les 
huit transformations forment un groupe; les trois involutions hiaxiales 
et la transformation identique forment un mm-gjmipt du précèdent : 
chacune des trois involutions biaxîates composée avec une autre· donne 
la troisième; ou pent ρ·«/ί«/.τ l'ordre: chacune est sa propre trans-
formée par l'une quelconque des deux autres. 

Soit ν /' = i.2... .. SI l'une des 8 transformations qui précèdent ; 
si par une voie quelconque on peut trouver une transformation hoiuo-
graphiquo Τ conservant. Β mais échangeant S. avec Sâ. et par suite S, 
avec S,, il est clair que chaque opération TA, échange S, avec S. et 
comme il n'\ en a que 8 possibles, nous avons toutes celles qui 
échangent S. avec S... ; elles ne forment pas nu groupe d'ailleurs. car 
ι. TA. > ν Τϋ, ΐ échange chaque roue avec luî-inètue, de sorte que 

/ — • c iT 

et ceci suffit pour montrer que les 11» transformât ions 1 et TA, forment 
un groupe. 

L'association S,. S
;
 puis S,, S. fournil alors en prenant l'opéra-

tion Τ ou Τ obtenue à partir de Ί' en substituant S. ou S, à S., les 
u: transformations annoncées. 

fi. Ixvoi.rnoxs tavxï.ars KCMANCKASV LES CÔNES EAU COIIH.ES. — Moi» 
collègue. M. P. Robert, m'a signalé la propriété suivante qui nous 
donnera sans effort la transformation T. Soient une quadruple Q et 
deux droite·* A, A' non twi/ugmvx pur rapport ù O, non tanarnii s ri O. 
Le plan polaire d'un point M de A coupe A* en M : le rapport utihur-
motiique de i points M est égal à celui des 4 points M qui leur corres-
pondent. donc MM" engendre une semi-quadrique IV. 'dont A et A" 
soul deux génératrices de la semi-quadratique complémentaire; les 
deux points Ρ et iv où MM perce Q sont conjugués harmoniques par 
rapport, à M et M , de sorte que in !>ίψαιώ·>ι(ίψι>;· R nmtmmir it 11 et <

N
> 

evt r«oimwit»·. en mr/ite temps tftte t.V
;
 p*tr f meohtiioit /«'«.rtVf/e »/"u,iv\ A 

et A". Soit χ un point commun à Ο et A; le plan polaire de χ par rap-
port à O. ou le plan tangent à Ο en x, coupe A" en x, ; la doute xx, 
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perce Q, donc B, en deux points confondus en x; la droite xx, est 
donc à la fois génératrice de ( V et tangente à Β : donc, d'après un 
théorème connu, le plan oscillateur à Β en α coincide avec le plan 
tangent à Q" en x: ce plan contient A, donc le point 3 où A coupe de 
nouveau Q; pour la même raison le plan oscillateur à Β en 3 passe 
en x. Cette relation entre χ et 3 est ctmicfèristique : χ et 3 sont distincts, 
puisque A est supposée non tangente à U (dans le cas contraire on 
aurait une biquad ta tique à point double, Q et Q' étant tangentes 
entre elles au point où A touche Q\. Nous verrons qu'il y a sur une 
biquadratiqne Β (non unicursale. c'est-à-dire sans point double) 
e I couples x, 3; dans leur recherche, il faut d'abord éliminer sur les 
<>i points de Β qui sembtent répondre à la question les 16 points à 
plan oscillateur stationnaire. A coupe Q eu deux nouveaux points x'. 3 
de mêmes propriétés que x et 3, 

I.'involution biaxiale d'axes A et A' change Ο en elle-même C? V 
et change chaque quad ri que Q, du faisceau ι Ο, < ) ι en une qua-
druple (>_, du même faisceau; inversement tb_. se transforme en Ο, : 
O, et se correspondent ïncofnticemcnC c'est-à-dire que leurs équa-
tions étant Ο — U = ο. — λ, t)' h, les nombres λ, et λ, se 
correspondent involutivenient : ta fum/rtipte O' est une ,/uadn'i/ne 
double de cette involution. 

I.a transformée de cette involution ι Α. A' ι par l'honiologie involu-
live S, est manifestement ("involution biaxiale (A. A J dont les axes A 
et A' sont deux génératrices de la semi-quadrique complémentaire 
de Ο ; celte nouvelle involution échange encore Q — λ,*)' avec 

— λ.. Ο . Nous avons aussi, évidemment. 

0; yA. AN — >
t

, A. A' ) S, = S,(A. A't = S
;;
\A. A' » S, = ι Α. A' ι S,. 

Ce résultat prouve que les deux opérations, séparément involu-
tives S, et (A, A'\ ne sont pas permutables; on peut écrire 

(*> S, ι Α. A' ι =t A. A" tS,. t A. A' iS, — S, t A. A' ). 

L'opération S, t^A, A") a pour inverse ι A, ANS, : elle n'est donc pas 
invoiutive. On peut encore écrire 

(3) ι A. A"i = S,yA. ANS,. 
<i) I S

£
S;i Ι.Α. A' 11 S.S/i = >4 SftA. A' ιS,· ] S, = S,, t A. A'i>,-=- (Α. A' i. 
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Ceci prouve que ['involution hiaxiate (A,. A') est permutable avec 
chaque involution biaxiale S

(
S,: les axes A, A' doivent donc ou ,v'ap-

puyer sur les m'êtes opposées S, S, et S,. S, ou bien former avec elles detnv 
coitples ftarntont'iptes d'une même semi-tfuadrique. Conclusion : A, 
A' rencontrent par exemple S, Sa

 et S
;!

Sj, et offrent avec chacun des 
deux autres couples S, S

s
. S

a
8, d'une part et S, S

 V
, S,S, de l'autre 

la seconde disposition. 
Cette dernière remarque permet, d'obtenir « priori tous les élé-

ments désirés; nous pouvons prendre les équations des quadriques de 
base sous la forme 

t <Λ ) -- «4.CJ -H -ί- a, ,.c; = «I. 
( V; * -Vf -f- .C -4- .«■= -F- .r'f = o. 

de façon que a,. a.,, u - , a, soient les racines de réquation en λ rela-
tive au faisceau ( < ).. Π. Nous cherchons l'involution dont deux 
couples sont (a,, a.) et (« ., a, ). Elle est définie par l'équation 

t, «"» ) λ, λ; ( <1, i- H
t
 U;; «fi) ( «,«. | -î- h 1 

-t- a, a
;
(<i

;:
 «f. ) — a

;;
«. (a, -h <t

t

 ) = o. 

I .'équation 
(I») λ-1 a, -f- IK— α

Λ

 — a. ) — ·.».}. pi, Κ. — ) 

-+- a,ri;;»f
;;

-ί- a,) — «.«'.(a, -s- a.) = ο 

définit deux quadriques Q' et Q, dont chacune peut jouer le rôle de 
la quadrique Q' qui a été utilisée ici. Sur chacune (comme sur toute 
quadrique du faisceau i. il y a quatre génératrices du premier système 
tangentes à Β avec cette particularité propre à Q' ί/«<\ α étant le point 
de contact de l'une de ces généra trices, la génératrice A, du second 
système de Q", issue de a, peive Β en un utitre point 'i, contact avec Β 
d'une nouvelle génératrice du premier système de Ο' ; les deux antres 
points α', β' analogues à α et ri donnent l'axe A'. 

Les génératrices de Q' du système opposé fournissent de même A 
et A'; on peut supposer que A et A se coupent sur S, et divisent har-
moniqueinenl S

:î
S,, puis que A" et A se coupent sur S

:i
S

v
 et divisent 

harmouiqueiuenl S, Sj; de la sorte A cl A' se coupent sur S.,S, et 
divisent harmonique ment S, S.; A' et A' se coupent sur S, Sa. Le 
lecteur fera sans peine la ligure. 

Jourη. oie Math., Lome \U. — Faso. Ill, iyî3. 4® 
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Nous avons mis ainsi en évidence des sons-groupes de quatre trans-
formations : dans chacun, ligure la transformation identique : 

i° Involutions biaxiales y.A, A'), (A, A'). S;», S
3
S.,); 

2° Involutions biaxiales (A, A'Y, (, S, S
t
, SsS3) et Finvolution résul-

tant de la composition des précédentes; les axes de cette involution 
sont nécessairement deux génératrices A, et A', de Q" ; les six droites 
(^A'MS.S,, S

s
S

a
1, A, et A', sont sur une même semi-quadrique où 

chaque couple divise harnioniqurment les deux autres: S, S._, et S
:
. S, 

sont deux génératrices de l'autre système ; 
3" Système analogue au précédent (À, A')., yS,S

v
. S

2
S

:1
 \ (Â,, A',); 

4" Système analogue au premier, comprenant ; 

( A,. A', G (A,. A', S
:i

S. U 

Système analogue au second formé avec (A, A'), ( S, S
;i
, S., S.,\ 

(y, y): 
fi" Système analogue au second, formé avec 

y A. A'Y S.S, 1. ( A,. A", ). 

Κ η associant de même S, avec S
:;
 yet S._, avec S,\ puis S, avec S,, 

nous aurons le total des 3 2 homographies prévues. Chat pie quadrique 
telle que Q' donne 8 points tels que x: il y a β quadruples analogues 
à Q' et nous avons ainsi les '|8 points χ annoncés. 

Le role de la quadrique (Y, qui a servi dans notre raisonnement, 
n'existe pas, en ce sens que Q peut être remplacée par n'importe 
quelle autre quadrique du faisceau, Q' ne changeant pas, 11011 plus 
que A et A'. Cela tient à ce que le plan polaire d'un point 41 de l'espace 
par rapport à une quadrique variable du faisceau tourne autour d'une 
droite lixe que l'on peut obtenir en menant de 41 les deux sécantes 
doubles de Β qui en sont issues; ici si 41 est sur A, les deux sécantes 
doubles sont précisément A et 4141'; u étant le conjugué de 41 relati-
vement aux points a. 3 où A perce Q, la droite fixe associée à 41 est M u. 

Le premier sous-groupe indiqué donne la relation 

1 s, s.,, s., s. ι = (A. A') y A. Â">. 
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ce qui en vertu de (ι) peut s'écrire 

(S, S
s

. SaS,) = (A, y>S,(A,A')S,=[( 1, A')S, 

et comme le premier terme est involuiif, on aura ainsi 

(S,SSi S3
SJ = [S,(A, A") p. 

On voit le lien de cette théorie avec la résolution de l'équation en λ 
relative au faisceau ponctuel déterminé par B. Si en effet on a déter-
miné les deux quadriques appelées Q' et Q , et si on les prend comme 
quadriques de base, l'équation t (i » est satisfaite pour λ = ο et λ = χ, 
de sorte que l'on a 

( o, -+- «»,, 
I t(, tt»{ (#;; </ ) m lf

%
(1 . ( <f t -r- tt*). 

La seconde équation, tenant, compte de la première, s'écrit 

( α | -+- tt* ) ( a, ci ο — a.. «,) = ο, 

Si l'on prenait «ι, as = αχαΛ) on aurait par exemple ο, = β,. = <*., et 
le faisceau serait défini par les deux équations 

« ι {-r 7 λ· 7 .r| --- .e"i| ) = o, ( .t'7 -H ,r: ) -+- .ej )=«, 

de sorte que 11 se décomposerait en un quadrilatère gauche, cas 
écarté; on supposera donc a·,—— a.

%
 ——«

:t
 de sorte que Γ équa-

tion en λ est bicarrée avec ee choûv de i/uadriques fondamentales : l'on 
reconnaît la méthode classique pour résoudre l'équation générale de 
degré 

C.e résultat prouve que les quadriques Q' et Q", son/ chacune harmo-
niqueinent circonscrite à /'autre (donc aussi hurmoniquement inscrite ). 
t'.eci est évident géométriquement, car le quadrilatère gauche AAA"A' 
dont les côtés sont génératrices de Q', réuni aux diagonales S, S·, 
et S.,S, forme un tétraèdre inscrit dans Q' et conjugué par rapport 
à Q", : en effet le sommet (A, A) situé sur S, S

a
 a son plan polaire par 

rapport à toutes les quadriques du faisceau passant par la droite S
;!
 S , ; 

le plan polaire de ce point (A, A) par rapport à Q', passe par le 
point (A', A') situé sur S,S

2
, car nous avons vu que t. S,S

4
, S

2
S

:t
 1. 

l. A. A'Y, ; A,, A" ) sont six génératrices d'une même quadrique se divi-
sant liarmoniquement d'un couple à l'autre ; donc le point (A, A) 
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a bien pour plan polaire relativement à Q, la lace opposée dans le 
tétraèdre qui vient d'être défini. 

L'association t^S, SO définit de même les quadruples remar-
quables Q", Q, et l'association S, S, ) les quad t iques t)T.. En 
supposant choisies O' et 11, com me quadruples debase, nous écrivons 
les équations de ces quadriques 

\Vr I pr'î" — .«·; » -ί- ιι
χ

ι.ι·5 — .r'ft = ». 
'Λν· ' -fi · . .)·;! · .<·· 

Ό" — 'ν''— 0.' = 0'~ \ »νϊΛ>, ·. 
.ι,.ι,η;, «ν;: - ο·-- ,ι,.ι„«ν».-

II est bon de signaler un autre résultat pour les quadriques O, et < L 
qui se correspondent dans l'involution délinie par l'équation tôt. 
Nous supposerons cette fois choisies comme quadriques de base deux 
telles quadriques Ο,, Ο., : 

1*Λ ) "r'1 — "
s
.e.] -- tf

;:
.rr! — «t..«·■;;= ... 

riêri ·Ί ■ η ■ '·' ·'·;· 
Les deux valeurs ο el χ doivent donc être conjuguées par rapport 

aux racines de l'équation |g>\ ce qui entraîne que ces racines soient 
opposées, d'où 

"j". -- <·. 

Darbonx a montré que celle relation est nécessaire ') et sufjisante 
futur >f a "il ι wis te nue certaine homologie hia.t in le ic/ pur suite une infi-
nité simple) transformant Ο, en <vb .· ces homoh>piex n 'ébuit pus invo/u-
tives κ sau f celles t/ue nous aeons xipna/ces ). c'est fliomolopi'e inverse ,pii 
transforme O., en Ο,.ιΛ· sorte <juc Β ne se trouve transformée en elle-
même par aucune île ces homologies hia.viales non involutives 

Il est facile de montrer aussi que celte relation a, a.. — a a, -- ο est 

lu relation nécessaire et suffisante pour «/«" il existe une i/uailrii/uel cou-

pant chacune îles </u<ulri(fites (), et if suivant tfuatre limites. On cons-
tate en eifet que Σ doit être quadri-tangenle à Q, conditions), 
quadri-tangente à < L 1. i conditions! : par suite l'ensemble des d qua-

(') Il la ut en réalité écrire (η,β.— —am. Met, a.--u-a-t — <>. I air 
l>AK«oi l'riiu iju-s. p.. -s. 
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driques Q„ Q
s
, Σ dépend de 3 χ 9 — 8 = 19 paramètres V, niais il 

ne faut pas croire que ces 19 paramètres se répartissent ainsi: 9pour Q,, 
9 pour Q.J et 1 pour Σ, connue il serait naturel de le penser; la ré par-
tition exacte est 9 pour Q,, 8 pour Q.» t à cause de la relation 
u, a., — aa, ) — ο et 2 pour —. 

Nous avons ainsi trouvé 1,1 liico/utions hia.r iules échangeant Β en 
ei/e-méme ; les 3 involutions S,. S,· > et les 12 mises en évi-
dence dans ce paragraphe : pour les 3 pirmièirs les contes joignant 1rs 
points correspondants engendrent une surface algébrique tie degré | 
( car par chaque point de S, S.. par exemple passent deux sécantes 
doubles s'appuvant sur S.. S, i: pour les 12 demiètes 1rs cordes 
engendrent 1rs 6 quailriques mises en éeidencr dam ce paragraphe ; 
fautn· cas où les amies joignant les points homologues engendrent line 
quadrique est fourni par les homologies île pôle S,, S... S- ou Eu 
décomposant chacune des quadriqucs non coniques en deux semi-
quadriques, nous avons un total de iti se/ni quadriqucs {dont \ sont 
coniques) arec chacune une transformation incolutice associée : dési-
gnons par ι q ι cet ensemfde de transformations. 

Cette remarque va nous permettre de signaler un nouveau sous-
groupe de 11> transformations homographiques contenu dans le groupe 
étudié ici: il faut remarquer que les it» transformations de rmsrmb/r {q) 
ne forment pas un groupe. 

Il est évident que chacune des 8 transformations Σ,, formant le 
groupe qui laissent inaltérée ι dans son ensemble t chaque quadrique 
du faisceau peut être obtenue soit par zéro, soit par une, soit par dcu.v 
t ransformations de l'ensemble {q η La transformation identique corres-
pond à zéro: chaque boinologie S. à une, chaque involution (S.S.i à 
deux. D'autre part, en appelant T. Τ', T" une involution biaxiale 
déduite de ( V, Q'" ou Q"\ les 24 transformations ΪΣ,„ Τ'Σ,„ Τ "Σ,, 
achèvent de compléter notre groupe Ci de 3a homographies : donc 

{' ) On peu! choisir arbitrairement Σ (ρ paramètres), j génératrices île Σ for 
niant, un quadrilatère gauche (4 paramètres*, puis la quadruple contenant 
ces 4 génératrices ( ι paramètre1*. puis un nouveau quadrilatère gauche situé sur Σ 
et la quadrique eonteiiant ce quadrilatère : total y — 4 — 1 — 4 — 1=14 para-
mètres. évidemment indépendants et tels que la variation de l'un change le 
résultat delînitif Σ, 1>ι· h?ï-



3>0 BERTRAND CARRIER. 

chaque transformation du groupe G peut être obtenue par la coin po-
sition d'un nombre pair ou impair de transformations de {>/ ) : donc 
celles qui correspondent à un nombre pair Jonnent un sous-groupe de G. 
soit G": remarquons que l'ensemble ̂ 1 se compose de tG trausfor-
mat ions distinctes ; chacune d'elles, suivie de S, par exemple, donne 
iG transformations distinctes, appartenant à G : donc G'est obtenu 
en supprimant de G l'ensemble ι q t el ceci prouve que toute trans f or-
mation de G " ««ire que la transjoruiation identique peut ètie obtenue par 
de«,r transfomiations de ρ/i eoneenubienn-nt choisies* composées dans 
un ordre cometiulde, On pourra remarquer encore que l'une quel-
conque des 3a homographies se traduit par l'une des quatre insolations 
suivantes sur la valeur de λ qui fixe une quadrique du faisceau : on 
bien la substitution identique, ou bien Finvolution qui échange S, 
avec S., avec S,, a pour racines doubles les quadriques Ο et O,. 
échange Q " avec Q* et ι V* avec Q, ou bien l'une des deux involutions 
analogues qui provient de l'association «. S, S Λ ou I. S. S, l 

ii. RADRIT.AVÈRES t»K I'OXCKLKT. — Le paragraphe précédent a 
permis de trouver le groupe G, à condition de supposer que la cons-
truction de M. Ilohert est applicable à une hiquadratique 1» quel-
conque. Nous avons à nous préoccuper de la réciproque pour avoir 
un raisonnement parfaitement rigoureux. Cela va nous donner «ne 
application élégante de la théorie de Poncelel. 

Si effectivement il existe deux droites Λ, Λ de l'espèce indiquée, 
voici le résultat que nous avons en projetant la ligure à partir de S, 
sur le plan S-S-S,: Il se projette suivant une conique 3. Ν et Λ" 
suivant deux droites s. la droite MM' devient une corde mm' de 3 
partagée harmotiîquement pars, s" et T. Or on sait qu'étant données 
deux coniques 3, s* ν décomposées on nonu les droites partagées 
luinnoniquement par 3 et ζ enveloppent une conique γ tangente à 
chacune des tangentes à 3 et 3' en leurs points communs. Si 3 est une 
véritable conique, tandis que ζ dégénère en deux droites s et la 
conique γ est tangente à s et s et aux tangentes à 3 aux points où s 
et 0' la coupent. Si donc a et «, sont les points où s coupe 3, on 
remarque que 3 et γ ont deux tangentes communes telles que la 
droite »i«, joignant les points où elles touchent 3 soit tangente à γ : 
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c'est le critérium bien connu pour que γ suit inscrite ι fans x' quminin-
fères de Pom-efet inscrits /fans 3. 

Iliciproqnement. si deux coniques 3, γ admettent x1 quadrilatères 
de Poucelet inscrits dans 3 et circonscrits à γ. prenons une tangente 
commune à 3 et γ. touchant 3 en a ; de a menons la nouvelle t angen te 5 
à γ; 3 coupe 3 en «ι, ; la tangente à 3 en »*, est aussi tangente à γ; les 
deux antres tangentes communes à 3 et γ touchent 3 en a'. a\ et la 
droite 3' ipii joint n'a, est tangente à γ : la conique γ est donc, d'après 
ce qui précède, l'enveloppe des droites harmoniquemenl partagées 
par 3 et le couple 3. 3'. En supposant la figure ramenée au type cano-
nique où 3 et y sont deux cercles tels que le centre de γ soit situé 
sur 3, on voit que les deux droites s, 3' se coupent en un point S-
ayant même polaire par rapport à 3 et γ. 

Revenons à Β taise en perspective sur le plan S»S.S* à partir 
de S, ; chaque quadriqoe du faisceau est coupée par ce plan suivant 
son contour apparent relatif à S, et les coniques ainsi obtenues 
forment un faisceau ponctuel, coupant la conique 3 trace du cône S, 
aux t points »/,. nr.. ηι

:ι
, ni, déjà signalés, qui ont sur Β un plan 

oscillateur stationnaire: dans ce faisceau il \ a t/en.v coniques renia r-
qttabfes >/' et <■/, admettant avec 3 une infinité de quadrilatères de 
Poucelet. tels que la diagonale joignant deux sommets opposés passe 
au point S... ('.et te conique q (ou <j\ ) es! la section par le plan S. S

;!
 S, 

de la quadrique t V ^ ou O, ) remartptaiife déjà citée; la droite 5
:
. S

v 

perce q' en deux points où Ton mène les tangentes 3 et 3' à «/'; ces 
deux droites sont les perspectives de deux génératrices A. A' du premier 
système sur Q' et de deux génératrices A, A' du second : la figure 
étudiée au paragraphe precedent se trouve ainsi reconstituée. 

Etant donné un point tu arbitraire de la conique 3. nous en dédui-
sons un groupe de i(> points comprenant : 

10 Le point m lui-même; 
2" Les nouveaux points d'intersection des droites mS-, m >. 

avec 3 ; 
3" Les nouveaux points d'intersection avec 3 de chaque tangente 

menée de m à l'une des 6 coniques ivmartjuabfes q\ q\ ; q", q" ; q", q-
mises en évidence. 
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Co qui a été expliqué au numéro précédent met en évidence des 
sous-groupes de ce groupe de ID points. Or chacun des ID points HI, 

est la perspective de deux points M,, M/de Β ( < = ο. 1, .... i.Y>> de 
sorte que nous avons sur lï un grimpe de 3a points: chaque droite ΗΙ,ΗΙ, 

est. quels que soient i". / ( égaux ou nont, ou tangente à Tune des 
(i coniques remarquables ou passant par l'un des points S... S~. S, 
oni tangente à ζ pour i"=y Y Dans l'espace la droite ΗΙ,ΗΙ, est projec-
tion de j cordes de 11 tdu inoins pour i ~=j): deux de ces cordes sont 
génératrices, soit de l'une des i:> seiui-quadriques remarquables, soit 
de Tun des 3 cônes S;,. S,. S,, et se coupent, sur le plan S.S.S,. au 
point où la droite m,m,· touche son enveloppe » conique remarquable 
ou point S

s
, S, t: la tangente à ζ en HI,, soit ΗΙ,ΗΙ,. est projection 

simplement de la génératrice S,M,M, du cone S,, puis de deux 
tangentes à 11. Ktanl donc donné un point M arbitraire de H. sa 
perspective HI sur z, puis les divers points in, correspondants permettent 
donc de marquer 16 points Μ,\ι"= ο. ι ιΓΛ tels que chaque 
doute M M,-soit génératrice de l'une des m semi-quadriques ou de 
Pun des j cônes; eespoints forment un groupe attaché un point M t qui 
n'en /ait pus partie \ : ils correspondent au sons-groupe ( '■' qui a été 
étudié au numéro précédent. Les iti points M,yi = ο i .Vl forment 
aussi le sous-gnmpe (V qui correspond au point M. Plant donnés 
deux points M,M.^i=j ou i =jï de ce groupe, on voit en utili-
sant ΗΙ,ΗΙ, que Pou peut aller exactement de il» façons de M à M, 
en suivant un chemin M, M

;
. Μ,ι l; — o. .... ι,Υϊ composé de deux 

segments M/M*. \PM, génératrices des tu semi-quadriqucs ou d'un 
des j cônes. Il est clair que l'homologie S, transforme chaque point M, 
en le point M,; par suite chaque droite M,M, ou M\l ou M,M su/ne 
par continuité lorsque M se déplace sur B. devient respectivement M, M,. 
ou M,M, ou M/M, quand M vient occuper la position M; il y a lieu 
d'étudier les surfaces réglées lieu des droites M,M,; puisque M,M, 
peut, par continuité, s'échanger avec M,M,, chacune de ces surfaces 
admet les homologies S,. S

2
. S

s
. S* et les 3 involutions hiaxiales qui 

en résultent. Si / = i". on obtient la surface développahle dont Best 
arête de rebroussement : le degré de cette surface est manifestement 
égal au nombre des plans tangents à Β menés par une droite quel-
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colique \ ' V; or nous avons vu que par «no sécante double MN de Β on 
peut mener à Β quatre pians tangents autres que les plans tangents 
contenant MN et la tangente en M ou Ν de sorte que celte droite M Ν 
perce la surface eu M et \ comptant chacun pour deux, unités et en 
quatre points nouveaux : la surface est de degré 8. 

Si les deux points M,·. M , sont tels que la droite m, m, passe par le 
point on obtient une surface réglée de degré i, admettant S, S-. 
et S...>, pour directrices doubles: en effet un plan quelconque issu 
de S-S, par exemple coupe deux quadruples du faisceau suivant deux 
coniques ayant pour triangle conjugué commun le triangle S-S, 7. 
où 7 est le point commun à ce plan et à S, S.: il y a donc deux sécantes 
communes issues de 7 et ce sont les génératrices données par ce plan. 

Si la droite m m. est tangente à Tune des coniques remarquables. 
1/' par exemple, ta droite M \l engendre une surface réglée 11 de 
degré 8: en effet M M, perce le plan S»S-S

4
 au point Y où elle se 

rencontre avec M M, ; d'après les propriétés du quadrilatère complet , 
les deux génératrices MM. et M M qui appartiennent à la qua-
drique Q" se coupent en un point 1 du plan S

a
S

s
S

v
. qui est le point 

où m in touclie y . et les deux points l , V sont conjugués harmo-
niques par rapport aux traces de M,M, et M

 t
M, qui sont les points 

où m.m, fierce la conique 7 perspective de B. Or étant données deux 
coniques quelconques 7 et </, si sur chaque tangente à y on prend le 
point Y où cette tangente rencontre la polaire par rapport à 7 de son 
point de contact Γ. on obtient un lien de degré 4 et iniienrsat (les 
deux droites sécantes ont leurs équations rationnelles et de degré 2 
par rapport au paramètre qui individualise chaque point de y 1 (-); 
\ décrit donc une courbe unïenrsale de degré i qui est la section 
i-onipUir de Iv par le plan S...S. S, (car les droites joignant deux à 
deux les points où Β perce S-S-S» sont génératrices des surfaces de 

< 1 » Ou pont encore procéder ainsi : étant donnés une droite IX et un point I'1 

de P. le cône de sommet Γ' avant U pour directrice est de classe S. doue par Ρ 
on peut mener S plans tangents à ce o'uie. 

(O On peut encore dire que \ se déduit de l" par une transformation t.iqna-
dratïque iuvolutive consistant à associer à chaque point t du plan le point V où 
se coupent les polaire- de Γ par rapport aux coniques du faisceau 5·. >/. 

J«urs>. de l/dl/t.. (ouïe Xlt. — Fasc. III. ij33. 4'· 
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degré '| étudiées au [«ira vaut) : donc 11 est de degré H. On arrive au 
mémo résultat en étudiant la classe de 11 (égale au degré, connue on 
sait). Le contour apparent de 11 relatif à S, et au plan S._,S

::
S, est 

évidemment la conique r/', de sorte que te cône de sommet S, et 
base <f est enveloppe de plans tangents doubles et doit être compté 
deux fois ; si la tangente variable à tf tend vers une tangente commune 
à r/' et -7. les points tu, et ai. viennent se confondre et nous avons vu 
que les génératrices M, M j et M, Yl, de Q' deviennent alors tangentes 
à 11 ; donc cette fois c'est M, qui coïncide avec M, et M, avec M, [ten-
dant que les deux génératrices M,M, et M,M, contenues dans le plan 
général S,/n./n, se confondent toutes deux avec M,M, : donc chaque 
tangente commune à ~ et >/' donne un plan, passant par elle et S,, 
touchant 11 le long d'une génératrice stationnaire, le cône S, étant 
tangent à R tout le long de cette génératrice qui n'est autre que l'une 
des quatre tangentes issues à 11 du point S, ; le cône S, coupe doue 11 
suivant les quatre génératrices de 11 issues de S,, comptant chacune 
pour deux unités, et suivant B. ligne double de II et simple de S,, 

comptant donc pour huit unités: cela confirme bien le résultat 8 
obtenu pour degré de 11 ν on même temps que pour la classe. S, étant 
un point quadruple avec un cône circonscrit de classe deux comptant 
pour morceau de multiplicité deux, ce qui donne 4 + 4 ou 8La 
surface 11 admet donc 4 points quadruples, 4 sections planes doubles 
{dont chacune a pour points doubles les sommets du tétraèdre S, S.,S

:!
S 

qu'elle contient). 

(». DlO.lïKSStO.N SI R LES ROLVC.OXES 1>F. DONCKLIT, LES RÉSULTATS L>E CAVI.EV 

ET R Ν MÉMOIRE RE M. LEUESC.CE. — Dans ce qui précède nous avons 
systématiquement évité de nous servir des fonctions elliptiques. 11 
serait toutefois regrettable de ne pas raccorder les résultats qui pré-
cèdent à ceux que M. Lehesgue a obtenus (par une voie d'ailleurs 
purement géométrique) dans un mémoire élégant paru aux Annales 
ilt' Toulouse* t. 13, 1921, p. 61-91. ayant pour but de présenter des 
résultats analytiques de Cayley. On peut supposer que chaque point 
de la biquadralique Β a ses coordonnées exprimées au moyen d'un 
paramètre elliptique u tel que la condition nécessaire et suffisante 
pour que deux points soient alignés avec S, est que les u corres-



TH.V3SSFOH3l.\TIOIi S IIOMO G RAPHIQC Ε S. 
pondants soient égaux et île signe contraire ; par suite la condition 
nécessaire et suflisante pour que quatre points soient dans un memo 
plan est M, 4- «

A
-{- M

S
-|-«J= O. On peut par exemple supposer que les 

coordonnées homogènes du point courant de Β sont (SUM, eau, dn«, ι ) 
auquel cas la courbe est rapportée au tétraèdre conjugué S, S,, 
ι étant la conique \ o. en m. ditM. i) dont chaque point correspond à 
deux « opposés ; ou bien on peut prendre pour Β la courbe {pu, />'. p'\ ι ), 
la conique τ étant la courbe (j». ο, p'\ ι V 

Il est alors clair que la relation u, uy-— «, où a est une cons-
tante live, del»mil x' cordes engendrant une surlace réglée Q, tandis 
que M ;-r « , = — a délinit une surface analogue Q ; Q et Q sont telles 
que touts génératrice de Q rencontre louts génératrice de Q ; timie Q 
si Q xnut tlsu.v xemt-tpttuiiiqiifx amipismsntaitYs. t loupons cette qua-
drique par un plan tangent issu de S, : nous obtenons sur Β quatre 
points M, Ν, M, Ν de paramètres Λ, — h, — k avec a = A 4- k: les 
deux génératrices M Ν et M Ν de système opposé se coupent dans le 
plan polaire de S,, c'est-à-dire >,>·.: Ν. en un point l>. appartenant à 
la conique »/ section de O par SaSsS», situé sur la corde run de ί au 
point où cette corde mit touche </. I.es deux cordes de II, MN et MIS 
se coupent, d'après les propriétés du quadrilatère complet sur la 
corde mit an point \ conjugué de l" par rapport à run, de sorte que le 
point Y engendre une courbe de degré j. admettant S,S.S., comme 
points doubles t. raisonnement déjà indiqué au numéro précédent). 
Quand la génératrice MIS engendre Q, la corde Mis et la corde MIS 
engendrent donc une surface réglée lî de degré 8; en effet cette 
surface Β admet la courbe lieu de V pour ligne double, épuisant toute 
la section de lî par le plan S,, >

;
>

4
; le cône de sommet S, et base η est 

enveloppe de plans bitangents à K ; d'autre part soient / un point de 
contact avec - d'une tangente commune à // el ι el Τ, Τ les points 
correspondants de B; on voit que M, IS sont confondus avec T. 
M el K avec Τ et que TT est une génératrice stationnait··' de Β issue 
de S,, avec plan tangent constant en tout point de cette génératrice, 
à savoir le plan déterminé par S, et la tangente commune à // et ι 
étudiée: S, est donc un point quadruple de R. D'autre part chaque 
hontologie involutive S,, S-, S

s
 ou S» change Q en Q de sorte que 11 
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so trouve échangée aussi en elle-nième; done chaque point S, , S,, S,, 
S» joue le même role par rapport à lï ; on voit que la surface Κ étudiée 
ici iuu fond en ne nous servant pas des fonctions elliptiques) com-
prend comme cas particulier celles que nous avions étudiées au para-
graphe précédent i, heu de Μ,Μ,Λ. Puisque M et Ν ont respectivement 
pour paramétre Λ et —i\ on voit que la corde M Ν est délînie ( .eve 
une orientation) par la relation H, — M.,/t ■ k ou «... — «,.-=/? }··/· 
pendant que chaque corde M Ν ou MX est délînie par M. 4- M

S
 = h 4 · k 

ou «ι -l· m
3
 = —(/* -5- k\ : la dïiïérenciatîon des deux somi-quadriques ( > 

et Q a comme homologue l'orientation que l'on donne à chaque 
génératrice MX par la distinction des extrémités de cette génératrice 
sur lï t qui est ligne double de Κ Y. 

I ne corde pteleompte MX de 15 définit une semi-quadrique et une 
seule Q eontenaut H. puis une surface lï et une seule : «#, « étant les 
perspectives de M el X sur 3. la quadriquc Q et la surface lï ainsi 
obtenues ont pour contour apparent les deux coniques du faisceau 
étudié ici qui sont tangentes à m η : la semi-quadrique Q donne la 
conique tangente à tun au point où MX perce tint et la surface II la 
conique touchant ttm au point conjugué du précédent relativement 
à mrt. 

D'après ceci, imaginons trois points Λ,. Λ >, Λ ·. de paramètres a,, 
a,. 3t, sur lî: les surfaces réglées II correspondant aux cordes \, Λ ,. 
Α.. λ

;
. A-A, correspondent aux équations 

■'··. — M
s
=Jt, - -X..— «(', 

M; — ll..~ Xi ~ X.·. — »/; ( «/, — — »/.; — Ο >. 
" 1 — -X.. JE 1 — r/

; 

et 1 on voit que les contours apparents de ces surfaces sont trois 
coniques y,, y-., y., appartenant <teec 3 ù tut même faisceau ponctue?, 
ai/mettant évidemment χ' triant/es citvonserits dont /ex u ont nets stmt 
sur 3, tondis tpte /es dnates joignant cftmpte sommet ou point de aattact 
du etitè oppose sont concourantes, car les points con jugués harmoniques 
de ces derniers sur chaque côté sont sur la droite intersection du 
plan A

(
 A» A

s
 avec S.,S,S,. Les coniques définies par les équa-

tions M, 4- M , = d,. tt , 4- M - . M- 4- U 1 — «7- admetten t des triangles 
particuliers A, A > A - comme triangle tondent, pour employer l'expres-
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sion de M. Lebesgne. niais elles n'en admettent que le nombre Uni 4 
[en effet on a ai a, -+- -+- »

:;
3 = o, égalité avant lieu à un multiple 

près des périodes a ω, aw' ; puis 2ΙΜ
ϊ
 + Μ

3
)= :îc/

s
, donc a(«, + tl.,)= o, 

ce qui donne quatre positions pour le point Λ, \ sans qu'il y ait 
besoin d'établir mie relation entre </,. t/.. rfs. 

Ceci se généralise : on peut, en supposant 

if, — — . . - -+- (/„ '«», 
écrire 

(f, — r,. . «. — II. tf... .... Il,, ίί, 

On obtient ainsi « coniques 7,, r/..,, ..,, 7,, appartenant avec σ à un 
même faisceau ponctuel et admettant x1 polygones dont les sommets 
sont sur 7 et dont les cotés sont tangents successivement à r/,. 

.... </„: si a 1. «
2

. ...., </., sont les sommets consécutifs, on peut 
choisir </, arbitrairement et l'on voit que l'équation ?/, — u>=~ <t, 
conserve une des deux tangentes issues de a. à 7, et élimine l'autre; 
de même ensuite pour «... puis «

3
. ... et enfin u, ; on remarque que 

les équations 

Il y — il. . — ·/.. II.. — II- = — ..... Il,, — II, ■ — t/„ 

donnent un second polygone analogue : en partant de le côté 
initial est cette fois la tangente issue de et, à 7, qui avait été éliminée 
pour le polygone précédent. Dans l'espace on a x' polygones 
gauches inscrits dans Β et dont les côtés orientas A, A», AaAa,A„A, 
appartiennent aux surfaces réglées 11, II., .... Il,,: en changeant 
simplement Γ orientation de chacune de ces surfaces on déduit de ce 
polygone avec le même point de départ le polygone Λ, Α.,.A

a
.. . A„; 

on peut, comme l'a fait M. Lebesgue, introduire les triangles 
successifs A, Α.. Α·« : A, A» Λ, ; Λ, Ak As; ... ; A, A„_, Λ„, ce qui revient 
à écrire 

^ II, - II, r/,. ^ II, ■ I 
\ H.— II- ■ . H.— i/;. / .... 

! u
s
 — »,-=-· <»/, ·~ iL\i ' «,-= — er/,-ί- f/j-i- f/

;
, f .; 

| II, — ll„ , = ft, — ·/; ~ . . . 7- 1/., ... 
η „ 1 a -,— 't., ,, 
f 11,, 11, — 1 it, - ... —r fi,, 1 Ï '. 
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et dans chacun des triangles a, a., <i

;i
 ; a, n

 ;
,a, ; it„ on a trois 

coniques /âtv.v admettant x* triangles circunscritx t. les droites joignant 
chaque sommet an point de contact opposé étant concourantes); cette 
méthode introduit, outre les coniques */,. , «/„. les coniques 
complémentaires, enveloppes des diagonales issues de a,. On peut 
remarquer que l'on peut permuter à volonté l'ordre de succession des 
coniques */,. . ... q,„ ce qui revient à écrire 

»1 il··' ' 'ri- ": — Ί.. · 'ri Un— II, '</,· 

χ, β. λ étant une permutation quelconque des nombres ι, «. 
On peut aussi remarquer que. conservant le polygone Λ, \... . . A., 
ou sa perspective a,u.

2
. . . a„. le changement de sens de parcours 

u„ι.. ,a«a{ revient à changer de signe tous les nombres </. puis à 
renverser l'ordre de la permutation. 

La donnée des η — ι coniques </,. . . ., ι/... . live, tin signe près, les 
nombres d,. d.,, .... d„ , : une fois le signe choisi pour chacun, la 
conique tj„ en résulte d'une façon unique; il y a donc un ensemble 
de ii" 2 coniques y„ (le nombre « doit être au moins égal à 3 Y. 

Le succès de la méthode revient à ceci : en additionnant les égalités 

If, — </, 

II.— M., </, V ■ 'ri ·· · · · Ο i. 
.... 
— II, 

on obtient une identité : supposons donc que l'on change de signe 
certaines des quantités 11, : cela revient, dans la chaîne Λ, Α.... . . Λ„ à 

remplacer certains points par leur homologique vis-à-vis de S, ; on 
aura par exemple 

11, — 11 o— il,.. 
— ut — 11,,= 1/.2. 

a,, — #.= if.,. 

..... 
11 η — ii, =Ί„ : 

ou bien 

II, ■ II.. . II,. 

II.. II., — «ri-

— II., — Il, lf.„ 

II. — Il . (/.. 

.... 
— II, = </«. 

On voit que Fou a encore x.' chaînes dans l'espace dont les maillons 
appartiennent, pour un nombre pair, à des semi-quadriques du fais-
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ceau et pour les autres à des surfaces 11 primitives ι éventuellement 
changées d'orientation') : quant au plan S.j S

:1
S,. on a les mêmes poly-

gones que précédemment circonscrits aux coniques «y,» «y ., f/, et 
inscrits dans σ. 

Si l'on considère maintenant un nombre impair do senii-quadriques 
Ο, Q

Sî
 ,..

}
 ., du faisceau et les coniques 7,. 7.,. ..., η ,,,.., corres-

pondantes, i! existe toujours 4 polygones tangents à 7,, f/s. .... 
et inscrits dans σ, c'est-à-dire dans l'espace ι chaînes fermées dont les 
maillons sont successivement generatrices, dans cet ordre, des semi-
quadriques en question. On a en effet à écrire 

" , — - Ά - II'. II'..; , - II,:- . 

lin ajoutant on obtient 
fi. · · · il.· -r- ...-+- ri'; -ι , 

où ■>.(υ, ·>.(*/ sont les deux périodes de la fonction elliptique employée; 
/> et 7 deux entiers égaux à ο ou + ι : on en déduit 

ti. · · - . · · · ·· II.·.; . . —— ( - /'M τ- '/M . 

d'où les ι polygones annoncés. On n'obtient jamais de polygones 
circonscrits correspondant aux seini-quadriques. car de tels poly-
gones doivent correspondre à un nombre arbitraire de surfaces 11 et à 
un nombre pair de semi-quadriques. 

Si le nombre de semi-quadriques est pait\ celte fois on ne peut 
jamais obtenir de polygones tangents aux coniques 7,. .... mais 
pmireu t/ite fa summed, -+- r/

:s
 — —_, soit égaie à -y- ι/, -Κ ··-+· 

(. « an multiplepivs des périodes) on peut obtenir x' polygones circons-
crits aux coniques correspondantes dans le plan S, S

s
 S, où x' chaînes 

formées de génératrices des semi-quadriques dans l'ordre annoncé, 
avec faculté d'ailleurs de permuter entre elles les semi-quadriques de 
rang pair, et entre elles celles de rang impair. Kn effet il n'y a qu'à 
écrire 

H, -i- t/i </,. (U -- 11.· = 
«a"*" «» = </

s
. « ·. = d

t
. 

. . . . 
H - , " ll-i't "■ '· it'Z'i- t. Il*·, : It. ' 
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Kl alors le procédé déjà employé, qui consiste à remplacer dans le 
circuit Λ, A.... .. Aa„ tous les points de rang pair par leur homologique 
relativement à S,, donne un nouveau circuit A, AA s A -,.... A , Λϊλ ; 
te nouveau circuit est forme de génératrices de surfaces réglées lï,

> 

lia, ■ ■ ·. Hsd '1 eu existe ac' relatifs à ces surfaces; mais les poly-
gones cirvomcritx aux coniques γ,. »/4. ..... #/2v ne sont pas changés. 
Les nouveaux circuits de l'espace correspondent aux équations 

«, · II.. -- «.— «s — — Il— .... «... (V, -

On pent aussi remarquer qu'un nombre quelconque de surfaces 
orientées II,. 11... . . .. Il, jointes aux mêmes surfaces, orientées en sens 
inverse il,. 11... . . ., U,. donne toujours des polygones circonscrits à 
l'ensemble des coniques γ,. γ... .... γ, où chacune est répétée deux 
fois. 

Si l'on adopte l'ordre II, 11, IL IL. . .. ll„ Il. on obtient nue solution 
banale, car partant, de A, choisi an hasard sur l>, on en part avec 

la génératrice A, A..,, do 11, et l'on revient immédiatement en A, 

avec A. A, de 11,, mais un ordre tel que 11, IL . . . K , II, IL ... IL, 
donne un résultat tout de même intéressant ; en particulier pour « ···= 
l'ordre K, IL H, IL, conduit au théorème sur le quadrangle dont 
M. Lebesgne s'est servi connue base de sa théorie géométrique. 

La quudrique t V. que nous avons obtenue, nous donne un résultat 
intéressant ; elle donne lieu à x' quadrilatères gauches inscrits dans l> 
et dont les cotés sont alternativement génératrices du premier système 
et du second; 2ω et :ÎW' étant les périodes de la fonction elliptique 
employée, chaque quadrilatère Α,Α... A. A, correspond par exemple 
aux équaliotts 

M| -- ##- = W;: - fi ^ ~ — · 

IL — M.s — · - — y M. - - M J ™ - —? 

Q, correspondrait alors à ^ 4-ω'; Q" el (V à et 4-<o puis Q"et 

Q·;· à et ^· Le quadrilatère A, ASASA, correspondrait aux 
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équations 

itt~ tf,— T> 

if- ™ Η~ = ~ * M. — «. — ^ » 

ce qui prouve que {'ou a affaire à la succession ( U l» ll'lv'i el non à 
une succession (IFU'Iï'U). 

La partie délicate de la théorie est la suivante : eu circulant pro-
gressivement sur le polygone circonscrit, chaque fois qu'on arrive 
à un sommet nouveau, comment discerner, sur les deux tangentes à 
mener à la conique correspondante, celle qui doit être choisie? On 
voit que la représentation par la hiquadratique II permet de résoudre 
aisément cette difficulté. 

Nous avons parlé des qnadriqnes Q, , O, conjuguées harmoniques 
par rapport à O' et O',. s'échangeant entre elles par les involutions 
biaxiales X"\ ou i

v
A. ï) ou y A, ^ A',1 ou l'A,. \\) : considérons les 

équations 
a, - a. ·». u. ■ a. :- n, 
«t — il -·- N». fï, - tl 

Idles fournissent un quadrilatère gauche Λ, V, A- dont les cotés 
opposés A, AÏ et V . A, appartiennent à la semi-quadriquc u, les autres 
cotés \

s
 A-et Ai V, à la semi-qnadrique (*i — w\ les diagonales A, A-

et Aj A. appartenant à la surface dégénérée U[M,— u, = io |; en pers-
pectlve le quadrilatère a ses cotés respectivement tangents 
aux coniques q, et q.. alternativement, les diagonales se coupant an 
point S.,.. Le quadrilatère gauche V, \

a
 A, A, correspond aux équa-

tions 
«. u. ■ ■■ (f. Ms «.·... 
fi* tt* — ÎI5 — :*» «*„ 

de sorte que Γοη a une succession de surfaces ^ K, IL II, IL. ι et 
non ( II, l!.h', lï

a
}. 

Il est remarquable que les trois su rinces dégénérées H, de degré 
ne peuvent être orientées, car les équations u, — «... — w ou ι-i ou + co" 
sont, respectivement équivalentes à celles que Fon obtient en chan-
geant le second membre de signe : ou plutôt il est indifférent d'orienter 

Λ»ηι, «te MulA.. tome XII. — Kase. III. «y-". V-i 
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chaque génératrice dans un sens arbitraire, tie sorte qu'en réalité la 
surface complète se compose de dieux surfaces identiques,, à IWienta-
tion près, ce qui fournit, alors, le degré 8. avec H pour ligne double. 

Signalons encore que nous axons obtenu un nouveau critérium de 
l'existence des quadrilatères de Poneelet inscrits dans s et eireonserils 
à »f : en l'un des points m,, «i

â
. m,. m, communs à τ et »/*. par exemple 

en «»,. considérons la tangente in, f à s et le rayon #», in
a
 comme pre-

mier couple d'une involution, m, »i
s
 et rn

t
 m, comme le second couple : 

la tangente à y" en m, est l'un des deux rayons doubles : cela résulte rie 
ce que nous avons dit. sur l'échange involntif produit par l'involntion 
biaxiale y A, A"\ les cones S,, S-, s'échangeant entre eux. ainsi que les 
cônes 5. et S,: dans l'énoncé que nous avons fourni, on supposera que 
les côtés du triangle conjugué S^S-S, sout respectivement suriw,fw

a
, 

m, m m, m, et nous savons que l'un des critériums donnés par 1 lalplien 
est que les tangentes à »/" en «i, et in . concourent sur τ ι ainsi que les 
tangentes à y'en m, et »Oy'\ |,es tangentes en m, aux coniques >/ . y. 
qui doivent admettre x' quadrilatères circonscrits yy». y,. y,, y.Λ sont 
un couple de l'involntion signalée. 

11 résulte encore de ce qui, precede qu'une surface lï, quelconque 
(M, — «

S
 = ÎUÔ et une quadrique quelconque Q(«,-f-«

a
= s7A se 

coupent suivant lï qui compte pour huit unités et suivant huit géné-
ratrices obtenues en résolvant 

M, — 
i»t - f{. (I. 

Si est Pun des cônes S.·, ces huit génératrices se réduisent à quatre · 
génératrices de contact. 

7. Ttutu cnox λχαιλ ποικ. — Définissons Β par les équations 

« lit , «, *'1 -- «'..«·! - - .nu·· - »·. 
' ; · .r; - .r ' · 

\ ' > Cette pwprièiè se généralise ainsi pour te couple y
t
. y. : tes tangentes 

à ·/. en in, et à y, eu concourent sur τ. ce qui en vertu de rtminotogie S. 
entraîne aussitôt que les tangentes à y, en m

t
 et à y. en ms concourent aussi sur s·; 

si y, et y* se confondent toutes deux entre elles avec ·/' on retrouve le critérium 
d~l lalplien. 
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qui mettent on évidence les racines de l'équation en λ. I.équation 
de τ est, dans le plan S

a
S,S

4 

( 5Γ » l ·'_ <f. >.rH · l'i- <T, > .1'· · I il. M, l.r ;— I·. 

La quadruple Q, ayant pour équation 

< «Λ > ιλ, A 1.1-f ·-: ι «t. — A » ,r| — i — A t-cs ·- ι «, 

donne une section (/, par le plan S,. S
3
 S, d'équation 

«*/< * ι >r
r
 h ι .( '■ - ·, «r. h ι.)·-' · ι ■!.. ■■ h : O; ■>. 

lai condition pour qu'il existe une infinité de quadrilatères de Boncelet 
inscrits dans τ et circonscrits à q

t
 est que l'équation en λ relative an 

faisceau τ — λι/, = ο ait une racine égale à la somme des deux autres; 
écrivons pur r.rt-mpl· 

*t~ ft «ï; - h at — h 

Nous retrouvons, comme vérification, l'équation ifiidu paragraphe -t.. 
Nous avons vu qu'il est commode de supposer que les deux qua-
druples mises plus liant en évidence pour définir Β sont deux qua-
druples Q. et < >. conjuguées par rapport à Q, et O', autrement dit 
que l'équation 1.1 » a ses racines égales et de signe contraire, ce qui 
donne 

"i*s —Mi-

ll est alors facile de mettre en évidence les quadrilatères gauches 
formés alternativement de génératrices de U, et Q

a
 et inscrits dans B. 

\ous pouvons prendre, avec un léger cliaiigement de notations qui 
ne restreint pas la généralité 

! 1 w'-.r- - ' „ — /■· = ■·. 

ϋ Π, ι ,r- -- \ -—ô- — 

et nous cherchons la condition de rencontre des génératrices (de sys-
tème convenablement choisi t 

!.r — ; · u ■ > — ι L i juit.r — {>- ; . - λ, ^ ι — \ · 

I/·»"■ -r» = (· «)· 
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Ou trouve aisément la relation 

11 /'· m■ — ι ι · ι m4 — /<-* 11 -- — ?■*)'( — λ, ) «>. 

ce qui prouve que, les doux génératrices ;xot λ, se veneontraut, on a le 
quadrilatère 

« — I 

On peut d'ailleurs changer simultanément le système sur O, et 
maison ne peut changer le système sur une seule des denxquadriques. 
On peut d'ailleurs remarquer que la transformation involutive biaxiale 
qui échange Q, avec Qa transforme une setni-t/uutfrique Q, eu une 
xftHt-tfundritfttt' Q., ; les quadrilatères gauches sont formés de généra-
trices appartenant à Q. par exemple et Q

a
, ou bien à Q, et 1 

Nous pouvons, pour trouver les homographies qui échangent l» 
avec elle-même, prendre encore pour O, et Oa deux quadruples qui 
s'échangent par Γίηνοίηΐΐοη (Λ, Λet écrire leurs équations 

ι ο, ) Λ'.»·5 ---1>' ι4 — Ο s4 — Ι>'· r = ο. 

ι «Ν * v{.«·4— r4— t:; ;4-- dj/4= «», 

ce qui est une forme à peine différente de celle qui a été employée 
avant, en supposant 

' \n — en 

l.'homographie 

ι ·ϊ 1 ■ Γ .. i , Ο - 1 ... i \. ; ."· î . , I . t /., 

appliquée à O
a la change évidemment en (>,: appliquée à O,, on 

retrouve Q
a
, en tenant compte de ta relation (ai Km prenant toutes 

les combinaisons de signe pour s, ε", ε" on trouve huit homographies 
formant Yensemble étudié plus haut dont chacune échange S, avec S

a 

et S- avec S,. 
Si l'on cherche les points doubles de l'homographie on trouve 

i H4 r ε' V4 II = ΊΟ / Γ.4 ; 
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Si Ton suppose «r, jr, s, # Ions différents de zéro, ou trouve 

-v" Γμι;* ;~χί ÏÏÏT/ nîs—ΐ\ί· 

Ceci entraine par élévation au carré εε"ε":=ι : on a donc (/nuire 
combinaisons seulement donnant une homographie biaxïale : les axes 
sont 

v " nu. ' 5 """ x " nn, " 

1 « ~ x 55 tin/ ? "· v" nn/ 

les quatre combinaisons pour ε et ε fournissent les quatre couples 
trouvés géométriquement. 

En prenant au contraire ε* =— εε" on a simplement quatre points 
invariants : d'abord les deux points 

' 5=—XI=NV 

puis 
r= ,=° ; — — χ 

D'ailleurs en resolvant les équations (3) en \, V, Ζ, T de fat;on à 
avoir l'homographie inverse, on a 

ι à ! \* η- n-

En exprimant que les deux opérations inverses /"D et (3'i coïnci-
dent on a 

ε vm^ j \*n- i"c-ir <:-n-

et ceci se réduit à la relation εε"= ε" déjà trouvée ce qui est une véri-
fication. 

îi. CAS SPÉCIAL 1 = — ι or l = — j. — Considérons par exemple la 
biquadratique d'équations 

|ΐ - |)Ï I"s 
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Celle hiquadralique coupe le plan 5 = 0 aux quatre points ■ 

AV >f^,AV γ/=Λ,=ΐν if A, =Λ. 

La transformation homographique 

.R, = R, ,R ——A\ 5, = 15. /, = / 

donne pour les points », 3, γ, ο les transformés respectifs 3,, γ,, ί, 
qui ne sont autres que 0. x,

 t
3, γ. Si les points étaient quelconques 

les deux birapports (ζγ,3ο) et (ίβαγ) sur le cercle - 1 seraient 
inverses et inégaux, mais ici, comme ils sont égaux à — 1. ils sont à 
la fois inverses et égaux. Cette transformation homographique change 
évidemment Β en elle-même et elle n'est pas comprise, d'après ce qui 
vient d'être expliqué sur le birapport χγ3ο, dans les 3a transforma-
tions du cas général. Donc cette transformation nouvelle, composée 
avec les 3a du cas général, donne ici les 64 transformations possédées 
par cette biqnadratique spéciale. 

On traiterait de même le cas où 1=—/, qui se rapporte par 
exemple à la hiquadraliqne d'équations 

,»·* = — Ι I. ; 

biqnadratique qui est réelle : on raisonne sur la conique j = li.r- et sur 
les points .r = ι, /, /% ac de cette conique pour trouver les pli trans-
formations totales : il suffit de trouver rf-w transformations non 
comprises dans le cas général et distinctes. La multiplication com-
plexe des fonctions elliptiques nous donne aussitôt le résultat : on 
peut poser soit 

.1— Y \. > - Y. ; -. /"*"/. 

soit 
,R = Y* \. »· = Y. ; = Y Z, 

et composer ces transformations avec les 3a homographies du cas 
général. 


