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Sur les singularités des fonctions harmoniques.

Par Frorniy VASILESCO.

INTRODUCTION.
1. On doita M. I5. Picard le théoréme suivant (') :

Il R’y a pasde singularité, pour une fonction harmonique, en un point
ou elle est continue, st elle reste bornée dans le voisinage de ce point.

Ce théoréme a é1é le point de départ d'une série de Lravaux qui se
sont montrés de plus en plas {éconds pour la théorie générale des
fonctions harmoniques.

st d’abord, dés sa publication par M. Picard, M. Lebesgue fait
connaitre une méthode (*) qui lui permet non seulement d’établir ce
théoréme enl'affranchissant de la condition de continuité, mais encore

de le généraliser considérablement. M. [.ebesgue démontre successi-
vement que :

I n'y a pas de singularités pour une fonction harmonigue bornée dans
un domaine, aux poinls cntiérement intérieurs (*) a ce domaine ot
elle W'est pas définie :

1" D'un are borné d’une courbe analytique ;

2 Ou de courbe rectifiable: '

3¢ D’un ensemble réductible de points ou de courbes;

(1) Comptes rendus Acad. Sc., 1. 176, 1923, p. 933.

(2) Comptes rendus Acad. Sc., t. 1716, 1923, p. 1097.

(3) « Enti¢rement intérieurs » signifie que les points considérés et leurs points limites
sont intérieurs au domaine.
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82 - FLORIN VASILESCO.

4° D'un ensemble pouvant ctre enfermé dans wn nombre fing de sphéres
dont la sommne des rayons puisse ctre readue ausse petite qu’on veat ().

Des recherches récentes, dues i divers savants el en particulier i
MM. O. D. Kellogg, N. Wiener et (. Bouligand, ont permis
d’obtenir des rvésultats délinitifs dans cet ovdre d |d(~cs, ordce au
résultat suivant de M. Wiener.

On doit it M. Wiener (*) un procédé général de détermination
d'une fonction harmonique dans un domaine, attachée d’ane fagon
unigue & des valeurs continues données sur la fronticre de ce domaine.
Clest ce-qu’il appelle le problewe de Dirichiet généralisé, el La fonction
harmonique, la solution de ce probleme. N oici le vésultat de M. Wiener :

Soient Q un domaine (*) borné o nosw et f(Q) une fonction continue
donnée sur sa frontiere X, supposce bornée. ( f)/mcl/'mm d’une part, une
Jonction continue (V) définie dans Q)+ Z et coineidant asec [(Q)
surX (M), et dautre part, une suile de domaines b, intér. (eurs a () pour
lesquels le probléme ordinare de Dirichlet sodt soluble (7).

St I (P) est la solution de ce probléme pour le domaine Q. ot les
valeurs F,(P) swr sa //'on/u'/', 2y ba suite des fonctions ¥.(P) tend wni-
/omwuenl. dans toute région fermée de Y, vers une fonction harmo-
nique unique (P, uu[(,p('/ula/z/(: di chore (l('.s Q, et de F(PY. F(P)est
la solution du probléme de Dirichlet généralisé.

(') Gela signilic que la capeacité de Fensemble est nulle (vodr plus loin. pazes £3
L el B4).

(?) Certuin notions in potentiel theory (Journ. of Math. und Phys. of the Mas-
sach. Inst. of Techn., t.3, 1924, p. »6). Alavérite, M. O. ). Kellogg avait déji employé
un tel procédé de définition d'une fonction havmonique dans un domaine. dans son
wrés intéressant travail @ An Eeample in Polentinl //u'm) {(Proc. Amer. ic.
Arts and Sciences. vol, 58, n® 14, June 1923 ).

(%) Le mot domaine slgnlfcla dans la suite nn cnsemble ouvert de points.

(%) Une telle fonction existe, comme Ya montré M. Lebesgue | Sur le probléme de
Diricliet (Rend. Circolo Math. di Palermo, . 24, 1907, p. 215)]. Une telle fonction
existe mcme si 'on a allaive & des fonctions muitiformes de variables réelles. Voir
¥, Vaswwesco, Thése : Essai sur les fonctions multiformes de variables réelles,
n° 22, p. 23 (Gauthier-Villars, xg»5).

(%) On pourra prendre pour Qy, pur exemple, Te domaine formé par les cubes égaux
d'un réseau, qui sont intérieurs 3 Q | Voir note (1), p. 86].
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Cette solution coincide avec celle du probléme ordinaire lorsque
celle-cl existe.

M. Wiener élend cnsuile aux ensembles bornés quelconques les
notions classiques de potenticl el de capacité électrostatique (V).

Le potentiel ¢(P), d’un ensemble borné, est la solution du probléme
de Dirichlet généralisé pour les valeurs fronticres [(Q)=1 et le
domaine infini extéricur & cet ensemble augmenté de ses points limites.

La capacité ¢, de Uensemble, est 1a valeur de U'intégrale

/‘()‘ (|’
o
portant sur la dérivée de (1) suivant la normale intéricure & une sur-

face S, qui conlienl cel ensemble enli¢rement i son intérieur. La
capacilé ne dépend pas de S et est positive ou nulle.

M. Bouligand (*) s’¢tant proposé d’¢tudicr la solution du pro-
bleme de Dirichlet généralisé i la fronticre du domaine, et plas par-
ticulicrement la fonction de Green généralisée, qu'il avait définie
des 1919 (%) par le méme procédé des domaines auxiliaires Q,, a 616
conduit a 'idée de débarrasser la fronticre du domaine de certains
ensembles de points, en lesquels la fonction de Gireen n’avait pas de
singularités. Ces ensembles fermés e\ de capacité nulle, M. Bouligand
les appd«ut impropres. M. Bouligand énonce le théoréme suivant (),
(qui contient les résultats de MM. Picard ct Lebesgue :

'y a pus de singularités pour une fonction harmonique awx poinis
d'un ensemble de capacdé nulle, enticrenent intéricur a un domaine oi
cetle fonction reste bornée.

M. O. D. Kellogg compléte ce théoréme (%), en en élablissant une

(') Loc. cit., p. 40. Nous emploicrons toutefois ici une définition de la capacité
adoptéc par M. Kelloge {On the elassical Dirichlet problem for general domains
(Proc. of the Nat. Ac. of Sc., 1. 12, vi, juin 1926, p.402)] qui diflere légerement de
celle de M. Wiener, et par M. Bouligand { Sur le problime de Dirichlet (Annales
de la Société polonaise de Muth.. 1925, p. 80)].

(%) Loc. cit.

(*) Comptes rendus Acad. Sc., 1. 169, 1919, p. 763.

(*) Loc. cit., n® 33, p. 104.

(%) Loc. cit., p. 403-4of, théorémes VII el VIIL
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réetproque, ce qui achiéve de caractériser 'ensemble fermé de points,
entiérement intéricar 4 un domaine, aux points ducuel il n'y a de
singularités pour ancune fonction harmonique bornée dans ce domaine.

Voici le résultat de M. Kellogg.

Sotent T un domine et B une partie de sa fronticre acee les propriéiés
sutcantes : a) Uensemble T'="T 43 est encore un domaine et b) lu
capacilé de B est nulle. Alors, toute fonction harmonique bornée peut
dre définie sur B de manicre ga’elle soit harmonique dans T et récipro-
quenient, si cela a lieu pour toute fonction harmondyue, b) s'ensuil.

B3 est supposé enticrement intéricur au domaine 1.

Mais la démonstration de M. Kellogg rend valable ce théorcéme dans
des conditions plus larges que nous allons voir. A cet eflet, appelons
unpropre, toul ensemble & borné ou non, dont chaque partie bornée et
Jermée est de capacité nulle.

Un ensemble fermé E sera dit de capacité nulle en un de ses points,
lorsqu’on peat entourer ce point d'une sphire assez petite, pour que la
partie de E qui s’y trouve soil de capacité nulle.
~ L’ensemble & des points de I, en lesquels E est de capacité nulle,
éstimpropre. Clest ce que nous appelons la partie impropre de E.

Soient Q un domaine et ¥ sa fronticre. On démontre que la partic
impropre & de I est telle que Q + & est encore un domaine.

Voici Pénoncé général qu'on peat donner du théoréme de M. Kel-
logg :

Soient'T un domaine et 13 une partie de sa ronticre telle que T =T4B
soil encore un domaine; T et B peuvent s"étendre a Uinfini.

Si B est un ensemble impropre, toute fonction harmonique bornée dans
le voisinage de chaque point de 13 peut étre définie sur B, de mantére
qi’elle soit harmonique dans "I el réeiproquement, st cela est possible,
3 est un ensemble vmpropre.

On voit que le maximum de B.est la partie impropre & de k.
Ce théoréme semble exprimer le résultat définitif qu’on peul oblenir
dans la voic ouverte par le théoréme de M. Picard.

A. Nous avons encore démontré le théoréme suivant :
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La solution du probléne de Dirichlet généralisé est la méme pour les
domaines Q de frontiere L et Y'=Q 4+ & de [frontiére ¥ =X — &,
pourvw que les données fronticres coincident sur X',

Les deux derniers théorémes montrent que 'ensemble & est érmpropre
a étre un ensemble de singularités pour les fonclions harmoniques, ct
aporter efficacement des données poar le probléme de Dirichlet.

Ce dernier caractére semble bien avoir été dans Uesprit de M. Bou-

ligand lorsqu’il entendait délinir les parties impropres de la froplicre

(loc. cit., 0 V3, p. 78) a Laide dela fonction de Green, (Test pouiquol
nous avons gardé i & appellation de partic impropre de 2, Nous avons
démontré d’ailleurs qu'il coincidait avec 'ensemble sonnme des parties
impropres de M. Bouligand.

S. La méthode que nous avons employée dans ce travail, el qui
consiste a raisonner sur des ensembles réduits, ¢est-a-dire débarrassés
de leur partie impropre, nous a permis de pousser plus avant quielle
n'a été faite jusqu’ici, 'étude du potentiel aux points de ’ensemble ui
'engendre, et d’en déduire immédiatement des vésultals concernant
les points réguliers et irréguliers de la frontiere d’un domaine quel-
congue.

Cest grice & une égalité due i M. Kellogg, dont nous avons fait un
nsage systématique, que nons avons pu effectuer ce passage d'une
¢tude a antre. '

Les principaux résullats de ce travail ont ¢Lé énoncés dans denx
Noles insérées aux Comptes rendus de I Académie des Sciences, e
27 décembre 1927 et 3 janvier 1928.

t
CHAPITRE L.

QUELQUES PROPRIETES DU POTENTIEL ET DE LA CAPACITE.
ENSEMBLE (MPROPRE. ENSEMBLE REDUIT.

6. Soit E un ensemble borné de Pespace atrois dimensions ('), et
considérons une suite {g,} de surfaces pour lesquelles le probleme

(") Pour fixer les idées. Tout ce qui va &tre dit dans ce Mémoire reste valable pour
les cspaces a plus de trois dimensions, ¢t aussi pour Pespace i deux dimensions, sauf
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-extérieur de Dirichlet est possible ('), contenant toutes 12 entiérement &
Pintéricur (*), et tendant, en se resserrant, vers 1. Le potentiel ¢.(P)
de 3, tend alors en décroissant vers o(P), le potentiel de I, et cela
d'une facon uniforme sur toul. ensemble fermé extérievr a .

(est pourquoi la capacité ¢, de a;, tend vers la capacité ¢ de I,

I existe done une surface contenant V. enticrement a l'intéricur, dont
la capacité soit aussi vorsine qu'on veul de celle de V.

Entre la capacité et le potentiel, on a fa relation

Iz d
| e L (PY
( ) ’/;.' A )-.. ////’

d, ¢t d, étant a plus grande et Ja plus petite distance de PP a k. Sile
point P s’¢loigne indéfiniment, on en dédnit

(2) c=lmR. ¢(P),

R étant la distance de P & un point fixe.

On verra facilement que :

Le potentiel de 'enscmble somme d’un nombre fini d'ensembles est
nférienr ou égal & la somme des potenticls des ensembles composants.

Il en est de méme de la capacité, d’apres Pégalité précédente.

Ces propriétés, connues, du potentiel et de la capacilé se dédnisent
aisément de leur définition (1), ,

Dans la suite, nous allons en donner d’autres, qui nous paraissent
nouvelles.

avis contraire. 1l suffira de¢ faire un travail d’adaptation du langage; par exemple,
le mot surface scra remplacé par le mot courbe dans le cas de denx dimensions, De

X . ' ,
méme. pour la fonction de Green, le terme — sera remplacé par — lng 1. ete., etc.
p

(1) Si I'on fait un pavage del'espace par des cubes de coiés a, et que l'on considire
le pavage déduit de celuni-ci par sa subdivision en cubes de cités —s cte., on pourra
2

prendre pour sz la fronticre du domaine formé par ceux des cuhes du A%*m¢ pavage
qui ne contiennent pas de points de £ ni de son dérivé 1 et se tronvent dans le
domaine infini extérienr & £ 2. IV,

(2) Voir la note (#), page 81,

(%) Voir, par exemple, 0. D. Kewroes (Proc. of the Nat. dc. of Sc., 1. 12, v1. 1926,
P 402},
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7. Sieatre les potentiels «(Py el § ¢, (P} des ensenbles Voot L1, con-
tenus dans une région bornée D, on a la relation

(a) o(PYy=lime, (") a s/)}w'.s' M),

lorsque P est extérieur @ une sphere de centre fixe O et de rayon R, le
produit = . R tendant vers zéro acee iI’.-’ alors

(" ez lime, (oiezzeapl et e, zeapli,),

ed réciproguement, celte relation entraine la précédente.

In effet, de la relation (1) on tire

.
(3) o)z i (o, << d'<< oy,
4
gni transforme («) en
" I‘ ('/l Y ‘s
oy 2 N — (g plres,
o’ o, &r
ol
’
e=lm it ed pres
— T " pres.

.. ; . d . .
Mais, si R est asscz grand, ed' < 2R est assez pelil et = aussi voisin
"
de 1 qu'on veut, indépendamment de n. 1'égalité (0) en résulte.
Inversement, si () alien, d’apres (3) on a en toul point P
A e (Py==limd,v,(P)
ou

q

(1) ’ u(l’):lim:/%,'v,,(l’).‘

Soit rle rayon dune sphére () de centre O contenant le domaine D
a Vintéricur et supposons R > r; alors

R—r<d et dp <R—+r
cl
R—» d, R4r
Ry >d ~R—7

(1) Cela veut dire que tous les points limites de la suite ¢,(P) sont compris dans
Vintervalle [¢(P)—¢, ¢(P)+¢].

Ay

-
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d’olt _
dy ar <|<d;‘+ 20
d H—r d BR+r
Multiplions chaque terme .de cette inégalilé par v, () et observons

(que v,(PY<L IL%’ le potentiel de la sphere (r); noas obtenons

d, 02 o . 0t

(P e ’ e P e

o ‘H( ) I’!(H ,_) \(/I(I )< ol ‘/l( ) R(I{"&- I')
D o — ‘)',’:I . » YL H 2 ] ST T .,".J_ N
Prenons ¢ = Tyt le produit =. R tend vers zéro avee g el

d’apres (4) la relation («) en résulte.

8. 8¢ un ensemble fermé borné est la somme ’une-infiniié dénom-
brable d’ensembles fermés de capacités nulles, il est aussé de capacité
nulle.

~

Soient E et | 15, { les ensembles donnés el 5, une surface de capacité
inférieure & —» contenant I, enticrement i intériear (6), ¢ dtant fixe

ct arbilrairement petit. Toul point de I, est done centre d’une sphére
toul enticre comprise dans 5, ct par suite, tout point de I est centre
d'une sphére intéricuve enticrement i une des surfaces 6,. Dapres
le lemme de MM. Bovel-Lebesgue, étendu par M. de la Vallée
Poussin ("), K pcut étre enfermé dans un nombre fini de ces sphéves.
Soit s, 'ensemble somme de celles de ces spheéres qui sont comprises
dans 6,. Les s, sout en nombre lini, et la capacité de s, est inférieure a
celle de 5,. La capacité de I est done inférieure i la somme des capa-

el . .. . g 2 &
cités des 5, donc inféricure it == 4 S 4... 4+ = +...; elle est

donc nulle.

9. Remarquons.que les mols fermé eu dénombrable de Pénoncé pré-
cédent sont indispensables. Pour le sceond, cela est évident, car, un
point est de capacité nulle el tout ensemble est formé de points. Pour
le premier, il suffira de donner Pexemple suivant :

(V) Intégrales de Lebesgue, elc.. p. 14.
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E est un ensemble dénombrable partout dense sur upe sphére, par
exemple. 11 n'est donc pas fermé; aussi, sa capacité n’est-elle pas
nulle : ¢’est celle de la sphére.

10. 11 résulte du théoréme précédent que :
Tout ensemble fermé dénombrable est de capacité nulle.

Cette proposition résulte aussi du théoreme donné au numéro sui-
vant, car, s1 I’,, P., ... sonl les points d’un tel ensemble E, Xa, une

série convergente i termes positifs et ¢, = PP, la distance d’an point I,
;o . . ;e R .
extérieur 4 'ensemble, au point 12, la serlcz-(;’—' est unc fonction

n

harmonique positive devenant infinie en chaque point de E. Clest ce
qu’on appelle le potentiel des masses a, situées aux points P, ().

L1, S caiste une fonction harmonique (ou surharmonique continue),
définic dans le voisinage cxtérienr d’un ensemnble fermé borné Vi, en
chaque point duquel cile decienne infinic positice, Vo est de capacité
nulle.

Considérons, en effet, une surface 5 située dans le voisinage donné,
contenant I « a Vintéricur », et assez voisine de Lui pour que la fonc-
tion I7(P) de P'énoncé soit positive: ou nulle dans la pactie o du voisi-
nage renfermée par 5 ().

S'il existail alors une fonction harmonique positive hornée et non
idenliquement nulle dans w, s’annmulant sur 3, soit ®(P), on voit que,
si petit que soit & positif donné, on pourrait trouver une aulre sur-
face 5" intérieurc & 7, ¢t assez voisine de E qu’elle comprenne « i Pin-

(1) M. Bouligand a établi le théoréme suivant. dont I'énoncé modifie it peine celui
D
qu'il a donné dans le Mémoire cité (loe. cit., p. 103-104) :

Ltant donné un ensemble potentiant muni de masses positives, si son polentiel,
lorsqu’on tend vers un point quelconque a une valeur limite unique égale @+,
cet ensemble est de capacité nulle,

Ce théoreme est ¢galement un cas particulier de celui du paragraphe snivant.

(2) Iei, comme dans la suitc, toute surface auxiliaire pourra étre considérée asser
réguliere pour que les problémes de Dirichlet intérieur et extéricur pour elles soient
possibles. On n’a qu’a se rapporter a la note (1), p. 86.

Journ. de Math., tome IX. — Fasc. 1, 1930, 12
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Léricur », pour (ue sur cette surface on ail
d(P)<e F(I1),

Comme ’ailleurs cetle relation a lieu sur 5, elle existe aussi en tout
point du domaine délimilé par 2’ et o. Mais ¢ étant arbitrairement
petit, d(P) serait identicquement nulle, ce qui est une contradiction.

Il ne reste donc qu’a montrer qu'il existe une fonction (1), en
supposant IS de capacité non nulle. Cela esi facile & voir. Soit, en
effet, v(P) le potenticl de £ et appelons s«+( 1) la solution du probléme
intérieur classique de Dirvichlet prenant sur 5 les valeurs de ¢(1”). Ces
valcurs ont un maximum inféricur, au sens strict, a r, el w(P) est infé-
rieare 4 ce maximum. Mais V'on sail que ¢(1") a dans le voisinage de I
des valeurs aussi voisines qu’on veut de 1 ('). D’autre part, o(P) est
toujours inféricure a ¢(P), car clle est inférieure a loutes les fonc-
tions ¢(P) (voir n° 6) sur les surfaces 5, ct 5 pour £ assez grand pour
quc 5 contienne 5, donc aussi dans le domaine gu’elles délimitent, et
ces fonctions tendent en décroissant vers «(P).

I.a différence
O(PY=¢(P)—w(])

est donc une fonciion harmonique hornée, positive et non identique-
ment nulle dans w, sannulant sur 5 : c’est la fonction requise. l.e
théoréme est done élaph.

12. ILa démonstration précédente montre que les fonctions IT(P)
et B(P) ne peuvent pas exister en. méme temps, quel que soit I'ensemble
Jermé borné .

Nous avons fait voir que lorsque I est de capacité non nulle,
®(P) existe, donc IF(P) n’existe pas.

Nous avons vu (10) que si E est dénombrable ¢’est F(I?) qui cexiste
au détriment de ®(P).

Il serait intéressant de savoir (uelles sont les possibililés dans le cas
o1 I¥ est de capacité nulle mais non dénombrable.

13. Une autre question qu’il serait intéressant d’étudier est celle

(") Voir O. D. KeLroge ( loc. cit., lemme IV, p. fo4).
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de savoir ce que deviennent la capacité et le potentiel d’'un ensemble E
lorsqu’on fait subir & Uespace une transformation ponctuelle. Tl est
superflu d’insister sur 'ulilité que présente cette question au point de
vue méthode de recherches.

Je ne m'oceuperai ici que de la plus simple de ces transformations :
I’homothétie. Nous en aurons hesoin plus tard.

Soit O le centre d’une homothétie de rapport K. Un point I se
transforme en ') un ensemble [0 devient E'. Une fonction 2(1)
devient L(Py= (") et P'on voit que

de(1) v du(l) LY 1 Qo)

dp o du dot Tt der 7T
< élant nne direction quelconque. Si 2(P) est harmonique il en est
donc de méme de L(P"). Par conséquent, si z(P)=(P) relatif
ali(6), L(P' )= (") sera le potentiel de 5, relatif a . Donc les
potenticls {12y et (P de Vo et I coincident awx points homologues P
et . Daprés (1) et (3)ona
¢I . ./

( .
ol Py = — — o L AR
I\’//-’: :;‘-,' )'_' /// | (' ):

d’oh
,

A Ked

d. " = d,

Comme les rapports extrémes tendent vers 1 lorsque P s’éloigne indé-
finiment, il en résulte que
: '=Ke,

ID’aillenrs le chang2ment de position d'un ensemble I dans 1'espace,
(ui se rameéne a une translation suivie de deux rotations, fait corres-
pondre aux points homologues la méme valeur du potentiel; on le
voit 4 'aide des surfaces 3., comme plus haut. La capacité ne change
donc pas.

Pour passer de I'ensemble E & un de ses homothétiques, il suffira
dec combiner les deux cas précédents.

Ceci montre, en particulier, que le potentiel et la capacité ne
dépendent que de I’ensemble et non de sa position dans I'espace.

-
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14. Appelons « impropre », tout ensemble & borné. ou non, dont toute
partic bornée et fermée est de capacité nulle.

[n particulier, un ensemble fermé de capacité nulle est impropre
dans le sens de M. Bouligand (3).

18. Considérons un ensemble quelconque E el soit P un point de
I'espace.

Nous dirons que V est de capacité nulle en V) lorsque on peat troncer
une sphere. (r) de centre Potelle que Uensemble des points de B « inté-
rieurs » ¢ (r) sout de capacité nulle,

Nésignons par I, cet ensemble, augmenté de ses points limites.
15, est, d’aprés une notation de M. Baire ('), la poruon de F déter-
minée par (7). E. est également de capacité nulle.

16. Tout ensemble fermé borné, formé avec des points oi 1 est de
capacité nulle, est aussi de capacité nulle.

Ceci résulte immédiatement du femme de MM. Borel-Lebesgue et
"des propriétés de la capacité (6).

17. Il en vésulte que tout ensemble de capacité nulle en chacun de
ses points est unpropre. Mais la réciproque n’est pas vraie, comme on le
voit sur P'exemple donné au paragraphe 9, si Pon s'appuie sur
I'énoncé du paragraphe 10. Les deux notions de-I'énoncé précédent
sont essentiellement différentes en ce que la premiére utilise les points
limites de I'ensemble (pas Lous), landis que la seconde en est indépen-
dante.

18. Soient E un ensemble fermé quelconque, borné ou non, et &
I’ensemble de ceux de ses points en lesquels il est de capacité nulle.
D’aprés (46) & est impropre. Nous Uappellerons la parde tinpropre
de . ‘

L'ensemble o — &, s'il exeste, est fermé. U n’est de capacité nulle en
aucun de ses poinls.

(1) Acta mathematica, 1906. En réalité, M. Baire donne cette définition dans
I'hypothése que 12 est parfait.
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Supposons, en ellet, qu’il contiendrait un point I oit il aurait une
capacilé nalle. On pourrait trouver alors un nombre r, tel que la por-
tion E, de —& déterminée par la sphére () de centre P soit de

capacilé nulle. La capacité de . — & située dans el sur la spher'e <;>

serail « fortiori de capacité nulle et pourrait par conséquent étre
enfermée « & I'intérieur » d’une surface 5 de capacité aussi petite (u’on
voudrait, z. Considérons alors la « portion » &, déterminée par la
N . I » . . ) , e )
méme sphére (—)) sur &. Les points de cette portion, extérieurs a 5 ou
situés sur 5, forment un ensemble qui est une partie fermée de &, donc
de capacité nulle. Mais cel ensemble et s conliennent Lous les points
“de la portion Ii, de I, dout la capacité est ainsi inférieure 4 ¢ 4 0 =: <.
' ¥
Ille est done de capacité nulle et I serait un point de & nonde 1) — &,
ce qui démontre la proposition : '
L'ensemble E — & n’a done plus de partic impropre.

19. Tout ensemble fermié sans partic impropre sera appelé réduit.

Daprés ce qui précede, tout ensemble ferme peat Are véduil.
I est évident aussi que :

Toute portion d’un ensemble rédudl est un ensemble réduit | voir la
note (') page 92 |.
CHAPITRE 11.
SINGULARITES DES FONCTIONS HARMONIQUES. FRONTIERES REDUITES.
20. Nous allons ¢tablie d’abord, en 'étendant légérement, une

inégalit¢ due a M. O. D. Kellogg ('). Nous nous en servirons cons-
tamment dans les paragraphes suivants :

Sotent Q un domaine quelconque, X sa fronticre et G(1, Q) sa fonc-
teon de Green généralisée () de pole Q.

(1) Loc. cit., p. 405.
(2) Voir note (3), p. 83, ou KenLoee {loc. cit.), p. 398.
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Soit encore ¢ un ensemble fermé borné dont aucun point @'apparticnt
a Qs st v(Py est e potendiel de et ensenble, on a linégalité
Py e (PYY.
| —— 2 G, 0.
/'[ e il EAURNY
On désigne par r le rayon d’une sphére 5 de conire ) et Lot enticre
duns Q, sur laquelle ¢(P) a un maxinume M ().

Considérons la suite des domaines Q, (2) tendant vers Q et leurs
fonctions G,(P, Q) qui tendent vers G(I’, Q). Sur la frontiére £,

. . , . N . . e (P
de Q,, G,(P, Q) est nulle, done inféricure a la fonction IL(L’—_‘(—\II—Z),

. . . B . . . , | .
ceci a licu aussi sur 5 ot cetle fonclion est an moins égale i -, tandis

} . [ , } .
que G, (P, Q)<<+ Par conséquent, dans le domaine &,— 3, on a

| 'l~"’(l)‘-\ ) |
" [_1?\7‘)_' > Gu (P, Q)

qui donpe a la limite Pinégalité énoncée.
Si ¢ est de capacité nulle, Pinégalit® se réduit & la relation évi-

dente = > G(P, Q).

21. Cette inégalité nous servira pour établiv une certaine réci-
procité entre le polentiel et la fonction de Green, an point de vue du
caractere régulier ou irrégulier des points de la fronticre d'un
domaine.

Un point O de la fronticre est dit régudier Torsque toute solution du
probléme généralisé de Dirichlet dans Q prend la valear fron-
tiere £(Q)(2)en O. I faut et il suffit pour cela que G(P, Q) prenne
“la valeur o en O.

Mais on connait le caractére local de la régularité. Le point O aura
done le méme caractére sur la fronticre du domaine infini extéricur a
la portion déterminée sur I'ensemble des points n'apparlenant pas
a Q par une sphére (r) de centre O, Si G(P, Q), la fonction de
Green de ce domaine tend vers zéro, le potentiel de X, tend vers 15

(1) M. O, D. Kellogg s'est servi de ce lemme pour déduire de ce que la borne supé-
rieure de ¢(P) ¢tant supposée égale & 1 au voisinage d’un ensemble ¢, que lu fonction
de Green a un minimum nul dans ce voisinage.
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réciproquement, sile potentiel tend vers 1, d’aprés Uinégalité ei-dessus,
(P, Q) tend vers zéro cL () est régulier.

Ceei montre, en gros, la réciprocité annoncée ; on en verra dans la
suite des exemples plus préeis. '

Disons toul de suite que de Pétude i la fronticre du potentiel, nous
obtiendrons presque immédiatement des résullats relatifs aux points
frontiéeres d’un domaine, comme on le verca au Chapitre suivant.

292, Kiablissons eucore le lemme suivant :

Soient ¥(P) et Oy dewr fonctions harmnniques bornées dans un
domaine Q, prenant les miines valeurs supposées continues sur une partic
de la fronticre 2 — s, 5 élant un ensenble fermd de .

SEN est une borne supéricure commune a |[F(1y| et [OCPY] et (P le
potentiel de s, on a dans Q

aMe(P)Z2 (1) (1))

Reprenons, en effer, les surfaces 5, de potenticls v, (1) (6) ¢t soient
=, la partic de 5, contenue dans Q, et X' la partie de X extérieure i 5.
5, ¢t X constituent la frontiére d'un domaine o, commun & Q ct a
Pextérieur de 5, Mais I°(P>) — @ (1”) est la solution du probléme de
Dirichlel dans w, pour les valears I (1) — & () sur la fronti¢re, car
ces valeurs y sont conlinues, el la fonction harmoniqgue tend vers ces
valenrs fronticres. Pour la méme raison, 2M., ¢,.(P) est la solution du
probleme de Dirichlel pour ses propres valeurs sur la fronti¢re. Or,
sur cette fronticre, Uinégalité

aMeg(P) 2 F(P) —d(P)|
alieu. Elle a done licu & Iintéricur de w, et doume i la limite Pinégalité
de I'énoncé.
23. Voici une application de ce lemme. St s est de capacité nulle,
¢(P) est identiquement nul et F(P)=d ().

I ne peut pas y avoir dewr fonctions harmoniques bornées dans un
~domaine, prenant les mémes valeurs surla fronticre, sauf en un cnsemble
de capacité nulle.
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(Vest un rvésultat do a M. O. D. Kellogg (loc. cit., p. 405) quila
donné Loutefois sous une forme légérement différente. M. Kellogg
suppose que s est 'ensemble des points irréguliers d¢ la fronticre et de
ses points limites. Celle hypothése n’intervient cependant pas dans
son raisonnement, :

24. On voit dans ce dernier théortme un antre exemple de ce fait
exprimé par M. Bouligand (loc. cit., p. 83) cn ces termes : « les
ensembles de capacité nalle jouent dans le probléme de Dirviclilet, le
méme role que les ensembles de mesure nulle dans le probléme de
I'intégration », ele.

Nous aurous Poccasion de montrer d’antres exemples de ce fail, qui
le préciseront (30). -

25. Grace a la notion d'ensemble impropre, nous allons pouvoir
étendre le théoréme de M. Kellogg (5) de manicre qu’il résolve com-
pléetemeut la question des singularités des fonctions harmoniques, qui
a son point de départ dans le théoréme de M. Picard (1).

Voici le nouvel énoncé :

Sotent T un domaine et Bune partee desa fronticre telle que I ="I'+ B
soit encore un domaine. Le domaine, sa [ronticre et B peusent s'étendre

~a linfini.

St B est un ensemble impropre, toute fonction harmonique bornée
dans le votsinage de chaque point de B pent ére définie sur BB de maniére
qu'elle soit harmonique dans T et réciproquement, st cela est possible,
B est un ensemble impropre.

La démonstration de M. Kelloge sapplique presque sans change-
g8 | [ |
~ . M
ment. Elle s’appuie sur le lemme suivant :

« Si F(p) est une fonction bornée el conlinue sur une sphére s,
sauf sur un cnsemble s de capacité nulle, ou elle peut étre discontinue,
il existe une fonction harmonique dans la sphére prenant la valeur IF(p)
en tout point de continuit¢ de 5. »

Considérons une suite de surfaces s, (6) relatives a s ; elles découpent
sur ¢ des contours s,. On peut supposer I'(p) comprise entre o et 1.
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La formnle de Poisson appliquée a la fonction F,(p), égale 4 o
dans s, et & I°(p) ailleurs, donne une fonction harmonique w,(P)
dans 5 qui ne décroit pas lorsque n croit. Elle a donc une limite U (P)
harmonique dans 5. Cette fonction prend bhien la valeur F(p) en
chaquc point de continuité de F( p), car quels que soient met n, on a
d’aprés le lemme du paragraphe 22

l “/M-m(P) - “n(PH <2 e,(P),

¢, () étant le potentiel de s,. Done, dans un voisinage intérieur a la
sphére, de tout point p de 5 qui n’nppurticnl pas a s ou & son dérivé,

vo(P) tend uniformément vers zéro avec— la suite u, () tend donc

uniformément vers U(P) dans ce voisinage et comme u,(p)=TF(p),
U(P) tend vers I*(p). Le lemme est démontré.

Puisque T+ B est encore un domaine el que B fait partie de la
fronti¢re de T, il résulte que toutl point de B n’a dans son voisinage
(que des points de T et de B. Inversement, tout point de T limite de
points de B fait partie de B, car la frontiére de T’ est un ensemble
fermé. Donc, la parties de B comprise dans une sphére o située dans T
et centrée en un point de B est fermée; puisque B est impropre, s est
de capacité nulle.

Soit alors V(P ) une fouction harmonique bornée dans le voisinage
de B et supposons la sphére o de rayon assez petit pour qu'elle se
trouve dans ce voisinage. V(I) délermine sur s une fonction F;
d’aprés le lemme précédent, il existe une fonction harmonique U(P)
dans o coincidant avec V(I”) sur o sauf aux points de 5. Considérons
alors le domaine Q intérieur 4 ¢ ayant comme frontiére I'ensemble s et
la surface de 5. D’aprés le lemme du paragraphe 22, U(P) coincide
avec V(P) dans ce domaine; donc, en donnant a V(P) la valeur U(P)
en chaque point de I intérieur a 6, V(P) devient harmomque dans ¢.

Ainsi, en chaque point de B, V( ’) a une limite unique qui, prise
pour valeur de 'V en ce point, l'cnd celle-ci harmonique sur B et dans
son voisinage.

Réciproquement, le potentiel de s peut étre défini sur s de maniére
4 y étre harmonique. C’est donc..upe fonction harmonique bornée
dans tout I'espace, s annularnt\a I’mﬁm \Il est donc identiquement nul

13

Journ. de Mazk tome I}f — Fasc 1, 1930
i d .

. ‘ By
L- 34 3
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et s est de capacité nulle; B est impropre (17). Le théoréme cst
démontré.

26. 11 est & remarquer que, pour montrer que 3 est impropre, il
n'a pas é1é nécessaire de supposer, comme il a ¢Lé dit dans Pénoned,
que « toule fonclion harmonique bornée, ete. » (woir Pénonce). 1l a
suffi que cette propriété ait licu pour certaines fonclions harmoniques
particulicres qui sont des potentiels, en quel cas, elle alicn pour toule
fonction harmonique.

Comme nous P'avons vu en mainle occasion el comme nous le ver-
rons encore par la suite, il semble que le potentiel el la fonction de
Green soient, parmi les fonctions harmoniques, des fonclions privi-
légices.

27. Nous allons compléter le théoréme précédent en recherchant
Pensemble « maximum » des points de la frontitre qui pourra étre
pris pour B.

Soit  un domaine de fronticre X. On sait que X est un ensemble
fermé, qui a par conséquent (18) une pariic impropre &. Nous avons
vu aussi que X — & est encore un ensemble fermé,

Aucun point de & n'est Limite de points extérieurs & L.

Soit, en effet, Q un point de & et considérons une spheére (r) de
centre Q qui détermine sur X une portion X, de capacité nulle (15).
Si Q était limite de points extérieurs i Q, (r) contiendrait & 'intéricur
Si Q était limite de points ext Q, (r) contiendrait 4 lint

s points et, naturellement, des points de Q. D’apres e théoréme
de tels points et, naturell t, des points de Q. D'apres le théorém
précédent, la fonction harmonique égaled o aux pointsde Q el a1 aux
points extérieurs & Q serait harmonique « a 'intéricur » de (), ce qui
est impossible, uie fonction harmonique dans (7) ne ponvant étre con-
stante dans le voisinage d'un point, sans I'étre partout.

On en conclut que Q' =Q+ & est encore un domaine de fronticre
Y =X — &, que nous appellerons avec M. Bouligand frontiére réduite.

) Pp 5
ille est un ensemble réduit (19). On verra plus loin qu’en chaque
point de cette frontiére la fonction de Green de Q, qui est la méme
quc celle de Q' (32), a sa plus petite limite nulle (39), tandis que, en
tout point de &, cette limite est positive et non nulle (28).
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28. La parlic impropre & de la frontiére d’un domaine T sera donc
la partie maximum de la fronti¢re qui pourra étre prise pour B, dans
le théoréme du paragraphe 23; toute autre partie B de cette fron-
liere sera contenue dans &. Ce théoréme se trouve ainsi comnplété.

29. Appclons frontiére extérieure de Q' Pensemble X, des points
de X ¢ui sont limites de points extérienrs & Q'. Les aatres points de X/
constituent la frontiére intérieure ¥, de Q.

Q= Q'+ X est donc encorc un domaine.

On verra plus loin comment cetle distinction entre les deux fron-
tieres s introduit tout naturellement,

Faisons cependant remarquer, dés: maintenant, que, d’apreés la
manic¢re donl elles ont é1é définies, il y a entre ces frontiéres une diflé-
rence essentielle. Le fail que toul point de Ja frontiére intérienre n'a
pas dans son voisinage des points extérienrs a Q" donne & celle-ct un
autre caractére. ELen toul cas, il est & présumer gque ces denx fron-
ticres pourraient jouce un role quelque pen différent.

30. La solution du probleme de Dirichlet généralisé pour S est lu
méme que pour Q' si les données fronticres coincident sur X (on suppose
X bornée).

Reprenons les notalions du pavagraphe 2. La partie commune &,
de & el de Q,+ X, est fermée, done de capacité nulle. Enfermons-la
dans une surface 5, (6) de capacité ¢, qui pourra étre arbitrairement
petile. Soil d; la partie du domaine intérieur & 5, comprise dans Q).
Nous prendrons pour £, le domaine Q, — d,.

Les fonctions I,(1”) et 17, (P) coincident sur ¥, les points de 5,
exceplés. D'aprés un lemme précédent (22) elles satisfont dans Q,, 4
I'inégalité

[FaiP)—Fg(P)l<<oMegi ),
v (P) élant le polenticl de 5, tout entitre, qui est supéricur & celoi de Ja
partie de o, appartenant & X,. Mais ¢, () < 7{7:- (6). P éLant fixe, on

peut choisir les surfaces 5, de maniére que ¢, tende vers zéro; il en
sera de méme de o, (P) ct, par conséquent, les limites I(P) et F (P de
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. (P)et F,(P)sont identiques dans €. La solution pour Q est donc
harmonique sur & et donne la solution pour Q' dans les conditions de
I’énoncé.

31. Remarquons que le théoréme du paragraphe 28 aurait
montré immédiatement ue F(P) est harmonique dans '/, mais on
n'aurait pas su qu'clle est la solution pour Q' ‘

Le théoréme précédent ainsi que celui du paragraphe 28 com-
plété (28) justilient la notion d’ensemble vmpropre que nous avons
adoptée dans ce travail. Je rappelle ici ce qui a été dit dans I'Introduc-
tion (4). Je renvoie aussi au Mémoire cité de M. Bouligand.

32. Le théoréme précédent montre, cn particulier, que la fonction
de Green est da méme pourles domaines Q et Q.

CHAPITRE HI.

ETUDE A LA FRONTIRRE DU POTENTIEL ET DE LA FONCTION DE GREEN.

335. Nous avons vu (2) que le potenticl d’un ensemble borné quel-
conque est le méme que pour cet enscmble augmenté de ces points
limites. 11 suffit donc de ne considérer que les ensembles fermés. Si
I’on envisage le domaine infini dont un tel ensemble est la frontiére,
ainsi que 'ensemble réduit correspondant, on voit gu’il suffit, d’aprés
le théoréme précédent, de considérer les ensembles réduits bornés, que
nous supposcrons débarrassés de leurs points « intérieurs » (').

Soit E un tel ensemble; il parlage P'espace ¢n un domaine infini
extéricur D d’un seul tenant, et un domaine horné d, qui n'est pas
nécessairement d’un seul tenant. Si I¥ est la partie de E frontiére de D,

ona
E'= [+ E},

(1) Je rappelle qu'un point d’un ensemble est dit « intérieur » lorsque 'on peut
trouver un voisinage assex petit autour de ce point, formé exclusivement de points
de Yensemble.
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et 5, =E, frontiére extéricure de d. Appelons, comme nous I’avons
déja fait, d" le domaine d+ E; n’ayanl pour fronticre que E..

34. Le potenticl del'ensemble L, tend'vers 1 aux points d’un ensemble
partout dense sur E,.

Cet énoncé est équivalent au suivanl

Les points réguliers de la froniére ¥, du domaine D"=D 4 E;
Jorment un ensemble partout dense sur I,

L'équivalence résulte de ce que sile point est régulier, le potentiel
tend vers 1 cl, inversement, si le potentiel tend vers 1, d’aprés Uiné-
galité de M. Kellogg la fonction de Gireen tend vers zéro et le point
est régulier. Démontrons donc le premier.

Soient p un point quelconque de I, et (&) ane sphéve de rayon e,
centrée en ce point. Cetle sphére contient nécessairement des points
de d”; si ¢ est un Lol point, la plus grande sphire o centrée en ¢ dont
le domaine intéricur soit formé de points de " aura sur sa surface des

1

points de 19, soiL p', tels que la distance pp’ ne dépasse pas 2e.
Si¢(P) désigne le potentiel de g et ¢’ () celui de I, nous aurons

ei(Py2e(P),
dans le domaine P. Comme d'aillcurs

lim ¢ (P)=1,
P—>p ‘

il en résultera
lim ¢/ (P)=1.
. P “>’,I
Aipsi, tout point p est limite de points en lesquels le potentiel prend
la valeur 1, ce qui démontre le théoréme.

3. Si K est un ensemble réduit (borné) suns domaine intérieur d, en
chacun de ses points le potentiel a sa plus grande limite égale @ .

Soit encore p un point de E|. Puisque E/ est réduit, sa partie com-
mune ¢,, avec une sphére (e,) de centre p, est de capacité non nulle,
quelque petit que soit ¢,. Le potentiel de ¢, a donc sa borne supérieure
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égale a 1 sur ¢, ('). Soit I, un point intéricar & la sphére (2¢,),
n’appartenant pas a ¢,, en lequel ce potenticl est supéricur & 1 —e,.
Si ce point appartenait a I, on pourrait tracer autour de lui une
sphére @, lout enlitre siluée. dans (2¢,), dans laquelle le potenticl
serail encore supérieur & 1 — ¢,. Sur g, il y aurait nécessairement des
points n’appartenant pas a I, sans quoil cel ensemble aurail un
domaine intérieur qui comprendrait la sphcre g,. Si U'on appelle alors
P} un tel point, la snite { I”, | tendra vers p lorsque ¢, tend vers zéro el
le potentiel tendra vers 1 sur cetle suile, ce qui élail & prouver.,

36. Ln réunissant les (Icux énoncés précédents, on obtient le théo-
réme suivant :

Le potentiel de towt ensemble réduit borné I tend vers v auax points
d’un ensemble partout dense sur ¥, et admet 1 comme plus grande limite
en tout point de B}, donc de V' =1F, 4k,

Car le potcntlcl de [ est supérieur & celui de 19 et 4 celui de toute
portion (E),, qui est un ensemble réduit (419) et remplit bien les con-
ditions du théoréme précédent, si r est assez petit.

37. L'inégalitée de M. Kellogg nous permettra d’énoncer le théo-
réme corrélatif suivant :

La fonction de Green du domaine D tend vers zéro aux points d’un
ensemble partout dense sur K, et admet en chaque point de X' zéro comme
plus petite limiie,

38. llconvient de remarquer que-lorsque le potentiel d’un ensemble
réduit E ne prend en aucun point la valeur 1, E nc renferme pas de
domaine intérieur. Appelons I, 'ensemble des points de I oii la plus
petite limite du potentiel soil inférieure ou égale & 1—¢,; E, cst
fermé. E est donc la somme des ensembles | E, |3 @aprés (8), un de
ces ensembles cst nécessairement de capacité non nulle, et peut étre
réduit. Le potenticl d’un tel ensemble a sa plus petite limite inférieure
a un nombre 2 < 1.

(1) Note (1), p. 9o.



SUR LES SINGULARITES DES FONCTIONS HARMONIQUES. 103

Ainsi, dans Phypothése qu'il existe des ensembles réduits sans
points réguliers, on peul trouver de tels ensembles pour lesquels le
potentiel a la plus grande limite égale & 1 et la plus petile inférieure
a A < 1. La surface de niveau déterminée par les points ol le potentiel
serait égal & un nombre intermédiaire entre 7. et 1 présenterait alors
cette propriété, qu'elle passerait par tous les points de U'ensemble. Ce
fait, qui caractérise les ensembles dont il cst question, semble devoir
intervenir pour la résolution dn probléme de leur existence.

39. DPassons & P'étude des points fronti¢res d’un domaine «quel-
conque. Soit Q un tel domaine, borné ou non, dont nous supposcrons
seulement que la frontitre ¥ soit bornée (). Nous avous vu (25), (30)
que pour toute fonction harmonique bornée dans Q, il n’y a pas de
singularité en un point de la partie impropre & de Z. Nous pouvons
donc nous contenter de considérer sculement le domaine Q' de fron-
ticre ¥ (27) que nous supposerons, en plus, d’un seul tenant, ce qui
donnera plus de précision sans nuire 4 la généralité.

Tugonime. — Surla frontiére extériewre X, de Q' Iensemble des points
réguliers de X' est partout dense. Il peut arrccer que Uensemble des points
z’rrégitlie;:v sotl ausst partout dense, sur toute la froniiire X .

Surla fronticre intéricure X; on peut affirmer sculement que la plis
petite imite de la fonction de Green du domaine est nulle.

Soient P, un point de I, et () ane sphére centrée en ce point et de
rayon assez petit pour qu’elle ait des points de Q' sur sa surface.
Appelons I la portion déterminée par (r) sur I'ensemble des points
n'appactenant pas d Q. Tout point de E situé sur la sphére (r) est
donc limite de poinis « intéricurs » a (7) appartenant a X' ou au

(1) Si Ia fronticre n’était pas hornée, le théortme qui suit demeurerait encore vrai,
4 condition d’entendre par point régulier un point en lequel la fonction de Green
tend vers zéro, et par point irrégulier un point irrégulier localement, comme pour le
cas ol la frontiére est bornée. Je rappelle que la solution du probleme de Dirichlet
généralisé a été définie pour ce dernier cas et par conséquent les points réguliers
et irréguliers aussi. C'est pourquoi il faut étre circonspect lorsqu’il s’agit de domaines
a frontiére non bornée. fl scrait intéressant d’étudier le probléme de Dirichlet géne-
ralisé dans ce cas, qui a été considéré déja pacr M. Bouligand pour définir la fone-
tion de Green (page 83).
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domaine « extérieur » a ', Dans les deux cas, E est de capacité non
nulle en ce point, ct comme cela a lieu pour chacun de ses points inlé-
rienrs & (1), E est réduit. 11 renferine d’aillears un domaine intérieur,
que nous avons appelé d", et qui est formé de points « extéricurs »
4 Q. Le domaine extérieur a I¥ que nouas avons désigné par D (33)
contient Q' et coincide avec lui dans le voisinage de P, délerminé
par (7). Par conséquent, entre les fonctions de Green G(P,Q)deD
et G(P, Q)de Q on alinégalité
GP,)2G(P, Q).

Drailleurs E, coincide avec X, ¢t E; avee X; & « Uintérieur » de (7).
Donc, d’aprés le théoréme précédent (37), si prés qu'on veul de P,
il y a des points de X, en lesquels G(P, Q) tend vers zéro. Il en est
donc de méme pour G (P, Q) et ces points sont régulicrs pour X' ct .

Soit P, un point de X} duquel, comme centre, tracons une sphére (g)
située Loul enli¢re dans le domaine Q" (33). l.e domaine D extérieur
a la portion (X), déteeminée par (¢) sur X; comprend Q'; Uinégalité
ci-dessus subsiste encore [ G (P, Q) est cetle fois la fonctlion de Green
de ce dernier domaine D], ¢t d’aprés le méme théoréme appliqué
a (%), on conclutl que la plus petite imiie de G(P, Q) est nulle en P

I ne veste plus (qn’a montrer que P'ensemble des points irréguliers
peut étre partoat dense snr . [l suffiva, pour cela, de construire un
exemple,

A cet effet, nous emploierons un principe de condensation des sin-
gularités,

Considérons une ¢pine de révolution dont la pointe soit un point
irrégulier pour le domaine extéricur a I’épine. On sait qu’il suffit,
pour avoir une Lelle épine, de faire tourner autour de I'axe une courbe
“donnée en coordonnées polaires par Péquation

®=1(p)
B

7

o 7 ) . . e N D
ol f(g)<Ae 7, Ael B étant des constantes positives ('). Prenons,

(1) Voir N. Witxen, The Dirichlet Problem (Bull. Massach. Inst. of Techn.,
2" série, n° 78, avril 192§, p. 138). Le premier exemple d'un tel point irrégulier est
diva M. H. Lebesgue (Comptes rendus de la Soc. math. de France, 1913).

la démonstration qui suit n’est évidemment pas valable pour l'espace & 2 dimensions,
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pour fixer les idées, ]
(e) d):f(P):e_F)
ot B sera délerminé de la facon suivanle : on choisira g, assez petit

1. I
our que : 1° ®, = ¢ 7 soit tel que tang®, < et 2¢ la courbe
p I { A

1
b=c 7(o<p’Sp)
M M N k) . / | y_* T
coupe la perpendiculaire & 'axe en ¢’= ¢, sous un angle supérieur a T
ce qui est possible car cetle courbe est tangente & 'axe pour ¢’ = o. Si
1'on remplace alors Bg' par ¢, la courbe précédente devient
| s
©=—c ?(o<p<Bp))

et I'on prendra B assez grand pour que B¢, tang®,21.
Voici les raisons qui justifient ce choix. Soient A un point de la
courbe (), A’ sa projection sur 'axe et O origine (s =o0). On a
- d’une part
AA'= OA’ tang® < OA’ + = LOA’,
47 4

et d’autre part, si A" est le point de la courbe tel que la projection OA”
sur 'axe de OA” soil égale & AA, on a A”A” < - AA'. Le point B de
i+
la courbe qui se projetle sur I'axe en B’ lel que OB’= OA’— A’A" se
projetie sur AA’ en B” tel que AB"< BB d’aprés 2°. Donc
BB > AA'— BB > AA'— A"A" > -/3- AA'
i

Si nous considérons alors la courbe

B
e Py

(7) v=_j(p)=

elle coupe chaque ordonnée telle que AA’ en un point dont la distance
’ roe L \ .
i l'axe est supérieure & 3 AA'; clle coupe donc BB’ & une distance de
(e o 1 .
I'axe supérieure a - AA' cL par conséquent elle ne coupe pas le cercle
-

de centre A’ et de rayon A"A".
Jaurn. de Math., tome IX. — Fasc. 1, 1930. 14
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Concrusion. — L'épine () (donnée par la courbe de méme nom),
d’axe AN et de pointe A, pénétre « a Uintéricur » de Uépine (%), donc
aussi des épines (e,) données par les courbes

(ey) /l=<l"“9‘l-g"‘—'-'— ;’,,;_‘T)‘/(P) (rnzr),

qui entourent (), el dont la pointe est également un point irrégulier,

Quand deux ¢épines auront la méme poinle, nous supposerons
qu’clles ont aussi le méme axe.
Cela posé, soit S, S,, S,, ... une suite de sphéres concentrigues de
1

rayons 1, 1—|—73, I+ l, -+ i

Piquons dans la sphére S un nombre fini d’épines (¢) d’axes perpen-
diculaires a S et de pointes (p,). Appelons D, le domaine intéricar
a S, et extéricur aux (¢). D, est ’un seul tenant, urnsi que le domaine
qui lui est extérieur, Soit T, sa surface; elle se compose de morccaux
de la sphére S, el des épines (¢) et a des arétes.

Choisissons sur X, un nombre fini de points (p,) différents des (p,)
el entre cux, ct tels que loute sph(zre de rayon g, centrée sur X, con-
tienne de ces points. Considérons alors les épines (¢) ayant ces poinls
comme pointes, ¢l comme axe la normale extéricure & S, si c’est un
point situé sur S, ou la normale a I'axe de I'épine (plus haut AA")si
¢’est un point situé sur une épine de pointe (p,) et non sur S,. Le
domaine D, seraintérieur a S, ¢l extérieur aux épines(e)depointes (p,)
et (¢,)de pointes (p,) (voir ci-dessus). D, est d'un seul tenant, ainsi
que le domaine qui lui est extéricur. Il a méme aspect que D, sauf qu’il
est formé d’épines (¢) el (¢,), ces derniéres, ayant bourgeonné, portent
sur leur partic située dans S, des bouts d’épines () reposant sur leur
hase. ‘ _

Sur Z,, frontiécre de D,, o refait la méme chose. On prend un
nombre fini de points (p,) dilférents entre cux et des précédents et
tels que toute sphére centrée sur X, et de rayon &, (¢, €,, ... tendant
vers zéro) conlienne de ces points. Le domaine D, sera intérieur a S,
et exLéricur aux épines (¢,) de pointes ( p,), (¢,) de pointes (p,) et ()
de pointes (p,), ces derniéres ayant leur axe perpendiculaire a S, et
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vers l'extérieur si leur pointe est située sur S, ou normal a I'axe de
I’épine si lear pointe est située sur une ¢pince. [Lest & peine besoin de
dire que Dy est d’un seul tenant, ainsé que son domaine extéricur.

Pour arriver d'un point extéricar a D, & un point (p,), il suffit de
pénétrer dans le canal (y) de U'épine de pointe (p,) quisupporte I'épine
choisie de pointe py, bifurquer dans le canal (y) de 'épine de pointe p,
qui supporte I'épine donnée, et enlin bifurquer dans le canal (y) de
I'épine donnée qui aboutit au point (py) choisi. 11 en est ainsi quel que
soit le domaine D, de la suite des domaines Dy, D, Dy, ... déduits
par la eépétition du procédé indiqué. D’apres ce qu’on a vu plas haut,
pour Loules les épines (¢) el (¢,) employées dans la construction, les
canaux (y) apparlicnnent tonjours aux domaines extéricurs des
domaines de la soite. Cette double suite de domaines est d’un seul
tenant.

Les domaines D, ont une limite D=D, +D,+D,~+... qui est
un domaine d'un scul tenant, car denx quelconques de ses points
appartiennenl @ un 1), pour n assez grand et les D, vont en se dila-
tant. Soil Z la fronticre de D, Le domaine extéricur a 1) est aussi d’un
seal lenant. En ellet, le voisinage de tout point M de ce domaine fait
partic du domaine, également. 1l en résulte gue si M est intérienr & la
sphere S’ limite des S, ou sur cette sphéve, il existe un point M sur le
rayon OM (O centre des S,) qui soil « intéricur » aux S,, & partir
d’un nassez grand et qui soil compris dans le voisinage de M. Alors,
ou bien le rayon OM' prolongé au dela de M/ ne rencontre pas 3 et
alors on peut joindre M’ & un point extéricur it §', ou bien cela n’est
pas possible el alors le point M’ doit se trouver avee son voisinage
dans une épine (bourgeon) d’axe perpendiculaire & un rayon de S'. 11
y aura un tel bourgeon de sommet p; dans le canal () duquel sc trou-
vera M’ ct son voisinage, car ce voisinage est fixé ct, d’aprés la cons-
truction, les axes des hourgeons (AA’) tendent vers zéro avee % En
suivant alors les K canaux (y) & partir de celni d’extrémilé p,on pourra
sortir de Ja sphéve 87, dont Pextérieur fait partie du domaine extérieur
a D3 ce domaine est done d’un seul tenant. -

Sur la fronticre X, les points (p,) forment un ensemble partout
dense. Tout pomnt p, est wrégulicr pour la frontiére £ de D, car il est
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le sommet d'une épine (¢) qui contient ¥ dans le voisinage de son
sommet. Les points du canal (Y) de p, sont des points « extérieurs »
4D, ce qui permet d’affirmer que X est une frontiére réduite; c’est la
frontiére extérieure de D, qui est ainsi dépourva de la frontiére inté-
rieure. Mais une telle fronli¢re, ayant un ensemble de points irrégu-
liers partout dense, est facile 4 construire. Considérons, en effet, la

portion X; de £ déterminée par une sphére (-')-) de rayon ;3» centrée
sur £, L’ensemble X; n’a pas de domaine intéricur d (33) car tout
point de ID peut étre joint avec O, donc avec P'extéricur de X;. Mais,
dans le voisinage de tout point de X; il y a des points (p,) qui sont
a fortiort irréguliers pour le domaine de frqntiére Y. D’allleurs, cette
Jrontiére est réduite (19).

En placant alors 2; « 4 l'intérieur » de D, on obtient un domaine &
et sur sa frontiére totale X' (réduite) I'ensemble des points irréguliers
est partout densc.

Si dans l'exemple précédent on avait fait la construction vers linté-
rieur pour une suile de sphéres S, concentriques décroissantes et ten-
dant vers une sphére S’ de rayon non nul, on aurait obtenu un
domaine infini jouissant des propriétés requises. l.e théoréme est
démontré (). '

40. 11 est intéressant de remarquer ue ce dernier domaine est un
exemple d’un ensemble E, dont le potenticl ne tend vers aucune limite
en un ensemble de points partout dense sur E,. On sail que, au con-
traire, le potentiel tend vers 1 sur un pareil ensemble (34).

41. Le théoréme précédent montre, d’une part, que l'ensemble des
povnts irréguliers de la frontiére peut éire de capacité non nulle; et,
d’autre part, qu'il pourrait y avoir une différence entre la frontiére
extérieure et la frontiere inlérieure (29) en ce que, tandis que sur la
prémiére 'ensemble des points réguliers de I’ est partout dense, sur

(1) Lorsque la frouliére n'est pas bornée, on voit comment on pourrait former un
exemple analogue au précédent. Il suffirait’ de remplacer les sphéres S, par des
cylindres C, dont la hauteur tendrait vers linfini. Je n’insiste pas.
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la seconde il se pourrait qu'il n'y ait pas de point régulier du tout, Il
en serail ainsi, si U'on savail qu'il existe des ensembles réduits sans
potnis réguliers. En effet, un tel ensemble (38) n’aurait pas de domaine
intérieur, et pourrait étre pris pour la frontiére intérieure d'un
domaine.

42. Mais on ignore encore s'il existe de Lels ensembles.

Il sc peut qu'il en existe; le critére de régularité d’un point
frontiére donné par M. Wiener (') montre qu'il n’y a apparemment
aucune impossibilité & cc qu'un ensemble ait une capacité non nulle et
qu'il ait chacun de ses points comme point irrégulier.

43. le théoréme précédent contient les deux énoncés suivants, qui
sont dus 4 M. Bouligand :

1° La plus petite limite de la fonction de Green d’un domaine dont la
JSrontiére a été débarrassée de ses ensembles impropres est nulle en tout
point de la fronticre (v° 18, p. 82, Annales de la Société polonaise, ete.).

2° Tout point irrégulier de celte frontiére est nécessairement limite de
points réguliers (n° 30, p. 97, loc. cit.). '

Toutefois, pour le dernier énoncé, il convient de se limiter, comme
nous avons été conduits a le faire, 4 la frontiére extérieure du domaine
par suite de ce qu’on a vu plus haut (41).

4%. Considérons la solution du probléme de Dirichlel généra-
lis¢ F(P) correspondant aux valeurs f(Q) sur X' (2). Si ¢ est arbi-
traire, I’ensemble ¢ des points de X' ot quelque valeur limite de F(P)-
est extérieure (au sens large) a l'intervalle [ /(Q)—e¢, /(Q) <] est
fermé. :

En chaque point de ¢ la fonction de Green G (P, Q) de ©' a sa plus
grande limite différente de zéro, soil %; sans quoi, le point serait
régulier et F(P) tendrait vers /(Q) en ce point. Appelons ¢, 'en-
semble de ceux des points de ¢ ou )‘ii > €, est fermé. D’aprés 'inéga-

(1) On the Dirichlet Problem (Bull. Massach. Inst. of Tech., 2* série, n° 78,
avril 1924, p. 130).



110 FLORIN VASILESCO.

lité de M. Kellogg qui sécrit
p(P)ySr—r(1—M)G(P, Q),

; . . .. {
lorsque G(P, Q) tend sur une suite de points, vers unc limite A2 =

¢(-P) a sur la méme suite une plus petite limite inférieure &
!
1—r(1—M)= <.
n

Ceci arrive pour tout point de ¢, dont ¢(P) cst le potentiel.

Donc, dans Uhypothése « qu'un ensemble de capacité nulle a néces-
sairement des points réguliers », U'cnsemble ¢, serait de capacité
nulle nécessairement (38) et il en serait de méme de e (8). On arvive
ainsi & I'énoncésuivant da i M. Bouligand (loe. cit., n® 27, p. ¢3).

« L'ensemble des poinis de la frontiére on quelque valeur limite de I¥ (1)
est extérteure a Uintervalle | f(Q)—z, [( Q)+ e | estde capacité nulle.»

45. Remarquons que dans Phypothése faite, lensemble & des points
wrrréguliers de la frontiére seravt impropre. n eflet, la démonstration
précédente montre que l'ensemble des points 5, de X' ol la plus

. ' . P N - , e | . o,
grande limite de G(I’, Q) est supérieure & ~ est de capacité nulle.
& est la somme de E,. Soient E une partic fermée de & et ¢, sa partie

commune avec E,. ¢, scrail fermée ct comme E est la somme des ¢, 1l
serait aussi de capacité nulle (8). & serail donc impropre (14).

46. Silon pouvail construire un excmple de domaine pour lequel
U'cnsemble des points irréguliers ne soit pas impropre, 'hypothése faite
ci-dessus se trouverail infirmée.

&7. Dans Uhypothese contraire « qu'il existe des ensembles réduits
sans points réguliers », les résullats ci-dessus ne seraient plus vrais.
Car, comme nous I'avons dil (41), un tel ensemble pourrait étre pris
pour la fronti¢re intérieure ¥; d’'un domaine, el un au moins des
ensembles E, (48) relatifs 4 £;serait de capacité non nulle (8), soit E,.
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I.’ensemble des points ot quelque valeur de G(P, Q") — - {Ia solu-
tion du probléme de Dirichlet généralisé pour f(Q)=— ;, rétant la

n

. vyl . . e ] f 1 1
distance QQ’J est extéricure 4 Pintervalle [—7 ——y -

serait alors de capacité non nulle,

D’ailleurs, I'cuscmble des points irréguliers de la fr nucre con}e-
nant X; ne sel all, plus tmpropre.
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