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Sur les fonctions de Legendre de premiere espéce
et certaines fonctions associées ;

Pan M. Resé LAGRANGE (Livie).

INTRODUCTION.

[’objet de ce travail est Pétude des fonctions de Legendre.et de
cerlaines fonctions associées @ partir d’un mode d’introduction trés
simple, et Pétablissement de certaines propriétés dont quelques-unes
me paraissent nouvelles. Ce mode de définition conduit également,
comme on le verra, aux coefficients de Bessel. .

Voici a quel genre de définition appartient la méthode utilisée,
NSOt (15 ayy tyy ...y a,) une fonction de la variable indépendante ¢
el des parameétres essentiels Uiy yy ooyt et qui soil de forme inva-
riante par rapport au groupe de transformations

Ve
(1) U=f(t; a4, ag, ..., ). °
Autrement dit, on a idcntiquerﬁenl.
(2) o(l; ), ay, ..., @) =0(t; ay, 'azy cees @),
compte tenu de (1) et d’équations de la forme
(3) A= fi(@yy @ay ooy Qpj Oy, Olay ooy Oy) (i::(l,z, ceny TN

Supposons que les paramétres «; admettent, relativement au
groupe (3), desinvariants &, (a;, ay, ..., @), X.(dyy sy ooy ), ..,
Ly dyy Ayy ooy ay), ot soit R(2;5 ay, ay, ..., @) un inyvariant simple
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supplémentaire' ('), fonction de t. Ceci posé, si o(t5a, s, ..., a,)
admet un développement suivant les puissances entiéres de

R(t; Ay, Aoy o v ey (l,-),

les coefficients de ce (lévnloppclnf:nl, seront des fonctions de .,
Ly .eey Tpy el il est clair que les propriétés de la fonction 2 permettiront
d’étudier celles de ces coefficients.

Ces considérations sonl appliquées, dans ce travail, an groupe
projectif a une variable, el aux fopctions

o(tya, b, c,a’, b, r~’):—_q><ala—/:2__:_qu;+:g),

En particulier, la puissance ™ de ce rapport de deax trinomes
en t conduit ala fonction de Legendre P, (z) et i ses dérivées,
- Ce Mémoire comprend quatre Chapitres. Dans le premicr Cha-
pitre, je montre comment la définition de Legendre des poly-
naomes P, (3) conduil a la représentation des fopctions de Legendre
par une.intégrale curviligne de forme trés générale, invariante par
iransformation homographique de la variable d'intégration. On pent
en déduire le développement de P, (5) suivant les puissances entiéres

5 —

de la fraction

3%

L.e Chapitre IT est consacré au mode de définition des fonctions de
l.egendre, cité plus haut. La fonction J; (=) ainsi introdnite ’exprime
a I'aide de la dérivée [ n [ de P,,(3); elle vérifie une équation diffé-
rentielle un peu plus générale que celle de Legendre. J’établis égale-
ment cerlaines relations de récnrrence entre plusieurs de ces coefli-
cients.

Dans le Chapitre suivant, la fonction o du rapport est supposée
holomorphe an point zéro dn plan de son argument. Laes cas ol o est la
la fonction exponentielle op yne puissance ('une fonction linéaire
sont particuli¢crement simples, el conduisent a des relations intéres- .
santes. v

Enfin, dans le dernier Chapitre, les questions des deux Chapitres

(1) H est clair que ¢ est fonction de R, 4, 29, ..., Z,.
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précédents sonl reprises en supposanl que 'un des trinomes du
rapport esl un carré parfail.

Les résultals obtenus, dont beaucoup sont connus, ce¢ qui n'a rien
d’étonmanl étant donnd les nombreuses et savantes éludes auxquelles
4 donné licu ce sujet, semblent montrer cependant que 'dée direc-
trice de ce travail peut étre assez féconde.

' CHAPITRE 1.

SUR LA REPRESENTATION DES FONCTIUNS DE LEGENDRE DE PREMIKRE .ESPMIK
PAR UNE INTEGRALE CURVILIGNE.

I. Nous partivons de la définition courante des polynomes de

]
Vi—235h+ A%

lmgendre. Lorsque | /| est suffisamment petit la fonction

est développable en série de Maclauvin :

”—Zhﬂ)h

m=u

\/1—2.,/1—+—

les coefficients, fonctions de 3, sont les polynomes de legendre
lorsqu’on prend pour détermination du premier membre celle qui est
égale & 1 pour h=o, desorte que P (3)=1.

La représentation dc ces polynomes par U'intégrale <I4~ Schlafh ( ) se

i
déduit de I'identificalion de ————==—==— avec un résidi. Considérons,

Vi—23h 4 A

en effet, la fonclion »ou A, B, C sont indépendantsde /.

I
A+ 2Bt+C
Elle admet deux poles; soit 'an d’eux

— B+ yBI—AC
A b

ou le radical désigne P'une des denx déterminalions possibles; le

(') ScuLirLl, Ueber die swel Heines'schen Kugelfunctionen. '
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résidu relalif a ce pole es|
1
am———————
2y/B?—AC

de sorte que si A, B, C sont des fonctions de /i et de z, et si la déter-
mination est choisie de fagon que l'on ait identiquement

(1) VB*—AC =Vi—a2sh+ I3,
nous Aurons

I 1 dt
Vi—sshr ko m f KeaBi+C
le contour (C) entourant le pole en question, et non antre, el e
parcours s’effectuant dans le sens direcl.

Nous sommes ainsi conduits & développer Fintégrale suivant les
puissances entiérves de /4, el pour celail est Lol m(lulm- de prendre
pour le trinome au dénominateur une fonction linéaire de /. Posons
done

A=a—ah,
B=0-~0h,
C=c¢c~—~<ch,

a, b, ¢, o', Uy ¢ ne dépendant que de z. Llidentité (1) est alors
éqquivalente aux identités

(2)

V—ac=0*—de' =1,
ac' 4 ca' — 26 =—23;

si | h| est suffisamment petit, on peut donc écrire le développement
en série

__2/1"‘ (A+2bt+cym
\/l~zsll+/z- (al +2bt +c)yns1 77

le contour (C) étant assuj(.-ui a entourer le pole

—bh+1
Ty T )
, a
" et non
_ = b—1

e I

a
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[
I.'identification avec le développement i définit les polynomes
de Legendre donne de ces polynomes 'expression

L,

(3) Py - f (@bt 4 )"

i) (al? =2 ht 4 c)m!

2. Lessix paramétees a, by ey d'y ', ¢’ sont assujellis i vérifier les

seules équations (2); ils dépendent done de trois fonctions arhi-

traires de 35 effectivement, h* —ae, b —d'c', ac' 4 ca’' — 200" sout
trois invariants essenticls des deux formes

P(r, y) o axrt+ 2bry + cy?,
O(r,y) a st 42t zy + 'y,

relativement au groupe lincaire

(x ar 4+ 3y “d =y 1
yooyax oy /-0t

Les deux premiers de ces tnvariants ont la valeur particuliére 1,
mais leur donner des valeurs différentes non nulles reviendrait a
multiplier chaque forme par une constanle, ce qui n’augmenterait
pas la généralité de la question. Quant o Funique invariant utile 3,

-1

- ol le rapport auharmoniqlw

sa signification est ¢lémentaire @ 2

des guatre zéros

b+ b — b4 — b=
! TyoD ey T ———y

a a a - a

d'une maniére précise, on a
S —1

l{("'Ia Cay T1s T2) 5= ‘;.l_,

“

1 intégrale de Schlafli s’obtient avec les zéros

Tz Go— — I T1=3, Ta ==z,
pour lesquels on a
a' =1, h==o, ==, a-==o, h =, ¢=-—23,

Journ. de Math., tome VI, — Fasc. II, 1927. 22
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' .

N 1 (t’-—-—l)’"
ljm(")"“ 2’"*'ﬂiﬁ)(t-— s)m-w dt'

(C) entourant le pdle 1=z,

Réciproquement on passe de Pexpression de Sehlifli i Fintégrale
générale (3) par ld transformation homographigue générale de la
variable d’intégration /. ' '

et, par suite,

3. Pour que Uintégrale (3) représente, quel que soit m, une fouc-
tion de Legendre de premicre espeee, il faut et il saffit gque (G) soil
un cantour I'urll'u", entourant les denx zéros <, el g, el non les denn
autres, el, en outre, ne lraversant pas Pare de cerele =5, dont e
prolongement passe par 5, ('). Ce contour doit ¢re également par-
couru dans le sens direct.,

I resterait & spécitier Ta détermination choisie ponr la [rac-
. a'tt4+ab't+
bon | ———e——

at*+2ht+ ¢
prendree une détermination particalicére, mais de ne pas en changer
dans le cours d'une méme question; les fonctions corvespondant aus
diverses déterminations possiblos sonl les multiples de P, (3) par
les puissances enticres de o2,
P

m .
) , mais Pessentiel est évidemment non pas de

- Ces remardgues élémentaives faites, considérons Pune gquelcongue
des fonctions P, () définies par (3); les points 7, ¢l =, jouent le
méme role, et sont intéricurs an contonr dintégration (C). Permu-
tons alors les coefficients a, b, ¢ avec a'y b', ¢+ 2 est invariant, el la
permutation des zéros T,, <, l't-él‘wcl.ivnme-nl.':m-(t 5., 7, nintroduil
aucune discontinnité de sitnation par 'appm'l a(Ch. On adone encore

1 (at’+2/;1+(,)/,, .
7”.»((, (' 2l L + ')y + )

Pm (5) =
or cect s'écrit
' 1 (e +abt+ )
ni,) (at? 4+ 2bt + )™

Pn(s)= dt,

(9]

(') La transformation homographique de £ qui transforme (3) en l'intégrale de
Schlafi transforme cet arc de cercle en la coupure aduptée pour cette derniére inté-
grale, savoir l'axe des ¢ réels négatifs,
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d’ot résulte I'identité fondamentale bien connue
pm(:') = P—m-v t(: )'

t.a marche suivie fournit donce la raison profonde de cette pro-
priété essenticlle des fonctions de Legendre de premiére espéce,

&. Une représentation classique des fonetions 1,,(z) est la repré-
sentation par V'intégrale de Laplace. Voici une méthode trés simple
pour la déduire de Vintégrale générale (3). Pour que (3) prenne la
forme Lrigonomélirique, il est toul indiqué de choisir pour contour

8 _ ) aig | 01
dlintégration (3) le cerele trigonoméirique. =, el 5, seront senls
intéricnrs & ce cerele xi Pon prend

T, = 0, Ty, 7T, 0, o] <1.

Ces conditions, jointes & (2), donnent immédiatement les valeurs

suivantes des six coelficients :

a==¢::o, h=1, =38, b =3,
Vz2—1 étant 'une quelconque des deux déterminations possibles. 11
fautl, en outre,

G| .y |51
;2 _Ic‘|" ;—:__7 <ft,
¢'est-a-dire
* R (35)>o0.

Dans ces conditions, il vient

j [(t’+|)\/z=—-—r+z tJ'"dt
Pul3)= o 27 at {

et le changement de variable (= ¢ iour‘ml immédiatement la repré-
sentation voulue

T
1 o
I,I"(:):‘Ej (5 + 3’—-1005(?)'"dq’a.
o

5. On est conduit encore aisément i lintégrale de Laplace en
prenant

—
0

yo= — I, Ty== i, 0,0, =1, R (i) >o0.

On peut alors prendre pour (C)axe réel parcouru de + x4 — 2,
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fermé par le demi-cerele wfini et inférieur, de centre O, L'intégrale
le long de ce demi-cercle est infiniment petite. D'autre part, les
équations (3) et les expressions des zéros donnent

a=c=/{, b:.zo, a == ¢l ==

-is, b= iy3t—1,
y3?— 1 désignant encore Fune queleconque des deux déterminations
[l vient ainsi-

1 T ot Y
p’"(z):n_i/ |is(e241) + 26t/z7—1
/oL

(i + )] —di

IR e . 20— l"" dt
“n) " [PESITA )

1=+’

qui prend la forme de Laplace par le changement de variable

- '?
L= lang(
4 2
Dailleurs on a
=1 —iyzi—1 it
gy = a, =

[ 2<3

de sorte que la condition &(ig,) > o s’écril

(l_”/” —l)>o,

dont I'équivalence avec & (5) > o esl.aisée avéritier ().

Développement de P, (z) en série des puissances entiéres
d’une fonction homographique de z.

6. En choisissant convenablenient les zéros

Tia T

<10 T, Uinté-
grale (3) peut étre développée cn série des puissances entiéres d'une
fonclion homographique de la variable z, les coefficients étant des
polynomes hypergéométriques d’'un méme argument

mi=iy/i-Leateiy/i—

1 . R .
et — -~ { \/1 — —,» dont le produit est ¢gal & 1, ont leurs parties
-~ 0

réelles de méme signe. Ce signe est donc celui de la partie réelle de leur somme

donc de z.

l
Z
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Supposons que, de ces quatre zéros, seul 7, dépende de 33 il
“résulte de '

S—1
(‘/') R(O'“ Tay Ty 1‘2) -’:E—;—‘-

qu'il en est une fonction homographique. Posons

s+ f
0

gy — (a6 — By =1);

<

+

I"identification, par rapport a s, des deux membres de (4), donne

&+ 5=1,(y+0)
a—p=1(y—9),
(2 —=y1)(0s—7y) = (@ —yT2) (0, — T1),

d'ou 'on Lire

. o-a+p
[} ] "7+6’
. .2—B
.1»—-7_6’
U,;:g.

7

2 —1
7 T NT T IGTE )
2 — 2
5_—71-—02—72— 3!
de sorte que, en posant
0
TR S
7
il vient .
a=—y*(1— 3}),

a'=— 2}':(: - *"o)v
et, par suile,

(3)  Pm(s)= — —“l(suj“)r —

-‘1'{_(.. l—'ﬂo y’—@’

X [ (6= @) (t— 0y (t — 7, )"t et — 1,) " dL.
(©
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Remplagons ¢ — g, par 'expression (/-~1,) + (7, — 4,), et suppo-
sons ¢, suffisamment rapproché de 7, pour que (C) puisse &tre choisi
de facon que l'on ait, le long de ce contour,

[t =5 |>]o1—1];

(C) devant entourer 7, el g, seuls, sans traverser la coupure =, q.,
il faut pour cela, et il suffit, que P'on ait simultanément

loi—n|<|o—7],

jor—r ) <] re — 7|
~0

Ces inégalilés s’expriment a I'aide de z el 3, seuls: on a en effet

__‘azl+@__’ot+p__ P s .
_yz—+-6 7+6~(Y+6)(}‘:+a)—5_51)7(7+6)’

Oy T

d’ot V'on tire encore, en remarquant que g, ol 7, sout les valeurs que

prend I'expression de 6, pour s=oc ¢l s =—1,
g 1= ——-—————l
e Yy — ’
r(y+9)
p] 1
Tg— Ty =

1+ 5 y(y +9)
Les deux inégalités en question s’écrivent donc

Z—1 2

14+ %

(6)

<1 el

Cette hypothése permel de développer, pour tous les points ¢ du
- o ; e N 111 T M
contour (C), (t— o,)™ suivant les puissances enlicres el croissantes
de 5y — <4 (5) fournit ainsi le développement en série (')

_ N[ 2 mls— 3 \" —1 < z—1\*
D ro=(35) (52) = 20O

k=0

ol l'on a posé

| — ¢ : A n P -
=) [ (=) () mynt,

m(m —1)...(m—k=+1)
J3

m\ ., . . .
) (k) désigne, suivant une notion courante, le coefficient

du développement du binome.
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.

et le contour (C) étant assujetti a entourer le¢ point 1, et non s,
el %,. Pour caleuler celte intégrale, cffectuons le changement de

vae

variable

4
I
fan

l—“:|:_'

il vient alops

. [y
t—o’,:t—?|—(gg'—fi)=—y(y+ )’

, par suile,

2 m oA | n 1+ 3, . —m =1 dg
(2) 75 = Grar(on )

1 +23,) P—0t arnt, 0

F——1ni

le contour (I') entourant Forigine £ =0 ¢! non £

Celte derniére istégrile <exprime snmplmnvnl par un polynome
hypergtométrique; c'est en effet le coefficient rlv ¢ dans le développe-
ment, suivant les puissances entiéres croissantes de £, de la fone-

. . |_|_~, . -t
tion (14 5y (I + — :) v sa valeur est donce

( 2 ) — Ay _\ﬂ —m --—|> m > 1+ 3,
1= 3, /—o’—A-J h h—h 2 )

h=¢6

.

On peut éerire

/ m _I)I(ﬂl—l)...(”l—/f—}-—l) ) k(k—1)...(k— h-+1)
/.’—]z)‘ k! '(III—k+l)(l7£—*/€+2).'..(m—/('+/l)

el, par suile,

—m—r) m __(m (n:+1)(m+2)...(m+h)
< h )(l."—/t)a /r> : h!

—k(—k+1)...(—hk+h—1) i
(m Rty (im—k+2)...(m—k+h)’
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il en résulte

( 2 )'-A‘
143,

/-—-()

__< )2(02-&-l)(m+2)...(m+k).(;-k)(—¥/\+l) (—h4-h—1) 1-}-:‘,)"
T\k h(m—k4+s)(m—k+2)...(m—k+h) < :

::<k>F(m 1, —kym—k+1; !

2
=)
et (7) s’écrit enfin

(8) Po(s) = (2522

m : m\?2 I z 73— \*
— Z Flma1,—kym—k-+1 + (2L
50/ - k 7 s— 3,

e développement esl absolument convergent dans le domaine

défini par les inégalités (6)

7. Le développement (8) est valable quel que soit z,, pourvu
9 )

qu'il différe de 1. 11 prend deux formes particuli¢rement simples, ¢
('ailleurs classiques, pour z,=—1 ¢l 7,=2x

Pour z, =

— 1, le polynome hypergéométrique se réduit a son pre-
mier terme, égal a 1, de sorte que on a

S

An coutrano, pour z,==x, le polynmno ||\pt~|;,vmm-uuluo est
eqmvdlont 4 son dernier Lerme

(9)

Pu(e)= (2L £1)"S

(m4+1)(m—4+2)...(m<+1k)
(m—k+1)(m—k+2)...m

(— )*(”“"),

de sorte que le terme général de (8) est équivalent &

— m(—m+1), ...(m+k)(x-—z)"’_
P 3

(—m+hk—1)(m+1)(m+2)
(8) s'identifie donc, dans ce cas, avec le développement classique

33

(10)

P,,,(,z)::F(-— mym+41,1; l—;—j)

/
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8. Le domaine défini par les inégalités (6), et dans lequel nous
sommes assurés que (8) converge al)solmncnt, a une forme Llrés
simple, mais qui dépend de la position de 3, dans.e plan. Avant d’exa-
miner cette forme, vérilions directement que les conditions (6) sont
suffisantes pour que (8) cnnwrgc

“n revenant @ llnlt';.,rdl(' ([lll détinit Ay, et prenant pour (I') un
cercle ayant pour centre Porigine, on a, ponr toutes les valeurs de £,

<&
EIF

. (1 +£)”‘<|+

. tl';

1+ 3, :->—-m--| d}:

2w 2 gh+t

C étant une certaine constanle avec

2
1+ %,

HETECH

Le terme général de la série (7) est donc inférieur, en valeur
absolue, &
m
.G
(7))

et cette série est ahsolument convergente si

3

1
i 53

|<] |, ¢'est-a-dire

est inférieur au plus peut des deux nombres 1

lorsque \ -

— %

2

el .
1+ 3,

Deux cas sonl a distinguer. Si ] Ty l< 1, c’esl-a-dire si le pomt

d’affixe 3, est extérieur au cercle de centre —1 et de rayon 2, les
inégalités (6) se réduisent &

~ -~
~o— 0

(ui éxprime que 5 esl inlérieur au cercle passant par le point —1, -
et conjugué par rapport aux deux points 1 et 3,. Ce cercle délimite,
en général, le domaine-dec convergence de la série (8), puisqu’il
passe par le point — 1, qui est en général point critique algébrique
de P, (z): Dans le cas du développement (10), ce cercle devient le
cercle de centre 1 et de rayon 2.

Lorsque s, est inlérieur au cercle de centre —1 el de rayon 2,

Journ. de Math., tome VI. — Fasc. 11, 1g27. N 23
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les conditions (6) se réduisent &

-
“._..

<l,

0"‘00

le domaine correspondant est le demi-plan limité par la perpendi-
culaire au milieu du segment (1, 3,), ¢l conlenant le point 1. Clest
ainsi que la série au sccand membre de (g) est conuvergente a droite
de Taxe imaginaive; ce demi-plan constitue d’ailleurs, pour cette
série, tout son domaine de convergence. .

infin, lorsque 3, est sur le cercle de centre —1 el de rayon 2, le
domaine de convergence de (8) est constitué par an demi- plau
limité 4 un diamétre de ce cercle.

On voit ainsi que 'on peut développer P,.(3) sous la forme (8)
en toul point du plan autre que 3= —1.

CHAPITRE 1.

SUR UNE SUITE DB FONCTIONS AGSQCIBES AUX KONCTIONS P, (3).
a'tt+obt+ '\ ' .
—— nlL on 18
YTy » dont choisit
I'une des déterminations, et que I'on peut rendre uniforine en coupant
le plan de la variable ¢ par I'arc de cercle 6,7, dont le prolongement
pusse par a,, et I'arc de cerele 6,7, dont le prolongement passe paro,.
Il est entendu que les notations du Chapitre précédent sont conservdes,
-~ ainsi que les équations (2). Nous poserons :

9. Reprenons la fonction de ¢ (

P(t)y=a t+2bt+c,
Q(¢)y=a'?+2b't+ ¢,

et nous désignerons par £ la fonction de ¢
5 = R(tv O3y Ty t!)l
invarianie par rapport au groupe projectif

at+f
yt+29

(11) U= ) a8 —By =1.
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L fonction (?,—f—%)m est, en patticulier, uniforme dads touté cou-

ronne entonrant les deux points =, 7, el laissant les deux autres zéros
A Pextérieur. Si I'on peul trouver une couronne de cette nature, et
telle que cette fonction y soit développable en une série de Laurent
relative 4 R(¢, 5., 7,. 7.), les coefficients de cette série étant indé-
pendams de 1 et invariants par rgpport a (11) ne contiendront a, b, ¢,
W'y by ¢ que dans des cxpressmm invaridntes; ce seront donc des
f oncuons de 3.

Pour obtenir la condition de possibilité d’un el développement,
plagons-nous dans le plan de la variable Z. Les images des fuatre
zéros sont

Rz, 04y 75, Ta) =0

3 —1
R(oy, gy, 71, Ta) = :—_;—"

R(ay, 54y T, 7} =1,
R(zy, 731 7y, 7)) = 005
il fant donc et il suffit qu'il existe dans ce plan une couronne circu-
. e zZ2—1 . . ] . ‘ . R
laire entourant P'origine et e laissant a l'extérieur le point i,

¢’est-a-dire

(jui s’écrit encore
R(z)>o0.

Cette condition élant supposée remplie, nous poserons

”z

(1) (%)i"_ N 3 () R(¢, 33 7 7)",

n=-—mx

et nous nous proposons d'étudier les coefficients J% ().

n

Tout d’abord il résulte de leur définition (12) qu'on peut repre-
senter J2.(z) par I’ lntegrale curviligne

(13) I (s )*——

at42bt+c'\" dR(t, 65, 7y. T,)
ami

at2+ :bt—}—c R(t, 02, Tis 72)”'*]’

le contour (C) entourant la seule coupure =, 7,.
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10. Lorsque s Lraverse I'axe imaginaire, (12) n’est plus valable en
général, mais on peut toujours prendre (13) comme définitionde J/, (z).
l.a fonction ainsi définie n’est d’ailleurs pas uniforme si m est quel-
conque, et admet pour points critiques les valeurs de 5 pour lesquelles

M o . \ . >
P coincide avec + 1 ou l'w, c’est-d-dire les points s =oc et 3 =

~

Elle admet donc les mémes points ¢ritiques algéhriques que P, (3).
D’ailleurs on a, en particulier,

In(z) = Pu(z).

Ceci peut étre mis en évidence en prenant £ pour variable d'intégra-
tion 2. Le calcul nous sera d’ailleurs utile plus loin. (13) s’écrit
en effet

l

a'\" o',—r,)" 1
n —_— 21y —
) e =(5)"(2=2) 5
= /‘(t -—o’,)”‘(l -—0’,)”'((— )—m—n—i(l_.. )-—m+n—1dl
L1}
de sorte que, dans le plan des &, t, devenant infini et @ nul, et &'
devenant égal & — (z + 1), il vient

d

le(z):__(__z___x)m[‘]‘i:;(_ ary) " 1] I E-m n— ’(C 1) ( j:i) df.

Tl
Ordb=1,et
lim(— ar,)_llm(b—l—l) = 4,
(I>
donce )
541 1 ¢ .
(14/) ng(z)-:.( 5 ) 27” é—-m—n 1([_£)m(€_::?) dg»

o e S—1 .
le contour (T') entourant l'origine et S’ Mais non E=1; cette

expression met bien en évidence les deux points critiques.

11. En se replacant dans les conditions du paragraphe 4, on peut
donner 4 I'intégrale (13) la forme de Laplace. On a
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avee la condition &(3) > o, et il vient

1" (a VaE—1(+1)+23\" dt
m3)= 70
s

21 e’

(€) pouvant étre le cercle trigonométrique, et ¢z3*— 1y désignant
'une guelconque des deux déterminations du radical; il va sans dire

. . z+1
que la détermination de \/:

est donnée par
~ —"l

e changement de variable 1= ¢ donne alors

ks z -+-1
J%(2) —_ z P cosg )me~"¥de,
d’oti

(15) I (2)= - ( \/ )f( +\/z’—|cosgo)'"coan;dm:

el cette formule est valable dans tout le demi-plan &(3)>o.

2. Equations différentielles des fonctions J?,(3). — Lafonction J7,(3)
est solution d’une équation diflérentielle bypergéométrique tout i fait
analogue a I'équation de Legendre, et qui s’obtient aisément a
partir de U'expression (14').

J7.(5) est proportionnel a la fonction

m

}’:‘[I“)E—m—n—'(l—i)’"[(zT}-.)g_(z___l)]mdg.

[’expression

E()=A%L +BY 1 cy,

ou A, B, C sont des fonctions de =, s’écrit

B = [ Gt 40z — (s = 0] (s b o
o ,
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avec
H(z. 8)—=Am(m —1)(1 —§)?
—Bm(—)[(zs+1NE—(s—)]+C(s+1E— (z—01)].

F(y) sera nul si Ja quantité sons le signe peat éire identifiée avec
d ; : :
;{_'é zz—in—n(, ___E)”H“[(z + ,); — (3 —_ ,)Jm—l idE,

ce qui fournit I'identité en £

H(z, ) =(m —1)(s+1)E1—§)
— [z +DE—(z=0)][(m+1)E+ (m+n)(s—E)].

~ . . ey, [’ ) N ..
En faisant, dans cette identité, E =1, puis £ = — it enfinf = o,

(3]

(Y]

on trouve
2Cm=—m(m+1),

2Am =3zst—1,
2Bnm == a(s 4+ n),

et P’équation cherchée est
2
(16) (l—-z’)%;';—z(z—ﬁ—n)%g +m(m+1)y=o.
Pour n = o, cetle équation se réduit bien a Péquation de Legendre.

13. Les fonctions J), (z) se rattachenl immédiatement & P, (z).

Pour n> o, il suffit de se reporter a Uexpression (15), dont P'inté-
’ X b

grale représente, 4 un facteur constant prés, la fonction de Ferrer

L ]

drp
P =yF— Sl

D’une maniére précise, on a

: n -~ n
\/},2—:—.”{ 52":‘(“)=(m+')(m+2)"'(m+n)f (s+ \/z’——xcos:p)'"cos/nqad%
. . 0

n

de sorte que, pour les valeurs positives de n, on a

(_‘_;)n daPm('-")

(17) Jﬁ‘(z)z(m+|)(m+z)...(m+n) dz"
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Pour calouler J;'(3), n désignant encore un cntier positif, nous
ntiliserons I'équation de définition (12). Changeons, dans cette équa-
lion, les signes des six coefficients a, b, ¢, ¢/, ¥, ¢’. La valeur du
premier membre n'est pas modifiée, ainsi que celle de 55 par contre,
les zéros s, et g, sonl permutés entre eux, ainsi que 7, et 5, I
vient donc

n

<%>“ PRACLICER N

ne—

or
5_(_01, O3y Tys Ty)

R(t, Oy Tay 71)21{(‘» O Ty Tl)“(’h g1y Tay 71): R(l‘ Cay T _)
g] ? 1y v2

et, par suite, le dernier développement s'écrit

(P:j;)m Z T ( :) R(¢, 03, 71, 7a) =%

L’identification de¢ ce dernier membre avec le second membre de
Iidentité primitive (12) donne enfin la relation cherchée

g -
“+1

(18) - Cre=(E5) e,

Givice a cetle relation et (17), nous savons cxprimer J), (3) a l'aide
de la dérivée | nleme de P, (35), quelque soil le signe de ny en dési-

gnant par o un entier positif, on a

In (z) = (—1—z)» arP,(z)
AT (m 1y (m+2)...(m+n) di* ’
(19) lJ—n NS (1— z)" . d"P,,(s)
”‘(")_(m+|)(m+2)...(m+n,) dz"

Remarguons encore que l'identité
P—m—! ( :) = Pm ( 5)
(Z) d J

permet, griace a (19), de rattacher J”

- (3). n éant encore
positif, on oblienl immédiatement

m

(m+0)(m+2)...(m+n),,
m(m—l)...(m-—-n_}_l) m (")s
(m+|)(m+2). A(m+n) -
m(m_‘l)”'(m—,l-}-j)

J_’f;n_, (3)=(—1)*

I ()= (=)

2 (%)

- |
|
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14. J, (s ) SPXpl’lm(' msmnenl 4 laide d’une fonction homogra-

~ou de 1— - L'expression en fonction du premier

phique de -
argument dtvant élre obtumc comme cas particulier d’uzne formaule
plus générale, nous commencerons par établir Pexpression en fonc-
tion du second argument ; il'suffit évidemment de reproduire, & partir
de (15), le calcul (ue lon faithabituellement pour la fonctiou de
Ferrer P"( )-

(15) s'écrit encore

J;;,'(z)zz;lf( \/z+')f <x+\/ -—~cos<o) cosngdo;

. 1 P . .
s1, en outre, I T— ~—2| <1, on peut developper la pulssance m*™ sous

le signe, et il vient

(21) (s )--—-(——\/z_‘) 2( \/1--—- f cos? ¢ cosng do.

Les intégrales pour lesquelles n - p est impair sont nulles. Si n 4+ p
est pair, une formule connue de Cauchy donne

win

x .
cosP n =
[ @ cosnody 2]; cosPo cosn ¢ dy
n

Qp(p+|)3(¥l+n, p—;—n +|>
r.p! )
e S P =y
2 2

On voit ainsi que les seuls cocfficients non nuls du développe-
ment (21) sont ceux dont le rang p2|n|, et est de la parité de ». En
posant [n|=n'"et p=n'~+ 25, il vient

N
S+
Jn (s )__,-m( %z—j)\/'—
©

X\ m (n'+28) AN
le(n’+2s)2""'"‘l‘(n +v+l)l‘(s+|)( z'-')
$=0

. am (z+1)”§"’2 m(m—1)...(m—n'—2s41) ( 1\.

T (—22z)" ( S 2%t (n 1) (0" + 2)...(n'+5).5!
z—1) * s=0

n’

o=
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el enfin

nevn!

s (s41) t nf—m o' —m—+1 1
() a0 = () e S (5 S e - ),

(s —1) 2

Si n 2o, n' devient égal i n, et Pon a

m (et —3\" (= — A1 1
(22") ‘m('):(”>5m ."( " ) l‘< P a y n+15 1 — ;;):

tandis que pour — n, il vient

,, m |—3 Il—m J—m 4t 1
(7'2 ///( )'—< ) /n—n( 2 ) l‘( 2 P ’n‘*";l—?)'

La comparaison de ces deux derniéres formules permet encore de
retrouver la relation (18). Ponr n =0, on a, en particulier,

—m —m-—+1 1
P,,,(s):::”'F(w s 1 1———2)-

2 2 S

/n( %)

Ces formules sont valables dans le domaine o est. uniforme,

el ol ‘ 11— Z—l < 1. Cette derniére inégalité exprime que 3 est intéricur
a I'hyperbole équilatére de fovers z = 21, Le domaine de validité
de (22) est done la partie intérieure droite de cette hyperbole. Fn
particulier, en faisant z =1, on obtient les valeurs

JZ,(I):‘(—I)"(?:) (1 >o0),
L) =o0 (n>o),

Nous retrouverons ces développements dans le Chapitre snivant,
par une méthode nouvelle el plus directe.

15. De méme que P, (3), les fonctions J,, (=) sont développables en
série entiére d'une fonction homographique de z, convergente dans le
domaine défini par les inégalités (6). 11 suffit de mplendlc le calcul et
les conditions du paragraplne 6. La formule (14) s'écrit alors

( ) Ill(z_so>lll(8_-/)ll—l L
Inds) = 1+ 3 T — 3,/ (0479)*" ®e
e (t — 0y )m(t —a, )m (t —_ ‘.’1)"""—"— l(t - ..-z)——m-t»n—t d[,
(€)

Journ. de Math., tome VI. — Fasc. I, 1927. 24
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d’ott, en développant (¢— 5,)™ suivant les puissances entiéres crois-
santes de 7, — 3,, ce qui est possible en vertu de (6),

N B ,_L m /- __ ~'o\ — ( z _'_, k
T (s )__<|+.o (r——zo) 2!( > :——:o> ’
avec

(3._.7)n—1 [-7(7'1—5 ] k[' e o
A — {—= )*I.—/t g — ”’(l —_ m+n ((ll‘,
(T mo e (¢—a) :)

en remplacant t — =, 1 — 3,, t — =, en fonction de %, il vient enfin

o =) ()5~ (M=) =

143 —m-tn—| d£
x [ aram(e ) T S
iy &
Ies intégrales au second memhyre s’exprimenl encore simplement &
I'aide de polynomes hvpergéométriques de L350, (I"') entourant P'ori-

gine seule, l'intégrale divisée par 2=i a pour valeur le cocfficient
b

14+ 5 =t .
de £+ dans le développement de (1 4 ) <I -+ : :> smvant

les puissances entiéres croissantes de €. Cette valourest nullesi k< — n,
ce ui n’est évidemment possible que si n << o3 si n+ k2o, ona

n+k
1 _2 m —m+/z—1\ 1+ 5\"
2mi ) n+hk—h h y 2

n=n

Le coeffictent ( m > s'éerit encore
n—+k—h
m(m—1)...(m—n—f+h+r)
(n+ k=) .
_m(m—1)...{m—n—k+1)
- (n+k)! 4
(n+k—h~+1)(n+k—h+2)...(n+ k)
(m—n—k+1y(m—n—Fk+2)...(m—n—k+h)

—'—< )(_ 1) (—n—k)(—n—bk+1)...(—n—k+h—1)
. n+/c (m—n—Fk+n0(m—n—k+2)...(m—n—k+h)
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el, par suite,

m —mn—1
n—+k—~—h h .

_( m (m—n+1)(ni—n<+2)...(m—n<+h)
T\n+k X(—=n—k)(—n—k+1...(—n—k+h—1)
M(m—n—k+n)(m—n—k+2)...(m—n—Fk+h)

{} vient donc

(3) () =(f_l>(7§~°)§(7><” )

1+ 3 —1\*
xl’(m—n+1,——n-—-k,m—n-—-k-i—l;—-—t——")(f—--—') .

n -~
~ <90

.. . m L. :
Sin+ k<o, il faul entendre <n . k) comme désignanl 'expres-

SI0N - L(in +1) » de valeur nulle. Remarquons encore
’ F(n+bk+0)T(m—n—Fk+1) ’ q

que, lorsque meest entier positif, la transformation précédente fait

. . m . e,
apparaitee des laclcurs( +k> nuls, multipliés par des polynomes

hypergéométriques contenant des éléments infinis. Le développe-
ment (23) conserve ¢évidemment Loujours un sens, & condition de
remplacer par leurs vraies valeurs ces produits indéterminés.

Oun peut encore transformer (23) a I'aide de I'identité classique

(24) F(a, b,¢c; x) = (1 — z)**F(c—a, c— b, ¢c; x),

il vient en effet

. 1+ 2
l‘(m—n +1, —n—k,m—n—k+1; : °\)

/
11— 350\"* 142
-_—( > °) F(—/\‘, mo v, m—n— k1 — °>,

el, par suite,

o = (Z2) (1)) -

- 1+ 3 s—1\*.
><l‘(—k,m+l,m—n-—k+l; 2‘)( )

A
\ 3—3

16. Pour la valeur particuliére z,= — 1, les polynomes hypergéo-
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métrigues an second membre de ces deux développements se réduisent

a l'unité, et V'on a
mQ | m m :——x)"_'
) Z k <n+k 541
k=0

() )= (EE
La relation (18) se déduit aisément de cetle expression. n étanl

.. v g, - . m s
positif, considérons J;(z);les coefficients ( ) ne sont différents
—n+k

de zéro que pour — .+ £20; en posant — n + k=1, il vient donc

sr=co (S0 (0 E) =GR e

Un autre cas particalier important de la formule (23") est celui_
olt 5, augmente indéfiniment. Les polynomes hypergéométriques au
second membre sont équivalents &

(= 1) (mA41)m+2). .. (m+ &) <|+;o)k’
(m—n—k+1)(m—n—Fk+2)...(m—n) \ 3

de sorte que le terme général au second membre de (23') devient
m(m-—1)...(m—k+1) m(m—1)...(m—n+k-+1)
k! (n =+ k)!

(m+0)(m4+2)...(m+k) s—1\4
(m—/z—k+|)(m—lz—k+2) (m-—-n)( ) ’

Si n> o, ceci s’écril
m(m—1).. (m—n+l) —m(—m-41), .. (—m-+4+ k—1)
n! k!

(m+1)(m-+2)...(m+k) f1—3\*
(n+1)(n+2)...(n+k)( 2 )’

et, par suite,
@) W)= (T )F(=mmarnnan i) (o).
On peut faire un calcul andlogue pour J'(5), n> 03 en posant

—n+ k=s,
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il vient

=X (H,)(”‘)

§=0

< (m+n+|)(m+lu+2)...(nt+n+s)(3-:>"+~‘.
(m—s+1)(m—s—+2)...m \ 2 !

or le coefficient du terme général s’écrit encore

sm{m—1)...(m—n—s+1) (m+n+1)(m+—n+2) (m+n—|'—-s)
(=1) (n+s)! , 5! ’

ou

/i{(nz-—() (m—-n+|) (--1u+n)(-—-m+n +1)...(—m+n+s—1)
~n! (n+1)(n+2)...(r+s)
< (m4+n+1)(m+n+2)...(m+n+s)
’
s!

d’ol résulte enfin

I (s )--( ><l"-;)nF<n——m, Mm4n—+1,n+1; !-:z-—z> (n>o0),

2

(26) .
(3)= (m) (1:> r (n——m, Mt R —«;l) (n>o).

2

Ces derniérves formules se déduisaient d'ailleurs mmédialement

de (26) grice aux identités (18) et (24).

17. Pour les valeurs entiéres de m, supérienres ou égales a zéro,
J2(3) est nul si |r|>m, et est un polynome de degré m en 3
pour |n|Sm. (26) et (26') en donnent Uexpression suivant les puis-

J
sances de

=5 on voil de plus que, n élanl Zo, s =1 esl un zéro
2 . .

d’ovdre n pour 3,/ (=) ("),

m

“xaminons les J) (3) d’indice m entier négatif. Posons m = —p,
el supposons nZo. Il résulte de (26) que, quel que soit nZo, c’est

(') Cette propriété est vraie quel que soit m.
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un polynome de degré p — 1 ¢n z; ce développement s’éerit d’ailleurs
n o [P R—) (p—1)p z—1 )
J"“’"( on >;l+ t.(n+41) 2

(p—2)(p—Dp(p+1)[s—1\
TR e+ 2) (2 )'*'

(2p—2)! (: x)"" %
(p——l)'(/z+|)(rc+z) An+p—\ 2

[’expression de J_I)(o) suivant les puissances deZ
ment simple. Sachant que ce polynome doit vérifier l’equauon dil-

, . . . . ’ 341\,
férentielle (16), et connaissant le coefficient du terme (———2——~> )

Lest egdlo

. ; . 5—1\rt 1. 12 (. .
égal a celui de (—-—)—l> dans le développement précédent, la méthode

des coefficients indéterminés donne

p—1
u . pHh—i\in—h—1\/z+1\"
mo=3 (") G5IT) )

h=0

Cete derniére expression montre encorve que, pour < p, J2,(3)
admet 3= —1 pour zéro d’ordre n. En posant A= n—s, on peul
d’ailleurs écrire, dans ce cas,

p—n—1

(27) sz(5):(fl)P"""<f~- ) 2 ( —'+”"' V)(]’—:—*l)(-——:—-—l)‘

(0_.: n < p).

Pour les valeurs positives de n, J7,(5) n’est plus un polynome
st nZ p; c'est ce que montre immédiatement (26'); c’esl encore un
- polynome de degre p—1 si.np, et l'on tire de (27), compte tenu
de (18),

—nm

(27') 35 () =(—1)"" "-< - ‘)"Pgl(l".‘;i'l;+8><p—:—-><—z;.)s

(oZn<p)-

Les expressions (27) et (27') peuvent encore se déduire de (19).
Par contre, lorsque n2 p, les seconds membres des formules (19) sont
indéterminés. On peut alors faire la remarque intéressante suivante.
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m
exemple, de la série (25), qui est une série d'interpolation en m, uni-
formément convergente dans tout domaine fini du plan de cet indice,
On peut donc écrire, d’aprés (ig),

J2(3) est une fonction continue de m; c'est ce qui résulte, par

lim
my—_pm—+p  ds"

J d"])m(‘-') Nt (/) ) n—p)! no(z
—_— D s ()P 1 ( o) J_,./,(v)
(0 < pentier: n).

P, (3)
/“II
lorsque m tend vers I'entier p—+1 ou —p (o< p<n).

Letlc remarque précise ainsi la fagcon donl lend vers zéro

A8. De quelques relations de récurrence entre les fonctions J, (3). —

”m

Les fonctions J7 (3) d’indice m donné peuvent sc calculer & partir de
celles d'indice m — 1.

Remarquons tout d’abord que, si m est un nombre (‘Iltl(‘l‘ positif,
les polynomes J;, (3) correspondants sont au nombre de 2m -1, el
de degré m en 3. En particulier, les trois polynomes du premier
degré, d'indice m =1, sont

S 1 —_ 33—

J-;'(:):?—g—, 1(3)=Py(s) =3, @)= —F—-

Cette remarque faite, il sufﬁl de se reporter i la définition de ces
fonctions pour exprimer les J7 |( ) & laide des J7, (3). Remplagons en
effet, dans I'identité

()" =% (5@)"

chacune des trois fractions par son développement (r2): I'identifi-
cation des coefficients, dans les deux membres, des puissances égales
de R(¢, 5,, 7,, 7)) donne

(28) Y1 (3) =37 ()57 (3) + 30 (3) 00, (5) + J1 (2) 75 (35),

ou encore

(28') Vi (5) = 2=2 05 (2) + 80 (5) — L2000 ),

Par un calcul que je ne ferai que résumer, on pourrait déduire
directement de (28) et de (18) les formules (19), sans tenir compte
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des expressions connues des dérivées de P,,(3). En effet, (18) suggére
tout d’abord de poser

I(s)=(s+ 1y KL(z) (nZo),
‘m(z):( '—I)_”Klu( ) (’l:._O),

K7 (3) = K5 (2).
Pour n=o, (28') s’écril alors

de sorte que

(29) m-H( )"‘(‘_*’i)Km(')"‘sz(z)\

et, pour n > o, ce (u'il suffig évidemment de considérer,

(30) Kp (3)= —% K',if‘(z)-i—»th( )— "'sz '(5).
On vérifie aisémem, grice & ces deux relations de récurrence, que,
pour les premiéres valeurs entiéres de m, on a

—1I de( )

(31) K/'n(;):m d'

el on démontre la généralité de (31) & Paide des représentations des
deux membres par dcs intégrales de la forme (14'). Cetle équation se
généralise cnsuite aisément pour les valeurs positives de n, el Pon
démontre, de la méme fagon que pour n=o,

1 dKi71(3)

(32) l\fﬁl('):~,’L+" —dr ("v~_.0)~

Le passage de cette velalion de récurrence aux formuales (19) est
alors immédial.

Remarquons en passant que P'élimination de KN/, (5) entre les rela-
tions (29) et (31) fournit, pour la fonction de Legendrerde premiére
espéce, la relation de vécurrence

_ Pm
(33) Puw(3)—35P,, (5 )—-;I—_T_— d"( 2

19. Proposons-nous maintenant d’établir une relation de vécurrence
liant linéairement trois fonctions consécutives J/, (3), I _ (3), J, _,(3).

m m—

Remplacons ces fonctions par leurs expressions (14') dans

E(s) = AJ5(s) + BI,_ (3) + CI5, s (5),
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A, B, C étant trois fonctions de z 4 délerminer. Oun trouve alors, a
un facteur prés,

(I — ',-)m—l '(z -+ |)£ —_ (Z — [)-m-z
: [ '&m+u+l ] dg.

K(s)= | H(s%)
Jp

avec
H(z, &) =A( = +0E— (s —1)]?
+2BE(—£)[(5 +1)i— (s—1)]+ 4CE

E(z) sera done nul si I'on a identiquement

H(s. §) (l—-'é)m-z[(;;;- I)E—(z_l)]li:—z |
- _‘{ (l—i)m_i[(;""')s_(z_‘)Jm_'(h?-i-zka-}-l),
- dE £m+n N

h, k, L étant des fonctions indélerminées de z, ¢’est-a-dire, en dévelop-
panl le second membre,

(34) H(z,};)a_—'(hi’ﬁ-z/cg-{—l)g—(m—l)a[(z+x)'3.—(;——|)]
+(m—1)(3+1):(1--¢)
—(m+n)1—=)[(s+1) — (5 —1)]{

+o(hi+ K1 =)z +DE— (s —1)].
Donnons & £ les valeurs oo, puis o} il vient

A(z+1)=h(n—m),
A(s—1)=={l{(n+m);
en prenant
A=nt—m? .
il vient donc
h=(n4+m)(s+1),
l=(n—m)(5—1);

I'identification, dans (34), des termes en & et &* donne ensuite

k=—nz,
B=m(2m —1)s,
et enfin, pour ¥ =1, on a

C=—m(m—1)
La relation de récurrence cherchée est done

(35) (m*—n*)Ji(3) —m(2m —1)3d;,_ (3) +m(m—1)J} ,(5)=o,

Journ. de Math., tome VI, — Fasc, II, 1927, 25
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qui se réduil, pour n=o0, 2 une relation bien connue entre trois
fonclions consécutives P, (3).

‘s . . ’ . dJn &

20. Etablissons encore une relation récurrente exprimant ———"’i—)

en fouction de J7,(z) etJ), _,(3). L.a méthode du paragraphe precedent
appliquée a P’expression
By =A2ElE) ey a0,

donne, & un facteur preés,

E(s)= [ H(s, = )(1._. )m-—‘[( +|)-—(‘,_.)]m_,d£

Jiry r—m+n+|
avee
H(s,5) =—Am(—£p+ B —5)[(s +1)i—(5 = 1)] +2CE;

pour annuler identiquement E(3), il suffit de choisir A, B, €0 de facon
que 'on ait identiquement

H(~ f) l-—g)m 1[( +l)g—(»—l)"" |E m[(‘._+_‘)E__(‘__‘)]m

d (
Emn 3—5 gmee
c'esl-a-dire
H(z, )=(nEk—m —n)[(z+ 1)) —(s—1)]+m(z+1):(1—52).
En donnaut a £ les valeurs 1, puis o ¢l o, on a C= —m, puis

A=1—3*cel B=mz—n. On obtlent alist la relation cherchee

JIL

(36) (s —1)—— :;( ) =(ms—n)J;(s)--mI;_ (3).
Signalons encore la formule suivante, qui généralise (33), et se

déduit immédiatement de (35) et (36):

3 (@B S ) s B (5).

m
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CHAPITRE {11,

RTUDE BT APPLICATION DES SRRIES EamJi},(z).

m=0

21. Ordre de grandeur de J'(5) lorsque m augmente indéfiniment.
— Cet ordre de frrandeur esl le méme que celui de P,,(z), & un fac-
leur prés dependdnl de ; comiiie il résulte 1mmedlatemenl des inté-
grales de Laplace qui représentent ces fonctions. Bien que le caleul ue
soit pas nouveau, il n’esl pas sans intérét de le teproduire.

Désignons par 22 le grand axe de Pellipse, de foyers =1, qui passe
par 3 si 0 est 'anomalie excentrique de =, on a done

= o cost + {fal—1sinf,

-i-\/--2 1= /2> —1cosf + iasinf,

de sorte que la qniantité (:--+-\/:-'-‘—1 coscp), (ui se trouve sous le
signe de I'intégrale (15), s’écrit

(= ya? =1 cosg) cosd + i(y/a'— 1 = acosg ) sinf;
il s’agit de déierminer le maximum de
|~ +Vz' 1 cosy I = a2—sin?f £ 20 y/a® —1 €080 + (' — cos? *8) costo
dans l'intervalle — 1<cosp <1, ou, ce qui revienl au méme, cehii de
o?— sin%0 + 2a /o’ — 1 €05 + (a? — cos?f) cos*o

pour o<cosg <1, 2 étant > 1, ce maximum se produil pour cosy =1,
et a pour valeur
20— 1+ 2ayal— 1 = (a+ai—1).

En portant dans (15), sans oubliér que m>o, on a donc

(38) | (2 )|<L|—— (a+\/a-—r)’" (m> o).

C étant une constante indépendante de /m et n.
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.

22. Avant d’appliquer ce résuliat, faisons une remarque élémen-

taire sur les séries enticres. Considérons une telle série Eu",x'n, de

nm=="0

rayon de convergence égal & ¢, et supposons-la convergente sur ce
cercle, sa valenr absolue admettant sur ce cercle le maximum M.

Si cette derniére hypothése n'élait pas vérifiée, il suffivait de rem-
placer ¢ par g —z<¢, ce qui ne modifierait..cn rien les résultats
suvants.

Dans ces conditions, on sait que |a, | < m, et'que le resie

Bn(x)zzamx’" |z|{sp—c¢

vérifie 'inégalité ]
IRy (2)] < —— [ ‘
" 1 ? '
Il résulte de la que la série
Z R” (.’1,‘)}’"

n=uo

converge absolument pour |xy|< ¢, donc que le rayon de conver-
gence de cette série enticre en y ¢st au moins li‘l » qui est supérieur
Tar.

Cette remarque faite, désignons par z(x) la somme de la série
entiére '

®x
o(x)= Y an 2",

m=0

de rayon de convergence ¢, et formons les séries
(39) Y andnlz).

D’apres (38), ces séries convergent pour toutes les valeurs entiéres
de n, pourvu que I'on ail

(40) ' a+yVal—1<p;
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cecl exige que ¢ soit supérieur a i, el est alors équivalent
cl exige que ¢ soit supérie , el est alors équivalent a

!
o < — +
Slev)
‘
qui exprime que 3 est intérieur & Pellipse de centre O, de foyers
i 1 :
=1, et d’axes ¢ + >’ g — o
Remarquons en oulre que, m ne prenant que des valeurs entiéres

positives, J7 (3) n’existe que pour m2Z|n]; en posant |n|=n', ona
donce

| =

pRMACHES Eamw ) <c‘~+'\'(a+x/:*—n> ,

m=0

(d+\/¢’~!;9~8),

C ne dépendant que de ¢ et du maximam M de o(2).

Q)

25. Ceci établi, reprenons la fraction N génératrice des fonc-

P(0)

nons J7.(3), et, désignant toujours par £ le rapport anharmonique

E_: R(‘s Tay 7!» 72)’
formons la série double

(41 DI S AC

m=4 n=—w=

Il vésulte de ce qui précéde que, en effectuant d’abord la sommation -
des valeurs absolues suivant les valeurs de m, on obtient une série
simple relativement & I'indice n, dont le terme général est au plus de

I'ordre de ,
(V=) (=Y

elle converge donc (dans les deux sens) si

(42) az+\/ac*——| /12 -HIl a+\/“,_l

La série double (41) étant, dans ces conditions, absolument conver-
gente, on peut permuter 'ordre des sommations, ce qui donne la

o+l
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somme
(43) za,-n< Y J:,(zw)-
' o= \n=—e
Or le coefficient de a,,, danis (43), est le développemeiit de (9—2%\)"' et
série de Laurent de £, et la valeur de (43) est

( m (¢)
S (30)=+(32)
En posant " 4
(45) on(3)= 3 anlhi(3),

on obtient donc, sous les conditions (42), le développement de ¢ (%E—i—%)

en série entiére de Uinvariant R(t, o,, =\, =,), la [ohction o(x) étant
supposée holomorphe & Uorigine et dans un cercle de rayon supérieur a
I'unité. Ce développemerit est

) ¢(%—%): ;— on(2)R(L, 33, Ty, 740",

les coefficients 9,(z) étant donnés par (45).

Remarque. — Lorsque la foriction ¢(.r) n’est holomorphe que dans
un cercle, ayant pour centre I'origine, de rayon <1, on peut se
ramener au cds que nous venons d’éludiér en considérant la fonc-
tion ¢(xy) de ¥, a étant un point du cercle d’holomorphie. En effet,

la série en y
2 a xﬂly"l
n=0 )

est convergente dans le cercle
lri< T‘S'—‘- ’

dont le rayon est bien > 1. En posant

) an(s; @)= 3, amamdi (2,

m=0
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on a donc

(48) ?(,9,%)-))= Z Pa(2; Z)R(E, 09y 71, T)"

n=s—o

les conditions de convergence de (48) étant

a—+~\/o:——| N S
(49) i<y < =

En particulier, pour 5 = o, « est égal & 1, et (49) s’écrit

|w| P
— g < [ M
Bl <72

24. Etudions plus particuliérement ce dernier cas. En désignant
par o™ (x) la dérivée m*™ de o(x), les coefficients (47) deviennent

{m) Jn
Q0] x)—ch (21 (0)
m=0

m

1l s’agit de calculer J7,(0); on a immédiatement, d’apres (14'),

1 \ i

. ¥ — — — 2 P S,

Jm(o) - 2,,;...17:“ r (' 4 )m Em—+n+1 ’
(L] =

(I') entourant l'origine, car il ne faut pas oublier que m est ici
entier 2 0. Cette intégrale n’est donc différente de zéro que si

m=—n-+ 2s, ossim;
ceci est d'ailleurs équivalent &
m=\|n|+as avec s2o.

En supposant zn2>o0, on a donc

(=" (n+13s
Jﬁm;(o)‘-‘ Tanees s

et
"_"3:(0) = (—1)" J;:-m:(o) '
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Les coeflicients 9,(0; «) admettenl donc les développements

(50) q,,,(o;w)zgg;g,:;;g;;’;gw mu (n%0)
avec

(1) ¢-n(0; ) =(—1)"¢a(0; @),

et 'on a

(52) o(=55 )= 3 gu(0; — 2.

253. En prenant pour () la fonction exponentielle ¢”, (52) coin-
cide avec I’équation de définition des coefficients de Bessel

2

(53) | 2 L ()8,

nT—"—w

.l\n-

de sorte que (50) en donne le développement en séric entiére connu

©

— 1)s s N
Jn(-z):(Pn(O;—x):Z;TS_TsS—!)(T:I—)—!- (ﬂ;o),
s=0

avec
J_a(2) = (=", (.r).

Méme pour 3 3£ 0, e conduit aux coefficients de Bessel. L’équa-
tion (48) qui les définit est

'UIO

(54) 2 0n(2; 2)R(¢, 0, 71, T2)".

Prenons pour valeurs des coefficients de g(( ; les valeurs

A=—=c=o, b= 1, a'=—c'=y1— 32 b = z;
les conditions ( 2) sont bien salisfaites, et 'on a

1= 0,

)

"u

I'—’u
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et, par suite,

(51 s'éeril alors

. JI—=23 (1t — 1)+t r—s\"
55 A 2 — /——)o [N TAR
(55) e (—y/=2) e
o
Or le premier membre de (55) s'éeril encore
S et
exig VT H

qui, d’aprés (53), admet le développement

*3 2 J. (i =",

I identification de ce dernier développement avec le second membre
de (55) donne enfin

(36) oules )= ‘\/: £2) e, (2 (T 7).

\

Tels sont les coeflicients les plus généraux assocics & ¢,

26. Les généralités de ce chapitre, appliguées a la fonction

o(&) = (% + 1.2 )™, ‘

m étant quelconque, condmsent également & des résultats intéressants.
Supposons d’abord = nul; on a ici, pour n2o,

’JI),(O; x) :Z(-—l)"‘”m(m —0...(m—n—2s+1). 7.0 ph+s

2""-"55'("_’_3)' ‘x|<l’

qui s’écril encore

. m\. —x\"* n—m n—m-1
(57) ’»”,;(031'):<n)’~'"(“2—> F( T 2 ,/1+l:-—.z’),

Journ. de Math., tome VI. — Fasc, 11, 1927, 20 ,
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et I'on a

(58) (7&-}-1.2: gz:;) Z oa(0; 2)R(¢L, g5, Ty, Ty)".
Pdsons T

‘ QY=1P)+12Q()=d"P+ 20"t + ',

on a

A'=Na+ zxa'), b'=h(b+ab), "=1i(c+ zc'),

et, par suite, compte tenu de 3 =o,

(59)

[ "—a'c"=72(1+ %),
i ac’+ca" — 2bb":= — 27..
En choisissant % de facon que 72*(1+a?)=1, les coefficients

Q'(¢)

de P)

vérifient les conditions ( 2 ), el Pon peut écrire

(60) (%{,i))) _23::41)!%(1 Gttt (R(1)>o0),
ol

—b"'—1
Sl

a

{l

En identifiant dans les seconds membres de (58) el (Go) les termes

L—1y\" : .
en <T—T’) » on abtient la relation
— 2

(61) '”lz:()'):‘Pn(o;x)H(at:o T2y T1y T2)" .

in remplacant x et R(3), 5., =, 7,) par leurs valenrs, on retrouve
ainsi Pexpression (22) des fonctions J) (z). Toul d’abord, formons
dans le cas général '
(abl = ba'=a*+ a'*— 2aa's,

T2 T _ ab—ab—a—d (a'b—ab—a )’—a’. a'—as+ab'—ba'
Go—=y ' b—ab'—a+a’ (a’b—~ab’)2——(a—-a)’ a(r—z) ’

ce résultat devient ici

o a4+ ab— ba
= ’
T2 a

Gy,—7 _a'—ak+abl—ba" _ drr a'+ ab'— ba'
T— Ty a(t—4) -1 a ’
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de sorte que (61) g'écrit
h

o . z \"
' 1,00 =( 255 ) galos 2).
n tenant compte de la valeur de £?, et remplacant, pour n2o,

2,(03 &) par son expression (57), on retrouve bien (22"). On obtien-
drait évidemment de méme (22").

27. Supposons maintenant que 3 soit différent de zéro. Les
coefficients associés & (L + xax)y" sont

(62) Pnl3; x:):)."‘z (::).z'l'.l;',(z),
p=n'
ot n’'=|n|, et l'on a
(63) (l + L PE )> 2 ¢n(3; 2YR(L, 04y 7y Ta)"s

En conservant la signitication de Q'(¢), a", ", ¢", les équations (59)
sont. remplacées par

( b't—a"c" =12(1 + 2350 + &),
{
| ac" 4+ ca” — abb" = — 21.(1 + zx);

(59")
on choisira done 7. de facon que

(64) M(1+ 222 + x?) =1,
el Pon posera

(65) = A1+ z2).

Dans ces conditions, le développement en série de Laurent de

"

R(¢, 5,5 %1, 72), 6, désignant Loujours le zéro ———; st

el son identification avec (63) donne l'identité

(66) I5(3") = a(5; 2)R(0}, 75, 7y, T)"
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Nous avons déji calealé, dans le paragraphe précédent,

5,—7, _a'—as+al — ba’

O’z—?z_— (l(l—-b’)

’

de sorte: que

o,—~ 7 _a'—as+ab'—ba" _ ; za’— as 4+ ab' — ba'
Oy—Ty a(1 —s3') - a(1—3"). !

(66) s’écrit alors

f— 2 \”
',;;1(5' :<A‘L" __:/) ?/1(3; <€),
— -

el, par suite, comple tenu de (62), -

£

(69) J;;,(:')—_—>.m+"(x l‘:“) > (';‘):zﬂ.l’,',(:),

pn

3" et 2 dtant donnés en fonction de z et @ par (64) el (65). Ce
développement est valable pour [.2] <1 et 3 intérieur & Pellipse de
. 1 , .

foyers D=1 ct de grand axe [;1'!+m; en outre la détermina-
1+ 235

\/1+2zx+w’

11 est utile de modifier légérement la forme de (67) par le

tion de z' est celle dont la partie réelle est positive,

- t - . .
changement de a et 7. en = et 2.y il vient alors

—z\" ~
67 = =2) Y (;’f)xm_n;«,(:),
p=’l
avec .
(69) g7.=(1+nzx+:c2):x.

3= Ma + z),

et avee les conditions E | > 1, z intéricur i ellipse de foyers=4=1 -
I

ct de grand axe |z |+ =T’ et &(3)> o,

28. Lidentité générale que nous venons ainsi d’obtenir conduit
a des vésultats trés intéressants. Examinons-en d’abord quelques
formes particulicres.
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En faisant n=o0, (67’) donne l'expression d'une fonction de
Legendre en fonction de polynomes de Legendre; elle devient

%

] z+ 35 \ o 1 m v
P, = i 2( )wm-—l’Pp(;),
Vi+ 222 + a° Vis232 + 27 P

p=n

ave¢, si m n'est pas entier 20, les conditions L. Cette derniére
identité est d’ailleurs susceptible d’une forme symbolique remar-
quablement symétrique. Elle s’éerit en effet

(69) Pm( £+ 3 _ z+P(3) )’"’
Vi+asz +at Vi+asz + a?

la puissance au second membre étant symbolique, et exprimant
«u’on doit effectuer le développement ordinaire suivant les puissances
croissantes de P(3), avee la convention que P(s)” signifie P,(z).

En particulier, x = — ;1_, avec | 3] < 5, donne
(70) Pp(1—2s) =[1—a(s)0(2)]", [3[< ;-

1 — 25%a bien sa partie véelle positive, et la seule condition de vali-
dit¢ de (70) est donc, si m est quelconque,

l22](x+Va@—1) <1,

ou, en remplacant 5 par son expression % cosh -+ ¢y’ — 1 sinf,

‘ sin?f > |+ao¢~+/2xva-—|,
, 8
’l<a-<—~
9

Une forme encore intéressante de (67') s'obtient cn prenant 5'= 3,

ce qui se produit pour xr=—23, J.=—1; il vient alors
N w) — I ] m m~Ym—p it ( ~
(79) o)==y 3 (0 )= 2a)mra),

p=n'
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avec les conditions | 3| > ~;~, K(z)> o0, et

o+ yat—1
PASEREINR SnASBE ]
lzz[ < 1]
ou encore

: - - '
sintf < L2 420:Va ' |9l<§'

Pour n=o, (91) prend la forme symbholique particuliérement
simple '

(72) P/n(z)z[zz"'l)(.z)]m'

) : . I
Donnons encore & .« la valeur particuliére &= — -, avec| 3| > 1,

et 3 =y 1— 2% (69) devient une formule connue

(73) Pl'x(\/'—_";‘g,~) ::<,_:_~/l———fi[:_—§:—) rn;

our 3 =-cos0, cette dermeére formule prend la forme symboligue
P ’ | ) |

sin” 4, (sinf) =1 — cosfP(cosb)]™.

29. Ewde de la relation (69). — Les équations (69) d’indices
m=o, 1, 2, ..., ne¢ suffisent pas pour définir les polynomes de
legendre. Nous nous proposons de déterminer la famille la plus
générale de fonctions (ui soient solutions de ces équations. Remar-
quons tout d’abord que m = o donne

P,(s)=m;
cependant, pour plus de symétrie, nous poserons
Py(z) =a,.

Vailleurs @, peut étre une constante quelconque si 'on introduit,
au premier terme du développement symbholique, la puissance d’ordre
zéro de P (3). Clest ce que nous supposerons.

Pour résoudre les équations (69), il est avantageux de leur donner
la forme trigonométrique, en supposant z, 3/, & réels, avec

s=cosf, z'=cosg, x:—.im(s-—-?—n—;ﬁ).
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Il vient alors

(74) Pm(coscp)=<sm(9_‘P)+SmepP(cosG)>m-’

sinf

et le développement symbolique au second membre est valable,
pour m quelconque, par exemple pour 0 <29 <6< ;i

Désignons, d’une maniére générale, par II,(0) les solutions dn -
systeme d’équations fonctionnelles

in(9— 1 | m
(74") rl,,,(?):<8'"(l ‘P)+anal'l(9)) ’

sin?

TL,(9) n’étant plus nécessairement une fonction paire de 0. Les pre-
miéres valeurs entiéres positives m = o0, 1, 2 donnent

y(9)=a,,
I,(9) = a,cos 5 4.,a,sinb,
() = a,c089 + 2a;sin5 cos + asinf,

expressions dans lesquelles les constantes a,. «,, «, onl les mémes
valeurs, mais arbitraires.
D’une maniére générale, on est conduit & 'expression
",

(73) Il,,,(()):;z(T)a,cos’"‘*’@sin‘@ (m=o0,1,2,3, ...),

¥ 0

les constantes ao, @, s, @y, ... étant arbitraires. La démonstration
se fait par récurrence, maisil est inutile de la reproduire, car le calcul
n'est qu'un cas particulier de celui que nons allons effectuer pour:
m quelconque. Nous nous proposons, en effet, de vérifier I'identité
formelle

(76) é (n:\) a,c08m=1g sinso 'E(sin(ﬁ— 9) - sinaII(9) ’”,

L2
sin 7/ ;

N=0

lorsqui’on remplace les T,(6) au second membre, k=o, 1,2, ...,
par leurs expressions (73);.1l en résultera que, quel que soit m,
I1,.(0) est donné par P'expression au premier membre de (76), en
supposant évidemment les constantes a; telles que ce développement
soit convergent. En développant la puissance symbolique au second
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membre de (76), il vient

z(/ﬂ)sinm_/‘.(a_ ’m)sin/"(? sin-—/'lﬁll/,(a)

fiz=0

:_:Z Z (’: )(t) a;sin”4(h—g) §in"cp cosk G sin—""1§;

P el aad ]

en (léveloppant (Gin@mw—cos(isin o)"* suivant les puissances

n‘P

croissantes dc oot Cf qm est possible d’aprés les hypothéses faites

sur 6 et o, il vmnl. encore

ad

2 E Z(”’)(’;)(”' "k)(_,)ha cos—k=h g sink+1 @ cosh+h~t sint- A= h G,

k=0 1=0

F(m+1)(—1)*%q, s m=s g ginse
2 2 ZI‘(m_-s—i-l)t'(/f——t)'(s I3} tang A cos O SINSG

b==0 t=0 s=k

enfin, en permutant les sommations relatives a £, s et ¢, cect s'éeril

S'(—-l)"""a - .
(77) Z z ( )t‘(/.-—-t) = . 3% s tang/~sh cos™Sgsins o,

sT=0 f==0 k=t

Or, en posant k=ys —j, on a

s—1 §—1

s . (— )s-»/i (— )j . . | .
g,(/‘_t)'(s—/-)' Z/!(S_lt_./)!:(8-—{!)!%’(_')/<s‘/ z>’

el cette dernicére somme est nulle, sauf pour s =1, dans quel cax elle
se réduit a 'unité, (77) s'identifie alors immédiatement avec le pre-
mier membre de (76).

30. Quelles sont les valeurs des constantes «, qui correspondent
aux fonctions de Legendre ? Nous savons a prior que les coefficients
d'indice impair doivenl étre nuls. D’ailleurs, pour calculer les a,, il
suffit d’écrire que

(78) Mo () =M,(9)=1;
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il vient en effet a,=1, el

L
1= 2(— 1)*astang*d,

£

oti, en remplacant cos0 en fonction de tangf,

1 »
(1 + tang?6) ":Z (—r1)*astang*d.

Ny=0

[.id entification donne bien

Ags44 =0,

et, pour les coefficients d'indice pair,

1
2 ) (1.3, (2s—1)
a,,_< $ >_(~l) 2.4...25

Il résulte de la 'expression suivante des fonctions de Legendre :

cos™ g 2s 2.4...25

(79) P..(cosf) =2(_ l)_,<m> 1.3...(25 —1) tang6

=~2(_,):m(’" —1...(m—2s+ l)tang’-‘O.
§=0

(2.4...25)

En vésumé, les fonctions de Legendre de premiére espéce sont
entiérement définies par le systéme d’équations fonctionnelles (74")
et (78).

- D’autre part, on sait que 'on a alors

P_p_s(cos) =P, (cosh);

en remplacant les deux membres par leurs expressions (79), il vient

é(_l)‘(m+ 1(m+2)...(m+ 25)
- (2.4...25)2

tang®f

.

=0+ tang’la)_m_éz (—1)t m{m —(lz)..[;....(.”zlt; at+ l)_tang“g,

Y

Journ. de Math., tome VI, — Fasc. 11, 1927,

27
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et I'identification terme i terme donne

(m41)(m43)...(m~+ 28)
(2.4...25)?

.
_:w<—m_;>m(/n—l)...(f?’?’.—-2t+l) .
—12—; s—t¢ (1.4...20) (=1

d’ou I'identité

(o)

(m41)(m +2)...(m+ 25)
(80) 2 (s1)
__ : (2m+l)(27n+3)..:(2m,,—f—25-——2l‘—-_§1) m(m—1)..(th—2t+1)
'—2 (s—¢)! 2/ (¢!1)?

]

=0

ol m est quelconque, et s un entier 2o.

31. Etude de la relution (67'). — Le changeinent de variables du
paragraphe 29 donne a (67') la forme trigonométrique

" __(sing\™*" /1 — cosB \* c m\ (sin(§ — @)\ P
J”'(cos?)_<sin9) (1—coscp> 2'([))(__53?) T3 (cost),

p:’l

ou, en remplacant m et p par '+ met n' 4,

3 (c0sg) L C082)"

sin"+*'g
1 y n4+m\ . m—s (f . . (1—cosfY n g
= s\ g s ) ST — @) sine e Il s (c0s ).
§=0

On cst ainsi conduit & poser

I’ (cos6) = (1— cosB)"

"
sin+ Jbem (cosO),

de sorte que, n étant 2 o, _
1 dr pm-o—n(z),
(m—+n—+1)(m+n+ 2)...(m+2n) dz»

(81) TG @)= (— 1) Wy (s)=
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cl ces fonctions vérifient le systéme d’équations
- n'+m\ . .
(82) I, (cosg) = ;ﬁT"TGZ ( 2 s ) sin™—*( 6 — ¢)sin*¢II"(cos);
§=0

on supposera cncore, par exemple, que o <29 < < 725

[.e systéme (82) n'est pas caractéristique des J},(5), et I'on trouve
par récurrence que les fonctions les plus générales I1,,(9), d’'indices
m=0, 1, 2, ... définies par les équations fonctionnelles d’indices
entliers m2o, sont

m

n'+m Cep s '
(83) n,,,(e)_—_-z( L )a, cos™+0 sin*6,
§S=0
les a, étant des constantes arbitraires, mais prenant les mémes valeurs
dans toute la f.nmllo des fonctions. Contentons-nous encore de véri-

ficr que I'on a, pour m quelconque, I'identité formelle

!

(84) E(ZI:IZ)aﬁcos"‘—‘cpsin’cp

§=0

' ) . .
= 2 (’1:’4- ,/':> sin™*(§ — @) sin—™8 sin* oII;(9),

lorsque les II,(8) au second membre sont remplacées par leurs
expressions (83). En ‘faisant cette substitution, ct développant
comme plus haut sin”~*(§ — ¢), ce second membre s’éerit

' '
P ot oty (e T
k=0 =0 h=v ’

d’ot1, en posant £+ h=s, puis permutant les sommations relatives
WA

» s s n+m (n'+s)!(——l)"""a, . ~ . -
2 E 2( n/+s:>(nl+t)!(/f—t)!(s-—/r)!tangt 10 cos™ T sin‘g;

$==0 1==0 k=t

la méme remarque qu’au paragraphe 29 permet de réduire immé-
diatement cette somme au premier membre de (84), et la famille la
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plus générale des fonctions telles qu’on ait (')

. 1 . (n'~+m 1pM—s H .
(85) I, (¢)= mz(n,_{_s)sm' (6 — @) sin*oll,(6)
s=0
.est done
(86) =Y ("nf:_ ':')ascos”‘“~‘0 sinsf.

$§=0

Les constanles «, ont des valeurs arbitraires, mais la famille ne
conlient de fonclions d’indice quelconque que si ces valeurs rendent
convergents les développements (86).

32. Pour calculer les valeurs des a, correspondany aux II), (cos0),
éerivons les relations (20), en nous bornant, ce qui suffit évidem-
ment, aux valeurs positives de n. En choisissant p de fagon que

n+p=—n—m—i, coest-i-dire p=—m—2n—1, il vient’
Il (cos6) I\, ,(cosh) ( 1 — cosG)"
cosP§ —  cosPl sin?6
(1) (m+nrn+1Ym4+n42)...(m+2n) J§§+,,,(c059)(1——cos()>/l
(m+1)(m—+2)...(m+n) ~ cos’f sin20
=(_!)n(m+n+|)(m+n+2)...(m+2n)coszm_*_mﬂé]]ﬁ,(cose).
(m+1)(m~+2)...(m+n) cos™ @

Remplagons I (cos0) et II,(cos0) par leurs expressions (86),

123

et cos0 en fonclion de tang0; les a, vérifient donc les identités

L4

“

' (—n—m —1 )
(87) 2( nts )as tang*6

- (m+n+1)...(m+2n) apn"
(m<+1)...(m+n) (1+ tang*9)

n—+m P
XE( n+t>a,tang 6.

=0

=(—1)

(1) Il vésulte d'ailleurs du calcul que cette conclusion est encore valable quel que soit
T(m 1)
I'(p+1)lm—p-+1)

o s M\ e -
lenombren',aconditionde donner a (P )la signification générale
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l.es valeurs de ces cocflicients sont entiérement déterminées par les
équations d’indice m=o; il vient en effet -

% s _“_-(
Z(‘ n_')a,tangsaz(—l)" (n +l)(n+2)"'zn(l+tang’0) ta,,

n-+s n!
4=y

¢l Midentification des deux membres donne
Qo544 =0,
—I1\*/n+42s
Ays— T s Ay,

i, est donné lui-méme par la condition

no==y(7),

ou
w1\ (n+m\_(n-+m
"m(')—< 2 > ( n )—( n )(lm
done
a _(_l)n
T\ 3
ct : .
(___‘)/:4-,1 n+4 2s
(88) 02327;‘,_‘.— s .

Portons ces valeurs dans (86); on trouve

n-42s s Qs

i ceos0) =3, (1) (") S e sing
S=0

. . (m+n)Ym+n—1)...(m—2s+41) (—1)*s
o sl(n+s)! 2"+

cos”2Gsin% 4,

el, par suite, ’
d"P,,(cosh)
(89) d(cosf)"

__cosmnf 2(_|)‘(m+n)(m+n—x)...(m-é-n~—ns+|) tang 6\ *
B sl(n+s)! a

n2o).
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Reprenons enfin les équations (87) d’indice quelcongque, el écrivons
qu’elles sont vérifiées par les valeurs (88). 11 vient

(m+n+1‘)(m+n+2)...(m+2n+zs)a
2

(n+2s5)! !
4 s —m—n—=
_(m+rn+n(m+n+2)...(m+2n) n~m 2
- (m+1){(m~+2)...(m~+n) (n+2t> s—t Rl

f=p
et I’on obtient enfin l'identilé

(m+2n+4-1)(m+2n+2)...(m+ 21+ 25)
2551 (n + s)!

(90)

___2(2m+2n+r)(2m+2n+3)...(2m+ 2n -+ 25 —at—1)
- ' (s—t)!

t=0
m(m—1)...(m —2L+1)

x 2ttt (n+t)!

m étant quelconque, et », s des entiers positifs.

Signalons que la formule (8g) peut encore se déduire, pour
m entier 2o, de 'équation (56), en développant J(xJT—3%) et e en
séries entiéres de x, et identifian}, dans les deux membres, les termes
en ™. '

CHAPITRE 1V,

ETUDE DU CAS LIMITE OU Gy -==g,.

33. Jusqu'ici les quatre zéros 7, 7., 0,, 6, ont constamment é1é
supposés distincls. Nous nous proposons d’examiner ce que deviennent
les fonctions J! (3) et les résultals obtenus, lorsque deux d'entre ces

m
zéros deviennent identiques; nous supposerons que ce sonl deux
Q1)
P(¢)
tible et il est clair qu'on ne diminue en'rien la généralité. en consi-
dérant les zéros de Q(2) seul.

Q)

Reprenons donc la fraction By’ Avee b*— ac =1, mais

zéros d'un méme trinome, afin’ que la fraction reste irréduc-

b2—a'c'=o.
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——

PN s 0 . ) I
Désignons loujours pur =,= Ty=—— les deux zéros,

a
distincts, de P(¢), et par ¢ = :;l_b_’ le zéro double de Q(¢). Posons

encore (')
ac’' + ca'—2bb' = — 23,

de sorte que les trois invariants de

P(z, y)=ax* +2bxy +c)y?,
Q(z, y)=a'z*+2b'zy + 'y},

relativementl au groupe linéaire normal, sont

\’ b*— ac=1,
(91) ) b*—d'c'=o,
T ac'+ ca'—2bb'=—23.

Un invariant, fonction de ¢, relativement au groupe projectif

al+f3

b= yt+6’

esl encore
c=R(¢ 0, 71, T2);

. Q(t) m , L, . - .
B est développable en série de Laurent de &, les cocfficients
H’, de ce développement sont fonctions de 5. Ce sont ces fonctions,
qui remplacent ici J;,(5), que nous nouns proposons d’étudier.

Tout d’abord, il est claiv que si i n’est pas entier, il est impos-
. O\ . .
sible de Lrouver une couronne dans laquelle (%—((—‘—;) soit uniforme;
par contre, lorsque e est entier, cette fraction est holomorphe dans
une couronne circulaire du plan dé &, de centre £ = o. Daulre part,
les deux invariants (91) qui dépendent de o', &', ¢’ étunt homogénes
par rapport a ces coeflicients et 4 3, ces coefficients @', b, ¢ sont
proportionnels a 3, et, par suite, on a

H;;L(z) = Hg&(i)z’"'

(1) On suppose d’ai/lleurs % # o, sans quoi g%% ne serait pas irréductible.
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En posant H, (1) = [, nous aurons donc, pour m entier, le déve-
loppement

(92) [?,((2] = Y 1R, 6, 7, )

n=--%
dans unc couronne euntouranl <,, mais non s cl 7,.
Le calcul des I’ est immédial en se plagant dans le plan de la
variable £; (92) devient alors

(E-—-l)a"‘ _ m wen.
(93) (95)"‘ =(—1) ”ézlma H

donc, en remplacant le premier membre par son développement,
dans une couronne de rayons inférieurs 4 1,

e ;I‘,
(286" am m+-n

n=—=—m

(E_‘)'.'m . “ (_, l)m+n< am )_-
il vient
n (—l) 4
(94) Im 2m (m-{-n) (ll;—"l).

Les I’ d'indice n < — msonl tous nuls; il résulte également de (94)
que l'on a

-n
m = Im

34. Lorsque m est positif, les valeurs des I, se déduisent immé-

Q)
P(e)
des Chapitres précédents, génératrice des J), (3); m étant entier
positif, le développement (12) est légilime dans toute couronne
eatourant 7, el non t.. a, b, ¢, @', ¥', ¢’ salisfont aux équalions (2),
de sorte qu'en posant

diatement des fonctions J% (z). Considérons en effet la fraction S

"

N all bll c 1
a’ b Tz

il vient
b —a’ " =352,

ac’"+ ca" — 2bb" = — 2,
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et I'on a

--,,,(Q(O)'"_(G”tg—%- 26"t + "

P(?) at*+ 2bt+¢

) = 2 I (3YR(¢, aqy 1y, T2)"

nN=—«

Lorsque 5 augmente indéfiniment, o', 4, ¢ augmentent aussi indé-
finiment de facon que ", ", ¢" aient des limites, les deux zéros s,
el 7, viennent se confondre sans que le dernier développement cesse

‘étre valable, & cause de la forme Lrés générale que prend ici la
d 8
couronne. A la limite, 6"* — a"¢” = o, ct, par suite,

5 " = i J;;l(;) s .

(95) = -;m e (m entier 20).

U
~

LLa vérification de Iidentité (95), ol le premicr membre est rem-
ylacé par Pexpression {g4), est aisée, méme pour m non entier, &
1 , o4 ), 3 1
partir de Pexpression (22) de J),(3):

n

"'
m\ sm (54-1) ? n—m p'—m-+1 1
Rof ) — | ' A
‘]m(“‘)-‘(n/) (-—2)"' "_",F 2 ’ 2 s 4131 pr
L(s—1) 2

La série hypergéométrique aun second membre resle convergente

. , . 1 . .
guand z angmente indéfiniment, car m—+ S > o, et il vient
A 1 I
" I'(n '+ { m 4=
1 () _ Y 2
;n: sm =(=2) n' n'4+m41 ‘n'+m
r( r( 41

2 2

= (= a) " r<m+%> Fom =1

T(m —n'+ 1)F<n/+m+l\) I‘<n,+m +1)
2 2

Or la formule connue
T(a) I‘(a + —;—) =\/r 21— (2a)
donne

I‘(m.+ -5) [(m+1)=\ra—nT(2m +1),
\

n'4+m 41 n'4+m = ,
I‘( +’2 + >I‘( —: +x):ﬁ2""“”‘[’(m+n’+|),
/

Journ. de Math., tome VI, — Fasc. I, 1927. 28
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el, par suite,

J'm‘g = (=" T'(2m +1) o
.122 2m I‘(m—h’+l)l“(nz+:z’+'l)_I”"

a5, La définition de 12 par-le développement (92) permet de
représenter ce cocfficient par Uintégrale curviligne

() b=k [ (S0 &,

2T, i P(¢) <

le contour (C) entourant le point ¢=1=,, mais non =<, ni s;la res-
triction relative & o n'est d’ailleurs pas nécessaire si m2o. On
suppose aussi 3 =1.

En prenant pour ¢ la varjable § elle-méme, (96) devient, comme
au paragraphe 10, '
' (=n" [ (E—=1)2"dz
1
21“ (l'l 2mgm+u+|

[ pe—
Im

(T') entourant P'origine scule (*). Lorsque m est positif, on peut prendre
pour (T') le cercle trigonométricue, et poser £=r¢. Il vient alors
1 22T
Z’Z;‘E / (1 —cnsg)me~"?dy
v

2
. .
= — | — coso ) cosnod
Mf” ( ) osnedy,
'ou encore

1)

n n T
(9/) l"'-'n-f gl—:COS({))"‘COSILC{) d(Pz(.;T:)_[ (l+cos'-?)"‘005ﬂ(?()<p.

Ce résultat se vérifie directement par la formule de Cauchy déja
utilisée au paragraphe 14, ce quin'a rien d’élonpant sil’on remargue
que, m ¢lant positif, (97) est la forme limite de (21) quand = augmente
indéfiniment.

36. Les relations de vécurrence entre les 17

me (ui se déduisent de

—

(") Cette formule résulte directement de (93).
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() "= [0 ] [7a)

lidentité

ne sont rien autre qu'unc identilé connue. On a en eflet
(98) Uiy = 2 MLy,
h

qui s’écrit, en remplacant les I¢ par leurs valeurs,
, . am+2p \ _ am ap
(689 (m+p+n)—;<m+h><p+n——-h>’

la sommation étant étendue & toutes les valeurs entitres de £ qui
n’annulent pas les termes du second membre.

37. n élant fixe, Pindice m de I, re peut augmenter indéfiniment
que par des valeurs positives, et la valeur asymptotique de I7, résulte
immédiatement de celle de la fonction I'. On trouve immédiatement

n — )t gm
| L~ S—\/;)._m—_—- ’
donc on peut écrire
(99) I 1 < Gam,

C étanl une conslante indépendante de m. Ce dernier résultat peut -
également se déluire de linégalité (28). .
Cela établi, considérons le développement cn série entiére de la
fonction

Q(w):zamx"‘,

m=u

holomorphe dans le cercle |x|Sg, sa valeur abhsolue admettant
le maximum M sur la circonférence de ce cercle. La série

o

Z: N oem
a,l,x

m=0

converge alors, d’aprés (99), pour |2|< g
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Nous pouvons étudier maintenant la séric double

o ©
(100) Z 2 an Ly, amer,

n=—x m=0

£ ayant toujours la méme signification. n étant fixe, la sommation
par rapport & m ne s’exerce que sur des termes d'indicem 2| n|, dout
la somme vérifie 'inégalité

0
Y anlhan| <

m=|n|

CM Jn)
_ 22

P

2z

7]
— e
P Ix‘<2;

la sommation de toutes ces sommes, quand n l’)IClI(] toutes les valeurs
possibles, fournit donc une séric dont une majorante est, & un fac-

teur constant prcs,
®
P

gxll

[€1%

de sorte que la série double (100) est absolument convergente si

2| x| o
(101) — <lil <3

cette double inégalité est d’ailleurs possible si || <£
Dans ces conditions, on peut permuter 'ordre des sommations, ce
qui donne, pour somme de (100), :p(x %—ii%); ou l'on suppose que

Vinvariant (5) de Q( ;cst égal a 1. En posant
(102) CPn(x):Z anl,zm,

on a donc le développement

(13 g« 322) S o) R( o, (s =)

n=-—w
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38. Appliquons ces considérations a o(z)=¢", et & la fraction.

Qe) _ i(e—i) _ if, 1\, ',
P(e)y = ot —H'z(t t)

(103) donne alors

(104) e*e ; ‘)— Al on(x)R(¢, i, 0, o) = 2‘ (p,(z)( )l

nN=—wm» 1= - o

avec

z

A
(@) = 3 o,

m=10

n changeant @ en — i, (104) s’éerit encore

YR * . [N
' AU e Y PU=iD) ),
(105) e =e Z 0 ¢

de sorte que, le premier nombre de (105) étant la fonction généra-
trice des coefficients de Bessel J, (), on a
e, (— iz)
Ju(x)= _l‘?__
En remplagant ¢,(— cx) par son développement, ct les I, par
leur valeur, il vient donc

%

o (—-l)"‘ am .
(106) Iy =% 2 ot Lo S 2"

m=0
On vérifie de suite I'identité classique
Jow(z)y=(—~1)"J, ().

Supposons n > o, et développons ¢*. Nous obtenons

. . ( 2n
oY =~ [—1\"*"\m+n/ .
= P, N T L imanag amag
J"(x) 2‘ Z( 2 ) : m!q! ¢ ‘@ ’

m=n q=¢
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ou, en posant m+q=p,

< am )
! (x)-2¢"+pa,p2( 2" m"();+ 'in)U

m=n

enfin, en posant p=n-+r, m=n-+ q, il vient

. , <zn+2q>
. "l r'j(-nq 2n-+q .
Ju(2)= Z‘ x+z on+q (ﬂ-—i—g)!("——f{)!
r—=0 q=0

J.(2) étanl unc fonction réelle de x, les coefficients des puissances
impaires de ¢ sont identiquement nuls, ce qui donne

) g —1 0\ (22”n“*;29)
(07) 2<—) e Ner e ik
g=0

et il reste, en posant rr= 23,

- 25 (2n -+ zq)
Q) (=)t —1\7 2n+q
J"<w)~2 " 2 2 ) (rn+4g)! (25— q)!
s=0 1,=0 :
La eéomparaison de ce développement avee le développement clas-
sique
—_— l Sx’l'f'?‘
) __2 (=1

2'!-&-283‘(" +S)‘
g=0

fournit une nouvelle série d'identités

| 2 , (2n+2q‘)
. y (=)' .\ 2rtg -
(108) 2,( Py ) (,l_*_q)l(”_q)Y 2"s!(n+s)1
¢=0

Lies identités (107) et (108) prehnent une forme plus simple en
multipliant leurs deux membres par (n+ 25+41)! ou (n+ 2s)!,
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savoIr
2541 ) J
(107") 2(/;-4—23-1—1 (2n+2q>(_——_l_ f__o
n+q q 2 /] 77
q:'_o .
) 25
" n+ 25\ /oan+2q —1 7 _(n—+2s .
oy SECTE) ()
1/.._

On d(-montroralt de méme que ces 1dentités sont valables pour -
n entier < o.

39. Les coefficients associés a la fonction o(x) = (A + hax)” sont
ici ‘
(109) qm(»v)—zl'"( )l" zr |z|< %,

r}'—li

L, 7 étant tonjours supposé égal 4 1, on a

- . ¢ m w_
(v10) l7‘+/‘x %E?z)-l = 2 ('D,,(.Z')R(l, Ty Tyy T2)"
Ces coefficients s’expriment simplement & Paide d'une fonction
: P p
hypergéométricue. En remplagant les I;‘, par leurs valeurs, et posant
p=n'+r(n'=|n|), (109) devient en effet

em[—Z » an' +ar m z\"
on(2) =4 2 2 r n+r/\a
r=o .

—n —z\"m(m—1)...(m—n"41)
2 n'!

(2n’+2r)(2n' 4+2r—1)...(2n'+ 1)
E en'+r)(2n' +r—1)...(2n +1)

’(_;:t-——n)(m——-n—-l)...(m—n'—r-!-t z"
(R + 1) +2)...(n"+7r) = or
w; (en'+2r—1)(2n'+2r—3)...(2n'+1) |
—m —____.r " Im A (m—n")Ym—n'—1i).. (m—-n——r+l)§ -
=5 (W3

n'] 4w ri(en’+1)(28'+2).. . (an'+7) ’

L

et enfin

’

.\ . . \
(111)  gu(z)= 7«"‘(3) (~—2£) F(n'-{-é, n'—m,an' 4 1; — 2w).
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Comme aux paragraphes 26 ¢t 27, considérons alors la frac-

Q)

tion 0 dout le numérateur esi

Q' (Y=AP (&) + 2z Q(¢)
=a"tt-+20"t + ",
Les velations (59') sont remplacées ici par
V" —a'c" =121+ 2x),
ac'+ ca"— 20b' = —a2r(1+ z).
in choisissant 0" — a”¢” =0, on est conduil & supposer m > — é _
alin que la fonction hypergéomdéirique de (r111) soil conlinue
pour —2x =13 Péquation (111) devient alors, par un calenl ana-
logue & ceux des paragraphes cités,

m 1
lj‘,,:( )(—-l)"z"'—”’ F(n’+ . n'—m,2n" +1; l),
n

c’est-i-dire, d’apres la valeur de 17,

1 am \_ 1 (m\p/ 1 . .
(112) i \man )= 5w\ N s —myon +1;51).

Ce résultat se vérifie immédiatement en exprimant le second
membre a aide de la fonetion Ty et grace 4 la formule connue

I'(a) I‘(a + 5):\/52"’“1‘(2(1).

Ce cas élant écarlé, supposons donc 7. el @ choisis de facon que

Vrea'c' =1,
c'est-a-dire

(113) M+ 22)=1,
el posons
(114) s=A1+4+a).

2
L’élimination de % entre (113) et (114) donne = (Tl{_{)_ Nous
prendrons la branche

14+
\/l+2w

~
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‘qui, pour z==o0, prend la valcur 1; cette branche est d’ailleurs
c, . . , I . ’

uniforme & Pintérieur du cercle (x| < - ot le développement (109)

de ¢,(x) cst valable. En outre, on vérifie aisément que les valeurs
de z correspondant aux points x de ce cercle ont leur partie réelle
positive. -

n remplacant [ ]m par son développement

Q'(e)
P(¢)

®

(9}5,_(({')2>m= 2 I5.(2) R(t’ Oy Ty szn’

n=-—

\ — bl/ —1 .
ol G,= ———> on obtient alors

(115) ’ I (3) = n(z) R(0yy 0, 75, T0)

Un calcul déja fait au paragraphe 26 donne

0,—1y __a'—as+ ab"— ba’ Ar ab—ba'+ad —a,
- )

Gr— Ty a(1—3z) 1—3- a

par contre, de =1 ct b'*— a'c’=o0, résulte

(ab'— ba'Y'=a'*— 2ad/,
de sorte que l'on «

c—1 _ab—ab—a' _ (a'b—ab')+a*—24d (a' b—ab’)

c—1, ab—ab+a (a'b—ab)t—a™
_abl—ba'+d—a ’
- —a

(115) devient done

)\ n
3 =(25) wa(2)
el, en remplagant A par Hz_x et o,(x) par (111), on obtient enfin
le développement :
()
! zm+ n-+n'
(116) I (s)= 2 S i

2’1’ (l__z)ll (l+x)lll+ll
1
= F(n’+ 7 n'—m, 2n'+|;—2m>,

Journ.. de Math., tome VI. — Fasc, I1, 1g27. . 29
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avec
{4+
Vi+az

= .

40. Voici quelques applications de ce dernier résultat. Remar-
’ ’ 9 . : I ’ .
quons tout, d’abord qu’a l'intérieur du cercle [x|<'ss z n'est pas

une fonction' uniforme de z; 4 une valeur 3 du domaine correspon-
i -

1+ 22
placant-a par 2’ dans le second membre de (116), il vient donc

dant & ce cercle correspondent deux valeurs z ¢t 2’ = + En rem-

m
(nl) gm+n xn-f—n’(l + 2x)m—n’

Ih(3)= a®  (1—z)* (14 x)m+n

, 1, (.. 2T
XF{n+=n'—m,2n" +1; ’
2 1+ 22

dont l'identification avec (116) donne

1
F(n’+ 5 n'—m, 2n'+|;-—-z.z-)

’ ’ 1 . 22
=(1+4 2z)m" F<n + 2 n'—m,2n" 41; |+zx)’

qui est un cas particulier de la formule connue

F(a, b, c; x):(l—x)-”F<c——a, b, c; z )

n

La comparaison des expressions (22) et (116) de J;, (z) conduit
encore a une identité, due 4 Kummer. En supposant par exemple,
n2o, il vient

I\" . /fn—m n—m+1 .
1——) F ’ > s A1 1 — —

~2 D)

3

w," 1
= mF(ﬂ‘*‘ ;, n-—im, 2/l+l;—2x),
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2

. 4
et, par suite, en remplagant 1 — — par sa valeur Tr
F(n+§, n——m,nn'-i-l;—za:)‘
n—m n—m-+1 z \!
— m—n . of 2 R
=(1 +2) F[ — 5 ,n+1,(z+l) ]

Cette identité, démontrée pour n entier positif et m conque, est
donc vraie quels que soient m et n, et s’écrit enco Sﬁ

2
}] ‘

‘f?

—h RN
(7). F(a,b,2a;0)=(1— ) B[ 5 225, a+’§(

2 2 2




