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VARIETES A TROIS DIMENSIONS. 24t

Sur les propriétés infinitésimales projectives des warictés

a trois dimensions;

© . Par V. LALAN.
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INTRODUCTION.

Plusicurs géométres se sont appliqués a généraliser la méthode
du triedre mobile de Darboux ('), en adaptant & des géométries
basées sur d’autres groupes que celui du déplacement euclidien (*).

Dans son priucipe, cette méthode consiste & associer & chaque
point de Pespace une figure de rélérence, un repére, qui dépende
d’autant de paramétres qu'il y a d’unités dans ordre du groupe
fondamental. Quand on se propose d’étudier les propriétés infini-
tésimales d'une variété, on attache & chacun de ses éléments
un repére dont on particularise les parametres de maniére a réduire
autant que possible Parbitraire dans Popération qui fait passer
de ce repére au repére infiniment voisin.

Dans son Mémoire Sur les variétés de courbure constante d’'un
espace eucliden ou non euclidien (*), M. Cartan a montré comment
il convenait d’adapter la méthode du triédre mobile & I’étude des

() Darsoux, Lecons sur le Théorie générale des Surfaces, t. 1, pp. 1, 63, 88,
2¢ édition (Gauthier-Villars, 1914).

(®) Demourix, Comptes rendus, 19o4 et 1905 (Géométrie elliptique, Géométric
conforme); Wirczinsky, Trans. Amer. Math. Soc., 1905 (Géométrie projective).

(®) Bull. de la Soc. math., 1919 et 1g20.

Journ. de Math., tome III, -- Fasc. III, 1924. 32
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variétés de Pespace projectil & n dimensions : je n’at fait qu’appli-
quer e procédé aux variétés ponctuclles & trois dimensions (V,).

Les V, jouissant de propriéiés infinitésimales projectives déter-
minées se présentent comme les multiplicités intégrales de certains
systémes difféventiels. Lobjet principal de ee travail est de pré-
ciser Ia nature et le nombre des éléments arbitraires (constantes
ou fonctions) qui entrent dans Pexpression analytique des variétés
ainsi définies; ¢’est un probléme dont la dilliculté disparait deés
qu’on lait usage de la théorie des systemes de Plafl en involution,
de M. Cartan ().

Au Chapitre 1, Jexpose les points essentiels de la méthode et je
appelle les prineipales propriétés infinitésimales projectives des
variétés 4 p dimenstons,

Le Chapitre Tl est consaeré & Pexamen préalable de fa structure
projective des variétés a 2 dimensions plongées dans Phyperes-
pace. Le Mémoire de C. Segre: Sw una classe di superficie degl’iper-
spaztlegata colle equazioni lineare alle derivate parziali di 2© ordine (?)
m’a été particulicrement utile pour la védaction de ce Chapitre.
Toutelois ce géometre n’étudie que certaines surlaces, qu'il appelle
les V, d’espéce @, cn laissant de ¢oté les V, les plus géndrales, qui
sont dépourvues de lignes asymptotiques et de lignes carac-
téristiques. J’établis (n© 21) Pexistence sur les V, de cette nature
situées dans Pespace & 5 dimensions, de cing fanulles de courbes
(ui répondent & une définition ntrinséque et qui interviennent
dans Ta génération des Vy ayant une famille triple ow une famille
quadruple d’asymptotiques rectilignes,

Les autres Chapitres traitent des variétés a3 dimensions,

(1) Les deux Mémoires fondamentaux sur cctte belle théorie sont intitulés
Sur Uintégration des systémes éguations aua dijférenticlles totales (Ann. . Norm.,
19o1) el Sur la structure des groupes infinis de transformations (1bid., 1904%). On
peat en trouver aussi un exposé partiel dans L. Gouvwsar, Lecons sur le probléme
de Plujf (Hermann, 1go2).

La théorie des formes & maltiplication extérieure et de la dévivation extéricure
des formes de Pfafl est exposée dans E. Cawrax, Lecons sur les invariants inté-
graux (Hermann, 1g22).

(3) Awe Accad. Torino, 1907,
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classées d’apres le nombre de dimensions de leuwr hyperplan
osculateur du premier ovdre,

Sur les V, dout Chyperplan osculateur a 4 ou 5 dimensioas,
il existe un travail de Sisam ('), countenant déja un certain nombre
de résultats, que Jindique en note quand je suis amené & les
¢noncer de nouveau. J'ai ¢tudié plus spécialement les points laissés
dans Pombre par cet auteur. Cest ainsi, pav exemple, que je
traite assez longuement (n® 26) des hypersurlaces de Pespace
a4 dimensions dont Phypeeplan tangent ne dépend que de deux
paramétres. Enogénéral, clles sont engendrées par une fanulle
de langentes caractéristiques d’une Vo d’espece @ de Segre, ou
par les tangentes asymptotiques d'une V, despéce @ & lignes
asymptlotiques. Jexamine ausst certains problémes plus parti-
culiers, tels que la détermination de toutes les V, admettant
&l ois une Tamille de plans générateurs et une famille double-
ment infinie de droites génératrices (n® 38). Il w’existe que deux 'V,
de cette nature projectivement distinetes, et Uune, située dans
Pespace & 4 dimensions, w'est que la projection de Pautre, qui est
située dans Pespace & 5 dimenstons, la projection étant faite
dun point extérvieur a la varété.

Au sujet des 'V, dont Phyperplan osculateur a plus de 5 dimen-
sions, je ne connais (qu’une note de M. Cartan (*), ot sont énoncés
plusieurs résultats concernant deux types de Vy. Cette note signale
en particulier Pexistence d'une 'V, treiplement véglée de Pespace
a7 dimenstons, d’ob je déduis, par projection, quatre V, triplement
réalées, projectivement distinetes,de Uespace & 6 dimensions (n 69).

fn dtudiant les V, dont le réscau asymptotique est coustitué
par trois plans doubles, j’ai été conduit & généraliser la teauslor-
mation de Laplace velative aux réscaux conjugués. Il existe en
eflet sur ces V, trois lfamilles de courbes dont la considération
permet de déduire, d’une V, donnée, six nouvelles V, de méme

structuve en général.

(') Swsam, On three-spreads satisfying four or more homogenous linear partial
differential equations of the second order (Amer. Journ. of Muth., 1g11).
(*) Carran, Sur les varidtés & trots dimensions (Comptes rendus, 1918),
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Outre les travaux déja cités sur la géométrie projective infi-
nitésimale des variétés, je signalerai eucore une étude de Del Pezzo
sur les hyperplans osculateurs & une variété ('), et les Mémoirves
de Servant (%), Levi (*), Artom (%), Moore (®), sur les variétés &
deux dimensions. )

Qu’ll me soit permis en terminant d'exprimer toute la recon-
naissance que je dois & M. Cartan pour P'intérdt qu’il n’a cessé
de montrer pour mon travail et pour les conseils précieux dont il
a bien voulu m’aider au cours de ces recherches.

CHAPITRE PREMIER.

I. — Systémes de référence mobiles dans I’espace projectif.

1. Soit un espace projectil & n dimeunsions, rapporté & un sys-
téme quelconque de coordonnées projectives, que nous regar-
derons comme fixe, ou absolu. Dans cet espace, n -+ 1 points A,
Ay A, délinissent un nouveau systéme de coordonnées, pourvu
que le déterminant du (n 4+ 1) ordre, formé par les coordonnées
de ces ponts, soit différent de zéro. Tout point M peut alors, et
d’une seule maniére, s’exprimer sous la forme

M= (1'0_\0“‘)— a4 .‘\1 =+ .00+ ‘T"i\“,

¢galité qui en condense en réalité n 4 1. Les nombres z,, 2, ..., 2,
sont les coordonnées relatives du point M dans le systéme de rélé.
rence constitué par les poinis A, Ay, ., A

n*

{(*) Rendic. Accad. Napoli, 1886. ,

(*) ServanT, Sur une extension des jormules de Gauss (Bull. Soc. math., 1902).

(*) Levr, Saggio sulla teoria delle superficie « due dimensioni immerse in ipers-
pazio (Annali R. Scuola Norm. Pisa, 1908).

(*) Arrowm, Richerche protettive sulle linee tracciate in una superficie immersa
in uno spasio a piu dimensiont (Period. di Matem., 1912).

(°) Mooxre, Surfuces in hyperspace which have a tangent line svith three-point
contact passing through each point (Bull. Amer. Math. Soc., 1912).
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Le choixd'un systéme de référence ainsi défini dépend de (n + 1)*
paramctres, qui seront, par excmple, les (n - 1)* coordonnées
absolues des sommets de référence. e déplacement infimtésimal
le plus générval d'un tel systéme de vélérence s’obticundra en donnant
a ces (n 4 1)* parameétres des accroissements avbitraires infini-
ment petits. Soit A, + dA, Ie point avee lequel vient coincider A, ;
dA; est un point qui a pour coordonnées absolues les différenticlles
des coordonnées de A, Si P'on rapporte ce point, et les points
analegues correspondant aux diverses valeurs de Pindice ¢, au
systéme de rélérence mobile, on obtient les formules :

(1) d\i= 0pAg+ oaAi+eo @Ay, (E=0, 1, ooy 2).

Lies @, qui sont les coordonnées relatives des points dA;, sont
en méme temps les composantes relatives du déplacement instan-
tané du systéme de 1é{érence mobile. Ce sont des formes diffé-
rentielles linéaires par rapport aux différenticlles des parametres
absolus, les coellicients étant des fonctions de ces mémes para-
métres. Si Pon annule toutes ces formes w;, les formules (1)
montrent que le systéme de référence reste inaltéré; cette remarque
prouve que les formes de Plafl w; sont (n 4+ 1)* combinaisons
mdépendantes des différentielles des (n 4 1)* paramétres ab-
solus.

Le mouvement instantané de notre repére mobile dépend d’un
parametre de plus que celui des systémes deréférence que 'on con-
sidére habituellement dans Pespace projectif. Si Pon remarque
que les transformations qui changent A, en kA, A, en kA, ..., A,
en kA, correspondent & la transformation identique du groupe
projectif, on voit qu’on peut faire disparaitre le paramétre sura-
bondant en assujettissant le déterminant des (n + 1)* coordonnées
absolues des sommets de référence & conserver une valeur cons-
tante, condition qui se traduit par la relation :

Wop W+t Oy =0.

2. Les covariants bilinéaires des formes de Plaff w; peuvent
s’exprimer au moyen de ces formes clles-mémes. Pour obtemr
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leur expression, dérivons extéricurement les deux membres des
équations (1); les premiers membres ont une -dérivée extéricure
nulle, car ce sont des différentielles exactes, et il vient :

o=y Ao+ 0 A . ool N+ [d\owi ] FdA o, ]+ o [dN o).

Tenant compte des velations (1) elles-mémes, on a:

n
N . - . -
2‘ P 0 — oo ] —[wqox] —. . — [0mou] | Ar=o.

=0

>~

Comme aucune relation linéaire ne peut exister entre les points
A, A, .., A, ondoit annuler les n + 1 coellicients qui figurent
dans cette égalité, et Pon obtient ainsi les formules fondamentales:

n

O : .
(2) 0¥ ::ztw,-jo),,‘._] (G h=0, 1, ....n).
j=0

(i sont les [ormules de structure du groupe projectil & n varviables,

3. Rappelons, sans les démontrer, quelques théovémes dont
nous ferous un usage [réquent.

Ttouwkme 1. - - La condition nécessaire el suffisante pour que
la variété plane & p— 1 dimensions, définie par p points indépen-
danls, {(c’est-a-dire non silués dans une méme variélé plane a
p — 2 diumensions) M,, M,, ..., M, soit five, est que les différen-
tielles dM,, ..., dM,, puissent s’exprimer linéairement ¢ Uaide de
M,, ..., M, seulement.

Le point M, est fixe, par exemple, si
dM; = o M,.

La transformation subie par M, n’est pas un déplacement

spatial : ses coordonnées homogénes se trouvent multiphées seule-
ment par un méme lacteur numérique.

Utilisant les notations de Grassmann, nous désignerons la
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dvoite qui passe par les deux points M,, M, au moyen du symbole
[M,M,], qui veprésente le produit extérieur des deux formes de
premiére espécee

M =, A+ A . +2, \,,

Moz= y o+ i A+ oo+ A

La droite [M, M,] est ainsi représentée par une [orme de
deuxiéme espéee, linéaire par rapport aux symboles [A; A;], les
coellicients étant les coordonnées pluckériennes de la droite.

Siles points M, et M, sont mobiles, on aura pour la droite [M, M, ]:

d{M,M,]=[dM, M, ] + [M, dM,].

Quand la condition posée dans I’énoncé du théoréme est remplie,
on a des formules telles que :

dMy = o M+ o.M,
dMy 2= 61y M| - g, M,
el par conséquent :

ATM M, | == (61 wa0) | M, My .

Telle est la relation qui exprime que la droite [M, M,] est
lixe.

Pour une variété plane & p— ¢ dimensions, que nous repré-
senterons par [M, M, ... M}, la condition énoncée dans le théoréme
donnera

A MMy ..M, ] = (00 + @ar .« - wpp) [M My . .M, ]

Tutortme . — La condition nécessaire et suffisante pour
que le point
2 My + 2, My k2, M,

de la variété plane mobile [M, M, ... M,] soil encore situé dans la
pariété apres un déplacement infinitésimal de celle-ct, est que le
point _

2y dMy + 2y dMy+ . .y dM,

appartienne lui-méme a la variété.
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Ce théoréme nous servira [réquemment dans la recherche des
aractéristiques des variétés planes mobiles ().

1. — Propriétés infinitésimales projectives des V,.

4. Pour étudier une V,, nous particulariserons le systéme de
référence mobile de la facon suivante :

A chaque point A de cette variéié, nous adjoindrons p points A,
A,, ..., A, situés dans Phyperplan tangent en A ala V,, et n—p
autres points provisorrement arbitraives qui, avee les p 41 pre-
miers, constitucront le repére mobile. (Au heu de A, nous éen-
vons A, et ®; au lieu de w,,).

Il existe aprés ce choix des relations identiques entre les com-
posantes w;; du déplacement instantané. D’abord le point A étant
assujetti & rester surla V,, le point dA sera situé dans I, tangent
en A & la variété; on aura done identiquement :

(l)p—}-l — 0, (op»pg: o, PITIN W, =0
et, par dérivation extéricure :

[oro1pr1] [ @e®2 par ] 4= o5 [0 00 ] = 0,

R D R I IR DR I I IR N BN R A Y

[oyona]l +[meman] .o {wpwp,] =o.

Les p formes w,, ..., w, étant hnéarement ndépendantes, la
résolution de ces relations extérieures donne les formules (%) :

4 dd)a 1 0(1’01 1 d‘pz

W= — P Wag = , ey Wy —
197 5 dw, 2 Jw, 4 2 dw,

(x=p+1, ... n),

ou ..\, @,y ..y O, sont n—p lormes quadratiques en o,

Wy wery O

(1) Dans ce qui suit, la notation 1, désignera un hyperplan 2 p dimensions,
c’est-d-dire une variété plane & p dimensions; LI, désignera un espace projectif &
n dimensions.

) En vertu d’un théoréme concernant la résolution des relations quadratiques
alternées (E. Carrtax, Sur les variétés de courbure constante, ..., n° 17).
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3. Faisons décrire au point A une courbe de la V,. Le plan
osculateur & cette courbe en A sera [A dA d*A). Ne conservant
dans d*A que les termes linéaires en A, ..., A,, il viendra :

A= (0,0 par e F 00y o)A pir e {0, B e+ 00 ,0) Ay
= d’l"‘" /\p-i-l -+ (b,,_{.g l\p+2 S, d),, An.

L.e plan osculateur & la courbe considérée est donc défini par le
point A, un autre point déterminé de 'H, tangent, et enfin un
point M de la variété plane [A,,,, A, ..., A,] ayant pour
coordonnées homogénes dans cette variété :

Ty =Ppyy, eens rp,=®,.

Le pont M ue dépend que de la direction de la tangente a la
courbe considérée : il est le méme pour toutes les courbes ayant
la méme tangente en A.

Il peut se faire que les n—p formes quadratiques ®, a
p variables, ne soient pas linéairement indépendantes. Soit ¢ le
nombre de celles qui sont indépendantes. Le point M ne sort pas
alors d’une certaine variété plane a ¢ dimensions située dans
[A,sis ooy Ay] On peut choisir les sommets A,,, ..., A,,, dans
cette variété plane, et, aprés ce choix, les formes ®,...,, ..., @,
sont identiquement nulles.

La variété plane & p 4+ ¢ dimensions ainsi définie est la plus
petite variété plane qui contienne les plans osculateurs aux
différentes courbes tracées sur la variété et passant par A : c’est
Vhyperplan osculateur a la variété en A. Le lieu des plans oscu-
lateurs ne se confond pas d’ailleurs nécessairement avec ’hyper-
plan osculateur : c’est en général une variété courbe, lieu de 'H,,,,
projetant & paviirde I'H, tangent le point M qui déerit dans Uhyper-
plan [A,.,, A, ..., A,.,] unc variété a p— 1 dimensions.

6. Coupons la V, par un hyperplan & n— 1 dimensions con-
tenant 'H, tangent en A, mais ne contenant pas I’hyperplan
osculateur en A. L’intersection avec la V, est une V,”, présentant
en A un point conique du deuxiéme ordve, doni les tangentes

Journ, de Math,, tome I, — Fasc. 111, 1924. 33
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vérifient une équation de la forme :
par Py + oo Dy 0y, =0,

En faisant tourner Phyperplan sécant autour de I'H, tangent,
on obtient un réseau linéaire de cdnes, qu’on appelle Ie réseau
asymptotique relatif au pomt A. Les formes @, et toute combi-
naison lnéaive de ces formes, sont les formes asymptotiques vela-
tives au point A.

51 une tangente est commune & tous les ednes du réscau asymp-
totique, elle est appelée tangente asymplotique. Toute courbe
de la V,, tangente en A & une tangente asymptoiique, a son plan
osculateur en A contenu dans UL, tangent & la V,, en A, et réei-
proquement.

Deux tangentes sont dites conjuguées, si elles sont conjuguées
par rapport a tous les cdnes du réseau asymptotique. Lovsque le
pomnt A se déplace sur Ia variété dans la divection d’une de ces
tangentes, PH, tangent en A a pour cavactéristique la divection

conjuguée.

7. En considérant les variétés planes & 3 dimensions oscula-
trices en A aux différentes courbes tracées surla 'V, on est conduit
parveillement & la notion d’hyperplan osculatewr du second ordre
alaV, en A ¢’est la plus petite variété plane contenant ious les
H, osculateurs en A aux différentes courbes de la V,. 51 cet
hyperplan, qui contient naturellement Phyperplan osculateur (du
prenuer ovdre), a p4¢-4r dimensions, nous choisirons a son té-
rieur les sommets A, oy, oy A L7 osculateur en A & une
courbe de V, est [A d\ d*A &*A], et d*A s’éerit, en néeligeant sa

projection dans Phyperplan osculateur :
A = ‘l",,+,/4_| -"\p+:,~ﬂ +.oo+ p+r/+rf\p+q+r~

Les coefficients W' sont des formes cubiques en w,, ..., ®,,
Iméarement indépendantes, qui ont pour expression :

v, = g)/,‘,_,‘).t]'p_“ +...+ 0)/;+,/()~(D/r+//

et qu’on appelle les formes asymptotiques du second ordre,
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Si Pon coupe la V, par un H,_, passant par ’hyperplan oscula-
7 p n—1
teur du premier ordre, mais non par hyperplan osculateur du
deuxiéme ordre a la V, en A, la V,_, d’intersection présente en
P ’ p—1i
A un point conique du troisiéme ordre, I'équation du cone tangent
¢tant :
f"’l ‘I‘ /H»t/-}-l + IO + fJ-l'lp‘lﬁ-l-l/ﬂ-/': o.

Le rvéscau linéaire de cOnes obtenu en faisant tourner PH,_,
sécant autour de M., osculateur, est dit le réseau asymplotique
du deuxiéme ordre. Une tangente commune a tous les cones
Y, = 0 cst une tangenle asymplotique du deuxiéme ordre. En sc
veportant & Pexpression analytique des formes 0%, on voit que
toute tangente asymptotique du premier ordre est tangente
asymptotique du deuxiéme ordre, mais la réeiproque n’est pas
veae,

De méme gqu'une courbe asymptotique du premier ordre a
un contact du deuxiéme ovdre avee 'H, tangent en chacun de
ses points, une tangente asymptotique du deuxiénie ordre a un
contact du trowsieme ordre en chacun de ses points avee 'H,.,
osculateur & la 'V, en ce point.

8. Rappelons trois théorémes de grande importance :

Tutonime 1. —- Les dérivées partielles du premier ordre d’une
forme asymptotique du dewxiéme ordre sont des formes asymploti-
ques du premuier ordre.

Il suit de ce théoreme qu’une fois connu le réseau asympto-
tique du premier ordre, le réscau asymptotique du deuxiéme
ordre n’est pas arbitraire.

Tutorime L. - St le réseauw asymplotique du deuxiéme ordre
est identiquement nul, Uhyperplan osculateur du deuxiéme ordre
se confond avec celut du premier ordre, et ce dernier est le méme en
tous les potnts dela V,. La 'V, est alors contenue entiérement dans son
I1,,., osculateur.

Tatortmi LI, — Le nombre minitmum de variables aw moyen
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desquelles peuvent s’exprimer les formes asymptotiques du premier
ordre est égal au nombre de paramétres dont dépend Uhyperplan
tangent d la V,. La méme relation existe entre les formes asymp-
lotiques du deuaiéme ordre et Uhyperplan osculateur du premier
ordre.

La méthode cmployée permet évidemment de définir les hyper-
plans osculateurs d’ordre quelconque; entre les réseaux asymp-
totiques de deux ordres consécutils, il existe des relations (ui
donnent lieu a des théorémes analogues aux précédents.

9. 5i nous dérivons ecxtéricurement les équations ¢tablics au
n° 4 :

w ! d®“~o ) =0 Wiy =0
i > ()wi = 0, 1), = 0, v—
(=t opa=p+1, . ,p+pd=p g+, o prg+rip>p+qg+r)

nous obtiendrons des relations quadratiques de la forme:
[wiBnp] + [@:Bigp] +. ..+ [wp®ips] =0,  avec Bijo==i;
dont la résolution donnera les formules :

- I dIFP . N
Wijp=§ m (p=ayt, 1),

ou I'peiy Ipny oy Iy, désignent ¢ formes cubiques que nous
appellerons les formes biasymptotiques ;

Fpigrts ooy Fpiger sont les formes asymptotiques du deuxiéme
ordre (Ir, =W,);

Frigsrsrs -y Fn sont identiquement nulles, a cause de la par-
ticularisation du repére mobile.

Appliquons de nouveau I'opération de la dérrvation extérieure
aux équations ainsi obtenues; la résolution des relations qua-
dratiques fera & son tour apparaitre des formes biquadratiques 1™
parmi lesquelles figureront en particulier, pour les valeurs

p=p+qg+r+1, ..., p+qg-+r—+s,

les formes asymptotiques du troisiéme ordre. On peut conti-
nuer indéfiniment Papplication du méme procédé.
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10. Dans une Communication récente a I’Académie('), M. Cartan
a montré la signification géométrique des formes différentielles
qui s’introduisent de cette facon, pour le cas des hypersurfaces
(V, dans E,. ). il est [acile de généraliser pour les V, de E,.

En rapportant la V, au systéme de coordonnées projectives
attaché au point A de la V,, 'hyperplan [AA A, ... A] étant
I’hyperplan tangent en A a la V,, les équations de la variété
prennent la forme :

‘2)

e = o (@) F o (@ 2p) e+ 0N (R Ty )
(o=p+1,p+a2,...,n),

ou 2% désigne un polynome entier et homogéne de degré k. Si

I'on substitue aux coordonnées courantes ,, &,, ..., z, les formes
de Plaff w,, ..., ©,, on obtient n— p suites de [ormes différentielles
qui ne different que par des facteurs numériques des formes déja
introduites par dérivation extérieure :

1o

I \ 1
[ G — ) [ — n —
op _—2!11{,, oy _—-—3!Fp, Ceey o=l

La loi de formation de ces différentes suites cst donnée par
les identités suivantes, qui généralisent celles de M. Cartan :

(2)
30N
du,;
i=1 i=1
A1y
NAL = . A
hhd —_ [3) . Q) " A e h-1)
S T ot 5 o+ 61 B )
i (-5 i
P n k-—lo . i’ n k—2
Yy il
_\V Vv . U996 irt-a) N 2 . () o th—ea)
i g 2 om0 (a—1)e" g o,
=1 0=p+1 a=2 T=p+1 a=2

La nctation doff désigne la somme de deux quantités : I'une
provenant de la différentiation des coeflicients de la forme g7,
Pautre étant 'expression

4 c)qo(,l‘" —— <
-—2 7;— [.z-,‘mi,‘— o)oo+z xjwﬁ] .

i
i=1 J#Ei

() Comptes rendus, 7 janvier 192/.
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11. Nous avons appelé tangentes asymploliques du deuatéme
ordre, les tangentes aux courbes qui ont un contact du troisiéme
ordre avec Phyperplan osculateur du premier ordrve a la V,.
Nous aurons parfois a considérer Ies courbes qui ont un contact du
troisitme ordre avee Uhyperplan tangent & la V,; leurs tangentes
sont données par les 2¢ équations :

Cy(0;...0,) =0, Falmy.coopy=o fa==p+1,p+2a ..,p+q)

dont ¢ sont du deuxiéme et ¢ du trosicme degré. Nous les appel-
lerons tangentes biasymplotiques ('). Les courbes biasymplotiques
ainst délinies sont, parmi les asymptotiques, celles qui ont leur
plan osculateur contenu dans tous les hyperplans tangents aux
cones asymptotiques suivant la méme génératrice, & moins toute-
fois que leur plan osculateur ne soit indéterming.

12. Le systéme de référence que nous avons attaché au point A,
et particularisé dans une certaine mesure, est loin d’étve complé-
tement déterminé. Appelons paramétres principaud les p o para-
mdétres qui définissent la position de A sur la V5 le repére mobile
dépend, en outre, d’une certaine quantité de paraméires secon-
daires, dout le nombre va diminuant chaque lois que nous imposons
une nouvelle condition aux sommets de véférence.

Il est facile, dans certains cas, de préciser le choix des sommets de
référence au moyen de considérations géomélriques; mals en
dehors de cas relativement simples, e recours & Panalyse est
pratiquement nécessaire.  Nous utiliserons, pour cette parti-
cularisation, ou ce qui revient au méme, pour la normalisation des
suites de formes différentielles qui s'introduisent successivement,
les formules du n° 10. Le symbole se désignera la variation
mfinitésimale que subit la quantité ¢ quand on donne aux para-

(1) Dans Pouvrage de Struix intitulé: Grundziige der mehrdimensionalen Diffe-
rentialgeometrie (Bexlin, Springer, 1922}, les biusymplotiques sont désignées (p. 74)
sous le nom de courbes asymptotiques du deuxiéme ordre (hauptangentenkurven
a-ter ordnung).
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metres sceondaives indépendants une variation infiniment petite,
les paramélres principawy restant fives; le symbole ¢; désignera
ce que devient la forme de Plalf o; quand on y remplace le sym-
bole d pav le symbole 2 (). 11 est clair qu’avee cette notation,
on aura

) (F==1,2, ..., p)

I — Les systémes différentiels en involution.

13. Dans la présente étude, je me suis proposé avant tout de
vechercher le degeé de généralité des V, possédant une structure
projective donnée, ¢’est-a-dive ayant un réseau asymptotique
réductible & un type projectil donné.

Frapplication de fa théorie de M. Gartan sur les systomes dilleé-
rentiels en involution s'imposait. Les V,, quil appartiennent a
un type projectil déterminé peuvent étee délinies, en effet, au
pomt de vue analytique, comme les multiplicités intégrales
& p dimensions ’un systéme de Plaff formé de s équations. Ces
¢quations sont lindaives par rapport aux difféventielles de p 4 s
variables (dont p sont indépendantes et s dépendantes), les coelli-
cients de ces équations venfermant, outre les vaviables, un certain
nombre de paraméires auxiliaives. Soit

(') 0|:O, 0220, “ey 93:——0

ce systéme. Choisissons de plus p formes w,, w,, ..., ©,, qui, jointes
0,, 0,, ..., 0, forment p 4 s combinaisons linéaires indépen-
dantes des difféventielles des variables.

Les relations quadratiques alternées qu’on déduit du systéme (1)
en égalant & zévo les covariants bilinéaives des formes 0, 0,, ..., 0,
peuvent s’ écrive, quand on tient compte des équations (1) elles-

nss

(') Cette méthode de particularisation a ét¢ exposée en détail par M. Cartan,
dans son Mémoire Sur la déformation projective des surfaces (Ann. Ec. Norm., 1920,
pp. 280-28G). Nous ometirons le plus souvent, pour abréger, les calculs de parui-
cularisation..
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mémes, et en supposant le systéme (1) compatible :

‘ L@ ] 4= [ @y |+ .+ 0,5 ] =0,
(2) N .

( [wi@1] + [w2®0s] +. ..+ [, ®,] = o,

Sv e e e e e .

Les formes ®; sont linéaives par rapport aux différenticlles des
parameétres auxiliaires, et peuvent aussi contenir les différenticlles
des variables. Adjoignons-les aux lormes 0, ¢t o, el soit p-+s+q
le nombre de formes indépendantes obtenues : d’aprés un théoreme
général ('), le nombre ¢ est fe nombre de paramétres essentiels
qui figurent dans les coellicients du sysiéme (1).

14. Pour reconnaitre si le systéme (1) est en involution, et quel
est le degré d’indétermination de ses multiplicités intégrales &
p dimensions, nous introduisons p syvstémes d’indétermindes :

Zis Zay ceer &

z! =t zt

S =2 LR S R
vy e ey

=(p=1) mp-10 1)

S > Soesry Gp s

puis nous considérons les sp équations linéaires :

L+ L®ay - I, ®, = 0,
E m s gy, C Wy T2 0
Sl + @4 A= W = 0,
ooooo . 0!..!QQOO"'Q..-.'.cp-l'l.~"i
;—:’,w”—k :_,m:\ e SN — :f;,w,,‘ =0,

e sae e D R I D A I IS oy

N B @t S Vo

Appelons s, le nombre des formes w; indépendantes que 'on
peut tirer des s premiéres équations;

$,+ s:le nombre des @, que Pon peut tirer des 2s premiéres
équations ;

(M) E. Cavran, Swr les variétés de courbuyre constante . . ., n° 30 (loc. cit.).
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si+8&+ ... +s,le nombre des wm; indépendantes que I'on
peut tirer des ps équations, et qui est du reste égal au nombre
total des @, indépendantes.

Résolvons enfin les relations quadratiques (2) en prenant pour
Aes ©;; des combinaisons linéaires de w,, ,, ..., ©,, avec le plus
grand nombre possible de coeflicients arbitraires.

La condition nécessaire et suffisante pour que le systéme (1) sott
en tnpolution est que le nombre des coefficients arbitrairves qui s’intro-
dutsent dans cette résolution sout égal a

Si 2k 3854+ ps,.

St cette condition est réalisée avee s, > 0, §,,, =...= 8§, = 0,
les multiplicités intégrales les plus générales a p dimensions
dépendent de s, fonctions arbitraires de o arguments.

Si elle n’est pas réalisée, on devra prolonger le systéme (r)
en y adjoignant les équations données par la résolution la plus
générale des relations quadratiques (2). Le nouveau systéme
ainsi obtenu aura la méme nature que le systéme primitif; on
cherchera par la méthode indiquée s’il est en involution. Un théo-
réme général nous apprend qu’en répétant un nombre sullisant
de fois ce prolongement, on arrive nécessairement ou bien a
un systéme incompatible, ou bien & un systéme en involution (').

Sous certaines réserves, on peut se contenter de prolonger par-
tiellement le systéme (1), en y adjoignant une partie seulement des
équations obtenues par la résolution des relations extérieures (2).

CHAPITRE 1L

LES VARIET(S A DEUX DIMENSIONS:

13. Le but du présent Chapitre est d’exposer briévement les
propriétés projectives des V, de E, auxquelles nous ferons allusion
dans la théorie des variétés a 3 dimensions.

(Y} E. Cartan, Sur la structure des groupes infinis de transformations, n* 10,

11, 12 (loc. cit.).

Journ. de Math., tome I11. — Fasc. I, 1924. \j/4
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L’hyperplan osculateur & une V, ne peut avoir plus de 5 dimen-
sions. Quand il a 3 dimensions ¢n chaque point de la V,, deux cas
sont & distinguer, suivant que la forme asymptotique unique cst
réductible & un carré, ou non : dans le premier cas, on a les sur-
faces développables de E,; dans le sccond cas, on a les surfaces
non développables de E,. On doit remarquer, en cffet, que toute V,
qui posséde deux lamilles de lignes asymptotiques est nécessai-
rement contenue dans un espace & 3 dimensions.

Quand Phyperplan osculateur & une V, a, en tout point, 4 dimen-
sions, nous dirons, aprés Segre, que la V, est d’espéce ®. Une V,
d’espéce ® admet au plus une famille de lignes asymptotiques.

Enfin, s1 Phyperplan osculateur a 5 dimensions en tout point A,
il n’est plus le licu des o? plans osculateurs aux différentes courbes
tracées surla V, et passant en A.

I. — Les V, développables de L, (n = 3).

16. Soit &3 = w] l'unique forme asymptotique de la V,. Le
systeme de Plaff correspondant est en involution avec s,=n—-1;
la généralité des V, intégrales est donc la méme que celle des
courbes gauches de E,. Ce fait s’explique sil’on remarque que ces V,
peuvent étre considérées comme le lieu des tangentes [AA,]
a une courbe gauche, et réciproquement.

En particularisant convenablement le repére mobile, la forme
biasymptotique

Fy= 0] (053 4+ 03— 201,) — 20, 0300,

peutl toujours étre ramenée a zévo. Mais la forme biquadratique I'}
contient en général un terme en w!w, qu’on ne peut réduire.
Les V, pour lesquelles ce terme n’existe pas ne dépendent que
de n-——2 fonctions de 1 argument : la génératrice [AA,] passe
alors par un point fixe, et la V, est un céne ayant pour dircctrice
une courbe située dans un espace & n— 1 dimensions.
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1. — Les surfaces non développables de E; (').

17. LesV,, dont le plan tangent dépend de deux parameétres et
dont Vhyperplan osculateur a 3 dimensions, sont des surfaces
de E,. En cffet, leur unique forme asymptotique pouvant étre
ramenée ‘4 2 ®, ®,, aucune forme asymptotique du deuxiéme
ordre nc peut exister : I’hyperplan osculateur & la V, contient
done toute la variété (n° 8, Th. I et II).

Le systéme différentiel qui délinit ces variétés est en involution
avec s, = 1. La forme biasymptotique

F;; = — '2'1)? 0y + 20)10)2(0)33 “+ 0)gp — Wy — 0)22) -— 2(&)3 [A7Y
peut, dans le cas général, étre ramenée a
Fy=w}+ wl.

Si Pon suppose que le terme w) n’y figure pas, on obtient les
surfaces réglées : les intégrales du systéme différentiel corres-
pondant ne dépendent plus que de 3 fonctions de 1 argument.
La forme biquadratique I’ peut dans ce cas étre réduite a zéro,
S’il en est de méme de la forme du cinquiéme degré I¥), le systéme
difféventiel est complétement intégrable et définit la surface
réglée de Cayley, (qui admet un groupe projectif & 3 parameétres :

) S
By= XXy xy.

En supposant enfin que la forme biasymptotique Iy puisse étre
réduite & zéro, 1l cn est de méme de toutes les formes suivantes :
le systéme différentiel est encore complétement intégrable et

définit la quadrique
X=X, T,.

(1) Cf. Cartan, Swr la déformation projective des surfaces (Ann. Ec. Norm.,
1920). Les propriétés projectives des surfaces réglées ont été étudides au moyen
de la méthode de M. Cartan par P. MenTrE dans sa Theése Les variétés de Uespace
réglé (Paris, Presses Universitaires, 1923 ), S
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1l. — Les V, d’espéce ®.

18. Segre a particuliérement étudié les V, dont Phyperplan
osculateur a moins de 5 dimensions, et il les a appelées les sur-
faces d’espéce ®. Iei cette expression désignera les V, dont ’hyper-
plan osculateur a exactement 4 dimensions. Deux cas distinets
peuvent se¢ présenter, suivant que les formes asymptotiques ont
ou n’ont pas de facteur commun.

Les V, d’espéce ® a deux familles de caractéristiques.

Quand les formes asymptotiques n’ont aucun facteur commun,
on peut poser : '

y= 0, ®, = wj.

Le systéme de Pfaff correspondant est en involution avee
s, =2: les V, de ce type dépendent done de 2 f[onctions de
2 arguments, quel que soit le nombre de dimensions de E, (n > 3).

Elles n’ont pas de lignes asymptotiques, mais elles admettent
deux familles de lignes remarquables, qu’on peut définiv de la fagon
suivante. En général, deux plans tangents consécutils n’ont aucune
droite commune : il y a exception si le second plan est pris dans
Pune ou Pautre des divections définies par

Wy, =0, Wy = O,

Les courbes correspondantes ont été appelécs par Segre les carac-
téristiques (') de la sarface. Les plans tangents a la survface le long
d’une caractéristique envcloppent une surface développable,
dont les génératrices sont des tungentes caractéristiques de
Pautre famille. Le lieu des arétes de rebroussement des dévelop-
pables correspondant a une famille de caractéristiques est, en
général, une surface de méme structure que la surface d’ott Pon
est parti. Cest une transformation analogue & la transformation
de Laplace pour les réseaux conjugués.

(1) Cette dénomination a trait & la relation qui existe enirc ces courbes et
Péquation aux dérivées partielles qué vérifient les coordonnées homogénes de
Ja surface,
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Il peut se [aire que 'une des transformées, ou les deux, dégé-
nérent en une courbe. La surlace primitive est alors I'enveloppe
d’une famille ou de deux familles de cdnes : dans le premer cas
elle ne dépend que d’une fonction de deux arguments; dans le
sccond cas, de 2n fonctions d’un avgument.

Dans E;, ces V, ont en général une forme asymptotique du
second ordre réductible & W, = w}+4w} qui, égalée a zéro, définit
trois familles de tangentes asymptotiques du deuxiéme ordre.

Les V, d’espéce @ & une famille d’asymptotiques.

19. Dans le cas ol les formes asymptotiques ont un facteur
commun, on peut prendre pour base du réseau

O, = i, ¢, =200,

et le systeme difféventiel qu’on obtient est en involution avec s, =1.
Les V, considérées, qui peuvent exister daus E, (n > 3), dépendent
seulement d’une fonetion de  deux arguments.

(Cest & ce type qu’appartiennent les V, réglées non développables
de I, (n > 3). Les asymptotiques défintes par Uéquation. :

w, =0

seront vectilignes, si la forme biasymptotique I, ne contient pas
de terme en w} : le systéme de Plaff corvespondant est en involution
avee s, = 2n— 3, ce qui est effectivement le degré de généralité
des surfaces véglées de E,.

Le réseau asymptotique du second ordre peut étre engendré
par les deux formes cubiques w}, 3w} w,. Examinons le cas ou
Phyperplan osculateur ne dépend que d’un paramétre : la seule
forme asymptotique du deuxiéme ordre sera alovs:

W= .
Le systétme de Pfaff correspondant est en involution avec
s, =n-+1. '

1.’étude des V, intégrales se fait aisément en particularisant par
étapes e repére mobile, On trouve que ces V, sont toujours
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réglées, la génératrice rectiligne étant située dans le plan oscula-
teur & une courbe gauche arbitraive. Si la génératrice est assu-
jettie, pour chacune des positions du plan osculateur, & passer
par le point de contact du plan osculateur et de la courbe, la V,
ne dépend plus que de n fonctions d’un argument. Enfin, comme
cas plus particulier encore, la V, peut &tre engendrée par une droite
qui s’appule sur une droite fixe : il entre alors n---1 fonctions
arbitraives d’un argument dans sa définition.

Inyversement, toute V, de L, (n > 4) engendvée de Pune de ces
trois maniéres, appartient au type que nous étudions, car son
hyperplan osculateur ne dépend dans chacun de ces cas que d’un
parametre. Dexplication du degré de généralité trouvé par
Panalyse est dés lors immédiate.

"

1V. — Les V, dont ’hyperplan osculateur & le nombre
maximum de dimensions.

20. Lelien des plans osculateurs aux difféventes courbes de la 'V,
passant en A est dans ce cas une variété quadratique & 4 dimensions
située dans Uhyperplan osculateur et renfermant I'hyperplan
tangent & la V, en A,

- Le systéme différentiel de ces V, s

b

éertt

( Wy ==o0, o), = O, 6}, == 0, W) == 0,
(1) W3 == 0y, W1y = O, W;;=0, W =0,
W3 = 0, Wy == Wy, B9 = . mpy=0 (A=6,7, ..., n),

d’ou'on déduit le systéme dérivé :

[ (wyz— 20 + 0yg)] T [wa (03— way)] =o,
[001(“’;3‘“&’21)] + [0y 0055 ] =0,
[(0)((03;"—20012)] + [ ( Wy 4 W= — W) ] =0,
(2) [0 (05~ @gg— 0y — t323) ] =+ [ @ (53— 203,)] =,
[wiws] + [ @y (@5 — wp2) ] =0,
[0 (05— 0y2) ] A [ wa (@55 — 2039+ wyo) ] =0,
[wi0n] + [wywa] =0,
[wi00] + [wsw0] =o
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21. Quand Vespace a 5 dimensions, il existe sur cette Vy, en
général, cing familles de courbes remarquables qui ont en chacun
de leurs points un contact du troisiéme ordre avec I'H, con-
tenant deux plans tangents conséeutifs. Si Pon cherche, en
effet, & quelle condition le d*A d’une courbe est situé dans
PH, défini par les cing points A, A, A,, 0/A; + 0,A,,
o, A, + 0, A5, on est conduit & annuler la forme différentielle
du cinquieme degré :

== (0': wy; + (-.):: &),(36)‘5 - Cﬂ;;-,) -+ GJ"; (03(0);;;;*‘ 20y, + (l):;:t)

“+ o, (l): (2&)-,3— (1)5-,) -+ (1)2‘0)53 .

1l existe une relation intéressante entre cette forme A et les
formwes blasymptotiques Iy, Fy, T Par un choix convenable du
repire mwbile, la forme Iy peut d’abord étre véduite a zéro, et

la forme A peut s'éerive ¢
= wiFs+ 2w 0, F, + 0 F;,

ce qui montre que les formes biasymptlotiques peuvent étre
regardées comme les dérivées partielles du second ordre de la

. 1
forme TR N
1.0

Les V, pour lesquelles la forme .\ est identiquement nulle ne
dépendent que de constantes arbitvaives, et se déduisent de Pune
d’entre clles par un déplacement projectif. Aprés toutes les par-
ticularisations possibles du repére mobile, les formules du dépla-
cement Instantané deviennent :

d\ = oA + oA+ wAy,
dAi=wpA + oA 4 opdi+ oA+ Ay,

dA\y= w3 A + 09| + wal, 4+ oAy oAy,
d:\;‘: Wy, f\l -+ ('3&)“ "—(A)‘m)a‘\a -+ 20)121\;,
1 1 .
l[:\‘:: ;(ﬂmi\, -+ ‘;C\)]o.’\a‘*‘ (‘)21'\3’*" (h)“+ Wey— Cl)(lo),f\; -t Cr)n.'\;;,
dA;= wap As 4+ 2wy 4 (20— W) A;.

Cette V, admet done un groupe projectil a huit paramétres, de
méme structure que le groupe projectif du plan. En coordonnées.
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non homogénes, ses équations peuvent s’éerire :

L
£y —.ri, XIS 2, €Ty =

2
" s £

K-

Cest la surface du quatrieme ordre de Véronése, qui admet deux
familles de coniques génératrices. 1l ¢st commode, pour obtenir
les équations finles du groupe de cette V,, de la représenter pava-
métriquement en coordonnées homogénes :

. . , . (I . . T,
No= 3, N, = u,v, Xo=w,e, \N;= Sui. Ni=wuy, X;= —uiy
puis d’effectuer la transformation projective la plus générale sur
les pavameétres w,, u,, ¢, considérés comme des coordonnées homo-
génes dans un plan.

22. On peut particulaniser le repére mobile de telle sorte que
;

[AA,] soit toujours tangente & une des courbes définies par A = o.

Ce choix entraine comme conséquence :

Wy == 0 (mod ).

Cherchons sl existe des 'V, sur lesquelles les courbes w, = o
qui vérifient \ = o, sont des sections hyperplanes. Il faut pour
cela qu’on ait aussi

Ol = (mod o,).

On est conduit, par des particularisations suceessives, a adjoindre
H >
au systéme (1) les équations :

Wy; = O, 6), 5 = 0, ) 4)gy = O, Wya == 0, W4y == 0,

et le nouveau systéme est en involution avee s, = 2: les V, qui
jouissent de cette propriété ne dépendent, dans Ly, que de 2 fone-
tions de 2 arguments. Chacune des courbes ©, = o est alors con-
tenue dans un H; fixe, et deux H; consécutifs se coupent suivant
un plan.

25. Les V, du type étudié dont le réseau asymptotique du
second ordre est engendré par deux variétés triples sans autre
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point commun cue le point A, ne dépendent, dans E,, que de
3 fonctiops de 2 arguments. Celles dont hyperplan osculateur
ne dépend que d’un paramétre n’exigent pour leur définition que
2 fonctions de 2 arguments; clles ont une famille de lignes asymp-
totiques du second ordre.

CHAPITRE L

LES V3 DONT L'UVPERPLAN OSCULATKUR A QUATRE DIMENSIONS,

24. Le nombre des formes asymptotiques linéairement indé-
pendantes d’'une V, peut varier de 1 a 6. Une ¢étude compléte
de tous les types projectils serait trés longue : je me bornerai
a ¢tudier les propriétés les plus mtéressantes des V, dont Phyper-
plan a 4, 5 ou 6 dimensions.

Les V, qui n'ont qu’une forme asymptotique se classent naturel-
lement en trois groupes, suivant le rang de cette forme.

Au premier groupe appartiennent les V, développables de E,.
Le sccond groupe renferme les V, de E, dont ’hyperplan tangent
dépend de 2 paramétres. Enfinle troisiéme groupe est constitué parv

les V, de E; dont Phyperplan tangent dépend de trois pavametres,

I, — Les V, développables de L,,.

23. Ces V, apparticnnent & un type général qui a été étudié
par M. Cartan (') : celut des V, de E,, dont Phyperplan tangent
ne dépend que d’un parameétre. Le résultat obtenu est le
sulvant : _

Une V, de ce type est Penveloppe d'un H, osculateur & uns
courbe gauche, ou équivalemment, le heu d'un H,_, osculateur a
une courbe gauche; et réciproquement.

Dans le cas actuel, les V; sont done, en général, engendrées

(1) Sur les variétés de courbure constante ... (n® 48). Voir aussi, pour Pétlude
des Vy développables de L, E. Carrax, Sur la déformation projective des surfaces
(n®s 51-57).

Journ. de Math., tame III, ~ Fase, I, 192}, . 35
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par oo' plans oseulateurs & une cowrbe gauche, mais des cas
particuliers peuvent se présenter : on peut avorr soit des hypercones,
engendrés par o' plans projetant d’un pomt fixe les tangentes
& une courbe gauche queleonque située dans un E,_, qui ne con-
tient pas le point de vue; soit des V, engendrées par o' plans
projetant & partic d'une droile five les points d'une courbe
quelconque d'un E,_, ne contenant pas cette droite.

Les 'V, développables peuvent exister dans L. Au contraive,
st Punique forme asymptotique d’une 'V, est de rang 2 ou 3, les
réseaux asymptotiques d'ovdre supéricur sont nuls, ot la V),
est une hypersurface de E,.

Il. — Les hypersurfaces de I, dont ’hyperplan tangent
dépend de deux paramaétres.

26. Prenons pour forme asymptotique :
‘l’; = 2N 3.

Aucune forme asymptotique du second ordre ne pouvant
exister, les Vy sont des hypersurfaces de E, (n° 8).
Elles sont les mtégrales du systéme de Plaff :

(" Wy, =0, Wy, =: 0, Way =T W3, W3y = Wa,
qui a pour relations dérivées :

[wety3] + [wswye ] =0,
(2) ? [oio] - afwiway] + [0 (@54 0y — og—053)] =0,

[0 ] -+ [we(was =+ @es— wao— @33) ] + 2[w3w5] = o,

Ce systtme étant en involution avee s, = 2, les hypersur-
faces en question dépendent de 2 fonetions de 2 arguments.

Les tangentes asymptotiques se répartissent en deux plans, dont
Pintersection [AA,] est une génératrice rectiligne de la V, : la
premiére relation (2) montre eneffet que les formes ©,, et ©,, sont
indépendantes de w,. '

Une premuére particularisation du repére mobile raméne o,,
A aw, etw,a bu, '
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A. En général @b #£ o, ¢t 'on peut encore particulaviser de
facon & avoir : :

(3) W3 = Wi,y Oy = W3,
¢t réduire la forme blasymptotique &

F, =3 (01 +n]).

’ »

Deux génératrices inliniment voisines se rencontreront st Pon ac:

o

0y Wy — 63 W2 == 0.

On peut done réaliser cette condition en hant les paramétres
par Uune ou Pautre des deux équations complétement intégrables:

Ba=—G)3= ou Mg+ M3 == 0.

La ¥V, est par conséquent engendrée de deux lagons différentes
par o' surfaces développables. Les deux pomnts focaux sur la-géné-
ratrice {AA,] sout :

M =A—\ el Mo= A A,

Chacune des nappes focales est, en général, une surface de E,
d’espéee @ & deux familles de cavactéristiques (n® i8), les arétes
de rebroussement des développables génératrices constituant une
famille de caractéristiques. La V, est donc engendrée par une
famille de tangentes caractéristiques d’une V, d’espéce ®.

Réciproquement, toute V,, engendrée par les tangentes caractéris-
tiques d'une V, d’espéce ® située dans Ey, appartient au type
étudié. En elfet, solent A le pomt ol la tangente [AA,] touche
la V,, et [AA,] la seconde tangente caractéristique issue de A.
D’apres la théorie des Vya caractéristiques, la droite [AA, ] admet
un second pomt focal, A; par exemple, dont le licu est une V,
de méme structure. Soit [\, B] la seconde tangente caractéristique
de cette nouvelle V,. L’hyperplan tangent & la V, lieu de [AA,]
est le méme tout le long de [AAN ] : c’est [AA,A,B]. Cette V,
est donc une hypersurface dont hyperplan tangent ne dépend
que de deux paramétres. )
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Le mode de génération des hypersurfaces considérées explique
leur degré de généralité.

B. Soit maintenant @ = o. Au systtme (1) on doit adjoindre
les équations :
) W= 0, 0)y2 22 Gy
et le systéme obtenu est en involution avee s, = 1.

Dans ce cas, 1l n’existe plus qu’une famille de développables

génératrices, définiec par I'équation complétement iutégrable :
wy= 0.

La génératrice [AA ] ne posséde qu’un point focal, le point A .
La surlace focale, licu de A,, estune V, d’espéce @ a lignes asymyp-
totiques (n°19), si bien que la V, est engendrée par les tangentes
asympiotiques d’'une V, d’espéce .

Réciproquement, toute V, engendrée par les tangentes asymp-
totiques d’une V, d’espéce ® de B, appartient au type étudié.
En cffet, si cette V, a pour formes asymptotiques de base :

O, = i, P, = 2wy,
la V, licu de la tangente asymptotique [AA,] a le méme hyper-
plan tangent le long de [AA,], & savorr [AA A, A]: son hyper-
plan tangent ne dépend done que de deux paramétres.
C. En supposant comme précédemment :
Wy3=0,
on peut en général résoudre les relations (2) par
Way = C g,

cn particularisant le repére mobile. 51 ¢ = o, on obtient de nou-
velles V,, intégrales du systéme (1) auquel on adjoint :

(%) w3 = 0, w3 = O.

Ce nouveau sysiéme est en involution avee s, = 5.
L’équation complétement mtégrable w, = o délinit une famille
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&
o
O

de plans générateurs, car on a :
AlAA A, ] == (o0 + 0+ 0a2) [AA A, ] (mod wy).

Réciproquement, toute Vi lieu d’un plan de E; & un paramétre,
non osculateur & une courbe gauche, est une hypersurface du type
considéré. En effet, le plan générateur veste tangent & une courbe
fixe de EE; et Phyperplan tangent a la 'V, qu’il engendre est le méme
le Tong de toute drotte située dans le plan générateur et passant
par le point de contact de ce plan avee la courbe fixe.

D. A ce type appartiennent des hypersurfaces admettant
une famille de plans générateurs et, en outre, une famille doublement
infinie de drotles génératrices. :

Supposons en cffet que les équations (5) soient vérifides. Le
systéme dérivé (2) peut alors se résoudre, en particulavisant le
repére mobile, par

M= 0, Mag == O, Wy == 2wy, 32 == Oy, Og3 ~F Wy == Wy — W3, == O.

Une nouvelle dérivation extéricure permet d’éerive, en parti-
cularisant encore : .

Gy = 0, 3 — (Nag == O, Waz = O — W3+ Wgy = 0,

Wya— Wyo— Wa =0, . Wy = Awg.

’ ’

Pour que [AA,] soit génératrvice de Phypersurlace, il faut et il
sullit que A soit nul. En dérivant extéricurement, et vésolvant,
il vient :

g0 77 32y, Wiy = 33&‘3' Wy — W3o == AWay . Wy = Oy ~+ 11{30):-

1’examen du systéme dérivé montre que ce systéme n’est com-
patible que st @ =8 =0, et, dans ce cas, on obtient un systéme
complétement mtégrable.

Les formes w,, 0y, 0y, 0., 0y —0,,, ®,;3—00,, restant indé-
pendantes, les V, intégrales du systéme complétement inté-
grable admettent un groupe a 6 paramétres. Elles sont

toutes égales dans Pespace projectif. En annulant les formes
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Wy Wyy—— 0y, ¢t Wy —©,,, ¢t cn posant :

wy=du,,

les Tormules de Irenet génévalisées

oy = duy + wy dug,

’

duisent a I'équation finic de la V, :

Les transformations mlinitésimales du groupe de cetie 'V,

les sutvantes :

X/= 58
=it

Nof =(2s— wy,)

5. Supposons mamtenant « = o, b

2
X, = Ly — L1 Xy,

g
+2.2 g—é-% Ty g{—’
dg{_' (o) gi _

W) =0,

cntraineront par dérivation

et les V, intégrales dépendront de 1 fonction de

.

O]

My3TZ 0

1o — 0y

wy = duty,

s'intégrent aisément et

af

)
Y AP —_—
Y dary

con-

sonlk

Jdf

a
3
tda,

o. Les équations

arguments

Ce sont les hypercones projetant du point fixe A, une V, de Pespace

‘ordinaive.

St Pon suppose de plus

a3 =0,

les V, intégrales ne dépendent plus que de 3 [onctions de 1 argu-
ment : la surface directrice de I’hypercéne est réglée, si bien que
Ihypercone est le lieu de o' plans passant par un point fixe et
tels que deux plans conséeutils n'alent aucune droite commaune,
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Enfin, en ajoutant 'hypothése que w,, ne dépende pas de w,,
on est conduit & adjoindre les nouvelles équations :

33T 0, gy Moy — W == 643 =0y G W3pT= 0, Olyy— gy == 0, 690,

4 4

et 'on obtient un systéme complétement intégrable. Les surlaces
divectrices sont des quadriques, et les hypercénes admettent
deux familles de plans générateurs.

Réciproquement, toute hypersurface de E; admettant deux
familles de plans générateurs appartient nécessairement a la classe
¢tudiée, car son cone asymptotique doit se décomposer en deux
plans, et en exprimant que ces deux plans sont générateurs de la
Vy, onretombe sur le systéme précédent. Ces hypersurfaces sont
done toujours des hypercones.

27. Les vésultats précédents concernant les V, de E; dont 'l
tangent dépend de deux paramétres pourraient se déduire par
dualité de la théorie des V, de E,.

I1I. — Les hypersurfaces les plus générales de I:;.

28. Les V, dont la forme asymptotique est de rang 3 sont
contenues tout entiéres dans un espace & 4 dimensions, car leur
réscau asymptotique du second ordre est identiquement nul.
Les tangentes asymptotiques forment un véritable cone.

Prenons pour forme asymptotique :

D, =206, 0,4 200, 0; + 2w 0;.
Ce choix étant [ait, la forme biasymptotique I', n’est pas encove

parfaitement déterminée : une modification du repére mobile
la transforme en la nouvelle [orme :

F, + (2o + pw,—+ va,) 0y,

ol A, u, v sont arbitraires.
Les tangentes biasymptotiques sont données par les solutions
communes aux deux équations :

d,=o, F,=aq.
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Si la cubique I', = o ne dégénére pas en une droite ct en
la conique @, = o, le nombre des tangentes biasymptotiques est
fini et ne peut dépasser six. En remarquant que toute génératrice
rectiligne est biasymptotique, on en conclut qu’une V,; de I£; admet
au plus six familles de génératrices rectilignes, si elle en admet un
nombre {ini. Ce maximum est rvéalisé dans les V, du troisiéme degré.

29. Supposons que toutes les tangentes asymptotiques, qui
constituent le cone @, = o, soient aussi biasymptotiques. D’aprés
une remarque précédente, un choix du repére mobile permet alors
de réduire I, identiquement a zéro. Les formes différentielles
d’ordre supérieur peuvent toutes étre de méme réduites a zévo,
et Pon obtient le systéme complétement intégrable :

W, = 0, Wy == Wy + Oy, 0)ay = W3+ Wy, G133 == Wy —+ G2,
2+ W3 =0, 044 -f Wgo— 511 = G2z~ 63— Olgy = O,
Wiy Wy == O, Wiy = Wy —= Was— Wyz— Wi — W3 = U,
W3-+ Wy =0, Wy = Gy~ W3 — W) == Oga— W2 == 0,
Wy + Wiy — W)= 0, 043+ Wy = Wy = O, 64+ Wi — Wy == O, (0'.0:‘"-

Les V, intégrales, ne dépendant que de constantes arbitvairves,
sont toutes égales dans Despace projectil. En annulant les
formes w,;; qui sont encore mdéterminées et en posand :

wy = diy, 0y = duy.my = duy,
on obtient les formules de Frenet généralisées :
dA = du A+ du, A+ dug Ay,
dA = (du,+ dug) Ay,
dA, = (du;+ duy) Ay,

d\;= (du,+ dus) Ay,
dA, = 0,

d’olt équation finte de la V,, en coordonnées non homogenes :
X=X Uy - Xy Ty Ly Ty

Cest hyperquadrique de E,.

Le fait qu’aprés toutes les particularisations possib]cs, le
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mouvement instantané du repére mobile dépend cncore des
dix lormes indépendantes :

IO fa, (O (A)l._y, azyy Cl)_-“, [OTYS 0y [T 0)y 4 Odyo

montre gue cette hypersurlace admet un groupe projectif & 1o para-
metres, Les formules du déplacement instantané donnent mmmé-
diatement les transformations infinitésimales de ce groupe.

CHAPITRI 1V.

LES V3 DONT L'HYPERPLAN OSCULATEUR A CINQ DIMENSIONS.

50. En général, st hyperplan une V, a 5 dimensions, les
cones du véscau asymptotique de cette V, en un point A passent
Lous par 4 tangentes lixes, qui sont les 4 tangentes asymptotiques.
Une V, de cette nature a done 4 lamilles de lignes asymptotiques.
Parmi les cones asvmptotiques, il en est 3 qui dégénérent en deux
plans; les géndratvices doubles de ces 3 cones dégénérés seront
appelées les tangentes jondamentales de la V, en A < elles déflinissent
sur la V, 3 lamilles de courbes fondamentales. A une divection
arbitraive prise dans Uhyperplan tangent coreespond une direction
conjuguée bien déterminée. Il 0’y a d’exception que pour chacune
des tangentes Tondamentales, qui est conjuguée a toutes les tan-
gentes situées dans le plan des deux autres tangentes londamen-
tales,

St tous les cones asymptotiques sont tangents le long une
génératrice commune, les V, ont sculement trois fumilles de lignes
asymptotiques, P'une de ces familles étant double, et deux
famuilles de lignes fondamentales, I'une étant conlondue avec la
famille d’asymptotiques doubles.

Si tous les cones asymptotiques sont bitangents suivant deux
tangentes fixes, il n’existe plus que deux familles d’asymptotiques
doubles. Toutes les tangentes contenues dans le plan délini par

Journ. de Math., tome Ifl. — Fasc. 111, 1924, 36
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les tangentes asymptotiques sout fondamentales, et il existe
en outre une famille distinete de courbes fondamentales.

Enfin, 1l peut se faire que les cones asymptotiques aient suivant
unie génératrice commune un contact du deuxiéme ordre ou du
troisicme ordre. Dans le premier cas, la génératrice commune est
tangente asymptotique triple, et 1l existe une autre tangente
asymptotique et une tangente fondamentale. Dans le second cas,
la génératrice commune est tangente asyniptotique quadruple,
el toutes les tangentes situces dans le plan tangent commun a
tous les cdues asymptotiques sont des tangentes fondamentales.

Dans tous les cas précédents, le réseau asymptotique contient
de véritables cOnes. Mais il peut arriver que tous les cones soient
dégénérés. Sils n’ont’ en commun qu'une tangente, la V, n’a
qu'une lamille de lignes asymptotiques; s’ils contiennent tous
un plan fixe, toutes les tangentes situées dans ce plan sont asymp-
totiques, mais il {aut encore distinguer suivant que Uhyperplan
tangent & Ja V, dépend de deux parameétres ou de trois.

Nous étudicrons d’abord les V, dont le véseau asymptotique
ne contient pas de véritables cones.

I. — Les \; dont I'hyperplan osculateur a cinq dimensions
et dont tous les cones asymptotiques sont dégeénéres.

V, wayant quw'une famille de lignes asymploliques..
31. Nous pouvons prendre pour base du réseau asymptotique:

§, = nl, O,=w

5

o

Tous les cOnes du réscau asymptotique se décomposeut en deux
plans passant par la tangente asymptotique [AA,] et formant un
faisceau harmonique avee les deux plans [AA,;A,] et [AA AL
Toutes les directions de hyperplan tangent sont conjuguées a
la divection asymptotique. Deux hyperplans tangents en denx
points infiniment voisins A ¢t A/, ce dernier étant dans le plan
[AAA] se coupent suivant le plan [AA AL, et véeiproquement.
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Ces V, sont définies par le systéme de Pfaff :

), = 0, 0}y == 0, 0); — O,
(1) W= 0, W5 = 0, 0 A= 0,
Wap = W3y Wi5== 0, 023 = 0, .
Wy, = 0, 035 == 0, 0)3). == O (h=6,7, ..., n),

d’olt Pon déduit les relations quadratiques :

[ma0] =M
forop] 4 [02(200— 0y — w40) ] = [993005 | =0,
[[o1s0042] — {onmg] =o,

i . [oamy] = o,
— [wyoi; [y, = 04

[myons] -+ [0 -+ {05 (2605— agy~— 035 ) ] == 0.

[orama] = o,

[oymg ] =o.

Ce systéme est en involution avee s, = 2. :

On constate immédiatement que les lignes meplotz,qum sont
rectilignes et que hyperplan tangent est le méme le long d’une
génératrice.

Les plans [AA, A, ] et [AA, A;]sont [ixes le long d’une génératrice;
ils définissent deux familles de surfaces génératrices qui leur sont
respectivement tangentes en chaque point A. Ces surfaces géné-
ratrices sont des développables, car leur plan tangent ne dépend
(ue d’un parameétre.

Chaque génératrice de la V, a en général deux points focaux
distincets. En prenant le sommet A, au point local relatif & w, = o,
on

: ;3 ==0.

et on peut en oeneral particulariser le choix du repére de fagon
a avolr
WiaT= 0y Oy TSy Wiy == 0,

Dans ces conditions, le lieu du point A, qui décrit une des nappes
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focales, est une surface & caractéristiques de Segre (n° 18), les
avétes de rebroussement constituant une famille de carvacté-
ristiques. LesV, éudiées sont done engendrées par une famille de
tangentes carvactéristiques d une¥N, d’espéce ® située dans T, (n25) (*).

La seconde nappe Toeale n'est autre qu’une transformée de la
premicre par la transformation généralisée de Laplace,

Reéciproguement, e Ticu d'une famille de tangenties caractéris-
tiques dune V, dlespéee @, de la nature Ta plus générale, non
contenue dans I8, est une Vy du type duadics Eneffet, sur une 'V,
de cette strueture, on peul toujours prendre :

P, =03, O, = 3, U= o, =l

AVE=RIN Oy = 0, Ay; T 00y Wy == O (>

Si M estun point de Ta tangente caractévistique [AA ] on auea

M=A —+- llz\l,
AM = (g 4 1101 ) A + © A+ 0 Ay v Ay,
d*M =i\, + umdA,,

32. Le cas ot la forme o,, peut ¢lee vamende a zévo doit &re
étudié & part. On parvient a Pinvolution en adjoignant aun sys-
téme (1) les équations :

(3) 62 da, 6y == 0, by = O, 03y = O, My =0,

et les V, tégrales ne dépendent plus que dune fonetion de
o avguments. Le point Ay, qui déerit Tune des nappes focales,
a pour licu une courbe: autre nappe sera en général une surface
A caractéristiques enveloppe de o' cdnes (00 18).

Réciproquement, toute V, engendrée par les cones qui enveloppent
une V, d’espéee @ a caractéristiques de cetie nature rentre dans
le type étudié.

On obtient un cas plus particulier encove en supposant (que la
prenmucre équation dérivée de (3)

[o2(@o0— 011+ @1 ) ] — [an 0. ] = 0.

(1) Sisam, loc. cit., p. 112,
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peul se résoudre pav
(4) Dhge— Wyy == By = 0, 6)y2 =2 O,

Les 'V, intégrales du systéme (1), (3), (4) ne dépendent. que
de on — 2 fonctions de 1 aveument.

Elles sont engendrées par o* dreoites rencontrant deux courbes
de B, (n20) ety véciproquement, le Tiew de -»® dyoites sappuyant
sur deux courbes quelconques de 19, estune Vo du type considéré (1),

0o, Lnlin, quand on peat poser :
M), =0, M= 0,

3 . i ’ r .
¢est, que les deux points focanx de la génératrice sont confondus
en Ay Le point Ay estoalors fixe, car on déduit des équations
précédentes

6y = 0.

Le systeme de Plall corvespondant est en involution avee s, = 2,
comme dans le cas général @ ces 2 fonetions de 2 arguments servent
O déhimre Ta V, divectrice de Thypercone, V, qui est une surlace

Fespéee @ & cavaciéristiques (%),

i

V, ayant »' tangenies asympltoliques formant un plan.

34. Deux cas sont & distingner, suivant que P, tangent dépend
de deux ou de trois paramétres .

A. I’hyperplan tangent dépend de deux paramétres. — Prenons
pour formes de base

P, = w3, By =200 0y

Toutes les tangentes situces dans [AALA,] sont asymptotiques.
2] 2508 ymj {
Les cones du résecau asymptotique se  décomposent en deux
_ 1
plans, dont 'un est toujours [AAL AL, Pautre tournant autour
de [AA,] Toutes les directions de UEL, tangent sont conjugnées

(1) Sisan, loc. cit., p. 1102,

.(3) Ibid.
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a la tangente [AA,]. Deux H, tangents en deux points conséeutils

A et A, ce dernier étant pris dans [AA,A,), se coupent suivant

[AA,A,] lui-méme. v
Le systéme de Pfaff de définition s’écrit :

( w, =0, ) =0, W) =<0,
(I) Gy, == )y, Gy == Wa, ) == 0, )
63, == O, 023 7= by, W= 0,
My == 0, g3 = 0, Mg ==0 (2=0,7, ..., n),

d'on les velations dérvivées

Lo (o -+ g — 200 ) T A= [ (15— 0y} ] = L mymg | =,
vy (o= 012)] - =o,
— |w oy ] =0,

[wr(wis— 2 wy2) ] - [ 02 (w5 4~ 0y 03— 6aa) | — [ my0.] == 0,

(2) [~ ; ! .
Lo (@55 46y — 0 — ) | — 2 (03 003y ) —[mymy, ] =o,
600032 ] + [0 ] =o,
[oiwn] + [0 ] = o,
[y m3.] =,

Ce systéme est eninvolution avee s, = 1.

La tangente [AA,] est une génératrice rectiligne de la V,, et 'l
tangent est le méme le long de cette génératrice.

Le plan des tangentes asymptotiques [AA A ] est fixe, lui
aussi, le long d'une génératrice : 1l définit une famille de surfaces
génératrices, qui sont des développables. D’ailleurs, on peut
résoudre (2) en général par

Wy = 0, W3y == Giy,
s1 bieu que Péquation ‘

6)] ()30 — Wa Gy == O,

(qui exprime que deux génératrices conséeutives se coupent,
west vérifiée que par w, = o. Les V, ne contiennent done qu’une
famille de développables génératrices.

Le lieu du sommet A,, point focal sur la génératrice [AA,],
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est en général une V, d’espéee @ a hgnes asymptotiques. 11 suffit
pour le voir de particulaviser le repére de fagon & avoir
0)y — O, W30=—= W3
et il vient
dA; =gy Ny oA 4w Ay,

A = 20,0, A+ 02 A;.

La V, est done engendrée par les tangentes asymplotiques & une V,
despéce ® (). '

Réciproquement, le licu des tangentes asymptotiques d’une 'V,
Fespéee @ de B, (n23) est une Vy du type considéré. Lin ellet,
ou peut prendre sur cette V, (non réglée):

b= wi, O, =20, 0,, Wi=3wiw,
et choisie les sommets de rélérvence de telle sorte que:
gy == B2, W T2 Wy
St M est un point de la tangente asymptotique, on aura :
M=A+uA,
M=ol (A;j+ vd) + 20w 0,A;.
3. Si Pon peut choisir le vepeére mobile sur la V, de fagon &

avolr
Oy == 0, 0o = O, W= 0,

le poiut focal A, décrit une courbe, et 'équation ©, = o délinit
une famille de plans générateurs, cav

ALAA A = (00— a2+ wy3) [AAL A (mod e, ).

Fa V, est alors un hew de o' plans tangents (non oscula-
teurs) & une courbe gauche. Llle dépend de 2n— 3 fonctlions
de 1 argument. '

Réciproquement, toute V, lieu de o' plans tangents & une courbe
gauche de F, (n25) appartient au type étudié. n effet, soient (C,)

. S \ N ’
{1 Sisany loe cily pon .
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une courbe de E, et (C,) une courbe de K,_,, ¢t donnons-nous une
lo1 de correspondance entre ces deux courbes. Le plan générateur
peut étre défini par une tangente de (G,) et le point homologue
de (G). L'hyperplan tangent & la V,; engendrée dépend seulement
de deux paramétres, car il est le méme en tous les points Cun plan
générateur qui sont situés sur une méme droite passant par le
point de contact du plan et de (G)). Par conséquent le réseau
asymplotique de cette Vy est réductible &

o) 0,750 0w iU Awd 4= apmym, = 01

I preniére hypothése doit étre exclue, puisquion suppose que
L 'V, est dans B, (n >1).

36. Lorsqu’on peut vamener les formes oy, et wy, & zévo, la Yy
corvespondaute est un hypercéne projetant du point fixe Ay une Vi
despeee @ lignes asymptotiques. Pour que cet hy peredne adinetle
»' plans géndrateurs, il laat et il sullit que la V, directrice suil
réglée.

37. B. L'hyperplan tangent dépend de trots paramétres. -— Nous
pouvens prendre pour formes de base :

b 20y, B, = 2000,

Les cones asymptotiques se décomposent en deux plans passant
pav [AA,], Pun de ces plans étant [AA, A, Les tangentes asymp-
toliques sonl done toutes celles du plan [AALA] et en outre la
tangente [AA ]

Aucune lorme axymptlotique du secoud ordre ne peut exister :
par suite les V, étudiées sont situées dans ;. Elles sunt les 1oté-
grales .du systéme de Pfafl :

g , =0, w; =0,
' Wy = Wa, W5 == Wy,
(1) ‘

' =2 Wy, My = O,

5, T2 O, 33 == 0y,
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qui a pour systeme dévive .

——af oyt | o (Mg 2 @gg = 0y == may ) | | (00— o) ] = 0,

[mi (A= ega— o — o) | — 2] oratrg | —= [ w3y, | =o.

A} R EANA 1 — 0,
(2)

— 2o ey ] [ my (04— 03] [ 005 (fg5 -k 01— 0 — 35| == 0,

[y (00— 043) ] R em =o0,

[avy (55 4 0o = o1y -~ ) | — [y 000 | — 2] o154, ] =o0.

Pour obtente Pinvolution, nous prolongerons, en particularisant
le repére, par

(3) My = 0, Wy, = 0,
dot Fon dédut, :
" [ 1 (05— o) ] =o, [0 (o, — wa)] =o0.

le systeme formé des équations (1) et (3) est en involu-
iion avee s, = 8,
I>équation complétement intégrable sur la 'V,

-

0y =0
définit une famille de plans générateurs, car on a:
ATAAGALT = (g -t o - by )T AN AL (mod o,).

La ¥, ést done engendrée par »' plans, deux plans générateurs
conséeutils n'ayant aucun point commun. Inversement, le lien
de o' plans de I est en général une V, de cette nature; deux
plans queleonques de By 0’ont aveun point commun, et un plan
dépend de nenl parametres, ce qui explique le degré de généra-
lité tronvé par Panalyse. '

38. Cherchons dans quel cas la tangente asymptotique
isolée [AA ] est une génératrice de la V,. On peut toujours résoudre
les velations (2) en posant, aprés particularisation du repére,

W12 == AWy, W= Pw.

2
Journ. de Mlath., tome 1. — Fasc. I, 1924. - a7
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Une variation infiniment petite des pavamétres secondaires
entraine pour x et f§ les variations (n° 12) :

02 == (2€;,— €35 — €y,) & — €25,

08 = (e —ey— ) B — eyt

On ue peut done, en général, annuler a la fois « et 8, mais seu-
lement P'un de ces coefficients. $’ils sont nuls tous les deux, on
a des V, qui admettent [AA,] comme génératrice vectiligne, et
qui ont pour systéme différenticl

My, == 0, Wy = O. Wy, = My TT 0,
(‘ ) W3 =20, Wy == 0, )y, == Blay T2 0,
J
’ Wyt Gl =— O Gy 7= O,

W5 Wy == 01— Ol33== O,

Ce systéme, obtenu par résolution de (2), et particularvisation
du vepére mobile, donne les velations quadratiques

[oa(@i— )|+ [wgms] =0,

[wawig] + Jwy(oz—mp)l)==o.

2l s R P IR

6) -:».|£(o,m',:,] 4+ [wi(my—ww)]=10v,
[o(wn—wa)] =,

[y (50— wyo) ] =,

2wy (ae— w1y) ]+ 2[en(w, — ow) ]+ [wi{0, — ww)]=o,

2{o (Wi —wie) ]+ [wa(og—ww) ]+ 2{m(0n—og)]=o

Une nouvelle particulavisation permet de vésoudre par

[ wz;=o0, Wy — G)a9 == O,
) W33= O, W5 — g =
? Wy — W= 0, Gl — g — U,

ct une nouvelle dérivation extéricure entraine :
(8) )0 == 0, W50 = O,

Les 24 équations (1), (5), (7) et (8) lorment un systéme complé-
tement intégrable. En annulant les formes o, restées arbitraives,
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on obtient les formules de I'renet généralisées :

d\ =du A~ du, Xy + dug A,
AN, = dus A, -+ dug Ny,
dN,=du A,

dN = du A5,

d\, =,

dA;= o,

¢t cn intégrant :
A =20 4 0,00+ 0, Oy 4 13 Oy 4+ 11, O+ w1, O,

Les V, intégrales, sont toutes égales dans Pespace projectif,
et leurs équations réductibles &
RS LV RSN U
Chacune de ces V, admetl un groupe projectil & 11 parametres
dont il est lacile d’obtenir les équations finies, en représentant

pavamétriquement la V, en coordonnées homogénes, au moyen
des lormules :

No= vy, Xi=wey, No=wyee Xy=magrs, NXo==wwy,  Xy=suyr,,
et en effectuant sur les paramcétres les transformations suivantes

'y = awy - buy, Uy = cuy -+ Uy,
R U o AU - SO 0o == 3¢ + 320y + By, VL= 0L Yala b Ve
Nous avons déja trouvé, au n® €6 D, une V, admettant une
famille de plans générateurs et une famille doublement infinie
de droltes génératrices. Ce sont les deux seules V, admettant
ce mode de génération. En eftet, le réscau asymptotique d’une telle
ar1élé est néeessairement réductible

200, Wy =0 ou @ 2 Aty Wy = 26 My == O}

dans le premier cas, analyse du n® 26 montre que I'équation
finic de la V, correspondante peut s’ écrive :

LI Wy L L
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dans le second cas, Panalyse précédente conduit aux équations :

TS Ly RO ST

D%ailleurs, la V, de L, n'est autre que la projection de la V,
de E; sur un hyperplan & 4 dimensions, le point de vue étant pris
e dehors de la variété, Le groupe de la Vy de I, est e sous-groupe
qut laisse mvariant le point de vue @ ce sous-groupe est & 6 para-
metres, ce qui concorde avee le résultat du n® 26.

Si la projection était faite d'un pomt situé sur Ia V,. on obtien-
draat la V, -

R R N L
qui est uu hypercone ayant son somunel a Forigine el admellant
deux Tamilles de plans générateurs @ cest Phypercone projetant
la quadreique (n© 26 ).

i, - - Les V,; dont ’hyperplan osculateur a cing dimensions
et dont les cones asymptotiques ne sont pas tous dégenéres.

A Cuas général : N,y ayant 4 Junalles distineles & asymplotiques.

99. Soient les formes de base :

@, — mf 4, Q== (n'f SRR N

Ces ¥y sont contenues dans By, car aucune lorme asyvimptotique
du second ovdre ne peut exister. Les deux Tormes biasvigpto-
tiques sont alovs :

2

N 2 ' . B 2 R .
FL== @i (g -1 45 = g — 20y 1) 1 M350 5 mag == 2e) o 0 05,

— 20wy (g -i- Wa) — 2@ @zMa — 2y faigtag,,
.

. s N
Fi= w0 (w5 o4 o — 200) = @] e 4= w3 (g5 0 — 2053)

= 2w Byt — 20 g (W 0 ) — 2@y,
Le systeme de Pladl est eninvolution avee s, = 2.
LExaminons le cas ou les deux formes basvinptotiques peavent
étre rédurtes a zéro.
a. Le caleal de dérivation exidéricure ot de parcticulavisation du
repére montre qu’on peut en général rédure les formes biquadra-



VARIETES. A TROIS DIMENSIONS. 285
tiques @

I 3(mi - w?)i b= 3 (0F 4+ mi)s

Le systeme de Plall covvespondant est dans ce cas :

m, =20, M; == O, Wy = 0, 0)y = O,
BV IT g, Mys-— ],y (TP N [CEY LN
Wa, :::(n:‘ My == Q, y 2 0, Wy = 0,
My, =0 Ny =2 0y, My =0 My == 0,
<
vy = 0, i TT O, Wy 22Ty, fay == W = 1.1,
e 750 s g, e 72 0, My 72 0, by == ’."uu O,
My TS0, )3 — Wy, Mgy =2 0, (IR P = U
Myn = O, M == 0, M = gy T2 0L gy g T O,

1 est complétement intégrable, ot la V, de Pespace projectif
quib délinit admet un groupe &3 parandtees,
On peut intégrer les formules de Frenet généralisées :

AN =du A\ - du, Ny + duy Ay,
dA, = diy (A 3 Ay Ay).
dN,=du,\,»
A\ ;= duz \;.
d\;==—du, A\,
dN;=—du A,
Il vient :
A=0chu,4+0,sht, 4+ O,sinu,+ Oysinuy
40y (chuy— coswy) 4+ Oy (chu— cosuy),

d'ot Péguation de la Vi, en coordonndées non homogénes:

@) A a4 (e —a)t=a,
lf-—!— a4 (ay—1)i=1.

On peut du reste changer Porigine des coordonnées, et rem-
placer a, =1 par a, ¢t @, — 1 par ;. Les transformations infi-

‘3



286 V. LALAN. .

nitésimales du -groupe sont, une fois ce changement effectué

.\,f: (l — ‘p‘-x! g‘i ()f (),/i ()f ()/‘

— U T e Wy — B ot Ul s
dx, VT 0w, L Mo, S 0
of of '
X,/ =w; Y= — o,
S=w g -G
. of of
Ny f=ax, 0 — oy
Jf Tday * duy
b. Comme cas particulier, il peut arviver que les formes biqua-
dratiques soient réductibles & zéro. Si Tune peut étre aunulée,
Pautre peut 'étre aussi. Les V, correspondantes sont alors inté-
grales du systéme de Plafl complétement intégrable :

!

0y, =0, v); == 0, 619 == O, )3, 7= Q.

Wy = O,y 0)y3 = 0y, W= 0, W32 =2 Oy

W2, == gy 0193 =0, T == 0, M == 0,

BG)y, = Q, g5 == fr1y, Bay — 0, 0G5, 22 0,

®,97= O, 6150 == 0, W= U, W3y — O30 = 2 (0 - O,
0y, = O, Mg, == 0, Way == U, W5 g == 2 (0} — Wy ),
W, = 0, [QFF === UN Wy == O,

0,3 == O, 053 == 0, O) ) = Way == Glaa = Mg == Alyy = Wyo-

Lies ¢quations de Frenet généralisées sont alors

dA ==du, A\ j+ dug Ay + dug Ay,
d‘l\l: ({“l (_\', -+ “\5),
d;*\z = (/l(g .’\',)

d\,==duy A,
d;\'.—'—: 0,
d.‘\;; 20
ct, en iutégrant :
1 2 9 i o 9
.v-,::(;v,—l—.z‘;), O 5(.1‘;+.l‘§).

Les V, intégrales sont toutes égales duns Pespace projectif,
et elles admettent un groupe & 4 paramétres, qui a pour équa-
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tions finies :

= a, 2+ ay,
2 = a2+ ay,
&y = a, &3+ ag,

L .
&, = Q32+ 0,@, 2+ 2+ - (a+ay),

1
A= At v+ a3+ a, ayx; + = (ai—+ai).

Les deux V, de Eg qui correspondent au cas ou les deux formes
hiasymptotiques sont nulles sont quatre fois réglées.

B. — Les ¥V, quiont une famille double & asymptotiques.

40. St T'on prend pour base du véseau :

D, =]+ wl, P, = 20,01,

la tangente [AA,] est tangente asymptotique double, et le long
de cette tangente, tous les cones asymptotiques sont tangents.
La tangente [AA,] compte aussi deux fois comme tangente fonda-
mentale, Pautre tangente fondamentale étant [AA,]. Deux hyper-
plans tangents en deux points consécutifs pris sur la tangente
asymptotique double se coupent suivant {AA A,] qui est le plan
tangent commun a tous les clnes asymptntiques le lmlg de
(AN, ]

Lies V, de ce type sont encore contenues dans Ey et leur systéme
différentiel est en involution avee s; = 1 : 1l n’entre dans leur
définition qu’une fonction de 3 arguments.

Les deux formes biasymptotiques ont pour expression :

l"‘: (l)f(l:);‘ -+ g — '-)ACI)])) -+ &)3((&);;—’—0)00—2@22)

— 26, @y (02 021) — 20,0303+ 20, 03 (05— wy,),
h “ 9 ]
Fimaio,; + 0 (05— 205) — 230 05 —20, 0,0,

— 260 3Mya = 260 05( W55+ Weo~— 01ys — iy ).

En général, la tangente asymptotique double n’est pas bi-
asymptotique, car la forme I'; contient un terme en w?. Elle est
biasymptotique si la [orme w,, est indépendante de ©,, et comme
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Wy, o5t Lowjours ndépendante de o, [NN] est alors géndra-
trice rectiligne,

A1, Le systéme difféventiel des V, véalées sTobtient en adjoi-

gnant aux cquations des Vyogénéeales les nouvelles dquations
Bl T2 0, Bya T M,

obtenues en particularvisant le vepere @ la solution géndeale dépend
de 5 fonctions de 2 arguments. Les Vy véglées de cette nature
ne contiennent pas de développables.

On obtient des V, véglées plus particulicres en supposant que w,,
ne dépende pas de o, Les dquations précédentes deviennent dans
Ce eas :

Wy == 0, Mya 2l 0

et le systéme différentiel est en tnvolution avee s, = 4.

Le plan [AAA,] est alors fixe le long d'une génératvice, et
Iéquation ©, = o définit une fanulle de surfaces génératrices déve-
loppables (). Le lieu du point Loeal Ay est en général une surface,
car on peut particulaviser le vepére de fagon & avoir

Mgy == Wy, Wy T 0, M T 6y, TR
st bien que
d\y gy N e N ey AL

({2,\3: (u)"; \) —+ ’.-)Un::\e -+ 'AI:::.‘\;.

La suvface focale est done une V, de B dont Thyperplan oscula-
teur a le maximum de dimensions.

Inpersement, prenons sur une V, de KB du type mentionné,
une famille de couvbes gqueleongues, 1 fant d*abord treis fonetions
de 2 arguments powr détinie L Vo puis une quateitme fonetion
de 2 avguments pour défine le choix de ectte fanille de courbes.
Les tangentes & ces courbes engendrvent une V, sur laquelle elles
sont génératrices doubles. En effet, fixons sur la V, du n® €0

(1) Ssam, loe, ety ponit,
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le choix des courbes coordonnées w, = o, ®w, = o; nous pour-
vons vésoudre les velations quadrvatiques, en particularisant le
vepére par les formules:

Wy =0, 052 0y, 0T 0, )y, 7= Wy, 632 = O.

Posons maintenant
M—\ 4 l(_\,,
il viendra ’
AM = (oo~ 10wy VA - @\ - o (N - 0 A - v Ay,
M = (20,05 + deD A, 4 (0 4+ uni) A,

ce qui démontre que [AA,] est génératrice double de fa 'V, lieu
de M.

42, Supposons que les deux Tormes hiasvmptotiques sotent
véduetibles & zéro. Des deux formes biguadvatiques, Pune sera
toujours véductible & zévo @ Cest Y5 quant & Pautre, clle pourra
s'éerive, en général,

l"(.f) v 3 (!ﬂ"‘: —- 0)\,:; )2.

Le systéme ditféventiel qqui corvespond a ec cas est complétement
intégrable, et les équations de la 'V, mtégrale peuveut s’écrive :

. 2 ;
2y -k a2l =1, LT 2T,

Elle admet un groupe a quatre paramétres, ayant pour trans-
formations infinttésimales :

N, /= ‘l:;,/' K :z/'.’
N,/ = f,l,c R (%/“
VRPN 2
N, S = (‘;){:, + (s —1) (_)‘Zé (e ry—a) t—;){—; T i'/— ) (;)1/;

Si la forme biquadratique Y est réductible & zéro, on a encore’
a intégrer un systéme de Plaff complétement intégrable, et 'on
Journ. de Math., tome III. — Fasc. I, 1924. 38



290 V., LALAN.
obtient la V, :

1 9
= (el 4+ d),  ay=a2aag.

dont le groupe est a 5 pavamctres :

af _of

N= LY
' 0 Y,

of o of

Nef =G g
a L

A P
N
oy Jd
Les équations linies du groupe se déduisent de
Y IT e+ ay, XY= @y, 2y Qs+ ay.

Les hignes asymptotigues des deux V, ainsi déternmndes
sont rectihignes.

C. -~ Les V, que ont dewa familles doubles & asymplotiques.

43, Tous les cones asymptotiques passent par deux tangentes
fixes [AAL), [AAL), le Tong desquelles ils sont tangents. Soit [AA,]
la tangente fondamentale 1solée @ ¢'est Pintersection des deux plans
tangents communs a tous les cdnes,

Nous pouvons prendre pour base :

¢, =], By= 20,00

Il peut exister une forme asymplotique du deuxiéme ordre
d’ott deux cas & considérer, suivant que la V, sort de E; ou y
est contenue.

La Torme asymptotique du second ordre, quand clle existe,

peut se réduire
W= o}
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’

et les formes biasymptotiques s’écrivent :

2

F‘,:’J‘).("‘u+&’oo*‘“'20‘n)“"-’—ﬁ’nwz(bzl_"-’-“’10’30)31"'«’-w‘zwa"’:;'.
F.—=mn2w,—2m3n,, — 20? —2 ) — 201, )y 0 ’
3Ty Wy 2060500y 2wy W3a W) 0)a06)y - 201 0)30)9

- 2w 03 (g5 Wag— Mag— gy ).

Le systéme de Plaff correspondant est en involution avee s, = 1,
cuel que soit le nombre des dimensions de espace.
[7équation complétement intégrable sur la V, :

M =z 0,

définit une famille de surfaces génératrices, tangentes en chacun
de leurs points auw plan qui contient les deux tangentes asympto-
tiques doubles,

lin particulavisant. le vepére mobile, on peut poser
hay =2 0, 6y == 0,

de sorte que, pour une courbe de la surface génératrvice passant
en A, on a: .

AN = g A + ay Ay -+ wy Ay,

AN =200, A,

Cette surface, ayant deux lamilles de lignes asymptoticues, est
tout entiére contenue dans son hyperplan osculateur [AA, A, A
Le hicu de cet Hy, quand o, 40, est une V, développable qui
venlerme & son mtéricur la V, étudiée ().

Variétés réglées. — Si Pune des tangentes asymptotiques doubles
est. aussi blasymptotique, on voit (acillement qu’elle est géné-
ratrice de la V,. Lorsque la V, est doublement véglée, les surfaces
génératrices sont des quadriques. La solution générale du sys-
téme différentiel dépend alors de n 4 8 fonctions d’un argument,
dont n— 1 servent & définir une courbe de B, ct les neufl
autres déterminent la quadrique génératrice dans I'H, oscu-
lateur acette courbe. '

(") Sisawm, loc. cit., p. 121,
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D, Les V, qui ont une fumille triple & asymplotiques.

AA. Lés cbnes asymptotiques ont un contact du second ovdre
suivant la tangente [AA,] et se coupent sultvant une antre géné-
ratrice [AA,], qui est une tangente asymptotique simple. Les
formes de base seront :

®, = 0] 4+ 2w,m,, D, =20, m,

:
et les formes hiasymptotiques :
Fi= ol (0, 4 00— 200) — 203 0ag— 203 0k + 260,y (@5 — 05— 1))
—— 2w, 6y {Wy+ Wy )+ 20305 (W4 Wy — Waa— Gigy),

Fi=w} (05— 2012) — 2w} 0y =+ 200, 0a( 0255 -+ 0o — @1y — Waa)
— 20 Wy W31+ 260y W3 (W45 — Wy )-

Le réseau du second ovdre est identiquement nul : les V, inté-
grales sont donc renfermées dans E; et dépendent de 4 fonetions
de 2 arguments. '

L’équation completement intégrable sur la V, :

B 2 0,y

définit une famulle de surlaces génératrices, qui sont des V,
d’espéce @ a hignes asymptotiques. On peut en effel poser, en
particulavisant le repére :

)y == 0)). Wye = By,
et il vient, sur la surlace génératrvice passant en A :
d*A =20,0,A,4 0] A,

Les asymptotiques des surfaces génératrices sont les asympto-
tiques triples de la V,.

A8. les asymptotiques iriples sont toujours biasymptotiques,
mais non rectilignes en général. La condition néeessaire et sulli-
sante pour qu'elles soient rectilignes est que la forme wy, soit
indépendante de w,; on peut alors résoudre les relations quadra-
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tiques pae les Tormules

32 == 0O, Hy =0

et-les V, correspondantes ne dépendent plus que de 3 lonctions de
2 arguments.

Les surfaces génératrices w, = o d'une V, véglée sont des déve-
loppables, ear on peut choisiv le repére de fagon & avoir

My TGNy,

Le liecu du point focal A, est en général une surlace. Pour en
¢tudier la structure, nous continuerons de particulaviser le repére,
et nous pourrons poser :

Wy == Oy, Wy 7= M, 0y == 0, B)ya T= My,

si bien que, pour une courbe quelconque de-la 'V, focale, il vient :

ANy =y \y @, A 4 0, A,
A*A ;=i A+ 20,0,N, + oA,

Lanappe focale est done une V, d’hyperplan osculateur maximum,

l.a V, est done engendrée par les tangentes aux courbes o, = o
d'une V, de cette stracture, lesquelles courbes ont un contaet
du troisitme ordre avee 'H, qui contient deux plans conséeutifs
A la V.. En effet, UH, osculateur en A, & la courbe w, = o issue
de ce point est [AA (A, +A)A,] ¢ il est bien situé dans I'H,
TAA, ALAGAL] qui renferme deux plans eonséeutifs pris dans la
direction w, = o.

Réciproquement, sur une V, de L;, ’hyperplan osculateur
maximum, prenens une des cing familles de courbes (n° 21) ui
ont un contact du troisiéme ordve avee 'H, contenant deux plans
tangents conséeutils (') ¢ le liew des tangentes & ces conrhes sera
une V, du type étudié,

(1) Sisam ne semble pas avoir remargué que sur toute V, de 15 d’hyperplan
osculateny maximum, il existe des courbes jouissant de la propriété mentionnéde
(loc. cit., pp. 122, 123).
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En effet, si les courbes w, = o vérifient I'équation (n® 21) :

\=o,
v

on peut résoudre les relations quadratiques dérivées en posant :
035 == 0, iy = W, 019 = Gy, 31 =0, g, == 3 m,
et, le point M ¢tant pris sur la tangente [AN ], on aura :

M=A+ )\,
AM == (g + w0 )M + @A 4 00 (As+ A+ wm (N + Ay),

M = (o] 4+ wy0) N - (05 + 2um,0,) Aj.

La tangente [AA ] est bien génératvice triple sur la V, lieu de M.

AG. Nous avons supposé, ce qui est le cas général, que
la forme w,; dépend effectivement de w,. Dans le cas coutraive,

on peut véduire w,; & zéro, et les V, correspondantes ne dépendent
que de 2 fonctions de 2 arguments. La structure de la surface
focale n’est plus la méme que précédemment. On peut en effet

poser dans ce cas :
0)y 1 == O, 0),2 2 6y

et on a, pour une courbe quelconque tracée sur Ia surface (ocale:

A= (i + 0 A+ 20,0,A,,
d*Ay= (0} +3wio) A,

La V, étudiée est done engendrée par les tangentes asympto-
tigques du second ordre (w, = o) d’une V, d’espéce ® & caractéris-
tiques de Segre.

Réciproquement, toute V,; de E;, engendrvée par une lamille de
tangentes asymptotiques du second ordre d’une V, & caractéristiques
dont ’hyperplan osculateur dépend de deux paramétres, admet une
famille triple d’asymptotiques rectilignes. '

En effet, choisissons le vepére de fagon a avoir

O, = 0+ 0, b, =20,w,, Pi=wl+3oin,:
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Sur cette V,, qui ne sort pas de Ky, on peut poser :

Wyy= 0, 0)3, == W, Gl 3o == O, 6)12 == O,

Soit M un point de la tangente asymptotique du second ordre
[AA,]; nous auvons :

M= A+ uA|,
AM = {9y + o)A oA+ 0,( Ny €A 4= um) Ay,
M = (w4 20,0, )\ - 2000, A,

ce qui établit la proposition.

Notons enlin que les développables génératrices peuvent dégé-
nérer en cones @1l faut et il sullit pour cela que wy, soit réductible
& zévo. Les V, correspondantes ne dépendent que de 2 fonctions
de 2 arguments.

L. -~ Les V, qut ont une famille quadruple d’ asymptotiques.

A7. Appelons [AA;] la tangente asymptotique quadruple;
les formes de base seront :

P, = w4+ 20,00, b, = w;.

Il peut exister-une forme asymptotique du second ordre: Wy =w].
Nous avons done deux cas & examiner.

a. V, contenues dans ;. — Les deux formes biasymptotiques
ont pour expression :

.

Iy = 03 (04 -+ g — 2063,,) - 03 (015 — 20053) — 203 05— 20y 0, (05 1 0y
— 2000y (0, 4 w31 ) = 2002005 (04 ©og=— D29~ 033 ),

5= w2054 02 (o155 = Wog— 20020) — 263, 0020 1g + 200y (015 — g3 )s

Le systéme différentiel corvespondant est en involution avee
s, == 3. .
Les asymptotiques quadruples sont biasymptotiques, mais non
rectilignes. en général. Dans la direction asymptotique, Phyper-
plan tangent a pour carvactéristique le plan [AA[AL], qui est le
plan tangent commun aux ednes asymptotiques, ot qui reste le
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méme le long de la ligne asymptotique : les lignes asymptotiques
sont donc des courbes planes.

Le plan de chacune des asymptotiques touche la V, le long de la
ligne asymptotique : la V, ¢st done Penveloppe du plan a deux
paramétres [AA, A1 Choisissons le vepere de fagon & avoir

3y == 01y, B3 == 0.

Les coordonnées  homogenes dun point  caracléeistique  du
plan [AA, A, ] vérilient les équations :

Ay = Ly =0,

&y - 3w =0,
ot Péquation e la courbe asymptotique située dans [AN, A, ]
22— v o,

(Cest une contque : la V, est done engendrée par »* coniques ().

A8. L condition nécessaire et sullisante pour que les YV, soient
réglées cst que la forme w,, soit indépendante de w,. Le systéme
correspondant est en involution avee s, = 2. Avant particularisé
Ie repeére de telle sorte que :

032 == 0y O3y == 0y  Oljp T=—=0)j, (39 == My ‘3 =00 O)a 00V, 604375 0y,

on constate que chaque V, admet une famille de développables
génératrices et que la surface focale, hew de Ay, est une V, d’hyper-
plan osculateur maximum. Toutelois, ce n’est pas une V, du type
le plus général, mais bien du type étudié au n® 22, Les arétes de
rebroussement, tracées suv cette V,, vérifient en elfet Péqua-
tion A = o ¢t sont des sections hyperplanes de la V,. On a vu,
au 10 22 que ces courbes sont renfermées chacune dans un 11, :
par suite, la V, est engendrée par un systéme de développables
dont chacune est contenue dans un H, et deux H, consécutils se
coupent survant un plan (*).

(Y) Sisan, loc. cit., p. 128,
(3 1bid., p. 125.
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Inyersement, prenons une V, de 15, dont une famille de sections
hyperplanes soit solution de Uéquation A = o : les tangentes a
ces courbes elloendrcnt une V, sur laquelle elles comptent quatre
fois comme asymplotiques.

Foa etfer, an choix convenable du repere permet d’éerive, sur
celte V, e

W35 == O, Wy == 0, 012 == 0O, 033 = 0; W3, == )
st bien que, en posant. :

Mo A - w Ny,
il viendra

AM = (g4t )M - @A+ my (Aa-t wAy) -+ umyg Ay,
M = (uol+ 20,0, A -+ wi A,

ce qui démontre la proposition.

A9. b. V, non contenues dans E;. — Le systéme de Pfaff corres-
pondant est en involution avec s, = 2. La généralité des V,
qui ne sont pas renfermées dans E; est donc moins grande que
celle des V, de E,, de méme structure. Elles sont toujours réglées,
carla forme o,, est nécessairvement indépendante de w,.

Sur ces V,, 'équation ©, =o est complétement intégrable
et définit. une famille de développables génératrices. Parvticula-
risons le vepérve de telle sorte qu’on ait, :

gy = ). [FTE==N LR PP g U Wy ==01y, 0),, == 0, Wy 7= )y, G,

by —= O)g.

Dans ces conditions Ay est le point focal sur la 0'01191{111*10
et déerit en général une surface, sur ](u[uv]lo on A

AN = oy A+ o A + wu A\,
N ;= (0 o)A 4200 A+ ) Ay
BN, = wiA,

LoV, foeale est done une suvface dont Phyperplan osculateur
5 dimensions et ne dépend que d’un paramétre @ ces V, ont é16
signalées (n°25); clles ne depcndent effectivement que de 2 fonc-

Journ. de Math., tome IIL. — Fasc. III, 1924, 39

«
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ttons de 2 arguments. La V, est done engendrée par les tangentes
asymptotiques du second ovdve & une 'V, de ce type. v

Réciproquement, toute V, engendrée de cette lagon admet ses
génératrices comme asymptotiques quadruples. En cffet, soit une
V. du type :

¢, — wi, O, =206, m,, D=l W, =ani
On pourra choisir le repére de fagon & avoir :
My = 0, My == 0, 6}y == O, My == 0, b5 =0, O)54 275 0)a,y
et st M est un point de la tangente asymptotique du second
ovdre [AAL b viendra

M= A 4+ uh,,
AM =z (05, 0o )M -t B A+ 0y (A 4+ 1) -+ vwy
M =0l A, 4 (20, 05+ umi)A,.

ce qui établit la véeiproque énoneée.

CITAPITRE V.

LES \ 3 DONT L'HVPERPLAN OSCULATEUR A SIX DINENSIONS OU PLUS.

50. Lorsque trois des formes asymptotiques d’une V, sont linéai-
rement indépendantes, le réseau asymptotique s’exprime comme
un réseau ponetuel de comiques : ‘

(l) )'-(I)S -+ ,U-(l):; =yl =o.

Une direction de tangente en un pomt de la 'V, w’a pas en général
de direction conjuguée; 1l 0’y a exeeption que pour les diveetions
vérifiant Péquation homogéne et du troisicme degré :

l)('“h 3, 0);;) -

()

Chacune des divections située sur le ¢dne (2), que nous appelle-
rons le edne des tangentes fondamentales, est drvoite double ’un edne
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dégénéré du réscau asymptotique. La condition pour qu’un c¢dne
asymptotique soit dégénéré s’exprime en éerivanl que la discri-
minant de la forme quadratique qui figure au premier membre
de (1) sannule; d’ot Pégquation homogéne et du troisieme degré :
(3) o (hy vy v)==o0.

‘u regardant A, gy v, comme les coordonnées  homogénes
dans un plan, Uégquation (3) représente une cubique, la cubique
caractéristique.

I >équation (3) est invaviante vis-i-vis de toute substitution
lincaire elfectude sur les o, Cest-a-dive vis-a-vis de tout change-
ment des sommets A, Ay, A, dans Phyperplan tangent. Par
contre, un changement des sommets Ay, A;, A, dans Chyperplan
osculateur se traduit par une substitution linéaire sur les formes @,
el par conséquent suv les paramétres A, u,v: la cubique caractéris-
tique subit alors une transformation homographique, mais elle
conserve, vis-a-vis de toutes les translormations de cette nature,
wi mvariant qui exprime e rapport anharmonique des quatre
tangentes qu’on peut mener d'un point de la courbe. Llexistence
de cet nvariant entraine une particularité qui nexiste que
davus le cas otiles formes asymptotiques linéarement imdépendautes
sont au nombre de trois @ oon ne peut pas classer ces variétes
e un nombre {int de types projectifs. Cependant la considération
de Ta cubique caractéristique conduit & une classilication des
divers réseaux de la forme (1). Nous étudierons les cas suivants:

. Léquation (3) est identiquement vérifiée;

L. La cubique cavactéristique se réduit & une droite triple;

L. La cubique se décompose en une droite simple et une droite
double;

IV, La cubique se décompose en trois droites distincetes.

On peut toujours vegarder trots conigues comme les polairves
de trots points par rapport a une méme courbe du troisitme degré.
En d’autres termes, chacune des trois formes quadratiques données
s‘exprime linéairement au moyen des dérivées partielles d’une
méme forme cubique et, mversement, les dévivées partielles de
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cette forme cubique s'expriment lindairement en fonction des
trois lormes quadratiques. Ilsuit dela que lorsque le véscau asymyp-
totique d’une V, contient trois formes de base, il peut toujours
exister au moins une forme asymptotique du second ordre.

sLo Pour les Vo dont Phyperplan osealatenr aplus de 6 dinen-
stons, nous nous bornerons & indiquer e elassification des divers
types projectils,

Sl existe quatre formes asymptotiques lincairenent distinetes,
la classilication se ramene a celle des faiseeaux de quatre coni-
ques, laquelle se déduit elle-méme de la classilication des lais-
ceaux de deux coniques  in elfet, toutes les coniques du faiseeau
détermuné par quatre coniques de base ont des coellicients «,
qui vérilient deux relations homogénes :

- O L
\d' “\i‘l Ay z "[_.v @;, =0,

e n

On peut vamener ees deux rvelattons @ une forme canonique,
au moyen d'un choix convenable de Ay, Ay Ay dans Phyperplan
tangent, comme s’ sTagissait de réduire le lseeau ayant pour
base les deux  coniques

Al Y
b Ajjuu;=o, 8 Bijuu;=0.
) un

On obtient done huit types projectils différents (Chap. ).

Le point M, projection de d* A dans Uhyperplan [ALN A
a pour lieu, dans le cas général, une surlace de Stewer. Le licu
des plans osculateurs aux difféventes courbes tracées suy b V)
el passanl par A est une hypersurlace a 6 duncnsions, du quateieme
degré, contenant U'll, tangent a la V, en A,

Sl existe 5 formes asymptotiques linéairement indépendantes,
les cones du réseau ont des coellicients qui vérifient une relation

_1 N
}_‘ Aja;=o,

i)
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qu’on peut toujours ramener & une des trois formes :

() = Uy, Ay =0, ay,=o.
I. —- ¥V, dont tous les cones asymptotiques sont dégéneérés.
Ao Lhyperplan tangent dépewd de dewr paramétres.

52, Ces V, rentrent dans un type général ¢tudié par M. Gartan,
dout Phyperplan tangent dépend de ¢ < p paramétires

. gl -+1
et dont Phyperplan osculateur a le nombre maximum p+1£/ +)

celut des V),

2
de dinmensions ('), Lear systéme dilféreutiel peut élve prolongé
Jusqua Finvolution, qui est oblenne avee s, = n-— 3.

Ces Ny sont des hypercones, projetant des V, d’hyperplan oseu-
Jatewr maximui. Les - 5 Tonetions de 2 argmnments servent
adéline L V, divectrice dans une variété plane & n— 1 dimensions
ne conlenant pas le sommet de hypevedue,

B. - Lhyperplan langent dépend de trots  paramétres.
83. Nous pouvons prendee pour fovmes de base
D, =u, By == 20y, 00,, ;== 200, 0y

Toutes les tangentes situdes dans le plan [AA, AL ] sont des lan-
centes asymptotiques. A une divection quelconque située dans
ce plan est conjuguée toute autre direction du méme plan.

Le systeme de Plall n’est pas immédiatement en ivolution,
maix en pavticulavisant ke repeve, on peul le prolonger partiellement
par les deux éguations :

[APPREENTN g = ©

i

et Pinvolution est obtenue avee s, = 3n— 7.

(N Swr les variétés de courbure constante..., W 47 (loc. cut.).
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Ces V, sont engendrées par des plans. LEn ellet, on a -

dTAN Ay = (oo 0ea 4 033) [ AN, \] (mod.oy);

par conséquent, Péquation complétement intégrable sur la V,

M =0

détit une lamille de plans génévateurs. Deux plans générateurs
conséeutils n’ont aweun point comnuun.

Réciproquement, les V, les plus générales de B, (7 0)
engendrées par des plans appartiennent au type étudié. Eun eftet,
tout cone asymptotique en un point A de cette V, doit se décom-
poser en deux plans, dout Pun est le plan générateur passant
par A. Le réscau asymptotique de cette 'V, a done néeessaive-
nent pour expression :

my (B 4= M, -+ vor3) = 0.

Un plan de E, dépendant de 3 (n— 2) parametres, le licu
de oo 'plans dépendra de 3 n— 7 Tonctions de 1 argument, ce
qui est le résultat trouvé par Panalyse.

1. — La cubique caractéristique se réduit & une droite triple.
oy . ¥ . Ly . 1. . . . . K 4 I N
34, Les formes asvmplotiques de base sont réductibles a

P, =i, P, =20, O, =wi+ 20,m,.

La scule tangeute asymptotique est (AN} Ele est conju-
guée & toutes les directions situées dans le plan [ANA ]

Le systéme de Pladl est immédiatement en involution avee s, = 4.

On vérilie factlement que Péquation

W =0

est completement intégrable sur la Ve il existe done une lawmille
de surfaces génératrices tangentes en chacun de lears points au
plan [AALA,] dont toutes les directions sont conjuguées a la
tangente asymptotique.

Pour une courbe iracée sur la V, générairice qui passe en A,
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on a @
PN = (gm0, m5 ) A+ w3 A

et Pon peut poser, en général,
Glay == Oy, Gy == @)y,

Les Vy génératrices sont done des V, d’espéce @ & lignes asymp-
totiques, leurs asymptotiques ¢étant celles de la V,.

33. Pour que la V; soit véglée, il faut et il suflit qu’on puisse
chotsiv le vepere de lagon & avoir ¢

By == 0, O)ga = 0,

Le svsteme différentiel ainsi obtenu est en involution avee s, = 3.
Dans e cas, les V, génératrices sont des développables. Le
point Ay, qui est e point foeal sur la génératrice; déerit en général
une surlace. Apres avown particularisé le vepére de fagon & avoir :

Oy = fa, Mgy == 5)a, W2 — 0, Wy, == 0, ° ;== 0,

W= == ), Gy == O (A=18,9, ..., n),
Al vient, pour une courbe tracée sur la surface focale :

dA; = o A+ 0. A -+ w Ay,
A*\y= 2wy A+ 0l -+ el AL

La surlace focale est done une V, d’hyperplan osculateur maxi-
mum. Les avétes de rebroussement, qui sont données par Uéguation
w, =0, sont des couThes asymptotiques du second ordre ayant un
contact du troisieme ordre avee PH, [AA A, A A] qui con-
tient deux plans tangents consécutils.

Réciproguement, toute V, lieu des tangentes & une lamille de
courbes asymptotiques du second ordre tracées sur une V, de
I, (n26) d’hyperplan osculateur maximum, et ayant un con-
tact du troisiéme orvdre avee H, qui renferme deux plans
tangents consécutifs, est une V, réglée du type étudié. Soit, en
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ellet, pour cette V,

b=}, O, =20,0,, b=l
W= Jod o, | B TANAN Wi— wi.

Siles conrbes

de la propridté mentionnée, on pourra poser, en particularisant
le vepere @
Wy T 0, fga == 0,

Glyy 7y, Gy, 7T O W, =0,

el en appelant Moun point de T tangente TAN )il viendeac:
M=\ +wdy,

dM = (g v )N + @A+ 0, (-

A - ue Ay,

M = (o} 2w, ) A - @3 (AL -F 0 AL) 2 um w0,A
coqui démontre la réeiproque.

Juand la suvlace focale, lieu de A,, dégénére en courbe, la
b & b =) bl

V, ost engendrée par des coues, et elle ne dépend que de
2 fonetions de 2 arguments.

111, . La cubique caractéristique se décompose en deux droites
: dont une double.

86, A ce ecas correspondent teois Lypes différents de vavidtés:

AL Nous avons d'abord les Vy dont e edne des tangentes Ton-
damentales se déeompose en deux plans, dont Pun est double,
el quiont deux tangentes asvmptotiques, Pune double. Nous
pourrons prendree

O, = @i, D= 2wy, [ L YIRS
B. Le cone Tondamental ¢ant le méme que préeddemment,
an peut aveje ausst des Vooqui n'ont q’une tangente asymplo-
nque

&b, =i,

3
B.—= @i, By —= amy g,

C. Enfin. dans le cas ot le cone fondamental se décompose
; , |
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en trois plans, on peut prendre :

b, =}, Q= 0, Q= 20,(0) + wa),

A — Vwidtss a dewx familles d’asymptotiques, Pune double.

87. Soient [AA,] et [AA, Hes deux tangentes asymptotiques pas-
sant en A, la dernicre ¢tant Pasymptotique double, et soit [AAA,]
le plan tangent commun & tous les counes asymplotiques le long
de [AN;] On aura pour formes de base :

b, = w}, D,= 20, ,, P == 20, 0.

.

Toutes les divections du plan [ANA,] sont conjuguées & la
tangente  asymptotique  double  TAA] Les  dwections  du
plan [AAL A, ] xe corvespondent. deux & deux, [AA,] se correspon-
dant & elle-méme, ainst (que [AN,]

Le réseau asymplotique du second ordee conticnt au maxumumn
deux fovmes cubiques indépendantes. Plagous-nous d’abord dans
le cas ot ces deux formes existent, Uespace ayant au moins 8 dimen-
slons, ¢t solent les {ormes de base :

R | b R 3
W= 3w} . Yy =i,

Le systéme de Plall corvespoudant est en involution avee s, = 3.

En examinant les relations quadrvatiques dérivées, on constate
que les lignes asymptotiques doubles sont. des génératrices recti-
lignes de la V.

Il existe une famille de surfaces génératrices, délinie par Uéqua-
tion completement intégrable surla Vi

W, == 0.

Ces surfaces sont tangentes en chacun de leurs points A au
lan [AALA,] qui contient les deux tangentes asymptotiques de
, 3 S ymg
la V,. Ce sont des 'V, véglées, [AA,] étant la génératrice rectiligne
qui passe en A, mais [AA,] n’est pas en général tangente asympto-
tique pour la V,. Leur hyperplan osculateur ne dépend que d'un
parameétre; elles rentrent done dans le type étudié au n° 19.

Journ. de MMath., tome I1l. — Fasc. U1, 1924, /IO
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Le mode de génération de ces Vy a été déevit. Leur hypeeplan
osculateur est la vaviété plane osculatrice & 4 dimensions & une
certaine courbe déerite, s1 Pon veut, dauns le cas actuel, par le
point A,, ayant pour tangente [AA,] et, pour plan osculateur,
le plan [AAA(] qui contient la génératrice de la V,. '

En particulavisant le vepére mobile de fagon & avour:

Wi == Oy SIEENTR 042 == 0, gy 3= Wy -+ Awy, we; == 0, gy == 0.

[

Wig == (g, ) = O, [ U == O TTY

le liew du point A, est une surface dout Uhyperplan osculateur
a 4 dimensions et dont le plan tangent est [AN, A Quand 0, = o,
Aydéerit une courbe asymptotique de cette surlace et ludrotte [AA, ]
située dans le plan tangent, cugendre une V, génératviee de la V,
¢tudice.

88. Comme cas particulier, il peut arvviver que les surlaces
génératrices solent des surfaces véglées non développables, con-
tenues chacune dans un espace & 3 dimenstons : ¢’est ce qui arvive
lorsque [AA,] est tangente asymptotique sur la ¥, géudératvice
passant en A, Eu particulavisant le vepéve mobile de fagon que
[AALAGA,] soit Thyperplan osculateur en A & la YV, génératvice
passant en A, on pourra résoudre par:

Ol == O, 013 = O, ey =T 0, 0, =0, Mg == 0,

¢t le nouveau systéme difféeentiel sera eninvolution avee s, = 2.
Pour se rendre compie de L généeation de ces nouvelles V)
continuons de particulaviserle vepére mobile, On peat se vamener &

W0 = 0, Glga =~ Q. Wy = Wy, Mg =2 U

Par conséquent, chaque V, géndratvice est engendeée par une
droite [AA,] qui sappuie sur une droite lixe, [A A(] Le lieuw
de [AAG] quand ©, 5 o, est une V, non développable. Deux
drottes mnfimment voisines de cette 'V, délinissent la variéid
plane & 3 dimensions [AA A\ ] dont le hew est une V; qui con-
tient fa V? étudiée.
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89. Lorsque Phyperplan osculateur & la V, ne dépend que d’un
parametre, ce qui correspond au cas ou la seule forme asympto-
tique du second ovdre est of, le systeme différentiel peut étre
prolongé jusqu’d Pinvolution, qui est obtenue avee s, = 2. 1l est
A romarquer que, dans ce cas, les 'V, génératrices ont deux lamilles
dasymptotiques; Pune de ces fanulles étant reetibigne, on se
trouve done toujours daus le cas particulier étudié précédemment.

Par contre, si le réscaun asymptotique du second ordre est 1den-
tiquenent nul, fa V, est contenue dans E; et le systéme diffé-
rentiel est en invelution avee s, == 3. La généralité des V, est
la méme que dans B, et la structure des surfaces génératrices est
ausst la méme que lovsque les deux formes cubiques existent.

60. Examinons encove le cas ot Phyperplan osculateur dépend
de deux paramétres, mais ol la forme cubique unique est

W= 3],

L’hyperplan osculatenr du second ovdee est alors fixe, et les V,
ne sortent pas de E;. Le systéme de Plaff correspondant peut
¢tre prolongé Jusqu’a Pinvolution et sa solution générale ne
dépend que d’une lonction de deux arguments.

'¢quation ©, = o dounc cncove des surfaces géncératrices
réglées dont I'hyperplan oseulateur a 4 dimensions. Mais il existe
cn outre une seconde lamille de surfaces génératrices, intégrales
de

Wy = Oy

qui sout réglées et développables. En prenant A au pomt focal
de [AN), il vient sur la surface focale lieu de A, :

dA ;= 053 A3+ 0, AT+ w, Ay,
d*Ay= i A+ 20, 0:A,,
A=l + 3w,
d*Ay=fowlwAq.

Cette surface focale est donc une V, d’espéce @ & lignes asymp-
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totiques. Les arftes de rebroussenent, donudes par Péquation :
0= 0,

sont des courbes asymptotiques du trowsicme ordre, mais non du
prenuer nt du second ovdre.

Réciproquement, st une ¥, d’espiee @ & lignes asymptotiques
située dans B, a un hyperplan osculateur du second ovdve &
6 dimensions dépendant de deux paramétres, les tangentes aux
courbes asymptotiques du troisieme ordee engendrent une v,
du type particulier que nous ¢tudions.

En effet, on peut poser, sur une telle V,

.

P, = w2, B, =20, 0,, 0, = wl, W=z Swjwy, th = J ol wy,

et résoudre le systéme dévivé, en particulavisant e vepére. au
moyen de :

Wi == Wy, 0y == Wy, Wya == Q, Wya == 0, Wy, == O,

Soit maintenant M un point de la tangente asvmptotique du
tromsieme ordres 1l viendrea :

M=A+uA,.
AM = (g + )M =N\ w0y (A4 w0 \y) 4+ ww Ay,
M = 2,0, Ay - HoT A -F 2ee @, A,

M =3 uw]w,A;.

La ¥V, heuw du point M dene Ta structure annoueée,

B. — Variétés ayant une famille dasymptotiques doubles.

61. Prenons pour formes de base :

O, =w}, P, =}, b= 20,04

La seule tangente asymptotique est [AN], et tous les cones
asymptotiques sont tangents suivant cetie générairvice commune,
Une tangente quelcongue située dans le plan TANL\, ] est conjugude
AN et Ta tangente [AAL] est conjuguée & toutes les divections

du plan [AALALL
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Le systeme différenticl qui défimt ces V, est en mvolution
avee s, = 5.

Elles sont engendrées de deux lagons dilférentes par o' sur-
faces, car les équations

W == 0, 0, =0

sont Pune et Pautre complétement intégrables.

Les surlfaces génératrices intégrables de w, = o sont en général
des V, Cespiee @ & caractévistiques de Segre @ les asymptotiques
de Ta V, sont des caractéristiques suv ces surfaces génératrices.

Les surlaces intégrales de w, = osont des V, d’espéee @ a lignes
asvmptotiques : leurs asymptotiques sont les asymptotiques de

la V,.

62. Comme cas particulier, 1l peut arveiver que la lorme w,,
soit indépendante de o, les Vy sont alors réglées et ne dépendent
que de 4 fonetions de 2 arguments.

Les surlaces géuératrices intégrales de w, = o conservent la
méme structuve, mais les surlaces intégrales de , = o sont
dans ce cas des déeeloppables.

Soit A, le point focal sur la génévatrice. Le lieu de A, sera en

»

géudral une V, sur laquelle on auva :

ANy = o3 A+ o N -+ w Ay,
A*Aj= 20,0, 4+ 0} A+ 0i A,

AN y= 3w, m3 A+ !n:} A+ m‘f t\lu.

La surlace focale est done une V, d’hyperplan osculateur maxi-
mum, mais n’ayant que trois formes asymptotiques indépendantes
du second ordre. Les arétes de rebroussement des développables
génératrices sont telles que trois plans tangents conséeutils, pris
en suivant une de ces courbes, sont contenus dans un Hj, alors que
sur une V, de la structure mentionnée, trois plans tangents consé-
cutils définissent en général un H,.

Réciproquement, soit une V, dont hyperplan osculateur a
5 dimensions, ct Phyperplan osculateur du second ordre 8 dimen-
sions, la forme cubique 3w, o] faisant délaut; si de plus les
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courbes ©, = o tracées sur cette V, sont telles que trois plans tan-
gents conséeutils, puis en suwivant une de ces courbes, ne sortent
pas d’un H,, le licu des tangentes & ces courbes est une V, da
type que nous étudions. Fno effet, prenons une V, ayvant pour
formes asvmptotiques

==}, b, = 20,0, b, == i,

3

. \ . e .
Uy o= d, UW.o=3wmim,, Wy=n},

et supposons réalisée la condition supplémentaive: w,, ne dépendra
pas de o, On peat alors vésoudre le systéme dévivé par les for-
nules

W,y 0, g, =0, ) == 0, My == 0, [QTTE=—IN

et, en posant
Moo= A A-uwA,.
il viendra :

dN = (g4 o) M + @A, o) (A - uA) - ue, Aj.

APM =z 20y Ay + 03 (A 1 NL) + wwd A

Le lien de la tangente [AA,] est done une V, du type considéré,

C. - Variétés dont le céne fondamental se décompose
en trots plans.

63. Si nous prenons pour base :

b, = o}, O, = w, Oy = 20, () - 0,),

la tangente [AA,] est asymptotique double.

L’hyperplan osculateur dépend.au plus de deux paramétres.
Sl en dépend effectivement, supposons que Phyperplan oscu-
lateur du second ovdre soit le plus grand possible

W=l W=l

Les V, correspondantes sont données par un systéme de Plaff
en involution avee s, = 4. Ce sont des eartétés réglées. Les équa-
“tions w, = 0 et ®, = o sont l'une ¢t Pautre complétement inté-
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grables, et les deux lamilles de surlaces génératrices sont des
V, d’espéce @ véglées.

Lorsque Pespace n’a que 6 dimensions, les 'V, dépendent de
G fonctions de 2 avguments. Elles sont encore rvéglées, mais les
équations w, = 0 ctw, = o ue sont plus nécessairement intégrables,

IV. — La cubique caractéristique se décompose
en trois droites distinctes.

64. Les V, corvespondantes se classent en deux types :

A, Les trots coniques @, = o, ®; = 0, O, = o ont un triangle
autopolaire commun. En le prenant comme triangle de référence,
il vient

O, = o}, D=3, D= nl.

0

B. Les trols coniques passent par trois points fixes. On a
alovs '
Bnwyny, - Dy=m e, O =20, 0,

Dans le premier cas, il n’existe pas de tangentes asymptotiques,
nais il existe trois tangentes remarquables, intersection des
plans Tondamentaux deux & deux. Nous les appellerons tangentes
caractéristiques, par analogic avee les tangentes caractéristiques de
Segre,

Ao Varidies a trots fanulles de caractéristiques.
65. Le cone fondamental a pour équation :
0)] Wy Wy == 0.

Chacun des trois plans dont il est composé a pour direction
conjuguée la tangente qui est Uintersection des deux autres plans.,
Deux hyperplans tangents en deux points A, A’ infiniment voisins

= l > b
le second étant situé sur [AA,] par exemple, se coupent suivant
le plan [AA,A,] Le lieu de ce dernter plan, quand on suit la

3 b]
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caractéristique tangeute cn chaque pomt & [AA], est done

une V, développable.

Les V, étudides ont pour systéme différentiel :

0), ==, [OFY
(1) Wy = Wy, Wy

W23 == 0, Wy

M3y = 0, My =

=0, Wy

=0, W)g== 0,

=2 0),, Oap ==
0, Wy =

¢t pour relations quadeatiques

’ [0(0341 + 0rgg— 203, )] — [(12 021 ]

— [0y ]

- [“’l ('J;u]

[oyon;]

— [y o,]

[mieg]

— ooy

[oyon]

\

Ce systéme est en involution avee s,

-+ [(l"_)(l)“;" ]

—[on6a]

=0,

=o0,
), = 0,
M) = 0,

13).5= 0 (%

— oy, i

+ Loy gy ]

~+ [@a(005 = 0100 — 20002 )| — [ 5052 |

— L2 ]

[r2sa ]

a6

— [02024]

[0, ]

Chacune des trois équations

6y == 0,

3 == 0,

-+ l 0y W |

— l Yy gy l

- | 613 Way l

IV QFRATIN l

0.

My == 0,

Tz,
= O’

=0,

=0,

=0,

= [(’)3(“’4}0 = gy — 2 "‘:z:i):l =0y

=0,
== 0,

== 0,

est complétement intégrable sur la Vi et défimt une (amille de'V,
génératrices qui sont, on le voit aisément, des surfaces & cavacté-

ristiques de Segre,

66. Les tangentes caractéristiques telles que [AA,] forment
une famille de droites & trois paramétres, dont chacune appartient
a trois surfaces développables. En cffet, la droite [AA;] a un
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déplacement instantané qui s¢ déduit de
dA = Wyy A‘\ -+ 0)[4‘\] -+ [V FY A’ —+ Cl)gAg,
d.‘\,: (‘)IOA- -+ w“A,—i- wlgf\g’f' m13A3+ C\)lAs.
Pour qu’un point @A + x, A, de cette droite soit caractéris-
tique, 1l faut et il suflit que 'on ait (n® 3, théoréme II) :
Loy 4 T 0 3= 0,
Wy —+ X W 3= 0,

W, =o.

On obtient une premicre solution en liant les paramétres par

Wy =0, W3 =0,

et il faut alors #, = o : le point A est le point caractéristique.
La droite [AA,] enveloppe done, comme il était évident, la
courbe caractéristique tracée sur la V, étudiée.

Une seconde solution s’obtient en posant :

W= 0, W3 = 0;

dans ces conditions, s1 on ne particularise pas le systéme de réfé-
rence, 1l vient :
Wie == A Wi

Le point caractéristique est alors, sur [AA,], le point dont les
coordonnées vérifient :
T 4 T, = 0,
2 ) h
c’est-a-dire :
My= A, — xA.

Enfin, de fagon analoguz, on obtient unec troisiéme famille de
développables, en posant : '

W, == 0, W= 0 ;

comme on a de plus:
‘ o= Buy,

le point caractéristique est dans ce cas :

My=A, — BA.
Journ. de Math., tome Ill. — Fase. 111, 1924. . 41
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Sur chaque tangente caractéristique, il existe ainsi trois points
focaux: A, M,, M,. Le lieu du point focal A, quand les trois para-
métres varient, est la Vy étudiée. Montrons que le heu de chacun des
autres points focaux est aussi une V, du méme type.

Nous pouvons particulariser le systéme de véférence de sorte
que A, déerive la V, locale licu des arétes de vebroussement véri-
fiant ®, = 0, w, = o. Dans ces conditions, ®,, ne dépend pas de
w,, et Pon voit aisément qu’on peut aussi le supposer indépen-
dant de o, ; done ‘

(3) My = O,
Une nouvelle particularisation permet de supposer que o,
ne dépend pas de o, ¢t que
)3 == )y,

Par ailleurs, w,, peut étre ramené a zérvo. La dérivée extéricure
bl 32
de (3) nous donne alors :

(4) [@ @] — [0a0y,]=o.
On peut ramener a zévo le coefficient de w, dans w, et & Punité
le coeflicient de w,, en général :

Wig= Ws.

Le déplacement instantané de A, est maintenant :

AN, = 0, A + 0 A+ w3 A+ Ay,

A = (0} + 0,05) A+ 0105 Ay (0] - 0y w,) A+ E o), @) Ay

D’aprés les relations quadratiques (2) et (4), les lormes w,,, 0,;,
W, Wy, sont linéaires en w,, si bien que Pon a, en choisissant
_convenablement A, :

A = olA,+ 0l A+ oA,

Le lieu de A, est bien une V, 4 3 familles de caractéristiques,
et les arétes de rebroussement des développables ©, = 0, 0w, =0
constituent une des familles de caractéristiques.

Il est clair que la troisiéme nappe focale a, en général, la
méme structure,
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Nous obtenons ainsi une généralisation aux vaviétés & 3 dimen-
sions de E, de la translormation de Laplace pour les suriaces de
Iespace ordinaive. La considération des tangentes caractéristiques
d’une V, du type étudié¢ permet d’en déduive six mnouvelles
V, de méme structure, dont les familles de  cavactéristiques
correspondent a celles de la Vy primitive,

B. —- Variétés a trois jamilles &’ asymptotiques.

67. Nous prendrons pour formes de base du réseau asympto- -
tique :
P, =90, 0,, ¢, = 20,0, O, = 20,0,

La seule forme asymptotique du second ovdre qui puisse exister
est U, = 6 w,w,w,, et il ne peut exister de lorme d’ovdre 'supéricur :
7 | 2V N |
les V, du type étudié sont done contenues soit daus I, soit dans I,
4] [ (L3} i
Lilles sont intégrales du systéme différentiel :

C W, = 0. w; =0, g == 0,
) g 0, = )y, ;= 0, Gy 2= Gy
¢ l Wag == 0, Wy == Oy W2 == O,
Uy, 2 O, W35 == 0)ay (3 == @y
m; =0,
6); = 0, 0) g == G,
(2)
0y; 7= 0, Myq == 0y,
@y = 0, Gy T2 Odas

Le systéme (1), qui est seul & considérer pourles V, situées dans B,
est immédiaternent en involution avee s, = 6. Les lignes asymp-
totiques de ces Vy ne sont pas des droites en général. De plus, les
¢quations @, =0, @, =0, ®,= 0 ne sont pas en général comple-
tement ntégrables,

68. La détermination de toutes les Vi de Egy triplement véglées
scrait un probléme intéressant. Elles se divisent en deux classes :
celles sur lesquelles chacune des équations ©, = 0, v, = 0, v, = 0
est complétement intégrable, et celles qui ne jouissent pas de
cette propriété. Les premicres peuvent étre déduites par projection
sur un hyperplan & 6 dimensions d’une V, triplement réglée située
dans Bt ¢’est ce que nous verrons tout & Uheure. Parmi les autres,
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il en existe une remarquable, nc dépendant que de constantes
arbitraires, et pour laquelle les équations de Frenet généralisées
prennent la forme :

d\ = oy Ay 4 we Ay 4+ wy Ay,

AN = — fu, A 4+ w3+ A, “+ oy Ay,
dAy=— fos A + oy, 4+ w A+ Wy Ay,

dA ;= — fuwz A “+ oA, ' ay A+ oA,
dN,= 203\ — 3w\, — I A, + waAy— 20, A,
dA;=  20,A — 30y As — Dy Ay — 2wy A\, + wyAq,
dA¢= 2w A —5wzA, — 3w, A3+ e A, —2w5A;,

Cette V, triplement réglée admet un groupe a 3 parameétres
s rp g g ) s
qui a les mémes formules de structure que le groupe des

rotations :

o) =[may],  of =[], ) =[w o]

69. Dans l'espace a 7 dimensions, les V, sont définies par les
équations (1) et (2), qui forment un systéme non immédiatement
en involution. On peut remarquer que, dans ce cas, les équa-
tions @, = 0, w, = 0, W, = 0 sont toujours complétement inté-
" grables sur la variété.

Il existe dans E; une V, triplement réglée, qui est engendrée
de trois facons différentes par o' quadriques et peut s’exprimer
au moyen des équations :

X,== Ty 2y, Ty = LTy, Zg == 3T, ry=ay &y xy ().

Elle admet un groupe a g parameétres dont les translormations
infimtésimales s’obtiennent sans difficulté. Les équations finies
de ce groupe sont obtenues en effectuant sur les paramétres des
trois familles de droites génératrices, trois transformations homo-
graphiques arbitraires. Il est commode de représenter paramétri-
quement la V; en coordonnées homogénes au moyen des formules:

No== ¢ "9 0, Xi=u,vy0y, No= w00y, X3 = uyv, 0y,

Xi== v u,yvy, Xs=uquzvy, Xe= w3 tts0,, X. = uyugug;

(*) Cette Vy a été signalée par M. Cartan (Comptes rendus, 2 septembre 1918).
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puis de faire subir aux paramétres les transformations :

uy = a4 byvy, Wy == @yt by 0y, wy=azuy -+ byvy,

v = ey + vy, Py = Cally Py P == Cylty =+ 0y

Vis-a-vis de ce groupe & g paramétres (G,), un point peut occuper
quatre positions cssentiellement distinctes, d’aprés le nombre de
paramétres de son sous-groupe de stabilité. S1 Pon projette
la V; sur un hyperplan a 6 dimensions, la V; obtenue sera une
V, triplement véglée de E,;, dont le groupe sera le sous-groupe
de G, quilaisse invariantle point de vue : il pourra étre & 6, 5, 3
ou 2 parameétres.

A. Si lon prend comme point de vue un point de la 'V, elle-
méme, la V, de E;, admet un G,. Ses équations peuvent étre
éerites

By L, Xy =Ly Ty, Ly = Xy Xy

¢t les ¢quations du G, qui Padmet comme multiplicité invariante
s'obticnnent en effectuant sur les paramétres des génératrices
rectilignes trois transformations linéaires non homogénes :

Y= a4+ by, Ly == @y + b, Xy = a3 x5+ by,

o= a4 a by + ay by + 0,0y,

QT @Ay 5t @y byg + @y by ay 4 Dy by,

2= aya g+ ag by + a, 1)3;v,l + b, b,.

B. On obtient une V, admettant un G;, sil’on prend comme point
de vue un point situé sur I'une ou Pautre des trois V, :

\ €Ty T= XY, X5 == XT3, g L= L3y,
GOy T= @y, Q== X3 I, Xy == &) T3,
f &3 X3 L'y, @£y = @y, 2 Xy = &, &y,

¢’est-a-dire un point situé sur un des H; osculateurs aux qua-
driques génératrices de la V, de E,, et non situé sur la V, elle-mé&me.
Les équations de la V, de E; correspondante peuvent s’écrire :
Xy = 2y Xy, X=Xy Ty + X3y, L= X\ Xy Ty
Pour obtenir les équations fines du groupe, il est commode de
représenter paramétriquement la V; par les formules :
Xo== ¢, 0,50, X, = v 04, Xy ugtry 07y, Xy=uze, ¢y,

Xi= tyuy vy, Ns=uz(ugey+ uv,), Xe=t, uyu;,
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puis d’effectucr sur les paramétres les transformations :

Wy =ot;+ By, uy = oty + 30, == auy+ by,

L= g e Oy == U 0 O =

(. Les V; admettant un groupe & 3 paramdétres corvvespoudent

au cas ou le point de vue est situé sur la 'V, d’équation :
(&7 = 22,803 — &, &5 — 0, —a3a,)*
A q (v wpn) (U — ) (25— 2y ) = o,
LElles s’écvivent :
B N U e A RRTATTI R SN AN Y
~ ’ :

et leur groupe G, s’obtient e¢n partant de

Xy = ax,+ by, 2y == aw -+ by, Xy = awy+ by 4 by

D. Enfin, si Pon projette a partiv un’ point quelconque,
non situé sur la V, précédente, on obtient une V, d’équations
réductibles a :

&y= @y (@5 ) ¥), T B (L e 2y ), A= (g )
ct qui admet un G, qu’on peut exprimer sous fovme finie :

£y T aay. ay=0b.r,, 2y = abx,,

[ —— . R 2 R Y A
pry=abe,, @z abtag, €= athieg,

e T L T



