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VARIÉTÉS A TROIS DIMENSIONS. 241 

Sur les propriétés infinitésimales projectivcs des variétés 

a trois dimensions ; 

PAR V. LALAN. 

INTRODUCTION. 

Plusieurs géomètres se sont appliqués à généraliser la méthode 
du trièdvc mobile de Darboux ('), en l'adaptant à des geometries 
basées sur d'autres groupes que celui du déplacement euclidien (2). 

Dans son principe, cette méthode consiste à associer à chaque 
point de l'espace une figure de référence, un repère, qui dépende 
d'autant de paramètres qu'il y a d'unités dans l'ordre du groupe 
fondamental. Quand on se propose d'étudier les propriétés infini-
tésimales d'une variété, on attache à chacun de ses éléments 
un repère dont on particularise les paramètres de manière à réduire 
autant que possible l'arbitraire dans l'opération qui fait passer 
de ce repère au repère infiniment voisin. 

Dans son Mémoire Sur les variétés de courbure constante d'un 
espace euclidien ou non euclidien (3), M. Cartan a montré comment 
il convenait d'adapter la méthode du trièdre mobile à l'étude des 

(R) DARROUX, Leçons sur lu Théorie générale des Surfaces, L. I, pp. I, 65,88, 

2e édition (Gauthier-Villars, 191/i)· 
(2) DUMOULIN, Comptes rendus, IQC>4 et 1906 (Géométrie elliptique, Géométrie 

conforme); WILCZINSKI, Trans. Amer. Math. Soc., 1905 (Géométrie projective). 
(s) Bull, de la Soc. math., 1919 et 1920. 
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variétés do l'espace projectif à η dimensions : je n'ai lait qu'appli-
quer le procédé aux variétés ponctuelles à trois dimensions (V.,). 

Les V.
t jouissant de propriétés infinitésimales projeclives déter-

minées se présentent comme les multiplicités intégrales de certains 
systèmes différentiels. L'objet principal de ce travail est de pré-
ciser la nature et le nombre des éléments arbitraires (constantes 
ou Fonctions) qui entrent dans l'expression analytique des variétés 
ainsi délinies ; c'est un problème dont la dilliculté disparaît dès 
qu'on l'ait usage de la théorie des systèmes de Pfaff en involution, 
de M. Cartan ('). 

Au Chapitre 1, j'expose les points essentiels de la méthode et je 
rappelle les principales propriétés infinitésimales projeetives des 
variétés à ρ dimensions. 

Le Chapitre II est consacré à l'examen préalable île la structure, 
projective des variétés à 2 dimensions plongées dans l'hyperes-
pace. Le Mémoire de C. Segre: Su uua classe di superficie degl'iper-
spazilegata colle equazioni lineari aile de rivale parziali- di. 20 ordine (-) 
m'a été particulièrement utile pour la rédaction de ce Chapitre. 
Toutefois ce géomètre n'étudie que certaines surfaces, qu'il appelle 
les \

2
 d?espèce Φ, eu laissant de côté les \C> les plus générales, qui 

sont dépourvues de lignes asyniptotiques et de lignes carac-
téristiques. J'établis (n° 21) l'existence sur les V2

 de cette nature 
situées dans l'espace à 5 dimensions, de cinq familles de courbes 
qui répondent à une définition intrinsèque et qui interviennent 
dans la génération des V3 ayant une famille triple ou une famille 
quadruple d'asymptotiques reetilignes. 

Les autres Chapitres traitent des variétés à 3 dimensions, 

Ο Les deux Mémoires fondamentaux sur celle belle théorie seul intitulés : 
Sur ΐintégration des systèmes inéquations aux différentielles totales (Ann. Εν. Norm., 
1901) el Sur la structure des groupes infinis de transformations (Ibid., 190/1). On 
peut en trouver aussi un exposé partiel dans E. GOUKSAÏ, Leçons sur le problème 
de Pfujf (Hermann, 19·.»·>). 

La théorie des formes à multiplication extérieure et de la dérivation extérieure 
des formes de Pfaff est exposée dans Ε. ΕΛΗΤΛΝ, Leçons sur les invariants inté-
graux (Hermann, 192?.). 

('-) Atli Accad. Torino, 1907. 
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classées d'après le nombre de dimensions de leur hyperplan 
oseulateur du premier ordre. 

Sur les V., dont l'hyperplan oseidateur a ί\ ou 5 dimensions, 
il existe un travail de Sisam ('), contenant déjà un certain nombre 
de résultats, que j'indique en nota4 quand je suis amené à les 
énoncer de nouveau. J'ai étudié plus spécialement les points laissés 
dans l'ombre par cet auteur. C'est ainsi, par exemple, que je 
traita4 assez longuement (n° 26) des hypcrsurl'aees de l'espace 
à i\ dimensions dont l'hyperplan tangent ne dépend que de deux 
paramètres, lin général, elles sont engendrées par une famille 
de tangentes caractéristiques d'une \2

 d'espèce Φ de Segre, ou 
par les tangentes asymptotiques d'une V

a
 d'espèce Φ à ligues 

asymptotiques. J'examine aussi certains problèmes plus parti-
culiers, tels que la détermination de toutes les V

;
, admettant 

à la fois une famille de plans générateurs et une famille double-
ment inlinie de droites génératrices (n° 58). Il n'existe que deuxY3 

de cette nature projeetivement distinctes, et l'une, située dans 
l'espace à 4 dimensions, n'est que la projection de l'autre, qui est 
située dans l'espace à 5 dimensions, la projection étant faite 
d'un point extérieur à la variété. 

Au sujet des V
3
 dont l'hyperplan oseulateur a plus de 5 dimen-

sions, je ne connais qu'une note de M. Cartan (-), où sont énoncés 
plusieurs résultats concernant deux types de Y.,. Cette note signale 
en particulier l'existence d'une Y

;l
 triplement réglée de l'espace 

à 7 dimensions, d'où je déduis, par projection, quatre Y.
t
 triplement 

réglées, projeetivement distinctes,de l'espace à 6 dimensions (n°69). 
En étudiant les V

3
 dont le réseau asymptotique est constitué 

par trois plans doubles, j'ai été conduit à généraliser la transfor-
mation de Laplace relative aux réseaux conjugués. 11 existe en 
(diet sur ces Y

;i
 trois familles de courbes dont la considération 

permet de déduire, d'une V
3
 donnée, six nouvelles V

3 de même 
structure en général. 

(') SISAM, On three-spreads satisfying four or more homogenous linear partial 
differential equations of the second order (Amer. Journ. of Math., 1911 ). 

(-) CAHTAN, Sur les variétés à trois dimensions (Comptes rendus, 191 S), 
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Outre les travaux déjà cités sur la géométrie projective infi-
nitésimale des variétés, je signalerai encore line étude de Del Pezzo 
sur les hyperplans oscillateurs à une variété ('), et les Mémoires 
de Servant (2), Levi (3), Artom ("'), Moore (5), sur les variétés à 
deux dimensions. 

Qu'il me soit permis en terminant d'exprimer toute la recon-
naissance que je dois à M. Cartan pour l'intérêt qu'il n'a cessé 
de montrer pour mon travail et pour les conseils précieux dont il 
a bien voulu m'aider au cours de ces recherches. 

CHAPITRE PREMIER. 

I. — Systèmes de référence mobiles dans l'espace projectif. 

1. Soit un espace projectif à η dimensions, rapporté à un sys-
tème quelconque de coordonnées projectives, que nous regar-
derons comme fixe, ou absolu. Dans cet espace, 11 + ι points A

0
, 

A,, ..., A„ définissent un nouveau système de coordonnées, pourvu 
que le déterminant du (η + i)l,,ne ordre, formé par les coordonnées 
de ces points, soit différent de zéro. Tout point M peut alors, et 
d'une seule manière, s'exprimer sous la forme 

M — .r
0
A

0 +
 ,ri AI -+-... 4- xnA„, 

égalité qui en condense en réalité 7z -j- ι. Les nombres x
0J
 x

n
 ..., x,

t 

sont les coordonnées relatives du point M dans le système de réfé-
rence constitué par les points A

c
, A,, ..., A„. 

(') Rendic. Accad. Napoli, 1886. 

(5) SERVANT, Sur une extension des formules de Gauss (Bull. Soc. math., 1902). 

(3) LEVI, Saggio sulla teoria delle superficie a due dimensioni immerse in ipers-
pazio (Annali R. Scuola Norm. Pisa, 1908). 

(*) ARTOM, Richerche proiettive sulle linee tracciate in una superficie immersa 
in uno spazio a piu dimensioni (Period. di Matem., 1912). 

(*) MOORE, Surfaces in ht/perspace which have a tangent line with three-point 
contact passing through each point (Bull. Amer. Math. Soc., 1912). 
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Le choix d'un système de référence ainsi défini dépend de (n -f- î)2 

paramètres, qui seront, par exemple, les (n -f- i)a coordonnées 
absolues des sommets de référence. Le déplacement infinitésimal 
le plus général d'un tel système de référence s'obtiendra en donnant 
à ces (/i -(- i)2 paramètres des accroissements arbitraires infini-
ment petits. Soit A,· -|- (ΙΑ

{
 le point avec lequel vient coïncider A, : 

dA
i est un point qui a pour coordonnées absolues les différentielles 

des coordonnées de A,·. Si l'on rapporte ce point, et les points 
analogues correspondant aux diverses valeurs de l'indice ι, au 
système de référence mobile, on obtient les formules : 

(i) d\.j—ο),·0 A0 -f- (»>,·[ At 4-... —H ω,·,, Λ,, {i-—ο, i, , n): 

Les to,-, qui sont les coordonnées relatives des points dAh sont 
on même temps les composantes relatives du déplacement instan-
tané du système de îéfércnee mobile. Ce sont des formes diffé-
rentielles linéaires par rapport aux différentielles des paramètres 
absolus, les coefficients étant des fonctions de ces mêmes para-
mètres. Si l'on annule toutes ces formes ω,-, les formules (i) 
montrent que le système de référence reste inaltéré; cette remarque 
prouve que les formes de Pfaff ω„ sont (n -j- i)2 combinaisons 
indépendantes des différentielles des (n + i)2 paramètres ab-
solus. 

Le mouvement instantané de notre repère mobile dépend d'un 
paramètre de plus que celui des systèmes de référence que l'on con-
sidère habituellement dans l'espace projectif. Si l'on remarque 
que les transformations qui changent A

0
 en kA

0
, A, en kA,, ..., A

rt 

en kA
n
 correspondent à la transformation identique du groupe 

projectif, on voit qu'on peut faire disparaître le paramètre sura-
bondant en assujettissant le déterminant des (n -f-i)2 coordonnées 
absolues des sommets de référence à conserver une valeur cons-
tante, condition qui se traduit par la relation : 

WQO 4- ωη 4-. . .4- w,
m

 — o. 

2. Les covariants bilinéaires des formes de Pfaff ω,·, peuvent 
s'exprimer au moyen de ces formes elles-mêmes. Pour obtenir 
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leur expression, dérivons extérieurement les deux membres des 
écpiations (i); les premiers membres ont une 'dérivée extérieure 
nulle, ear ce sont des différentielles exactes, et il vient : 

ο — co/0Au H- ω'π A| -4- ... -l· &)'·Η An-t- [rfA0w,0] -4- [î/Aj -4-... + [//A,. ce,·,,]. 

Tenant compte des relations (i) elles-mêmes, on a : 

H 

2 '
 Ω

'·Α·~ [^'0Ω„Λ·] — [Ω,·Ι&>ΙΛ·] — · .. — [Ω,-,,Ω,,/,Ι ; Α/,= Ο. 

Α = Ο 

Comme aucune relation linéaire ne peut exister entre les points 
Â-o> '··> -^-«5 on doit annuler les η + ι coeilicients qui figurent 
dans cette égalité, et l'on obtient ainsi les formules fondamentales: 

u 

(·.<) W/A=2 [Ω/Y'^YA·] («, /.·=<», I, //). 

/ = 0 

qui sont les formules de structure du groupe projeetif à η variables. 

5. Rappelons, sans les démontrer, quelques théorèmes dont 
nous ferons un usage fréquent. 

TIIÉOUÈMI: 1. - La condition nécessaire et suffisante pour cjue 
lu variété plane à ρ— ι dimensions, définie par ρ points indépen-
dants, [c'est-à-dire non situés dans une même variété plane à 
ρ — ι dimensions) M,, M

2
, soit fixe, est que les différen-

tielles D!M,, clM
Y
, puissent s'exprimer linéairement à l'aide de 

M,, ..., M
Y
, seulement. 

Le point M, est fixe, par exemple, si 

Î/JYI γ — oij j M | · 

La transformation subie par M, n'est pas un déplacement 
spatial : ses coordonnées homogènes se trouvent multipliées seule-
ment par un même facteur numérique. 

Utilisant les notations de Grassmann, nous désignerons la 
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droite qui passe par les deux points M,, M
2
 au moyen du symbole 

[M, Mo], qui représente le produit extérieur des deux formes de 
première cspèee 

M, — α0 Λ ο + χ ι A t +... -+- oc
n A„, 

M > — j'j Art y ι A ι -+-... yn
 A „. 

La droite [M, M
2
] est ainsi représentée par une l'orme de 

deuxième espèce, linéaire par rapport aux symboles [A, Â
;
], les 

eoellieients étant les coordonnées pluckériennes de la droite. 
Si les points M, et Mo sont mobiles, ou aura pour la droite [M, Mo] : 

d [ M, M s ] = [ rf M, M s j + [ M, c/M ·> ]. 

Quand la condition posée dans l'énoncé du théorème est remplie, 
on a des formules telles que : 

c/.\ l ι ■— ο)11 iV'I ι -I- c»>„M2, 
^ΛΙ2 οίο, M j a- ω22Μ2, 

et par conséquent : 

r/[ M, Mo J -- (ωΜ + ω„ ) l M, M2|. 

Telle est la relation qui exprime que la droite [M, Mo] est 
lixc. 

Pour une variété plane à μ — ι dimensions, que nous repré-
senterons par [M, Mo ... M ], la condition énoncée dans le théorème 
donnera : 

c/[ M ι Mo. .. M y, J — ( c») ( ι -f- ωό» -+-. ·. -+- Wy,y, ) [ M j Mo. .. My, ]. 

THÉORÈME II. — La condition nécessaire et suffisante pour 
que le point 

u-1M j H- χ 2 M +.. ·. —H χ ρ M ρ 

de la variété plane mobile [M, M
2
 ... My,] soit encore situé dans la 

variété après un déplacement infinitésimal de celle-ci, est que le 
point 

A J CÈMj A O ciMo H- · · · —h" AT y, i/M y, 

appartienne lui-même à la variété. 
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Ce théorème nous servira fréquemment dans la recherche des 
caractéristiques des variétés planes mobiles ('). 

11. — Propriétés infinitésimales projectives des \> 

•i. Pour étudier une Y,,, nous particulariserons le système de 
référence mobile de la façon suivante : 

A chaque point A de cette variété, nous adjoindrons ρ points A,, 
A

2
, Ar situés dans l'hyperplan tangent en A à la Yy„ et η — ρ 

autres points provisoirement arbitraires qui, avec les ρ + ι pre-
miers, constitueront le repère mobile. (Au lieu de A

0
 nous écri-

vons A, et ω, au lieu de ω
0/

). 
Il existe après ce choix des relations identiques entre les com-

posantes ω,·, du déplacement instantané. D'abord le point A étant 
assujetti à rester sur la V,,, le point dA sera situé dans I'll,, tangent 
en A à la variété; 011 aura done identiquement : 

W/j-t-l — O, — Ο» · « · ? W/i — Ο 

et, par dérivation extérieure : 

[coi Wi
>p+

i] 4- [ω2
ω

2</)+1
 | 4-. . .4- m J — 0, 

• « » · 

[ f»> 1 c»> 1 .,1 1 4- 4- . · . 4- I MpMp n I —O. 

Les ρ formes ω,, ..., étant linéairement indépendantes, la 
résolution de ces relations extérieures donne les formules (-) : 

""-it;1 (*-/>+■ «), 

où Φ;,+ ι
, $,,+·>, .... Φ„ sont η — ρ formes quadratiques en ω,, 

CO2, ..., (Oy,. 

(χ) Dans ce qui suit, la notation 11/1 désignera un hypcrplan à /> dimensions, 
c'est-à-dire une variété plane à ρ dimensions; E„ désignera un espace projectif à 
η dimensions. 

(2) En vertu d'un théorème concernant la résolution des relations quadratiques 
alternées (E. CARTAN, Sur les variétés de courbure constante, ..., n° 17). 
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ii. Faisons décrire au point A une courbe de la Yp. Le plan 
osculateur à cette courbe en A sera [AdAci2A]. Ne conservant 
dans d'- A que les termes linéaires en A/;+1, ..., A

n
, il viendra : 

d1 A — (ω( ω,
)ΡΗ

_ ι +...4-ωρωΡιρ+1) Ap+l -4-... + (ωιω1/ι + .·.-Ι-ωρ:ορ/ι)Α/ί 

Φ/J+l A/J + l
 -+" Φρ+2 hp+2 "Η··· + Φ«Α„. 

Le plan osculateur à la courbe considérée est donc défini par le 
point A, un autre point déterminé de Γ H tangent, et enfin un 
point M de la variété plane [A/w_,, Ap+a, A

rt
] ayant pour 

coordonnées homogènes dans cette variété : 

®P+1 Φρ+1> · · · 5 &ll Φ«· 

Le point M ne dépend que de la direction de la tangente à la 
courbe considérée : il est le même pour toutes les courbes ayant 
la même tangente en A. 

Il peut se faire que les η — ρ formes quadratiques Φ, à 
ρ variables, ne soient pas linéairement indépendantes. Soit q le 
nombre de celles qui sont indépendantes. Le point M ne sort pas 
alors d'une certaine variété plane à q dimensions située dans 
[A/;+1, ..., A

rt
]. On peut choisir les sommets Ap+1, kp+l/ dans 

cette variété plane, et, après ce choix, les formes ..., Φ
Λ 

sont identiquement nulles. 
La variété plane à ρ + q dimensions ainsi définie est la plus 

petite variété plane qui contienne les plans oscillateurs aux 
différentes courbes tracées sur la variété et passant par A : c'est 
Γ hyper plan osculateur à la variété en A. Le lieu des plans oscu-
lateurs ne se confond pas d'ailleurs nécessairement avec l'hyper-
plan osculateur : c'est en général une variété courbe, lieu de l'H

/J+
, 

projetant à partir de Γ H/; tangent le point M qui décrit dans l'hyper-
plan [A

/H
_,, A

/H
_
2

, ..., A/h_7] une variété k ρ—ι dimensions. 

6. Coupons la Vp par un hyperplan k η — ι dimensions con-
tenant ΓΗρ tangent en A, mais ne contenant pas l'hyperplan 
osculateur en A. L'intersection avec la Yf) est une Vp!, présentant 
en A un point conique du deuxième ordre, donc les tangentes 

Journ, de Math,, tome III, — Fuse. HI. 'f)24· 33 
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vérifient une équation de la forme : 

vnjjikèè_frrp_toup· ·"+" ^/·+-γΦ/'+'/ °· 

En faisant -tourner l'hyperplan sécant autour de I'll,, tangent, 
on obtient un réseau linéaire de roues, qu'on appelle le réseau 
asymptotîque relatif au point A. Ees formes Φ, et toute combi-
naison linéaire de ees formes, sont les formes asymptotiques rela-
tives au point À. 

Si une tangente est eommune à tous les cônes du réseau asymp-
totîque, elle est appelée tangente asymptotîque. Toute courbe 
de la tangente en À à une tangente asymptoiique, a sou plan 
oscillateur en Λ contenu dans tangent à la V?, en A, et réci-
proquement. 

Deux tangentes sont, dites conjuguées, si elles sont, conjuguées 
par rapport, à tous les cônes du réseau asymptotîque. Lorsque le 
point A se déplace sur la variété dans la direction d'une de ces 
tangentes, I'll,, tangent en A a pour caractéristique la direction 
conjuguée. 

7. En considérant les variétés planes à 3 dimensions oscula-
trices en A aux différentes courbes tracées sur la V;„ on est conduit 
pareillement à la notion d'hyperplan oscillateur du second ordre 
à la V7, en A : c'est, la plus petite variété plane contenant tous les 
H., oscillateurs en A aux diiïérentes courbes de la V;,. Si cet 
hypcrplan, qui contient naturellement, l'hyperplan oscillateur (du 
premier ordre), a p-\-q-\~r dimensions, nous choisirons à son inté-
rieur les sommets A;,+,;+t, ..., X/1+l/+r. L'M

;i
 oscillateur en A à une 

courbe de V;, est [A dX drA c?3A], et d:]A s'écrit, en négligeant sa 
projection dans l'hyperplan oscillateur : 

d^ X Ay, + ,7-t_j ~t~ ·.·■+■ Τ JI + (J-+.rX 

Les coefficients Ψ sont des formes cubiques en ω,, ..., ωρ9 

linéairement indépendantes, qui ont pour expression : 

M·), — ο)//+1ι>,Φ/)-μ -H ... -H ω^+,^χΦ/'-Η'/ 

et qu'on appelle les formes asymptotiques du second ordre. 
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Si l'on coupe la V;, par un H„_, passant par l'hyperplan oscula-
teur du premier ordre, mais non par l'hyperplan osculatcur du 
deuxième ordre à la Vp en A, la Vp_, d'intersection présente en 
Λ un point conique du troisième ordre, l'équation du cône tangent 
étant : 

PL H' P + [/.,·ΨΡ + Γ+,· Ο. 

Le réseau linéaire de cônes obtenu en faisant tourner ΓΙΊ„_, 
sécant autour de Γ1Ί osculateur, est dit le réseau asymptotique 
du deuxième ordre. Une tangente commune à tous les cônes 
Ψ) = ο est une tangente asymptotique du deuxième ordre. En se 
reportant à l'expression analytique des formes on voit que 
toute tangente asymptotique du premier ordre est tangente 
asymptotique du deuxième ordre, mais la réciproque n'est pas 
vraie. 

De même qu'une courbe asymptotique du premier ordre a 
un contact du deuxième ordre avec ΓΗρ tangent en chacun de 
ses points, une tangente asymptotique du deuxième ordre a un 
contact du troisième ordre eu chacun de ses points avec ΓΗ

ρ4
_
7 

osculateur à la Vp en ce point. 

8. Rappelons trois théorèmes de grande importance : 

THÉORÈME I. — · Les dérivées partielles du premier ordre d'une 
forme asymptotique du deuxième ordre sont des formes asymptoti-
ques du premier ordre. 

11 suit de ce théorème qu'une fois connu le réseau asympto-
tique du premier ordre, le réseau asymptotique du deuxième 
ordre n'est pas arbitraire. 

THÉORÈME 11. — Si le réseau asymptotique du deuxième ordre 
est identiquement nul, l'hyperplan osculateur du deuxième ordre 
se confond avec celui du premier ordre, et ce dernier est le même en 
tous les points de la V/r La V;, est alors contenue entièrement dans son 
II

/)+7
 osculateur. 

THÉORÈME III. — Le nombre minimum de variables au moyen 
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desquelles peuvent s'exprimer les formes asymptotiques du premier 
ordre est égal au nombre de paramètres dont dépend Vhy per plan 
tangent à la V;). La même relation existe entre les formes asymp-
totiques du deuxième ordre et V hyper plan osculateur du premier 
ordre. 

La méthode employée permet évidemment de définir les hyper-
plans oscillateurs d'ordre quelconcpie; entre les réseaux asymp-
totiques de deux ordres consécutifs, il existe des relations qui 
donnent lieu à des théorèmes analogues aux précédents. 

9. Si nous dérivons extérieurement les équations établies au 
n° 4 : 

1 d<P
a
 _ . _ _ CO/a ->— —O, &W).—O, W/u.— Ο 

2 du>i 

.,p; CL—ρ +-1, + <y; λ —/> +'/ + ',· -<p + q -*-/·; μ>Ρ -Η η -+- >') 

nous obtiendrons des relations quadratiques de la forme: 

[coj7λΤ/ιρ] [w2cj/2s] + ...+ [ω^στ,/,ο] — o, avec ^yp—^y/i· 

dont la résolution donnera les formules : 

1 dâFp . 
"""=6 dWdtj <P = a'/-(1)' 

où F^,, F/J+,, F^ désignent q formes cubiques que nous 
appellerons les formes biasymptotiques; 

F
7
,
+94

.,, F/j+(7+;. sont les formes asymptotiques du deuxième 
ordre (F

?<
 = \FJ ; 

F7,^9+r4,, F„ sont identiquement nulles, à cause de la par-
ticularisation du repère mobile. 

Appliquons de nouveau l'opération de la dérivation extérieure 
aux équations ainsi obtenues; la résolution des relations qua-
dratiques fera à son tour apparaître des formes biquadratiques Fi41 

parmi lesquelles figureront en particulier, pour les valeurs 

ρ — ρqr1, ..., /> + <7 +/"H-s, 

les formes asymptotiques du troisième ordre. On peut conti-
nuer indéfiniment l'application du même procédé. 
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10. Dans une Communication récente à l'Académie ('), M. Cartan 
a montré la signification géométrique des formes différentielles 
qui s'introduisent de cette façon, pour le cas des hypersurfaces 
(V;#

 dans E
/>+1

). il est facile de généraliser pour les Y
p
 de E„. 

En rapportant la V?, au système de coordonnées projectives 
attaché au point A de la V

p
, l'hyperplan [AA, A

2
 ... A ] étant 

l'hypcrplan tangent en A à la V7,, les équations de la variété 
prennent la forme : 

— o'r} ' U'i · · · *>) + 'fp" (Λ'ι. . . Λ> ) + . . . + Op'' (X\. . . Xp ) 4- . . . 
(0—p + l. p+ 3, ..., /l), 

où o'p' désigne un polynome entier et homogène de degré k. Si 
l'on substitue aux coordonnées courantes x

{
, χ.,, ..., χ les formes 

de Pfaff ω,, ..., ω
7
„ on obtient η—ρ suites de formes différentielles 

qui ne diffèrent que par des facteurs numériques des formes déjà 
introduites par dérivation extérieure : 

I I 
. Ρ — ci ! Ρ* ■ Ρ ~ 3 ι 1 Ρ' · · · > ?p — ι- J1 ρ · 

La loi de formation de ces différentes suites est donnée par 
les identités suivantes, cpii généralisent celles de M. Cartan : 

p p 

Σ^ωί=Σ*'ω'ρ' 
i—l / =I 

Σ~άνΓ
 ω/== ί/?

^
 + (ωρ?

~~
 ω

°
0

^
 ?

*
Α) + Σ Wffp '+ (/f — 2) (2 *'Μί0) 9ρ~" 

i σ^ρ \ i ' 
f) η Λ —ι η α—2 

_Σ Σι ^Σ%^ι~α)+ Σ + z e +EZ4-è_ (a_1) q(a) (k-a)=: 
Ί= 1 Σ = /)+Ι Η — I Τ = Ρ +1 /1 = 2 

La notation dôf' désigne la somme de deux quantités : l'une 
provenant de la differentiation des coefficients de la forme ©p', 
l'autre étant l'expression 

ρ 

Z' i=1 xIwui_woo+Zxj wjki i*/+ ____ dqe(-

0 Comptes rendus, 7 janvier 192/ί. 
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11. Ν ous avons appelé tangentes asymptotiques du deuxième 
ordre, les tangentes aux eourbes qui ont un contact du troisième 
ordre avec l'hyperplan oscillateur du premier ordre à la V,,. 
Nous aurons parfois à considérer les courbes qui ont un contact du 
troisième ordre avec l'hyperplan tangent à la V;,; leurs tangentes 
sont données par les iq équations : 

Ψ«(Ω, . . .G»,,) = O, F
A

(R,),.. .M,,) = H (a —p 4- I, ρ + ·>.. ...,/> + q) 

dont <( sont du deuxième et q du troisième degré. Nous les appel-
lerons tangentes biasymplotiques (1 ). Les courbes biasymplotiques 
ainsi définies sont, parmi les asymptotiques, celles qui ont leur 
plan oscillateur contenu dans tous les hyperplans tangents aux 
cônes asymptotiques suivant la même génératrice, à moins toute-
fois que leur plan oscillateur ne soit indéterminé. 

12. Le système de référence que nous avons attaché au point A, 
et particularisé dans une certaine mesure, est loin d'être complè-
tement déterminé. Appelons paramètres principaux les ρ para-
mètres qui définissent la position de A sur la \p ; le repère mobile 
dépend, en outre, d'une certaine quantité de paramètres secon-
daires, dont le nombre va diminuant chaque fois (pie nous imposons 
une nouvelle condition aux sommets de référence. 

11 est facile, dans certains cas, de préciser le choix des sommets de 
référence au moyen de considérations géométriques; mais en 
dehors de cas relativement simples, le recours à l'analyse est 
pratiquement nécessaire. Nous utiliserons, pour cette parti-
cularisation, ou ce qui revient au même, pour la normalisation des 
suites de formes différentielles qui s'introduisent successivement, 
les formules du n° 10. Le symbole ο a désignera la variation 
infinitésimale que subit la quantité a quand on donne aux para-

(*) Dans l'ouvrage de STRUIK inlilulé: Grundzuge (1er mehrdimensionalen Diffe-
rential geometrie (Berlin, Springer, 1922), les biasymplotiques sont désignées (p. 79) 
sous le nom de courbes asymptotiques du deuxième ordre (hauptangentenkurcen 
•j.-ler ordnung). 
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mèti'es secondaires indépendants une variation infiniment petite, 
les paramètres principaux restant fixes; le symbole e

tj
 désignera 

ce que devient la forme de Pl'aff ω,- quand on y remplace le sym-
bole d par le symbole ο ('). 11 est clair qu'avec cette notation, 
on aui'a : 

ο (f -- I, 2, . . p). 

III. — Les systèmes différentiels en involution. 

15. Dans la présente étude, je me suis proposé avant, tout de 
rechercher le degré de généralité des V., possédant une structure 
projective donnée, c'est-à-dire ayant un réseau asymptotiquo 
réductible à un type projectif donné. 

!/application de la théorie de M. Parian sur les systèmes diffé-
rentiels eu involution s'imposait. Les Y}, qui appartiennent à 
un type projectif déterminé peuvent être définies, en effet, au 
point de vue analytique, comme les multiplicités intégrales 
à ρ dimensions d'un système de Ρ fait formé de s équations. Ces 
équations sont linéaires par rapport aux différentielles de ρ + s 
variables (dont ρ sont indépendantes et s dépendantes), les coeffi-
cients de ces équations renfermant, outre les variables, un certain 
nombre de paramètres auxiliaires. Soil. 

(ι) Gi = o, Q,= ο, 9S— ο 

ce système. Choisissons de plus ρ formes ωη
 ω.,, ..., ω,,, qui, jointes 

à 0,, O.j, ..., 0„ forment ρ -f- s combinaisons linéaires indépen-
dantes des différentielles des variables. 

Les relations quadratiques alternées qu'on déduit du système (i) 
en égalant à zéro les eovariants bilinéaires des formes 0,, 02, ..., 0 , 
peuvent s'écrire, quand on tient compte des équations (i) ellos-

(4) Celle méthode de parlicularisation a été exposée en détail par M. Car tan, 
dans son Mémoire Sur la déformation projective des surfaces (Ann. Ec. Norm., 1920. 
pp. o.So-o.SG). Nous omettrons le plus souvent, pour abréger, les calculs de parli-
cularisation. 
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mêmes, et en supposant le système (i) compatible : 

| ω,πτ,ι J H- L J H- . . . -h L r'V ^7/'1J — °» 
(2) . . . . 

[ω1σ1ί] 4- [ω.
2
στ

2
.ν] -h.. .4- [ω,,ϊπ,,.,,·] = ο. 

Les formes GÎ,·,· sont linéaires par rapport aux différentielles des 
paramètres auxiliaires, et peuvent aussi contenir les différentielles 
des variables. Adjoignons-les aux formes 0A et ω,·, et soit p + s + V 
le nombre de formes indépendantes obtenues : d'après un théorème 
général ('), le nombre q est le nombre de paramètres essentiels 
qui figurent dans les eoellieients du système (i). 

M. Pour reconnaître si le système (ι) est en involution, et quel 
est le degré d'indétermination de ses multiplicités intégrales à 
ρ dimensions, nous introduisons ρ systèmes d'indéterminées : 

il ) ii ) · · · ι iy) ) 
'c f u 1 , , · · · ) S/> > 
• · ) · · ? · · · ) · · ' 

3'-è_/*- +§/. +/*-+]^@\}é"' 

puis nous considérons les sp équations linéaires : 

SI ^11 ~+~ "+* · "+" ~p I —: °! 

ζ I ^15 "+" t- i/» W/)*· o ; 
ξ'ΐ ΠΤ, ι 4- 4

2
M

2l 4~ "Ι- ;/;ϋ7/, ι — Ο , 

ς, ΠΤΐΛ-j- i2 tïT2ν
 4- 4- ΐ/,Τί7/Ιλ· —- (» ; 

'i\'' 11 TO,, 4- 1 w
21

4-. . .4-—ο. 

1 )δΤΐί-+ Ι;?-ηδΤ2Α.4-.. .4- Ιγ 11 CT/..V — ο. ]\} 

Appelons s, le nombre des formes xs
tj
 indépendantes que l'on 

peut tirer des s premières équations; 
s,-}-s

2
le nombre des craque l'on peut tirer des ι s premières 

équations ; 

(X) ]t. CAHTAN, Sur les variétés de courbure constante . . n° 30 (loc. cit.). 
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®i4"sa+ ··· +s/> nombre des ta
if
 indépendantes que l'on 

peut tirer des ps équations, et qui est du reste égal au nombre 
total des GT,·,· indépendantes. 

Résolvons enfin les relations quadratiques (2) en prenant pour 
les vriij des combinaisons linéaires de ω,, ω._,, ω

;
„ avec le plus 

grand nombre possible de coefficients arbitraires. 

La condition nécessaire et suffisante pour que le système (1) soit 
en involution est que le nombre des coefficients arbitraires qui s'intro-
duisent dans cette résolution soit égal à 

Si + '■*.s* 4- 3,v
3
 4-... 4- />·ν/;. 

Si cette condition est réalisée avec s
a
 > o, =... = st, — o, 

les multiplicités intégrales les plus générales à ρ dimensions 
dépendent de fonctions arbitraires de α arguments. 

Si elle 11'est pas réalisée, on devra prolonger le système (1) 
en y adjoignant les équations données par la résolution la plus 
générale des relations quadratiques (2). Le nouveau système 
ainsi obtenu aura la même nature que le système primitif; on 
cherchera par la méthode indiquée s'il est en involution. Un théo-
rème générai nous apprend qu'en répétant un nombre suffisant 
de fois ce prolongement, on arrive nécessairement ou bien à 
1111 système incompatible, ou bien à un système en involution ('). 

Sous certaines réserves, on peut se contenter de prolonger par-
tiellement le système (1), en y adjoignant une partie seulement des 
équations obtenues par la résolution des relations extérieures (2). 

CHAPITRE II. 

LES VARIÉTÉS *A DEUX DIMENSIONS.· 

15. Le but du présent Chapitre est d'exposer brièvement les 
propriétés projectives des V2

 de E„ auxquelles nous ferons allusion 
dans la théorie des variétés à 3 dimensions. 

(1) E. CARTAN, Sur la structure des groupes infinis de transformations, N',S 10, 

11, 12 (toc. cit.). 

Journ. de Math., tome III. — Fasc. III, 1924. 34 
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L'hypcrplan osculateur à une V2 ne peut avoir plus de 5 dimen-
sions. Quand il a 3 dimensions en chaque point de la V

2
, deux cas 

sont à distinguer, suivant que la forme asymptotique unique est 
réductible à un carré, ou non : dans le premier cas, on a les sur-
faces développables de E

n
; dans le second cas, on a les surfaces 

non développables de ΕΛ. On doit remarquer, en effet, que toute V
2 

qui possède deux familles de lignes asymptotiques est nécessai-
rement contenue dans un espace à 3 dimensions. 

Quand l'hypcrplan osculateur à une V2
 a, en tout point, l\ dimen-

sions, nous dirons, après Scgre, que la V2 est d'espèce Φ. Une V
2 

d'espèce Φ admet au plus une famille de lignes asymptotiques. 
Enfin, si l'hyperplan osculateur a 5 dimensions en tout point À, 

il n'est plus le lieu des oo2 plans oscillateurs aux différentes courbes 
tracées sur la V;, et passant en A. 

I. — Les V, développables de 1£„ {n L 3). 

16. Soit Φ3 = ω; l'unique forme asymptotique de la V
a

. Le 
système de Pfaff correspondant est en involution avec η— ι ; 
la généralité des V

2 intégrales est donc la même que celle des 
courbes gauches de E„. Ce fait s'explique si l'on remarque que ces V

2 

peuvent être considérées comme le lieu des tangentes [AÀ
a

] 
à une courbe gauche, et réciproquement. 

En particularisant convenablement le repère mobile, la forme 
biasymptotique 

I< ;j — CO j ( CO'jj "Ή CO()0 — 2 CO] | ) — 2 (Ο) (0-> COjj 

peut toujours être ramenée à zéro. Mais la forme biquadratique F'J 
contient en général un terme en ω*:υ

2
 qu'on ne peut réduire. 

Les Y
2
 pour lesquelles ce terme n'existe pas ne dépendent que 

de η — 2 fonctions de τ argument : la génératrice [AA
2
] passe 

alors par un point fixe, et la V2 est un cône ayant pour directrice 
une courbe située dans un espace à η—ι dimensions. 
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11. — Les surfaces non développables de E
3
 ('). 

17. Les V
2

, dont le plan tangent dépend de deux paramètres et 
dont l'hyperplan oscillateur a 3 dimensions, sont des surfaces 
de E

3
. En effet, leur unique forme asymptotique pouvant être 

ramenée à ι ω, ω
2

, aucune forme asymptotique du deuxième 
ordre ne peut exister : l'hyperplan osculateur à la V

2
 contient 

donc toute la variété (n° 8, Th. I et II). 
Le système différentiel qui définit ces variétés est en involution 

avec s
2
 = i. La forme biasymptotique 

F — 2'0 J M je ■+" 2(0,6)2(6)33 ^00 — ^11 W22) 2C0j[ 6)
2

I 

peut, dans le cas général, être ramenée à 

F3— 6)?4- 6 

Si l'on suppose que le terme ω* n'y figure pas, on obtient les 
surfaces réglées : les intégrales du système différentiel corres-
pondant ne dépendent plus que de 3 fonctions de 1 argument. 
La forme biquadratique Fj,4) peut dans ce cas être réduite à zéro. 
S'il en est de même de la forme du cinquième degré F(

3
5), le système 

différentiel est complètement intégrable et définit la surface 
réglée- de Cayley, qui admet un groupe projectif à 3 paramètres : 

1 1 λ·, = .r, a?2
 H- ^ x\. 

En supposant enfin que la forme biasymptotique F
3 puisse être 

réduite à zéro, il en est de même de toutes les formes suivantes : 
le système différentiel est encore complètement intégrable et 
définit la quadrique 

Λ·3— xxX2. 

(l) Cf. CARTAN, Sur la déformation projective des surfaces (Ann. Êc. Norm,, 
1920). Les propriétés projectives des surfaces réglées ont été étudiées au moyen 
de la méthode de M. Cartan par P. MENTRF. dans sa Thèse Les variétés de Vespace 
réglé (Paris, Presses Universitaires, 1923). 
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111. — Les V2 d'espèce Φ. 

18. Segre a particulièrement étudié les V
2 dont l'hyperplan 

osculateur a moins de 5 dimensions, et il les a appelées les sur-
faces d'espèce Φ. Ici cette expression désignera les V2

 dont l'hyper-
plan osculateur a exactement l\ dimensions. Deux cas distincts 
peuvent se présenter, suivant que les formes asymptotiques ont 
ou n'ont pas de facteur commun. 

Les V
a d'espèce Φ à deux familles de caractéristiques. 

Quand les formes asymptotiques n'ont aucun facteur commun, 
011 peut poser : 

Φ3=ω|, Φν=ω2. 

Le système de Pfaff correspondant est en involution avec 
s

2
 == 2 : les V

2
 de ce type dépendent donc de ι fonctions de 

2 arguments, quel que soit le nombre de dimensions de E„ (η > 3). 
Elles n'ont pas de lignes asymptotiques, mais elles admettent 

deux familles de lignes remarquables, qu'on peut définir de la façon 
suivante. En général, deux plans tangents consécutifs n'ont, aucune 
droite commune : il y a exception si le second plan est pris dans 
l'une ou l'autre des directions définies par 

OL»! = ο, ω,=:ο. 

Les courbes correspondantes ont été appelées par Segre les carac-
téristiques (·) de la surface. Les plans tangents à la surface le long 
d'une caractéristique enveloppent une surface développable, 
dont les génératrices sont des tangentes caractéristiques de 
l'autre famille. Le lieu des arêtes de rebroussement des dévclop-
pablcs correspondant à une famille de caractéristiques est, en 
général, une surface de même structure que la surface d'où l'on 
est parti. C'est une transformation analogue a la transformation 
de Laplace pour les réseaux conjugués. 

0 Cette dénomination a trait à la relation qui existe entre ces courbes et 
l'équation aux dérivées partielles que vérifient les coordonnées homogènes de 
|a surface, 
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11 peut se faire que l'une des transformées, ou les deux, dégé-
nèrent en une courbe. La surface primitive est alors l'enveloppe 
d'une famille ou de deux familles de cônes : dans le premier cas 
elle ne dépend que d'une fonction de deux arguments; dans le 
second cas, de 2 η fonctions d'un argument. 

Dans Εδ, ces V
2 ont en général une forme asymptotique du 

second ordre réductible à Ψ
3
 = coj+coj qui, égalée à zéro, définit 

trois familles de tangentes asymptotiques du deuxième ordre. 

Les V
2
 d'espèce Φ à une famille dasymptotiques. 

19. Dans le cas où les formes asymptotiques ont un facteur 
commun, on peut prendre pour base du réseau 

φ3=ω®, Φ.ν=2ωιω2 

et le système différentiel qu'on obtient est en involution avec s., — 1. 
Les V

2 considérées, qui peuvent exister dans E„ (η > 3), dépendent 
seulement d'une fonction de deux arguments. 

C'est à ce type qu'appartiennent les V
2
 réglées non développables 

de E„ (η > 3). Les asymptotiques définies par l'équation. : 

&>i = ο 

seront rectilignes, si la forme biasymptotique F, ne contient pas 
de terme en ωί : le système de Ρ faff correspondant est en involution 
avec s

t
 — 1 η — 3, ce qui est effectivement le degré de généralité 

des surfaces réglées de E„. 
Le réseau asymptotique du second ordre peut être engendré 

par les deux formes cubiques co'f, 3 ω; ω
2

. Examinons le cas où 
l'hyperplan oscillateur ne dépend que d'un paramètre : la seule 
forme asymptotique du deuxième ordre sera alors : 

Ψ,= ωΐ. 

Le système de Pfaff correspondant est en involution avec 
.9, = Il + I. 

L'étude des V
2
 intégrales se fait aisément en particularisant par 

étapes le repère mobile. On trouve que ces V* sont toujours 
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réglées, la génératrice rectiligne étant située dans le plan oscilla-
teur à une courbe gauche arbitraire. Si la génératrice est assu-
jettie, pour chacune des positions du plan oscillateur, à passer 
par le point de contact du plan oscillateur et de la courbe, la V2 

ne dépend plus cpie de η fonctions d'un argument. Enlin, comme 
i'as plus particulier encore, la Va peut être engendrée par une droite 
qui s'appuie sur une droite hxe : il entre alors η ··— ι fonctions 
arbitraires d'un argument dans sa définition. 

Inversement, toute V
2 de E

w
 (η > 4) engendrée de l'une de ces 

trois manières, appartient au type que nous étudions, car son 
hyperplan oscillateur 11e dépend dans chacun de ces cas que d'un 
paramètre. L'explication du degré de généralité trouvé par 
l'analyse est dès lors immédiate. 

IV. — Les Vo dont l'hyperplan osculateur a le nombre 
maximum de dimensions. 

20. Le lieu des plans oscillateurs aux différentes courbes de la V
a 

passant en A est dans ce cas une variété quadratique à 4 dimensions 
située dans l'hyperplan osculateur et renfermant l'hyperplan 
tangent à la V

a
 en A. 

Le système différentiel de ces V
2
 s'écrit : 

ω3 = O, — o, ω3 — ο, ωχ — ο. 

(0 ω13=ωι, &>u=f»>2i ω
13
=ο, ω,χ=ο, 

Wo3 — O? ^24 — &23 — W». — Ο (λ — 6, . . . , /I ) , 

d'où l'on déduit le système dérivé : 

[ωΐ(ω33 2WU + ω00)] [ **-'3 ( 01^.3 C*>2l)] o. 

[Wl(W43— W2l)] + [ω2ωδ3] °> 
[ CO 1 (ω

3
^ 2COio)] ·+ [w2(to;·, + Woo W|1— Wii)] —Ο) 

[ω!(ω*; -+- ωϋ0
 — — ω

22
)] -4- [ω2

 (ω
5
; — 2 ω

2
ι )] — ο, 

(Ό [wtW3s] + [ω.>(ω4
3
—Wia)] —°> 

[ω| (co^a—οΐι2)] -η[ω2(ω55—2W22-l-Woo)] — 
[ωιωΐλ] Η-[ω

2
ω

4
χ] =ο, 

[wi^pj +[ω
2
ω

5
χ] — ο. 
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21. Quand l'espace a 5 dimensions, il existe sur cette V
a

, eu 
général, cinq familles de courbes remarquables qui ont en chacun 
de leurs points un contact du troisième ordre avec ΓΗ.» con-
tenant deux plans tangents consécutifs. Si l'on cherche, en 
effet, à quelle condition le άΛ A d'une courbe est situé dans 
I'll, défini par les cinq points A, À,, Aa, ω, A

:
,-f ω2A,, 

ω, A, + co
2
 A

5
, on est conduit à annuler la forme différentielle 

du cinquième degré : 

V — <o} ω3;; -h ω:; co2 (2 ων;; -- ω3ν) ω* ω| ( ω,;ϊ — 2 ωη Η- ω;,:, ) 

"+" 2(0,3— ω5'.) "+■ &>a&>33· 

Il existe une relation intéressante entre cette loi nie A et les 
formes biasyniptotiques F3, F.,, F5. Par un choix convenable du 
repère mobile, la forme F, peut d'abord ctre réduite à zéro, et 
la forme .V peut s'écrire : 

\ — M j g 2 C«) | b) « l·» H- CO ï 3 « 

ce qui montre que les formes biasyniptotiques peuvent être 
regardées comme les dérivées partielles du second ordre de la 

forme r-? A. .|.î> 
Les \

 2
 pour lesquelles la forme A est identiquement nulle ne 

dépendent que de constantes arbitraires, et se déduisent de l'une 
d'entre elles par un déplacement projeetif. Après toutes les par-
tieularisations possibles du repère mobile, les formules du dépla-
cement instantané deviennent : 

dΛ — o>00 A -+- co ι Λ j -4~ Λ ■>, 

d\{—ω ίο A ω,, A, H- co12 Aâ-+- co,A3-t- cojA.», 

rfAt— ^u^A -^âi Ai —(·.)«.> A, —i— ο)| Av —t- co
2
 A

3
, 

dA3— to 1 ο-Vι -H (2ωIt—c*>oo)A3-h 2Ci)[2Λ·,, 

ί/Α»— — (OjoA, -+- — wjoAj-H cos, A,+ (w,i -+- (O22— ω,,0)Α4 -h (0,2 A3, 

d A3— (1)20 A » —2 co->i A4 -4— ( 2 (Ojo— coqo ) A 3. 

Cette Y2 admet donc un groupe projeetif à huit paramètres, de 
même structure que le groupe projeetif du plan. En coordonnées 
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non homogènes, ses équations peuvent s'écrire : 

ι ο ' „ .rJ rr - .rj, .ν, = Λ·, .r.», ,c5 = -.r;. 

C'est la surface du quatrième ordre de Yéronèse, qui admet deux 
familles de coniques génératrices. 11 est commode, pour obtenir 
les équations finies du groupe de cette Y

2
, de la représenter para-

métriquement en coordonnées homogènes : 

\ Ο — \,= M,C, X
4

=I/JE, X
3

=^«|. X
4
=M,//

S

, X
5
=^WJ; 

puis d'elfectuer la transformation projective la plus générale sur 
les paramètres u

n
 u.,, e, considérés comme des coordonnées homo-

gènes dans un plan. 

22. On peut particulaiiser le repère mobile de telle sorte que 
[AA,] soit toujours tangente à une des courbes déliniespar A = o. 
Ce choix entraîne comme conséquence : 

(Ι)3;ΞΟ (niodcoi). 

Cherchons s'il existe des Y
2
 sur lesquelles les courbes ω, = ο 

qui vérifient A = o, sont des sections hypcrplanes. Il faut pour 
cela qu'on ait aussi : 

ω4;;:=ο (mode»).»). 

On est conduit, par des partieularisations successives, à adjoindre 
au système (i) les équations : 

O, ÙL)J2 — O, W3i=0, (0;., — O, 

et le nouveau système est en involution avec s» — i: les V
2
 qui 

jouissent de cette propriété ne dépendent, dans E
s

, que de ι fonc-
tions de 2 arguments. Chacune des courbes ω

2
 = o est alors con-

tenue dans un H., fixe, et deux H
3
 consécutifs se coupent suivant 

un plan. 

25. Les Y
2
 du type étudié dont le réseau asymptotique du 

second ordre est engendré par deux variétés triples sans autre 
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point commun que le point A, ne dépendent, dans E„, que de 
3 fonctions de 2 arguments. Celles dont l'hyperplan oscillateur 
11c dépend que d'un paramètre n'exigent pour leur définition que 
2 fonctions de 2 arguments; elles ont une famille de lignesasvmp-
totiques du second ordre. 

CHAPITRE III. 

I.ES V
3
 1)0NT L/llYl'RRIM.VN OSC.ULATEUR Λ QUATRE DIMENSIONS. 

24. Le nombre des formes asvmpt'otiques linéairement indé-
pendantes d'une Y

3
 peut varier de 1 à 6. Une étude complète 

de tous les types projeetifs serait très longue : je me bornerai 
à étudier les propriétés les plus intéressantes des V

s
 dont l'hyper-

plan a /|, 5 ou 6 dimensions. 

Les Y.
t
 qui n'ont qu'une forme asymptotique se. classent naturel-

lement en trois groupes, suivant le rang de cette forme. 
Au premier groupe appartiennent les Y

3 développables de E
w

. 
Le second groupe renferme les V

3
 de E, dont l'hyperplan tangent 

dépend de 2 paramètres. Enfin le troisième groupe est constitué par 
les Y., de Ε. dont l'hyperplan tangent dépend de trois paramètres. 

1. — Les V
A
 développables de F.„. 

2i>. Ces Y
3
 appartiennent à un type général qui a été étudié 

par M. Cartan (') : celui des Vp
 de E,„ dont l'hyperplan tangent 

ne dépend que d'un paramètre. Le résultat obtenu est le 
suivant : 

Une Y,, de ce type est l'enveloppe d'un H
;
, oscillateur à une 

courbe gauche, ou équivalemment, le lieu d'un oscillateur à 
une courbe gauche; et réciproquement. 

Dans le cas actuel, les Y
3
 sont donc, en général, engendrées 

(1) Sur les variétés de courbure constante ... (n° 48). Voir aussi, pour l'étude 
des V

3
 développables de E

;
, E. CARTAN, Sur la déformation projective des surfaces 

(nos 51-57). 

Jourri. dç tome III.— Fasc. 1U
?
 19:14. 35 
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par oo1 plans oscillateurs à une courbe gauche, mais des cas 
particuliers peuvent se présenter : on peut avoir soit des hypercônes, 
engendrés par oo' plans projetant d'un point fixe les tangentes 
à une courbe gauche quelconque située dans un E„_, qui ne con-
tient pas le point, de vue; soit des Y., engendrées par oo' plans 
projetant à partir d'une droite fixe les points d'une courbe 
quelconque d'un E„_

 2
 ne contenant pas cette droite. 

Les Y;, développables peuvent exister dans E„. Au contraire, 
si l'unique l'orme asymptotique d'une Y., est de rang ι ou 3, les 
réseaux asymptotiques d/ordre supérieur sont nuls, et la \

:
, 

est une hypersurlace de E
(

. 

II. —Les hypersurfaces de K; dont l'hyperplan tangent 
dépend de deux paramètres. 

26. Prenons pour l'orme asymptotique ; 

ψ; = awjWj. 

Aucune l'orme asymptotique du second ordre ne pouvant 
exister, les Y

a
 sont des hypersurfaces de E

t
 (n° 8). 

Elles sont les intégrales du système de Ρ l'a ft* ; 

(ι) —ο. ω,ν—' ο, — w3« —ίο», 

qui a pour relations dérivées : 

[ COo to 13 ] —1~ O, 

'(*) Ι.ω, cojS] 4- 2[ω2ωΐ3] 4- [ω;1(ω33 4- ω
3ί

— o)00— ω

η)] —" ο, 

[&>lwlâ] *+" [wi(w3S"t~ — ωύΟ— ω.,0] ·+" 2[f»J3W
3i

] — ο. 

Ce système étant en involution avec s., = 2, les hypersur-
faces en question dépendent, de 2 fonctions de 2 arguments. 

Les tangentes asymptotiques se répartissent en deux plans, dont 
l'intersection [AA,] est une génératrice rectiligne de la V

3
 ; la 

première relation (2) montre en effet que les formes ω
(;

, et ω,
2 sont 

indépendantes de ω,. 
Une première partieularisation du repère mobile ramène ω,3 

à αω2 et ω
ί2

 à btor 
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A. En général ab φ ο, et l'on peut encore .particulariser de 
façon à avoir : 

(3) Α>Υ— Ω», —(*>3, 

et réduire la forme biasymptotiquc à 

Kj — 3W| (COj ). 

Deux génératrices iniinimcnt. voisines se rencontreront si Toil a : 

ω.> ωι;ι — w3roiâ rr o. 

On peut donc réaliser cette condition en liant les paramètres 
par l'une ou l'autre des deux équations complètement intégrables : 

Ω2 Μ;Ι= Ο OU ?OJ+R,>3— o. 

La Y
3
 est par conséquent engendrée de deux façons différentes 

par ce' surfaces développables. Les deux points focaux sur la géné-
ratrice ! A A, ] sont : 

Μ,-Λ-Λ, el Ms=\-j-*A,. 

Chacune des nappes focales est, en général, une surface de Ε
Λ 

d'espèce Φ à deux familles de caractéristiques (n° 18), les aretes 
de rebroussemont des développables génératrices constituant une 
famille de caractéristiques. La V

3
 est donc engendrée par une 

famille de tangentes caractéristiques d'une V
a
 d'espèce Φ. 

Réciproquement, toute Y
a

, engendrée par les tangentes caractéris-
tiques d'une Y3 d'espèce Φ située dans E,, appartient au type 
étudié. E11 elfet, soient À le point où la tangente [AA,] touche 
la Y

a
, et [AA3] la seconde tangente caractéristique issue de A. 

D'après la théorie des Y»* à caractéristiques, la droite [AA,] admet 
un second point focal, A, par exemple, dont le lieu est une YA 
de même structure. Soit [A, B] la seconde tangente caractéristique 
de cette nouvelle V

2
. L'hyperplan tangent à la V

3
 lieu de [AA,] 

est le même tout le long de [AA,] : c'est [AA,A
a
B]. Cette V

3 

est donc une hypersurface dont l'hyperplan tangent ne dépend 
que de deux paramètres. 
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Le mode de génération des hypersurfaees considérées explique 
leur degré de généralité. 

B. Soit maintenant a — o. Au système (i) on doit adjoindre 
les équations : 

(4) w13 =o, w12=w3, 

et le système obtenu est en involution avec s
2
 = i. 

Dans ce cas, il n'existe plus qu'une famille de développables 
génératrices, déiinie par l'équation complètement intégrable : 

CO;( = O. 

La génératrice [AA,] ne possède qu'un point focal, le point A,. 
La surface focale, lieu de A,, est une V._, d'espèce Φ à lignes asymp-
totiques (n° liJ), si bien que la V

:1
 est engendrée par les tangentes 

asymptotiques d'une Y
a
 d'espèce Φ. 

Réciproquement, toute V3 engendrée par les tangentes asymp-
totiques d'une V

2
 d'espèce Φ de E. appartient au type étudié. 

En effet, si cette V
3
 a pour formes asymptotiques de base : 

Φ;, = ω® , Φ; = 2 V, Wj, 

la V
:
, lieu de la tangente asymptotique [AA,] a le même hypei-

plan tangent le long de [AA
2
], à savoir [AA,A

a
A.j] : son hyper-

plan tangent ne dépend donc que de deux paramètres. 

C, En supposant comme précédemment : 

W,:i=0. 

on peut en général résoudre les relations (2) par 

ω2;» — CCOo, 

en particularisant le repère mobile. Si c = o, 011 obtient de nou-
velles V

3
, intégrales du système (1) auquel 011 adjoint : 

(ο) ω13—ο, a>23—0. 

Ce nouveau système est en involution avec s, = 5. 
L'équation complètement intégrable ω

3
 = o délinit une famille 
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de plans générateurs, car on a : 

d[ AA, A.,'| ^ (ω00 + + «22) [AA, A
2
] (mod ω

;
,). 

Réciproquement, toute V3 lieu d'un plan de E
t
 à un paramètre, 

non oscillateur à une courbe gauche, est une hypersurlaee du type 
considéré. En eiïet, le plan générateur reste tangent à une courbe 
iixe de E, et l'hyperplan tangent à la V

;
, qu'il engendre est le même 

le long de toute droite située dans le plan générateur et passant 
par le point de contact de ce plan avec la courbe (ixe. 

D. A ce type appartiennent des hypersurfaees admettant 
une famille de plans générateurs et, en outre, une famille doublement 
infinie de droites génératrices. 

Supposons en elTet que les équations (5) soient vériliées. Le 
système dérivé (2) peut alors se résoudre, en particularisant le 
repère mobile, par 

r.),.,—o, υ, coi2 — ·>·ω3, ον,,ζιιω,, &)33-1-ω22— ω00— o)ur=o. 

line nouvelle dérivation extérieure permet d'écrire, en parti-
cularisant encore : 

6)10— O, Μ·2ο — O, (*}■>■>— Ou M33 + W,to— O, 
c.>v> — ω,·

ω
 — = ο, ω

31
 = λω

3
. 

Pour que [AÀ
3
] soit, génératrice de l'hypersuriaee, il faut et il 

sullit que λ soit nul. En dérivant extérieurement, et résolvant, 
il vient. : 

(1)20-·· W;q— 3j3w
3

, ^21 ^30— . Ci)j| — OCCn)( —1— 3 j3c>>2· 

L'examen du système dérivé montre que ce système n'est com-
patible que si α = β = o, et, dans ce cas, on obtient un système 
complètement intégrable. 

Les formes ω,, ω
2

, ω
3

, ω
3
„, ω

22
 — ω

00
, ω.,3 — ω

00 restant indé-
pendantes, les V

s
 intégrales du système complètement inté-

grable admettent un groupe à 6 paramètres. Elles sont 
toutes égales dans l'espace projectif. En annulant les formes 
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ω30, ω22 — to00 et ωs3 — ωΗΗ, et en posant : 

CO| = C?M1, 0) 2 ™ dll, -t- M, du:i, 

les formules de Frenet généralisées s'intègrent aisément et con-
duisent à l'équation iinie de la V

:
, : 

.r. = .r, χ ·λ — χ ! χ ■. 

lies transformations infinitésimales du groupe de cette V
3 sont 

les suivantes : 

χ <»/ ,
 r

 àf 

χ,/= -f · -, γ. ax., ar.
t 

* f àf àf Of 
X,/-3S; 
. , àf àf àf 

O.Fi dr., âx
:> 

V /·_ °f , àf àf 
a.c2 <AC3 d.rv 

V /· t \ àf , y àf , ()/' ()/' 
dx1 dx2 dx3 dx4 

F. Supposons maintenant a o, b = t). Les équations 

Ci.),2=l)j T_.ro 

entraîneront par dérivation 
W|« — °> 

et les V
:!
 intégrales dépendront de ι fonction de 2 arguments 

Ce sont les hypercônes projetant du point fixe A, une \de l'espace 
Ordinaire. 

Si l'on suppose de plus 
0.)23 = o, 

les V
3
 intégrales ne dépendent plus que de 3 fonctions de ι argu-

ment : la surface directrice de l'hypercône est réglée, si bien que 
l'hypercône est le lieu de ocd plans passant par un point fixe et 
tels que deux plans consécutifs n'aient aucune droite commune. 
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Enfin, en ajoutant l'hypothèse que ω
32 ne dépende pas de ω

3
, 

on est conduit à adjoindre les nouvelles équations : 

ω32—ο, fiU·)—ω0()—c») ν ι — ο, 0 ) ·, 2—CO30—o, —ω20—ο, (o.0—0, 

et l'on obtient, un système complètement intégrable. Les surfaces 
directrices sont des quadriques, et les hypcrcônes admettent 
deux familles de plans générateurs. 

Réciproquement, toute hypersurfaec de E, admettant deux 
familles de plans générateurs appartient nécessairement à la classe 
étudiée, car son cône asymptotique doit se décomposer en deux 
plans, et en exprimant que ces deux plans sont générateurs de la 
\

3
, ou retombe sur le système précédent. Ces hypersurfaees sont 

donc toujours des hypcrcônes. 

27. Les résultats précédents concernant les V
3 de E.

s
 dontl'II3 

tangent dépend de deux paramètres pourraient se déduire par 
dualité de la théorie des V2 de E,. 

III. — Les hypersurfaees les plus générales de K4. 

28. Les Y
3
 dont la forme asymptotique est de rang 3 sont 

contenues tout entières dans un espace à 4 dimensions, car leur 
réseau asymptotique du second ordre est identiquement nul. 
Les tangentes asymptotiques forment un véritable cône. 

Prenons pour forme asymptotique : 

Φν =2&), ω2 1 ω2ω3 + 2 ω3 on. 

Ce choix étant fait, la forme biasymptotique F., n'est pas encore 
parfaitement déterminée : une modification du repère mobile 

la transforme en la nouvelle forme : 

l1 ; (λ&>ι + yco.) H- ν ω
3
)Φ

4
, 

où λ, [a, v sont arbitraires. 

Les tangentes biasymptotiques sont données par les solutions 
communes aux deux équations : 

Φν—o, 1^=Q. 
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Si la cubique F,, — ο ne dégénère pas en une droite et en 
la conique Φ., = o, le nombre des tangentes biasymptotiques est 
fini et ne peut dépasser six. En remarquant que toute génératrice 
rcctiligne est biasymptotique, on en conclut qu'une V

s
 de E , admet 

au plus six familles de génératrices rcctiligncs, si elle en admet un 
nombre fini. Ce maximum est réalisé dans les V., du troisième degré. 

29. Supposons que toutes les tangentes asymptotiques, qui 
constituent le cône Φ., = o, soient aussi biasymptotiques. D'après 
une remarque précédente, un choix du repère mobile permet alors 
de réduire F4

 identiquement à zéro. Les formes différentielles 
d'ordre supérieur peuvent toutes ctre de même réduites à zéro, 
et l'on obtient le système complètement intégrable : 

(n).', — O, (0 ι ; — (0-> 4~ (1)3 j 6)2 1 — CO3 H— CO |, 0)34 — ω ι 6)>, 

ω j Ο + μ Ι ;Ι — ο, α» ·, ·, WQO — Ό11 — (,>ι·ι — 13 — ο>·>3 — °> 
ω23 ω·21 Ο) Wu "Ί" ύ)00 W.>2 ω33 ω21 ω31 = o; 
ω;!ι -h CO32 — ο, ω·,·, ω0ϋ— «33 — («η 1 — CO32 — °>i2 — 

+ ω43 ω,ο ο, ω434-(*Ηΐ ω20 Ά',ι ~Ί~ ω»2 W30—Ο, (0·,0—ο. 

Les V., intégrales, ne dépendant que de constantes arbitraires, 
sont toutes égales dans l'espace projeetif. En annulant les 
formes co/y qui sont encore indéterminées et en posant : 

o>i dultM2 — ''>3 = du:i, 

on obtient les formules de Frenet généralisées : 

d A. zr dit χ Ai 4- diti^i-h du-i A3, 

dAt = (du.l + dit3) A j, 

d A 2 — (dui-\- dui) A2) 

(YA;t— (dlf y -h du*) A3, 

d A; — o, 

d'où l'équation finie de la V3, en coordonnées non homogènes : 

X — X] ,V-f- X.·, ,1*3 + ^,'3 ,V 1. 

C'est Vhyperquadrique de E.,. 
Le fait qu'après toutes les particularisations possibles, le 
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mouvement instantané clu repère mobile dépend encore des 
dix formes indépendantes : 

'#)(, ^2·*? ^315 20 ^ ^îï"î ^îV ^*1)0 

montre que cette hypersuvfaee admet un groupe projcctif à 1:0 para-

mètres. Les formules du déplacement instantané donnent immé-

diatement les transformations inlinitésimales de ce groupe. 

CHAPITRE IV. 

LES V3 DOM· l/llYl»KRPLAX OSCULATEUIt Λ CINQ DIMENSIONS. 

50. En général, si l'hypcrplan d'une V
;1
 a 5 dimensions, les 

cones du réseau asymptotique de cette V., en un point A passent 
tous par 4 tangentes lixes, qui sont les 4 tangentes asymptotiques. 
Line V., de cette nature a donc 4 familles de lignes asymptotiques. 
Parmi les cônes asymptotiques, il en est 3 qui dégénèrent en deux 
plans; les génératrices doubles de ces 3 cônes dégénérés seront 
appelées les tangentes fondamentales de la V

;l
 en À : elles définissent 

sur la Y., 3 familles de courbes fondamentales. A une direction 
arbitraire prise dans l'hypcrplan tangent correspond une direction 
conjuguée bien déterminée. Il n'y a d'exception que pour chacune 
des tangentes fondamentales, qui est conjuguée à toutes les tan-
gentes situées dans le plan des deux autres tangentes fondamen-
tales. 

Si tous les cônes asymptotiques sont tangents le long d'une 
génératrice commune, les- V

;
, ont seulement trois familles de lignes 

asymptotiques, l'une de ces familles étant double, et deux 
familles de lignes fondamentales, l'une étant confondue avec la 
famille d'asymptotiques doubles. 

Si tous les cônes asymptotiques sont bitangents suivant deux 
tangentes fixes, il n'existe plus que deux familles d'asymptotiques 
doubles. Toutes les tangentes contenues dans le plan défini par 

Journ. de Math., tome III. — Faso. Ill, 1924. 36 
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les tangentes asymptotiques sont fondamentales, et il existe 

en outre une famille distincte de courbes fondamentales. 
Enfin, il peut se faire que les cônes asymptotiques aient suivant 

une génératrice commune un contact du deuxième ordre ou du 

troisième ordre. Dans le premier cas, la génératrice commune est 

tangente asymptotique triple, et il existe une autre tangente 

asymptotique et une tangente fondamentale. Dans le second cas, 

la génératrice commune est tangente asymptotique quadruple, 

et toutes les tangentes situées dans le plan tangent commun à 

tous les cônes asymptotiques sont des tangentes fondamentales. 
Dans tous les cas précédents, le réseau asymptotique contient 

de véritables cônes. Mais il peut arriver que tous les cônes soient 

dégénérés. S'ils n'ont en commun qu'une tangente, la λ'
;
, n'a 

qu'une famille de lignes asymptotiques; s'ils contiennent tous 
un plan fixe, toutes les tangentes situées dans ce plan sont asymp-
totiques, mais il faut encore distinguer suivant que l'hyperplan 

tangent à la V
3 dépend de deux paramètres ou de trois. 

Nous étudierons d'abord les V
3
 dont le réseau asymptotique 

ne contient pas de véritables cônes. 

I. — Les Ν a dont l'hyperplan osculateur a cinq dimensions 
et dont tous les cônes asymptotiques sont dégénérés. 

V
:!
 ii ayant qu'une famille de lignes asymptotiques. 

51. Nous pouvons prendre pour base du réseau asymptotique: 

<!>.:= Ω*, Ψ;— CO J. 

'f ous les cônes du réseau asymptotique se déeomposeut en deux 
plans passant par la tangente asymptotique [ΑΛ,] et formant un 
faisceau harmonique avec les deux plans [AA,A

2
] et [AA,A

;t
]. 

Toutes les directions de l'hyperplan tangent sont conjuguées à 
la direction asymptotique. Deux byperplans tangents en deux 
points infiniment voisins A et A', ce dernier étant dans le plan 
[AA,A

3
] se coupent suivant le plan [ΛΛ, Λet réciproquement. 
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Cos V., sont, définies par le système de Pfaff : 

ων =r ο, — ο, (>)>, = ο, 
Wu=o, ω,5= Ο, ω,χ=ο, 

(0 ω24=ω2, ω23=ο, ω2χ=ο, 
ω31—ο, ω35 = ο, ω3).—ο (λ = 6, η, . .., η), 

d'où l'on déduit les relations quadratiques : 

[ω2 ω,.,] = η, 

1 fjjιo>,| -4- [o)2.(2t»>22 — ω00 — ω.;·.)] + [''>3ω.ι·2 I = ο. 
|'û)2ù»:12 ] — I 0>:

{
ω5., | — Ο, 

[(,>;, Μ |3 ] — Ο, 

(a) — [ ω2 ω ■ n ] -I- [(.·>■, | = ο, 

[wiM,:,] -l· [ω2
ω,

:ί
'1 -h | ω

3
(2ω

;
,

3
 — ω

0ϋ
~ ov·,:,)! —- ο. 

[θ)20)·,χ] =ο, 
|>>;iot;;x] = ο. 

Ce système est en involution avec s., — 2.
 : 

On constate immédiatement que les lignes as y mp t,o tiques sont 
rectilignes et que l'hypcrplan tangent est le memo, le long d'une 
génératrice. 

Les plans [AA, Α.] et [AA, A
:t
] sont fixes le long d'une génératrice; 

ils définissent deux familles de surfaces génératrices qui leur sont 
respectivement tangentes en chaque point A. Ces surfaces géné-

ratrices sont des développables, car leur plan tangent ne dépend 
que d'un paramètre. 

Chaque génératrice de la V
;$
 a en général deux points focaux 

distincts. En prenant le sommet A, au point focal relatif à ω
2
 = ο, 

on a : 
ωι:(=ο. 

et l'on peut en général particulariser le choix du repère de façon 
à avoir : 

(*>12 6).> —"* ^3 ^23 —■ 

Dans ces conditions,, le lieu du point A,, qui décrit une des nappes 
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focale-s, est une surface à caractéristiques de Segre (n° 18), les 

arêtes de rebroussement constitua ut une famille de caracté-
ristiques. LesV

;t
 étudiées sont donc engendrées par une famille de 

tangentes caractéristiques d'uneV» d'espèce Φ située dans E„ (ù i 5) ('). 

La seconde nappe locale n'est autre qu'une transformée de la 
première par la transformation généralisée de Laplace. 

Réciproquement, le lieu d'une famille de tangentes caractéris-

tiques d'une Y
2
 d'espèce Φ, de la nature la plus générale, non 

contenue dans Ε
Λ

, est uni' Y.
t
 du type étudié. Enelfet, sur une V

2 

de cette structure, on peut toujours prendre : 

Φ3=ω*, Φ4=ο>5, M V, — , Ί V, = &)ί| 
et 

οι,, — (i. ι·,).-—(i, —(i)
:iu

 — o (y. >·.">). 

Si M est un point de la tangente caractéristique (ΛΛ ,], on aura : 

M — Λ + α Λ,, 
cl M ( ̂ 00 J 0 ) A ~t" f Al W-> Λ ο H- Il fji[ Λ ;) , 

d- M — ω.| A -, -l- ti rof A :i
. 

52. Le cas où la forme ω
ιη

 peut être ramenée à zéro doit être 

étudié à part. On parvient à l'involution en adjoignant au sys-
tème (i) les équations : 

(,'») o)|2=(JJO, fi)2:|=ro, <», ωαο~θ. M,
w
—ο, 

et les Y
;{
 intégrales ne dépendent plus que d'une fonction de 

ι arguments. Le point A,, qui décrit l'une des nappes locales, 

a pour lieu une courbe; l'autre nappe sera en général une surface 
à caractéristiques enveloppe de co' cones (n° 18). 

Réciproquement, toute \ ., engendrée par les cônes qui enveloppent 
une V2 d'espèce Φ à caractéristiques de. cette nature rentre, dans 

le type étudié. 
On obtient un cas plus particulier encore en supposant que la 

première équation dérivée de (3) : 

I (ι)·ϊ (<λ>ΰ0 0)[ | + 0> I ) J | ζ>);ΐ0)^2 ] Ο, 

Ρ) SlSAM, toc. cit.) ]). II?.. 
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peut se résoudre par 

( 4 ) ω00 ω11 "t" fj)l °» W.!2 °· 

Les V;, intégrales du système (1), (3). (,j) ne dépendent que 
de in— 2 fonctions de τ argument. 

lilies sont engendrées par VD" droites rencontrant deux courbes 
de E„ (n 3 :)) et, réciproquement, le lieu de droites s'appuyant 
sur deux courbes quelconques de E„ est. une V

:t
 du type considéré (l). 

Γΐ«">. lin (in, quand on peut poser : 

rj)|2r=:0, r, Ο, 

c'est (pie les deux points locaux.-de la génératrice sont confondus 
en A,. Le point A, est alors fixe, car 011 déduit des équations 
précédentes : 

(j>lt) = o. 

Le système de Pfaiï correspondant est en involution avec s., = 2, 

comme dans le cas général : ces 2 fonctions de 2 arguments servent 
à définir la V

2
 directrice de l'hypercone, V

2
 qui est une surface 

d'espèce Φ à caractéristiques 

Y
:t
 ayant 'V tangentes asymptotiques formant, un plan. 

r>i. Deux cas sont à distinguer, suivant que I'll., tangent dépend 
de deux ou de trois paramètres . 

A. ijhyperplan langent dépend de deux paramètres. — Prenons 
pour formes de base 

«I» V ω J . Φ
;;
 HZ '). ω, o>2. 

Toutes les tangentes situées dans [AA
2

A.,] sont asymptotiques. 
Les cônes dn réseau asymptotique se décomposent en deux 
plans, dont l'un est toujours [AA.

2
A

;I
], l'autre tournant autour 

de [AAj]. Tontes les directions de l'H
a
 tangent sont conjuguées 

P) SIS.VM, loc. cit., p. ne. 
(a) Ibid. 
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à la tangente [AA
3
]. Deux H., tangents en deux points consécutifs 

A et A/
3
 ce dernier étant pris dans [AAaA:,], se coupeut suivant 

[AAoAy] lui-même. 
Le système de Pfafï de définition s'écrit : 

ων =o, o)y — ο, ωχ =o, 

14 = w1, w13 ; 148 ;:=o 
(Ο ω»ν — ο, ο) roj, ω·>χ= ο, 

ω
:Γ

, ~ο, ω35—ο, ω
:!
χ~ ο (1 — (>, 7, · · ., Ό» 

d'où les relations dérivées : 

|/.»ι(ω4;-Ι- ω00
— 'ίω,,)] -f- ['«>·>( '»Κλ — ω*, ) | — [ω

3
ω

3|
 | = ι», 

1 ω, (ω.·;·,— οι,,)] - = ο, 

| ω ι ( ω J5 — ·ΐ ω|ο ) | -Η [ ou ( ω,·;3 -I- 0)„β — Wn — ou ο ) | — | ω3 ω.,.. ] — ο, 
(*) 

[ωι(ω3δ4-ω0„— ω,t — ω,
2
)] — ·>. (ω., ou, ) — [ονΟι] — ο, 

[ο)| ojj.i | -Η [ω^ ω
;(

| ] —ο. 

| ο>;Χ | 1 ouoViX | — ο, 

I'·»»,'·· j >. J —ο. 

Ce système est en involution avec î, = t. 

La tangente [AA
;t
] est une génératrice rectiligne de la V

n
, et ITL 

tangent est le même le long de cette génératrice. 
Le plan des tangentes asymptotiques [AΑ.,A

3
J est fixe, lui 

aussi, le long d'une génératrice : il définit une famille de surfaces 
génératrices, qui sont des développables. D'ailleurs, on peut 
résoudre (2) en général par 

GJ;H — 0} GJ;to Oil 1 ^ 

si bien que l'équation 
0)30 — CD 2 CD31 Ο * 

qui exprime que deux génératrices consécutives se coupent, 
n'est vérifiée que par ω, = ο. Les V

:!
 11e contiennent donc qu'une 

famille de développables génératrices. 
Le lieu du sommet A.,, point focal sur la génératrice [AAJ, 
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est en général line V
a
 d'espèce Φ à lignes asymptotiques. Il suffit 

pour le voir de particulariser le repère de façon à avoir 

0)^1 Oj M;io Ci) 2 
et il vient : 

«A3 fr>3;j-VjGtïι Λ*, 
i/sA3 — '2 co | (0 2 Λ, + ω* As. 

La V
:t
 est done engendrée par tes tangenles asymptotiques d'une V

a 

d'espèce Φ ('). 
Réciproquement, le lieu îles tangentes asymptotiques d'une V

a 

d'espèee Φ île E„ (η > 5) est une V
a
 du type considéré. En elïet, 

nil peut prendre sur celte V
a
 (non réglée): 

Φ
:
, — ω J, Φi=2(0|Wj, M "s = 3 ω'f ω2 

el choisir les sommets de référence de telle sorte que : 

(»>43— (ιΟ, li>2i -—: WJ. 

Si M est un point de la tangente asymptotique, on aura : 

M = A -h a Aa 

et 
d- i\l ω j ( Aa -+· u A3 ) 4- 2 u ω! ω2 Aa. 

î>îi. Si l'on peut choisir le repère mobile sur la V
3
 de façon à 

avoir : 
ω31=ο, ω21=ο, ω30=ο, 

le point local A
a
 décrit une courbe, et l'équation ω, = ο déduit 

une famille de plans générateurs, car 

c7[AA., Aa] ξξ (o)
01

, + ω.,., + ω33)[AA
2
A

3
J (mod ω,). 

La Y
3
 est alors un lieu de oo' plans tangents (non oscilla-

teurs) à une courbe gauche. Elle dépend de 'in—-3 fonctions 
de ι argument. 

Réciproquement, toute V3 lieu de oo' plans tangents à une courbe 
gauche de E„ (w J 5) appartient au type étudié. En efïct, soient (C,) 

(l) Si s A.M, toc. cil., |>. il). 
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une courbe de E„ et (CJ une courbe de et donnons-nous une 
loi de correspondance entre ces deux courbes. Le plan générateur 
peut être défini par une tangente de (G,) et le point homologue 
de (Ca). L'hyperplan tangent à la V

;!
 engendrée dépend seulement 

de deux paramètres, car il est le même en tous les points d'un plan 

générateur qui sont situés sur une même droite passant par le 

point de contact du plan et de (G,). Par conséquent le réseau 

asymptoliquc île cette V
3
 est réductible à 

2 ω ! m — ο ou à /mj -+- ?.p', >, o>o o; 

la première hypothèse doit être exclue, puisqu'on suppose que 
la V

;t
 est dans E„ (n >/|). 

5(>. Lorsqu'on peut ramener les Formes ω.,, et ω
;)2

 à zéro, la V
:i 

correspondante est un injpercône projetant du point fixe· A
s
 une Y-

d'espèce Φ à ligues asymptotiques. Pour que cet hypereone admelle 

co1 plans générateurs, il faut et il sullit que la V
a
 directrice soil 

réglée. 

57. 13. L'Ity per pla η langent dépend de trois paramètres. - — Nous 
pouvons prendre pour formes de base : 

Φ ν 2 ω, Mo, Ψ- — ■}. M j M
;l

. 

Les cônes asymptotiques se décomposent en deux plans passant, 

par [ΛΑ,], l'un de ces plans étant [AA
2
A

3
]. Les tangentes asymp-

totiques sont donc toutes celles du plan [AA
2
A

3
] el en outre la 

tangente [AA,]. 
Aucune forme asymptoliquc du second ordre lie peut exister : 

par suite les V., étudiées sont situées dans E
s

. Elles sont les inté-
grales du système de Pfalf : 

tov = ο, ω5 = ο, 

(»>14 ·—- Ci ) ο ^ CO j ^ — C0
;î

, 

(0 Mo·, — COj, Mo,;=<>, 

=o; w12=w1; 
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qui a [»οιιι· système dérivé : 

— îi|'wir'»iâ"| -t- Γ&»2('·»»ΐ -i- ω,,ο— ω
21

.)'_|Η- | ν
;)

(c,i
3i

 — ω
8Ι

)] °) 
| r,> 1 ( i ""t" ('»00 ι I 01.)λ) | '.Î | tiljilji j | (il j 0>3 I I — Ο. 

| ω, | -- | j ΓΠ O, 
(-0 

— *|>>l ft)
la

] -h ω
23

)] 4- [6):,(M3.-, ~l· — ω,, — ) ] = O, 
|/^1 (θ)·,;;— 0)

23
)"| — | f.)3 (.),,] =0, 

Γ'»»1 3+ ω„
0
~ ^.»11 — ω

3
:,)'| — [ω

2
<.>,,] — 3|"Û»

:
,W

s
,'| = ο. 

1\hiv obtenir l'involution, nous prolongerons, en particularisant 
le repère, par 

(3) ',ul= ο, ω:η —ο, 

(Toil Γοη déduit : 

(Ι) G>,„)]— ο, | oi ι ( 0).-» t—ω·>ο)]— °· 

l.e système formé des équations (ι) et (3) est en involu-
tion avec .*?, = 8. 

L'équation complètement intégrable sur la V;1 

<J)| = ο 

délinit une famille, de plans générateurs, ear on a : 

î/[AA5A
:1
] ~ (ωυη ··!·· -i- ω:α)[ A Α., A3] (moil ω, ). 

La Y
3
 est done engendrée par oo1 plans, deux plans générateurs 

consécutifs n'ayant, aucun point commun. Inversement, le lieu 
de ce' plans de E

3
 est en général une Y

:
, de cette nature; deux 

plans quelconques de E
5 n'ont aucun point commun, et un plan 

dépend tic ηπιί paramètres, ce qui explique le degré de généra-
lité trouvé par l'analyse. 

58. Cherchons dans quel cas la tangente asymptotique 
isolée [AA,] est. une génératrice de la Y.,. On peut toujours résoudre 

les relations (2) en posant, après particularisation du repère, 

Wjo— OCCO j, ^13— |3θί) ] · 

Joarn. de Math., Lome III. — Faso. III, 192/1· - 37 
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Une variation infiniment petite des paramètres secondaires 

entraîne pour α et β les variations (n° 12) : 

da = ( 9 eu — en — e00) α — eaâ {3, 
<5β = (·>. e,i — e

;!3 — c ο ι* ) β — t'S3a. 

On ue peut donc, en général, annuler à la fois α et β, mais seu-

lement l'un de ces coefficients. S'ils sont nuls tous les deux, on 

a des V;, qui admettent [AA,] comme génératrice reetilignc, et 

qui ont pour système différentiel : 

O, Cdjj—O. ω.ν,— ~ o, 
t0|j-.O, (0;tl=O, 0>·;, -- ~ O, 

(è) 
M Cl) (10 kMt ^ϊ·2 O; 

(0;;S -t- ω00 0>| , — 0>33 — »' . 

Ce système, obtenu par résolution de (2), et particularisai ion 

du repère mobile, donne les relations quadratiques 

f W 2 ( M .·, ■>— f'>|o)j"t- [W
;i

0>
5
2] — °i 

[WjW43J -+- fw
3

(o»
i3

— 1 — °< 
afc'l W:;Î.| ^ [ws(w:;i—w:toVJ : :r °« 
C. [(0| (O20)] o, 

(6) [W|(W;i — W20)] — 
[ωι('*>5ΐ — ω

30
)] — O, 

'-ί[ω,(ω·,, — ) ] -+- 'ff &>2 ( &) ·, 1 — (>'20 ) J *+- | ω:1 ( (>>;, 1 — w.u· ) ] — o< 
2[w>(w5:» ω,ο)] -+· ω2θ) j H~ -1· î/'1·! (fj,r.l W:$û)] — °· 

Une nouvelle particularisation permet de résoudre par 

ω2 = ο. ω w — ω2ο — o. 

(7) W43 — ο. ω— ωι„ — ο, 

~ ω10— ο» 6)51 — ^30— 

et une nouvelle dérivation extérieure entraîne : 

(8) Γ«»·,Ο = Ο, W
S0

=O. 

Les 24 équations (1), (5), (7) et (8) forment un système complè-
tement. intégrable. E11 annulant les formes ω,7 restées arbitraires, 
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on obtient les formules de Frenet généralisées : 

d\ — du ι A j -j— du.λ A.j —H du3 A 3, 

f/A, =: A ν -τ- (/i/ i A 6, 

d\ 2
 r— ijfi/, Λ., 

rfA3 = A3, 

rfA ·. — o, 

d.\$ = o, 

et en intégrant : 

Λ — Ο -j- i/! Ο, H- ui0.î+ u3 0;t-f· «(«aOvH- «ι«»05. 

Les V
;t
 intégrales, sont toutes égales dans l'espace projeetif, 

et leurs équations réductibles à 

·<··,— .i'j.i-'j, .r3=.r,^3. 

Chacune de ces Y
:
, admet un groupe projeetif à 11 paramètres 

dont il est facile d'obtenir les équations finies, en représentant 
pavamétriquement la V

:î
 en coordonnées homogènes, au moyen 

des formules : 

\o " 2 ,?3> X, A 2 — A» ^2{'2> A; A3 "lC
2
, 

et en effectuant sur les paramètres les transformations suivantes : 

u\ — fU/| + blli, «2 =: (.7/, -h M », 

r', — -r- x* c·) + 5t;i ('3, c
2
 — [31 t't ■+■ β» e.» -+- j3

3
 r·,, e.'

t
 — y

t
 e

t
 H- y

2
e

2
 -j- e

3
. 

Nous avons déjà trouvé, au n° 26 D, une V
;
, admettant une 

famille de plans générateurs et une famille doublement infinie 
de droites génératrices. Ce sont les deux seules V

:t
 admettant 

ce mode de génération. En effet, le réseau asymptotique d'une telle 
variété est nécessairement réductible à 

3ί».)ίω3=:ο ou à 2 λωι ω2 H- 2μωι
 f,)3 — ο; 

dans le premier cas, l'analyse du n° 26 montre que l'équation 
finie de la V

;i
 correspondante peut s'écrire : 

d/ · « " if 0 !{ d!> J \is j % 
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dans Κ' second cas, l'analyse précédente conduit aux équations : 

x1= x1, x2, x3=x1,x2, 

D'ailleurs, la V
;t
 de E., n'est autre que la projection de la \

 ;
, 

de E
5 sur un hyperplan à 4 dimensions, le point de vue étant pris 

011 dehors de la variété. Le groupe de la λ 3 de E. est le sous-groupe 
cpii laisse invariant le point de vue : ee sous-groupe est à (> para-
mètres, ee qui concorde avec le résultai du 11° îiG. 

Si la projection était l'aile d un point situé sur la Yft. on obtien-
drait la V3 : 

.r, ,r ; - - .e2.e- — 1» 

qui est un hypercone ayant son sommet à l'origine el admettant 
lieux familles de plans générateurs : c'est Γ hypercone projetant 
la quadcique (n° Ε ). 

II. Les V., dont l'hyperpl&n oscillateur a cinq dimensions 
et dont les cônes asymptotiques ne sont pas tous dégénérés. 

A. - Cas général: \.Λ ayant '\ fainilU's diatinclvv dUsytaptotiqam. 

59. Soient les formes de base : 

Q(- 4- MÛ . Ψ;; ~ Cl^ ' . 

Ces Y
:
, sont contenues dans E5?

 e ar aucune forme asymptotique 
du second ordre ne peut, exister. Les deux formes biasympto-
tiques sont alors : 

1* ^ M J ( M;;4 - ; M-, ; -r- Μ
ι(ι)

 — 2 11 ) 1 - M j M·, ·, !" '<C>o -I '«-'ïï ) -'*3 r,1.>i 
— 2 ω

(
 M

2
(ft>i

2
 -i- ω

2
ι) — 2MiM

3
M

:(
t — '2 m., M;i'<>3,. 

t ;; M J ( (0 -H M;;;; + (|\
M

, 2 M
 (

 j ) -+- (0 j M i A~ '·>;{ ( (O53 "Τ" W,»l> 2 '<>33) 

2 0J| ΟΙ, '").»[— 1ί M j M;; 3 —^Vii)— 2 WÇ^3^j:Î» 

Le système de Pl'aiï est en involution avec sa ~
 2. 

Examinons le eas où les deux formes biasymptotiques peuvent 
être réduites à zéro. 

a. Le calcul de dérivation extérieure et de partieularisation du 
repère montre qu'on peut en général réduire les formes biquadra-
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t itpies à : 

I" :—- D ( 'i> j c>). I' -— o ( WJ 4- )". 

Le système de Pfalf correspondant est dans ec cas : 

ro- r^o, ciV; — <>, ω;ΐ1 — ο, 

'.>ι. -r m,, '»»|;ί — M|, f.»I3 o, f.)3i — - o. 

CO2i —\>o, '«"Jh— O, fOo, r:i ο. ω,:, — O, 

°· '"3S=-".H '»»2S=0. '»>Si=0, 

'>'•.1 = 0. — <>. 0'lrt-·" F-0,, r,),, — co00=; o, 

'·**.2 l<>2. '—: o, '>>20-— O, f,h;i f,'ln> "·· " O, 

~ O, — M.-i, M',·, —- fr'oo " O, 

Mv„ — O, '''.iO— O. f>»,, ''V— C.»00~O. 

Il est complètement intégrabie. et la V:, de l'espace projeetif 
t[ii iI délinit admet un groupe à o paramètres. 

On peut intégrer les formules de PreneL généralisées : 

d\ — du{ Λ, 4- du., Λ■> -τ du3 Aj, 

<7 A, — c/^!(Λ + Λ,-ι~ A,)· 

d\,=zdu,\·,: 

dA;t — ί/ί/j A5. 

d\ j —— du., À2, 

d.\ :i — — du Λ Λ;(. 

11 A ient : 

A = O cli a. -h O. s 11 u, 4- O.. sin <e. 4- 03 sin ιι·Λ 

4- Ov(cii — cos u.,) + 0
;;

(cl» u{ — cos//.·{), 

d'où l'équation de la V3, en coordonnées non homogènes: 

,v ï 4- .·ί'ϊ -h ( a· ; — ι ) ";— ι, 
λ·'~{ 4- .r* 4- ( a\·;— i)!=i. 

On peut tlu reste changer l'origine des coordonnées, et rem-

placer .r., -— ι par aq, et .r
;>
 — ι par .ί·

5
. Les transformations inli-
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nitésimales du groupe sont, une fois ce changement effectué : 

N1 f= ''') 5ϊ> ~'ΙΊ ''''ύΤ, ~ Οχ, - *ι*> 0χ·, ~ Οχ,' _x1x2 _(bg 

X2f =x1 df f dx x2 dx2 dx2 fon3:; 

X,f=*V. -x,f. </.<·;, O.l's 

b. Comme cas particulier, il peut arriver que les formes biqua-
dratiqucs. soient réductibles à zéro. Si l'une peut être annulée, 
l'autre peut l'être aussi. Les V., correspondantes sont alors inté-
grales du système de Pl'aff complètement intégrable : 

Ci). ZZQ, Μ·ό—- Ο, 0)12~Ο. Ο. 

— r->hs— W):t— O, CO
;i
.,— O, 

(,)2. = f,).,, C02;i— O. .r5| — O, o 

W
;!

·. — Ο, 0)
35

 — Ό ·)
3

 — Ο, 0),v, — Ο, 

(,)2. = f,).,, C02;i— O. .r5| — O, o 
ω·

#1
=ο. ω3) = υ, ω.>ο=ο, ω

3Γι
—(ο00 =

 2 (ωη — <»\οΛ 

ω·(2=ο, c.)52r=o. CO30— θ) 
3= ο, co

3
3--o, ω

Μ
 — ωηο=τ cooo—co00=c»>;i;,— ω00· 

Les équations de Crenel généralisées sont alors : 

d\ — dul A, + duj Aâ -4- duô A3. 

d\y — du 1 (Λ; -+- As), 
î/A2 3= du» A·,, 

rfAs = du 3 A S, 

c/Α,— o, 

d\-A - υ 

et, en intégrant : 

.ι·
ν
=^(Λ·ϊ + .ν;), .e

8
= ^(^ï + .rs)· 

Les V3 intégrales sont toutes égales dans l'espace projectiï, 
et elles admettent un groupe à 4 paramètres, qui a pour équa-
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tions finies : 
a*', = îï

v
 .r, 4- <7,, 

.r!, = f/. au 4- a ,, 

Ct'3 rt; ct*;t 4- a3, 
.r'; = a; cc·, 4- et:, a, ,r, 4- « v

 at#2 H— (<* Ί + <*5 ) 1 

/r'.= «r,c5+ «iffi.r, 4- -H (aj 4- «?,). 

Les deux V
s
 de E

5
 qui correspondent au cas où les deux formes 

biasymptot.iques sont nulles sont quatre lois réglées. 

R — Les Y., qui. ont une famille double d'asi/mptntiques. 

40. Si Ton prend pour base du réseau : 

— ωj 4- wj, Φ- — 2 ω»oi.jj 

la tangente [AA.,] est tangente asymptotique double, et le long 
de cette tangente, tous les cônes asymptotiques sont tangents. 
La tangente [AA.,] compte aussi deux fois comme tangente fonda-
mentale, l'autre tangente fondamentale étant [AA,]. Deux hyper-
pi «ans tangents en deux points consécutifs pris sur la tangente 
asymptotique double se coupent suivant [AA,A

:l
] qui est le plan 

tangent commun à tous les cônes asvmptotiques le long de 
[AA;,]. _ 

Les Y
 s
 de ce type sont encore contenues dans E5 et leur système 

différentiel est en involution avec s, = ι : il n'entre dans leur 
définition qu'une fonction de 3 arguments. 

Les deux formes biasymptotiques ont pour expression : 

1';— 4- —^ωπ) w» (w»i 4-—2ω22) 
— 2 &) j (·)·> ( (<),.> 4" *>>21 ) 2 0) t W3 W3, 4- 2 Cn)3 CjJJ ( M g ·, — (0:,.> ), 

Ε-,= ω? M·,:, 4- w'j (ω
45

 — 2 ω
23

) — aoq ω
32

 —2ω, ω2ω|3 

— 2&»16)3W|J + 2f,).,c,)3(wr>3 4- ω00 — οο2 — ω;,3). 

En général, la tangente asymptotique double n'est pas bi-
asymptotique, car la forme E

;
, contient un terme en ω®. Elle est 

biasymptotique si la forme coa2 est indépendante de ω3, et comme 
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w
3l

, est toujours indépendante de or., [Λ Λ,
t
 ] est alors μν itéra-

trice rectiligitc. 

•il. Le système différentiel des Y., réglées s'obtient en adjoi-
gnant aux é([uations des Y

:t
 générales les nouvelles équations 

Dc2=o w12=n;, 

obtenues en particularisant le repère : la solution générale dépend 
de 5 fonctions de 2 arguments. Les Y., réglées de cette nature 
ne contiennent pas de développables. 

On obtient des Y., réglées plus particulières en supposant que ω.,ο 
ne dépende pas de ω,. Les équations précédentes deviennent dans 
ce cas : 

ω31 — '*^2 e 

et le système différentiel est en involution avec sa
 = .'j. 

Le plan [AA,A
;1
] est alors fixe le long d'une génératrice, et 

l'équation ω9
 = ο définit une famille de surfaces génératrices déve-

loppables ('). Le lieu du point local A
:1
 est en général une surface, 

car on peut particulariser le repère de. façon à avoir : 

Mj„ = u»|, rO;;|-:0, r, 0), , M;;·,-— r.lo. 

si bien que 
</.Vt - A;j {· '<>1 Λ flKj ui\] 

(/".V; j fiq V | —l— Ό.ι A 2 -J— M ·] A ·,. 

La surface focale est donc une Y._, de E, dont l'hyperplan oscula-
teur a le maximum de dimensions. 

I aversetacnl, prenons sur une Y2 de E
;i
 du type mentionné, 

une famille de courbes quelconques. 11 faut d'abord trois fonctions 
de 2 arguments pour définir la Y

2
, puis une quatrième l'onction 

de 2 arguments pour définir le choix de celte famille de courbes. 
Les tangentes à ces courbes engendrent une Y., sur laquelle elles 
sont génératrices doubles. En effet, fixons sur la Y2 du n° 20 

(l) Sisam, loc. cit., p. 1 l(>. 
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le choix des courbes coordonnées ω, = ο, ω
2
 = ο; nous pour-

rons résoudre les relations quadratiques, en particularisant le 
repère par les formules : 

ω,.» —0, (>>,, f,)·,;;—Ο, 0);!ν~(θ,, G)32 m O. 

l'osons maiulcnaut : 
M — Λ -w/A„ 

il viendra : 

c/iM —· ( r,)„o H- " '«'κ, ) A -ι ^ Λ, ω., ( Λ2 -(- η Λ ·, ) -f u (ι>, Λλ, 
tl· M ('j r,)., ω

3
 u t.)p Λ. 4- ( ω; -+- it ft>p Λ 3, 

ce qui démontre que [AA,] est génératrice double de la V
3
 lieu 

de M. 

12. Supposons que les deux l'or nies hiasyniplotiques soient 
réductibles à zéro. Des deux formes biquadratiques, l'une sera 
toujours réductible à zéro : c'est quant à Γ autre, elle pourra 
s'écrire, en général, 

!·«*>= 3 (m? H- (,k)\ 

Le système dilïérentiel qui correspond à ce cas est complètement 
intégrable, et les équations de la V

:
, intégrale peuvent s'écrire : 

t'l -Ι- ,ν'ι 4- u-l — 1, .rs = ,r
:t

. 

Elle admet un groupe à quatre paramètres, ayant pour trans-
formations infinitésimales : 

λ'·/=;·1·'^-'·1 <>>·,■ 

V/' : ¥-+*,ψ-, 0.V3 0χλ 

F= x2 dxf c+ xdf dx2, 

\J ---- ■■■■ ■·.-'-'V-M(■<·* .<W
S
)

0
jr + .'N.r, ̂  ^· 

Si la forme biquadratique est réductible à zéro, on a encore 
à intégrer un système de Pi'aiï complètement intégrable, et l'on 

Journ. de Math., tome III. — Kasc. III, 1924. 38 
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obtient Ια V
;f
 : 

.t-i — -(.ey -+· .£·*), a*. —r2.r3. 

dont le groupe est à 0 paramètres : 

n1f= df dx1+ x1 df dx1, 

N2f= df df2+ x2dfdv2+ x2df dfv23; 

K3 f= df df3+ dx2 +x3 df dx; 

N1, = x1 df fx1 +x2dffd 2+ 2x2 df/ df+dx_; 

N2 = x2 df fx2 +x2 dfx3; 

Les équations Unies du groupe se déduisent de 

.·*·', -- 4- (>\ι 2 = Ά·<'ί 4· a·., .r
s
 — <7.-,a;34- <7

;i
. 

Les lignes asymptotiques des deux Y
;
, ainsi déterminées 

sont reetilignes. 

C. Les \ qui ont deux familles doubles <fasyrnptoUques. 

15. Tous les cones asymptotiques passent par deux tangentes 
fixes [AA

2
], [AA

;t
], le long desquelles ils sont tangents. Soit [AA,] 

la tangente fondamentale isolée : c'est l'intersection des deux plans 
tangents communs à tous les cones. 

Nous pouvons prendre pour base : 

Φ; — (/if, Φ;, — (,)
 2 . 

11 peut exister une l'orme asyinplotique du deuxième ordre : 
d'où deux cas à considérer, suivant que la Y

:
, sort de E

;i
 ou y 

est contenue. 
La l'orme asymptotique du second ordre, quand elle existe, 

peut se réduire à 
T„ = ω* 
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et, les formes biasymptotiques s'écrivent : 

F4— oq (w>,v ωο0— 2wM) — swiWjW.,,— o>
:
,o)31— aw2w3o»

;iV 

F·;— w*w,
(S

— ?,wp.q
:
,— ω3 ω3.,—ι ω t ο>.» ω ( 3— ac.t, ο)

:!
ω12 

-I- 2 (ι>2 Ο.ϊs (^':ίΓι ~t" Woo— r,'*22— )· 

Le système de Pfaff correspondant est en involution avec = i, 
quel que soit le nombre des dimensions de l'espace. 

L'équation complètement intégrable sur la V
:
, : 

M, — 0) 

déliait une famille de surfaces génératrices, tangentes en chacun 
de leurs points au plan qui contient les deux tangentes asvmpto-
1 i<fiies doubles. 

Lu particularisant le repère mobile, on peut poser : 

o261 =o, w31=o, 

de sorte que, pour une courbe de la surface génératrice passant 
en A, on a : 

cf \- — m oo A H- ο ι ■> Λ ι -h ω 3 Λ 3, 

r/2A — 2 A
:i

. 

Cette surface, ayant deux familles de lignes asymptotiqu.es, est 
tout entière contenue dans son hyperplan oscillateur [A.A

2
A

;1
 À

5
]. 

Le lieu de cet H
3

, quand ω, yéo, est une Y., développable qui 
renferme à son intérieur la V

;t
 étudiée ('). 

Variétés réglées. — Si l'une des tangentes asymptotiques doubles 
est aussi biasympt.otique, on voit facilement qu'elle est géné-
ratrice de la V3. Lorsque la V3

 est doublement réglée, les surfaces 
génératrices sont des quadriques. La solution générale du sys-
tème différentiel dépend alors de η -|- 8 fonctions d'un argument, 
dont η — ι servent à définir une courbe de E

rt
 et les neuf 

autres déterminent la quadrique génératrice dans l'H
;
, oscil-

lateur à cette courbe. 

(L) Sisam, loc. cit., p. ΙΏΙ. 
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1). — Les V.
t
 qui ont une famille triple d'usymplotiques. 

M. I aîs cônes asymptotiques ont 1111 contact du second ordre 
suivant la tangente [AA

;l
] et se coupent suivant une autre géné-

ratriee [ÀAo], qui est une tangente asymptotique simple. Les 
formes de base seront : 

Ψ, — '·)] -+- 2 ω., t,)
A

, Φ5 — 2 ο)ι Mo 

et les formes biasymptotiqu.es : 

I' ; 0) j ( to;', 0)(|(| 2 0)| I ) 2 fjJ J 0).>
3 2 Gljj to;)·) -(- 2 G) | G) > ( G);; ; G>| -j G)._) | ) 

2 CO ι G>3 ( j -> —t— CO 3 j ) —l- 2 to.i ù)
;
j ( CO4 i —+~ (Ot|o — too.) — G>33 ), 

F 5 tO[ ( to 45 2 0)(2 ) 2 U) ô TOO | -+- 2 G) J TOO ( TO 5 G -4- TOFLO TO]J — Woo) 

— 2 to] to;) to;to -+- 2 GJj to3 ( to^5 — to.ji ). 

Le réseau du second ordre est identiquement nul : les V., inté-
grales sont donc renfermées dans E

3
 et dépendent de f\ fonctions 

de 2 arguments. 
L'équation complètement intégrablc sur la V

3
 : 

GU :::: O, 

définit une famille de surfaces génératrices, qui sont des YL 
d'espèce Φ à lignes asymptotiques. On peut en ellet poser, en 
particularisant le repère : 

fj):t0 — 0), . 0)|O — G):i, 

et il vient, sur la surface génératrice passant en A : 

D1 A — 21.), G>
3
 A 0 + Ù) J A j. 

Les asymptotiques des surfaces génératrices sont les asympto-
tiques triples de la V

:t
. 

Ai). Les asymptotiques triples sont toujours biasymptotiques, 
mais non rectilignes en général. La condition nécessaire et sulli-
sante pour qu'elles soient rectilignes est que la forme co

32
 soit 

indépendante de ω, ; on peut alors résoudre les relations quadra-
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tiques par les formules : 

'<h 1=0, W31·— 0 

ol. les V
:1
 correspondantes ne dépendent pins que de 3 fonctions de 

2 arguments. 
Les surfaces génératrices t.)

2
 = ο d'une V., réglée sont des déve-

loppâmes, ear on peut choisir le, repère de façon à avoir 

w12= 1; 

Le lieu du point focal A
:t
 est en général une surface. Pour en 

étudier la structure, nous continuerons de particulariser le repère, 
et nous pourrons poser : 

ω30=τ oîj, ω·,.·;—ω2, ο)·, ι ~ o, op, 

si bien que, pour une courbe quelconque de· la V
2
 focale, il vient : 

d\ — f'Ppï ■ Vt ~I- ^ 1 ^ ~~f~~ ^*2 ̂  Vs 

H* A;; f
t) J À ] ~\— 2 (l)o Λ ο 0)."J A;;. 

La nappe focale est donc une V
2
 d'hyperplan oscillateur maximum. 

La V
:i
 est donc engendrée par les tangentes aux courbes ω

2
 = ο 

d'une Vo de cette structure, lesquelles courbes ont un contact 
du troisième ordre avec l'H, qui contient deux plans consécutifs 
à la V2. En effet, I'LL, oscillateur en A

2
 à la courbe ω

2
 = ο issue 

de ce point est [AA, (A
2
 -f- A.,) A.

t
] : il est bien situé dans I'll. 

ΓΑΑ, A
2
 A

3
 A

4
] qui renferme, deux plans consécutifs pris dans la 

direction ω
2
 = ο. 

Réciproquement, sur une V
2
 de E

s
, d'hyperplan oscillateur 

maximum, prenons une des cinq familles de courbes (n° 21) qui 
ont un contact du troisième ordre avec I'LL, contenant deux plans 
tangents consécutifs (') : le lieu des tangentes à ces courbes sera 
une Y

;
, du type étudié. 

(b Sis a m ne semble pas avoir remarqué que sur loule V2 de K
5 d'iivperplan 

osculaleur maximum, il existe des courbes jouissant de la propriété mentionnée 
(loc. cit., pp. 12?., 123). 
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En effet, si les courbes ω
2
 — ο vérifient l'équation (n° 21) : 

y=o. 

on peut résoudre les relations quadratiques dérivées en posant : 

ω3;;==:0, 0)4.=τω|, r,), 2 rr CO,, r,):!:iz=:0, ω3,—3ω, 

et, le point M étant pris sur la tangente [AA,], on aura : 

M = A + h Λ !, 
<7M — (οίου + it c>)|«) M -t- vu A ι -j- (iij (Λ» a Λ //'»>,( ΛÀ2 ), 

d- Al — ( η ω 7 -+- m·, oi
:i
 ) Λ, -ι- ( m\ -+- 9. a ω,ω, ) A ;;. 

La tangente [AÀ,] est bien génératrice triple sur la V
:t
 lieu de M. 

AG. Nous avons supposé, ce qui est le cas général, que 
la forme ω... dépend effectivement de co

2
. Dans le cas contraire, 

on peut réduire to,., à zéro, et les V
;!
 correspondantes ne dépendent 

que de 2 fonctions de 2 arguments. La structure de la surface 
focale n'est plus la même que précédemment. On peut en effet 
poser dans ce cas : 

ω,ι — ω·>, r»). 

et l'on a, pour une courbe quelconque tracée sur la surface focale: 

d"A3 — ( -f- o).7 ) A1 -+- '.', ο), ojo A._>, 

i/JA;, ( ù) » 4- 3 GO ) A;;. 

La V
3
 étudiée est donc engendrée par les tangentes asympto-

tiqucs du second ordre (ω
2
 = o) d'une V

2
 d'espèce Φ à caractéris-

tiques de Segre. 
Réciproquement, toute V

:
, de E

:i
, engendrée par une famille de 

tangentes asymptotiques du second ordre d'une V
2
 à caractéristiques 

dont l'hyperplan oseulateur dépend de deux paramètres, admet une 
famille triple d'asymptotiques rcctilignes. 

En effet, choisissons le repère de façon à avoir 

ψ(, — (ι) ρ —1~ ω; ι Ψ 4 — 2 co 1 xl 5 — wj 3οιj er 
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Sur cette Vo, qui ne sort pas de on peut poser : 

(»)|0==O, 0)3; — C0|, k*32-— D, &> -, 2 — O. 

Soit M un point de la tangente asymptotique du second ordre 
[ΛΑ,]; nous aurons : 

M = A 4- mA 1, 

r/iVI = (-+- U.Mui) A 4- 7ΓΤ A1 + ω2 ( Λ2 -h 11A. ) 4- 11 M, Λ3, 

rI-M — (u 04 4- ■?,ω·>ω,()A;-ι- auο», οι., A
;i

, 

ce qui établit la proposition. 
Notons enlin que les dévcloppables génératrices peuvent dégé-

nérer en cônes : il faut et il su 11 it pour cela que o^,, soit réductible 
à zéro. Les V:! correspondantes ne dépendent que de 2 fonctions 
de 2 arguments. 

Ε. - Les V
;) qui oui une famille quadruple cCasymptotiques. 

M. Appelons [AA3] la tangente asymptotique quadruple; 
les formes de base seront : 

Ψν — ÛJ'j -f- 2 oj2r»»3, Φ3 = ω;. 

II peut exister'une forme asymptotique du second ordre: Ψ
ι;
 =ω^. 

Nous avons donc deux cas à examiner. 

a. V
;)
 contenues dans Ε ,. — Les deux formes biasymptotiques 

ont pour expression : 

F·, — (ων, 4- G)00 — 2 o>n) -h — 20J03 ) — 2 ω|ί — 2 ω, >>).> (w,;i -1- ) 

— a ω3(ω12 -t- ω3( ) 4- 2 m., C>>3 ( ω>ι 4- ω0(»— ω22— ω3ι·, ), 

l\; — C.q 4- (o)5:; 4" ω00 — 2W2o) — 2ω, 0)20)12 4- 2Ι,)
2

',)
;{ ( OJ ; ;; — C0a2). 

Le système différentiel correspondant est eu involution avec 
s.j — 3. 

Les asymptotiques quadruples sont biasymptotiques, mais non 
rectilignes. en général. Dans la direction asymptotique, l'hyper-
plan tangent a pour caractéristique le plan [AA, A

3
], qui est le 

plan tangent commun aux cônes asymptotiques, et qui reste le 
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même le long de la ligne asymptotique : les lignes asymptotiques 
sont donc des courbes planes. 

Le plan de chacune des asymptotiques touche la V3
 le long de la 

ligne asymptotique : la V
;!
 est donc l'enveloppe du plan à deux 

paramètres [AÀ,A
3

1. Choisissons le repère de façon à avoir 

r,)32— C»i|. 0),2=<K 

Les coordonnées homogènes d'un point caractéristique du 
plan [ΑΛ, A3] vérilient les équations : 

X G) 2 ~t~ ιί-'a G) 1— O, 
X 1 G) 1 —H X3 G.) 2 — Ο , 

d'où l'équation de la courbe asymptotique située dans [ΑΑ,Α.,] : 

XX, — ,£-·3 rr: Ο. 

C'est une conique : la V
:t
 est donc engendrée par co2 coniques ('). 

48. La condition nécessaire et sullisante pour que les Y
;t
 soient 

réglées est que la forme ω.
((
 soit indépendante de ω.,. Le système 

correspondant est en involution avec s2 = 2. Ayant particularisé 
le repère de telle sorte que : 

ω32 — O, GJ;t, = O, G),,— G),, c«);t0 = '*),, G).w~0. G) ·, 2 G>, , G);;;= Gt2, 

011 constate que chaque V
;l
 admet une famille de développables 

génératrices et que la surface focale, lieu de A
:)

, est une AL d'hyper-
plan oscillateur maximum. Toutefois, ce 11'cst pas une V2 du type 
le plus général, mais bien du type étudié au n° 1*1. Les arêtes de 
rebroussement, tracées sur cette V

2
, vérilient en effet l'équa-

tion A = ο <t sont des sections hyperplanes de la V
2

. On a vu, 
au n° *1*1, que ces courbes sont renfermées chacune dans un IL, : 
par suite, la V3 est engendrée par un système de développables 
dont chacune est contenue dans un H

3
 et deux H

3
 consécutifs se 

coupent suivant un plan (2). 

f1) loc. cit., p. 128. 
(2) Ibid., p. 125. 
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Inversement, prenons une V
2
 de. K.

;
 dont uno famille île sections 

hyperplanes soit solution de l'équation A = υ : les tangentes à 
ces eouvbcs engendrent une V

3
 sur laquelle elles comptent quatre 

Ibis comme asymptot.iques. 
It 11 effet, un choix convenable du repère permet d'écrire, sur 

celle- \b : 

CO3 i — Ο
4
 0.» j ;· I— 0, 0) 12 —* ^32 — ^ j ^*3i —" 1 

si him <kii 'posant : 

M n: Λ -I- u A ,, 

il viendra : 

ί/Μ η (ω,ιο+ ί/fiiin)M -I- *πΑ, + ο>.>(Λ.,+ // Α4) -ι- //oijA;,, 

d- Μ — ( κ ω*· 4- ··>. ω, ω3 ) Α. -Η ω\ Α 3, 

ce qui démontre la proposition. 

Λ9. b. V
3
 non contenues dans E

3
. — Le système de Pfafï corres-

pondant est en involution avec s
2
 = i. La généralité des V

3 

qui ne sont pas renfermées dans E
;;
 est donc moins grande que 

celle des V
:
, de E

;
, de même structure. Elles sont toujours réglées, 

caria forme ω
3Ι

 est nécessairement indépendante de ω
3

. 
Sur ces V

3
, l'équation co

2
 =o est complètement intégrable 

et définit, une famille de développables génératrices. Particula-
risons le repère de telle sorte qu'on ait : 

r,j ;ι| — in,. ' f ■ > 3 ο — I'. fi)|.)~6l|, ΟΙ^ΙΤΤΟ, GJ..,— 0J j, G)'t;,~G.)2. 

Dans ces conditions A
a
 est le point focal sur la génératrice, 

et décrit en général une surface, sur laquelle on a : 

>/A ι —. οι33 A 3 -t- οι | A oj-ι A j, 

A 3 — (οι Ï -f— οι j ) A | -|- 2 OJ | (11 j A ■> -(— (ι)'ή A ■;, 

d3A,= ωJ A
ι;

. 

La \b focale est donc, une surface dont l liyperplan oscillateur 
a 5 dimensions et ne dépend que d'un paramètre : ces V

2
 ont été 

signalées (n0<25); elles ne dépendent effectivement que de ι fonc-
Journ. de Math., Lome III. — Faso. Ill, ΐ(ρ4· ^9 
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tions do 2 arguments. La V
;1
 est done engendrée pa 1* les tangentes 

asymptotiques du second ordre à une Y., de ce type. 
Réciproquement, toute Y

3
 engendrée de cette façon admet ses 

génératrices comme asymptotiques quadruples. En effet, soit une 
Yj du type : 

Φ3 ω ], Φ ·, — 2 ω, r,>2, φ;; — ù) 5, Μ '0 — ω . 

On pourra choisir le repère de façon à avoir : 

ri>1;(i=0, O, Woj—O, iilu^rO, (ii;i, — Ο, Ci>- ·, ~ , 

et si M est un point de la tangente asymplotique du second 
ordre [AAal, il viendra : 

M — A. ·+- // Λ Ο, 

cl \1 - - ( -1~ " '''IN ) M - !- ΊΤΤ Λ Ο —T— <») | ( A | —R- u A J ) -1— 11 ΟΟ A
 ;

, 

(l~ i\'I — Ci) J A
;1
 -1- ( 2 CO | CI)

3
 —f— Il M) A *

(

. 

ee qui étal>1 il la réciproque énoncée. 

CHAPITRE Y. 

LKS \ 3 I)ONT l.'llYPERPLAN OSCULATKIIR A SIX DIMENSIONS OU PLUS. 

50. Lorsque trois des formes asymptotiques d'une Y
a sont linéai-

rement indépendantes, le réseau asymptotique s'exprime comme 
un réseau ponctuel de coniques : 

( 1 ) ΛΦ; -H μ Ψ;; "h V Φ,; = Ο . 

Une direction de tangente en un point de la Y
:1
 n'a pas en général 

de direction conjuguée; il n'y a exception que pour les directions 
vérifiant l'équation homogène et du troisième degré : 

0(Φ·, Φ
;
. ΦΑ 

(Ό . η 1—— — Ο. 
I > (Ci),, Ci)2, Ci);f ) 

Chacune des directions située sur le cône (2), que nous appelle-
rons le cône des tangentes fondamentales, est droite double d'un cône 
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dégénéré (lu réseau asymptotique. La condition pour qu'un cône 
asymptotique soit dégénéré s'exprime en écrivant que la discri-
minant de la l'orme quadratique qui ligure au premier membre 
de (i) s'annule; d'où l'équation homogène et du troisième degré : 

(3) 9(λ, ρ, ν) = ο; 

Ιίιι regardant λ, p., ν, comme les coordonnées homogènes 
dans un plan, l'équation (3) représente une cubique, la cubique 
caraclérixlique. 

L'équation (3) est invariante vis-à-vis de toute substitution 
linéaire effectuée sur les ω, c'est-à-dire vis-à-vis de tout change-
ment des sommets A,, A

a
, A.,, dans l'hyperplan tangent. Par 

contre, un changement des sommets A», À
:;

, A„ dans l'hyperplan 
oscillateur se traduit par une substitution linéaire sur les formes Φ, 
et par conséquent sur les paramètres λ, p., ν : la cubique, caractéris-
tique subit alors une transformation homographique, mais elle 
conserve, vis-à-vis de toutes les transformations de cette nature, 
un invariant qui exprime le rapport enharmonique des quatre 
tangentes qu'on peut mener d'un point de la courbe. L'existence 
de cet invariant entraine une particularité qui n'existe que 
dans le cas où les formes asymptotiques linéairement indépendantes 
sont au nombre de trois : on ne peut pas classer ces variétés 
eu un nombre liai de types projectifs. Cependant la considération 
de la cubique caractéristique conduit à une elassilication des 
divers réseaux de la forme (i). Nous étudierons les cas suivants : 

I. L'équation (3) est identiquement véri liée ; 
II. La cubique caractéristique se réduit à une droite triple; 
III. La cubique se décompose en une droite simple et une droite 

double ; 
IV. La cubique se décompose en trois droites distinctes. 

On peut toujours regarder trois coniques comme les polaires 
do trois points par rapport à une même courbe du troisième, degré. 
En d'autres termes, chacune des trois formes quadratiques données 
s'exprime linéairement au moyen des dérivées partielles d'une 
même forme cubique et, inversement, les dérivées partielles de 
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cette forme cubique s'expriment linéairement en fonction des 
trois formes quadratiques. 11 suit delà que lorsque le réseau asymp-
totique d'une Y

3 contient trois formes de base, il peut toujours 
exister au moins une forme asymptotique du second ordre. 

»il. Ihiur les \ d 41111 I hyperplan osculal eur a plus de (i dimen-
sions, nous nous bornerons à indiquer la classification des divers 
types projoetifs. 

S il existe quatre formes asy'inptotiques linéairement distinctes, 
la elassilieation se ramène à celle des faisceaux de quatre coni-
ques, laquelle se déduit elle-même île la elassi lieation des fais-
ceaux de deux coniques Ln clfet, toutes les coniques du faisceau 
déterminé par quatre coniques d<> hase ont des coefficients αη 

qui vérifient deux relations homogènes : 

V A,, ai,--1., V ly, a., o. 
JmJi Jam 
'//· w'/i 

On peut ramener ces deux relations à une forme canonique, 
au moyen d'un choix convenable de A,, À2, A

;1
 dans l'hyperplan 

tangent, comme s'il s'agissait de réduire le. faisceau ayant pour 
base les deux coniques 

"V Aij Ui itj — ο, V H,
y
 Ui uj — o. 

ul) I//I 

On obtient donc huit types projcelifs différents ^Lliap. III). 
Le point M, projection de d~ A dans l'hyperplan j A . AAA7] 

a pour lieu, dans le cas général, une surface de Steiner. Le lieu 
des plans oscillateurs aux différentes courbes tracées sur la Y.·, 
et passant par A est une hypersurlaee à (> dimensions,du quatrième 
degré, contenant Γ113 tangent à la V., rn A. 

S'il existe 5 formes asyiuptotiques linéairement indépendantes, 
les cônes du réseau ont des coefficients qui vérifient une relation 

A ij (lr; j —0 > 
"/) 
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qu'on peut toujours ramener à l'une des trois formes : 

x11=u23 an — O, rtM = 0. 

I. - - V
;
. dont tous les cônes asymptotiques sont dégénérés. 

Λ. Lin/per plan langent dépend de deiu- paramétres. 

52. (les Y;, rentrent dans un type général étudié par M. (lartau, 

celui des V dont l'hyperplan tangent dépend de </< ρ paramètres 

cl dont l'byperplau oscillateur a le nombre maximum p+ q(q+1) 2, 

de diiuensions ('). Leur système dillereutiel peut être prolongé 

jusqu'à Linvolulion, qui est obtenue avec s., = η — >. 

(les Y. soul des hy perça nés, projetant des Y„ d'hypcrplan oscu· 

la.teur inaxiiuuin. Les η - > l'onetions de ί arguments servent 

à définir la YL direetriee dans une variété plane à η— ι dimensions 

ne contenant pas le sommet de I hypereoue. 

IL /y hyperplan langent dépend de Irais paramètres. 

55. Nous pouvons prendre pour formes de base : 

φ . — tj) , «l»a ~ ·.>. fj) ! (<) ·. , Φ,; " .i ω [ CO;t. 

Toutes les tangentes situées dans le plan [AA
2
A

:l
J sont des tan-

gentes asymptotiques. A une direction quelconque située, dans 

ce plan est conjuguée toute autre direction du même plan. 

Le syslème de Ρ l'a IV n'est pas immédiate me ni. en involution, 

mais en particularisant le repère, on peut le prolonger partiellement 

par les deux équations : 

ω»,o, rj)s,rr:(.> 

et l'involution est obtenue avec s
{
 — 3 /i —- 7. 

p) Sur les variétés de courbure couslunte..., a0 47 (loc. cit.). 
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Ces V
3
 sont engendrées par des plans. En ellet, on a : 

(I £ A Λ 2 A;{ | _=i: ( My(| *4" Wji "4~ ) | 2 3 ] ( fflOll, COj ) > 

par conséquent, l'équation complètement intégrable sur la V
3 

0>, — Ο 

déliait une famille de plans générateurs. Deux plans générateurs 
consécutifs n'ont aucun point commun. 

Réciproquement. les V
;t
 les plus générales de E„ (η > (>) 

engendrées par des plans appartiennent au type étudié. En elf'et. 

tout cone asymptotique en un point A de cette V
:!
 doit se décom-

poser en deux plans, dont l'un est le plan générateur passant 

par A. Le réseau asymptotique de cette Λ .. a (.loue nécessaire-

ment pour expression : 
ri>i ( //>>| -+- "4~ vocO — O· 

Ln plan de E„ dépendant de 3 ( n — 2) paramètres, le lieu 

de ce 1 plans dépendra de 3 η— 7 fonctions de 1 argument, ce 

qui est le résultat trouvé par l'analyse. 

11. — La cubique caractéristique se réduit à une droite triple. 

«r'i. Les formes asymplotiques de base sont réductibles à 

Φ-,— G)j, Φ3— 20)| f.)2, Φ,; = ;,)o H- 2 M:,. 

La seule tangente asymptotique est j.AA
3
]. bille est conju-

guée à toutes les directions situées dans le plan [AA.,A
;l
]. 

Le système de Ρ fall' est immédiatement en involution avec s., - j. 

On vérifie facilement (pie l'équation 

(1) 1:3c ο 

esl complètement intégrable sur la V
3

: il existe donc une famille 

de surfaces génératrices tangentes en eliacun de leurs points au 

plan [AA
2
A

3
] dont toutes les directions sont conjuguées à la 

ta η gente asymptotiq ne. 

Pour une courbe tracée sur la λ .> génératrice qui passe en A, 



VARIÉTÉS A TROIS DIMENSIONS. 3θ3 

on a : 
if' A ( r,'^l "I- 6>;i M;jl ) A ( ~t~ Μ.Ί A6 

et l'on pent, poser, en général, 

0)oj '— ω;ιι — frU· 

Los V2
 génératrices sont done des V

2
 d'espèce Φ à lignes asymp-

totiqucs, leurs asvmptotiques étant celles de la Y.,. 

o«5. Pour que la V
;
, soit réglée, il faut et il su Hit, qu'on puisse 

choisir le repère de façon cà avoir 

O. f,)32=0. 

Le système dilîérentiol ainsi obtenu est en involution avec ,v2 =3. 
Dans ce cas, les \

2
 génératrices sont des développables. Le 

point A.j, qui est le point focal sur la génératrice; décrit en général 
une surface. Après avoir particularisé le repère de façon à avoir : 

(>)·,,, '»)·>, 0).», O, O, ' O, 

ω,
;7

 Ο (λ — S, 9, ...,/l), 

• il vient, pour une courbe tracée sur la surface focale : 

rfA;j A;, -+- 0)o A + Wj Au, 

d~ A ;( — il w ι ω 2 A ι -4- (ο ̂  A ·> ~"t~ ω ; A -. 

La surface focale est doue une V
a
 d'hyperplan osculateur maxi-

mum. Les arêtes de rebroussement, qui sont données par l'équation 

ω, = o, sont des couTbes asymptotiqucs du second ordre ayant un 

contact du troisième ordre avec ΓΗ., [AA, A2
Α.,Α,,Ι qui con-

tient deux plans tangents consécutifs. 

Réciproquement, toute V
3 lieu des tangentes à une famille de 

courbes asymptotiqucs du second ordre tracées sur une Y._> de 

(n = 6) d'hyperplan osculateur maximum, et ayant un con-

tact du troisième ordre avec 1Ή, qui renferme deux plans 

tangents consécutifs, est une Y3 réglée du type étudié. Soit, en 
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effet, pour ιτlie \ 2 : 

ψ3 = o>^, Ψ,— ·>. ω, w,, Φ5 =wr, ; 
M V, 3 oq « M ; — 3 ο», m':;, M *

s
 —■ ω J. 

Si les courbes asymploliques t lu second uni re ω·, ~ ο jouissent 

• le la propriété mentionnée, on pourra poser, en pariicularisant 

le repère : 

(i»ls— O, — O, Gl ,; — ίϋ|, ~ Ο, ωΟ, 

et. en appelant M un point de la tangente ΙΛΛ,], il viendra : 

Μ-.-Λ i- // A ι, 

t/M — ( -+- « ω, ο ) Λ m Λ, -Τ ω, ( Λ
 s

 - h κ Α ·, ) 4- α ω, Λ
 :ί

, 
(Γ- Μ — ( ιι ω * -I · ϊ ω* aq ) Λ ·, 4- ω i ( Α - -h ιι Α : ) 4- ·?. ιι ο>, μ.» Λ,., 

•τ qui démontre la réciproque. 

Quand la surface focale, lieu de A
:
,, dégénère en courbe, la 

V
:
, est. engendrée par des cones, et elle ne dépend que de 

a fonctions de Ί arguments. 

111. La cubique caractéristique se décompose en deux droites 
dont une double. 

nf>. A ce cas correspondent trois types différents de variétés : 

A. Nous avons d'abord les Y
;t
 dont le cone des tangentes lon-

damenlales se décompose en deux plans, dont Γιιη est double, 

et qui ont deux tangentes asyinptotiques, l'une double. Nous 

pourrons prendre. : 

Φ; — Cl> |, Φ- ~ ·>. M, (il 4. Φ,; r- atlljM,, 

11. Le cone fondamental étant le même que précédemment, 
on peut avoir aussi des \ qui n'ont (pi'une tangente asympto-

1 iqu ο : 
φ. — Mj, Φ;,— (,»4 Φ,; — ï M, M., 

C. Enfin, dans le cas où le cone fondamental se décompose 
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ou trois plans, on peut prendre : 

Ψ· — <1>S—r,i^, Φ,.— ο.ω3(toi -+- ω.), 

A. — Variétés à deux familles d? asymptotiques, Γ une double. 

iî7. Soient [AA.,] et [AA
a
] les deux tangentes asymptotiques pas-

sant en Λ, la dernière étant l'asymptotique double, et soit [AA,A
3
] 

le plan tangent eommun à tons les cônes asymptotiques le long 

de [AA
3
]. On aura pour l'ormes de base : 

Φ4 — w'f, Φ 5~ i ω j ω
2

, Φβ — 2 ω
2
 co

:i
. 

Toutes les directions du plan [AA,A
:
,] sont conjuguées à la 

tangente asymptotiqne double [AA.,]. Les directions du 

plan [ΛΑ.,Α.,] se correspondent deux à deux, [AA
3
] se correspon-

dant à elle-même, ainsi que [AA.,]. 

Le réseau asymptotiqne du second ordre contient au maximum 

deux iovnies cubiques indépendantes. Plaçons-nous d'abord dans 

le cas où ces deux formes existent, l'espace ayant au moins 8 dimen-

sions, et soient les formes de base : 

Ψ7 — 3 ω* ω,. Ψ8 = ω?. 

Le système de Ρ fait' correspondant est en involution avec = 3. 

En examinant les relations quadratiques dérivées, on constate 

que les lignes asymptotiques doubles sont, des génératrices recti-

lignes de la V3. 

Il existe une famille de surfaces génératrices, définie par l'équa-

tion complètement intégrable sur la V
3

 : 

ω, — ο. 

Ces surfaces sont tangentes eu chacun de leurs points A au 
plan [AAaA3] qui contient, les deux tangentes asymptotiques de 

la Y.,. Ce sont des V
2
 réglées, [AA3] étant la génératrice rcetiligne 

qui passe en A, mais [AA
a
] n'est pas en général tangente asympto-

tique pour la Y
2

. Leur hyperplan oscillateur ne dépend que d'un 

paramètre; elles rentrent donc dans le type étudié au n° 10. 
Journ. de Math., tome III. — Faso. Ill, nyq. 4o 
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Le mode de génération de ees Y2 a été décrit. Leur hyperplau 

oscillateur est la variété plane oseulatriee à 4 dimensions à une 
certaine courbe décrite, si l'on veut, dans le cas actuel, par le 

point A,., ayant pour tangente IA
(
.A

;l
] et, pour plan oscillateur, 

le plan [AA
;
,A

C
] qui contient, la génératrice de la Y

a
. 

En particularisant le repère mobile de façon à avoir : 

Wfio = ω,, O)
0

, ο, ω
02
 = ο, — w

2
 + λωι, ω«·, == ο, w„

5
 = ο. 

(d;j0 —. J lb f»>|. 

le lieu du point A„ est une surface dont riiyperplati oscillateur 

a 4 dimensions et dont le plan tangent est f ΑΛ
3
Α

λ
]. Quand ω, — ο, 

Λ„ décrit une courbe asympt.otique de cette surface et la droite [A AJ. 

située dans le plan tangent, engendre une V2
 génératrice de la Y

:
, 

étudiée. 

ï>8. Comme cas particulier, il peut arriver que les surfaces 

génératrices soient des surfaces réglées non dévoloppables, con-

tenues chacune dans un espace à 3 dimensions : c'est ce qui arrive 

lorsque [AA
2
] est tangente asymptotique sur la Y, génératrice 

passant en A. Eu particularisant le repère mobile de façon que 

[AA
2
A3A,,] soit l'hyperplan oscillateur en A à la Y., génératrice 

passant en A, on pourra résoudre par : 

(ιΐ^ηο, oui — o, ω,;·, — ο, ω,;, —ο, 

et le nouveau système diUereutiel sera en involution avec α·
2
 — ·2. 

Pour se rendre compte de la génération de ces nouvelles Y
;t

, 

continuons de particulariser le repère mobile. On peut se ramener à 

W;U1 " Ο, f.»32 -- W,. ω,ΐο = Î r'\>i — ''· 

Par conséquent, chaque \
 2

 génératrice est engendrée par une 

droite [AA
;1
] qui s'appuie sur une droite lixe, [A

;
,A,.]. Le lieu 

de [A
;
,A

C
], quand ω, φ ο, est une V

2
 non développable. Deux 

droites inliniment voisines de cette Y2 délinissent la variété 

plane à 3 dimensions [AA
2
A

8
A

e
] dont le lieu est une V

4
 qui con-

tient la Y3 étudiée. 
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o9. Lorsque l'hyperplau oscillateur à la V
a ne dépend que d'un 

paramètre, ce qui correspond au cas où la seule forme asympto-

tique du second ordre est toj, le système différentiel peut être 

prolongé jusqu'à Pinvolution, qui est obtenue avec s
a
 = 2. Il est 

à r< marquer que, dans ce cas, les Va génératrices ont deux familles 

d'asymptotiques; Tune do ces familles étant roctiligne, on se 

trouve donc toujours dans le cas particulier étudié précédemment. 

Par contre, si le réseau asymptotique du second ordre est iden-

tiquement nul, la Y
:
, est contenue dans E

tl
 et. le système diffé-

rentiel est en involution avec ,ν2 — 3. La généralité des V
3
 est 

la même que dans E„, et la structure des surfaces génératrices est 

aussi la même que lorsque les deux formes cubiques existent. 

()0. Examinons encore le cas où l'hyperplau oscillateur dépend 
de deux paramètres, mais où la forme cubique unique est 

*1-— 3 rof ro2. 

L'hyperplau oscillateur du second ordre est alors fixe, et les V
a 

11e sortent pas de E
7

. Le système de Plaff correspondant peut 

être prolongé jusqu'à l'involution et sa solution générale 11e 

dépend que d'une fonction de deux arguments. 

L'équation ω, = ο donne encore des surfaces génératrices 

réglées dont l'hyperplau oscillateur a 4 dimensions. Mais il existe 

en -outre une seconde famille de surfaces génératrices, intégrales 

de 
(l>.> — o. 

qui sont réglées et. develop ρ cibles. En prenant À
3
 au point focal 

de [AA
a
], il vient sur la surface focale lieu de A

a
 : 

dAa = ω33 A3 -+- ω, A~+ ω2 Λβ, 

dâ A 3 — ω ï A1 -t- 2 co ( co2 A2, 

rfsAs = co^ A4-+- 3ω*ω2Α5, 

d* A3 = [\ ω'Ί co2 A·,. 

Cette surface focale, est donc une V
2
 d'espèce Φ à lignes asymp-
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totiques. Les arêtes de rebroussement, données par l'équation : 

00= 0, 

sont des courbes asymptotiques dn troisième ordre, mais non dn 

premier ni dn second ordre. 

Réciproquement
 y
 si η ne Y» d'espèee Φ à lignes asymptotiqnes 

située dans E
7 a nn hyper plan oscillateur du second ordre à 

.6 dimensions dépendant de deux paramètres, les tangentes aux 

courbes asymptotiqnes du troisième ordre engendrent une \
 ;t 

du type particulier que nous étudions. 
Eu eiïet, ou peut poser, sur une telle Y

2
 : 

Ψ3 = ωj, Ψ.ν = aω», Φ,·; = ω:ΐ, Μ-- 3f αι.,. Η: — 4 ω, f«>â. 

et résoudre le système dérivé, en particularisant le repère, au 

moyen de : 

ω21 = ω.>, W;;; —ω:!» ω,ο — ο, ω3:,;-ο, ω;!·,= ο. 

Soit maintenant M un point de la tangente asymptotique du 

troisième ordre; il viendra : 

M = Λ u A ι, 
f/M = ( fii,),, -+- u com ) M w Λ | H- f<>2 ( Λ·> -f- u Λ1 ) it (ι>1

 Λ 

d- M — ·_>. ω* ω3 Λ 4-H u «q A j -t- ·.». u ω
2
 Λ,

;
, 

(Ρ M = 3 //ω j"'w2 A-. 

La Y
;
, lieu du point M a donc la structure annoncée. 

B. — Variétés ayant une famille <fasymptotiqnes doubles. 

61. Prenons pour formes de base : 

φ. — ω ι, Φ- — c.q, Φ0
 — s ω, α>5. 

La seule tangente asymptotique est [AA.
t
], et tous les cônes 

asymptotiques sont tangents suivant cette génératrice commune. 

Une tangente quelconque située dans le plan U\ AA
a
] est conjuguée 

à [AA
;}
], et la tangente [AAa] est conjuguée à toutes les directions 

du plan [A Αι A.,]. 
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.Le système différentiel qui définit ces V
3
 est en involution 

avec s.> = 5. 
Elles sont engendrées de deux laçons différentes par co1 sur-

faces, ear les équations 

(Ol ~ O, c,)., — ο 

sont Tune et l'autre complètement intégrables. 

Ees surfaces génératrices intégrables de ω, = ο sont en général 
des Y., d'espèce Φ à caractéristiques de Segre : les asymptotiques 
de la Y,., sont des caractéristiques sur ces surfaces génératrices. 

Les surfaces intégrales de ω2 = ο sont des V
2 d'espèce Φ à lignes 

asymptotiques : leurs asymptotiques sont les asymptotiques de 
la Y;,. 

(>2. Comme cas particulier, il peut arriver cpie la forme ω.,, 

soit indépendante de ω., : les Y
;t
 sont alors réglées et ne dépendent 

que de ί\ fonctions de 2 arguments. 

Ces surfaces génératrices intégrales de c.o
a
 = ο conservent la 

même structure, mais les surfaces intégrales de ω, = ο sont 
dans ce cas des develop ρ cibles. 

Soit À3
 le point focal sur la génératrice. Le lieu de A., sera en 

général une V
a
 sur laquelle on aura : 

fi.hitAa-h o)2coj A,·, 
d- A 3 = 2 ω[ ω

2
 Λ, h- ωΊ A.> -1- ο)τ A7, 

«3 Λ
:ι
 3 Λ

 ν
 +- ̂  Aa + oy Al(l. 

La surface locale est done une Y
a
 d'hypcrplan oscillateur maxi-

mum, mais n'ayant que trois formes asymptotiques indépendantes 

du second ordre. Les arêtes de rebroussement des développables 
génératrices sont telles que trois plans tangents consécutifs, pris 

en suivant une de ces courbes, sont contenus dans un H», alors que 
sur une Y2

 de la structure mentionnée, trois plans tangents consé-

cutifs définissent en général un ΙΊ,.. 

Réciproquement, soit une V
a
 dont l'hypcrplan oscillateur a 

5 dimensions, et l'hypcrplan oseulateur du second ordre 8 dimen-
sions, la forme cubique 3ω, ω;; faisant défaut; si de plus les 
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courbes ω, = ο tracées sur cette V2 sont telles que trois plans tan-

gents consécutifs, puis eu suivant une de ces courbes, ne sortent 

pas d'un H,., le lieu des tangentes à ces courbes est une V., du 
type que nous étudions. En diet, prenons une V

2 avant pour 
formes asymptotiques : 

q32= w31 , q4= 2w1q2, q3=w4 2 
M''

(i
 r,vj, M1'- = 3 G>\ M., My = , 

et supposons réalisée la condition supplémentaire: ω>
;
, ne dépendra 

pas de co2. On peut alors résoudre, le système dérivé par les for-

mules : 

G>0, G>2, ~ O, GI5, = O, ο, Mst» 0, 

et, en posant : 
M — Λ -ι- //Λ.,. 

il viendra : 

î/M (g)„„ 4- ii ω20
) M cr A2 -H t»u ( A, -\~ ti A ·, ) -H a &>2 A5. 

iP Al —ι 2 G) | Gi;i A >
(
 -}- 6>~j ( A a

 —|_ il A - ) —H n gi 2 A s · 

Le lieu de la tangente [A A
2
] est donc une V., du type considéré. 

C. —- Variétés dont le cône fondamental se décompose 

en trois plans. 

03. Si nous prenons pour base : 

M* ■, G) f , Ψ;; G> 2 , Φ,; = G)
;1
 ( Gl [ H" Glo ) , 

la tangente [AA
3
] est asymptotique double. 

L'hyperplan oscillateur dépend au plus de deux paramètres. 

S'il en dépend effectivement, supposons que l'hyperplan oscil-

lateur du second ordre soit le plus grand possible : 

B7 = w31, w8 = w3 

Les V
3
 correspondantes sont données par un système de Pfaff 

en involution avec s.
2
 = ί\. Ce sont des variétés réglées. Les équa-

tions ω, =o et ω
2
 = o sont l'une et l'autre complètement inté-
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gvables, et les deux familles de surfaces génératrices sont des 

V
a
 d'espèce Φ réglées. 

Lorsque l'espace n'a que 6 dimensions, les V
2
 dépendent de 

G fonctions de 2 arguments. Elles sont encore réglées, mais les 

équations ω, = oetco2 = ο ne sont plus nécessairement intégrables, 

IV. — La cubique caractéristique se décompose 
en trois droites distinctes. 

()4. Les V.
t
 correspondantes se classent en deux types : 

A. Les trois coniques Φ, = ο, Φ
;
, = ο, Φ„ = ο ont un triangle 

autopolaire commun. En le prenant comme triangle de référence, 

il vient : 
ψ.= Φ;; — M j . Φ|\— (,)l' 

13. Les trois conicpies passent par trois points fixes. On a 
alors : 

Φ·,ÎM.f,),, · Φ3— ·>.&ν·>ο Φ« —2 'JJi (·>·>· 

Dans le premier cas, il n'existe pas de tangentes asymptoliques, 

mais il existe trois tangentes remarquables, intersection des 

plans fondamentaux deux à deux. Nous les appellerons tangentes 

caractéristiques, par analogie avec les tangentes caractéristiques de 

Scgre. 

Λ. - Variétés à trois familles de caractéristiques. 

(>i>. Le cone fondamental a pour équation : 

M1 CO^ CO 3 — 0· 

Chacun des trois plans dont il est composé a pour direction 

conjuguée la tangente qui est l'intersection des deux autres plans. 

Deux hypcrplans tangents en deux points Λ, À' infiniment voisins, 
le second étant situé sur [AÀ,] par exemple, se coupent suivant 

le plan [ÀA.,A
;
,]. Le lieu de ce dernier plan, quand on suit la 
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caractéristique taugeute eu chaque point à [ÀA,], est donc 
line \

 Ά développable. 
Les V., étudiées ont pour système différentiel : 

o); =o, o)5 =o, ω,; — ο, ωχ — ο, 

ω,.·
(
 = ω1( ω13—ι>, ω10=ο, ω,χ = ο, 

(0 
ω2; —ο, ω23 —ω2, ω2Γ)ζπο, ω2χ—ο, 

ωη= ο, ο);!,·ι=ο, ω:,η = o».j, f»>:î)ο (λ.-— -, 

et pour relations quadratiques : 

(w1 (w1+wop_2wn)} _[w2w2] _ [w3w3]}xsso,; 
— [WjWîi] +[w2ws·, ] = ο, 

— [ω,ω,ι] -Ι-[&>3<·>ον] = °> 

[ ω | 6>.·,
;;
 ] — [ OU 0) 1

 2
 ] = ο, 

— [ω,ω,
2
] -+- [w2(f>ii5 + ^'ao— s ω

22
 ) |— [t»>3fAi2.l — 

1 Γ*>2 I "+~ I 0">;i Ο, 
(3) 

[ωιω<β_| | ω
3

 r>>i:i J —ο. 

[ω2ω3,.] — [Μ3Ο>,:,] ==Ο, 

— — [ω2ω,
;!

] -ι- |"&ϊ3(ω«}.ϊ-+- ω0„ — '·<'''.π)j = <■"»> 

[«!«;).] —Ο» 
[θ)2Γ.);0,| ~0, 

[/,»:, 0>,·,χ ] = (>. 

Ce système est en involution avec s.
2
 = (i. 

Chacune des trois équations 

(l)j Ο, (ι)·2 O, 0, 

est complètement intégrable sur la V
3
 et déduit une famille dcV2 

génératrices qui sont, on le voit aisément, des surfaces à caracté-

ristiques de Segre. 

«6. 1 ^es tangentes caractéristiques telles que [AA,] forment 

une famille de droites à trois paramètres, dont chacune appartient 

à trois surfaces développables. En effet, la droite [AA,] a un 
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déplacement instantané qui se déduit de 

dA. —cooo Λ. + ω ι A ι +u).»Aj (Ο3Α3, 

d.\, — com A + ton Aj + cojj A, H- ω 13 A3 -+- ω, A4. 

Pour qu'un point .τΑ + .τ, A, de cette droite soit caractéris-

tique, il faut et il suffît que l'on ait (n° 5, théorème II) : 

.rco2 + = o, 

#ω3-+- Λ·,ω,3=: ο, 
Λ'ιω, = ο. 

On obtient une première solution en liant les paramètres par 

(02—O, (1)3 —o. 

et il faut alors x
K
 = o : le point A est le point caractéristique, 

La droite [AA,] enveloppe donc, comme il était évident, la 
courbe caractéristique tracée sur la V3 étudiée. 

Une seconde solution s'obtient en posant : 

ω( = ο, ω3=ο; 

dans ces conditions, si l'on ne particularise pas le système de réfé-
rence, il vient : 

0012 — Cf. &)2 « 

Le point caractéristique est alors, sur [AA,], le point dont les 
coordonnées vérifient : 

x a.r, = o; 
c est-a-dire : 

JVI2 = At — α A. 

Enfin, de façon analogue, on obtient une troisième famille de 
développables, en posant : 

ωι = o, ω2 = o ; 

comme on a de plus : 
ω13 — βω3, 

le point caractéristique est dans ce cas : 

M3= A, — β A. 

Journ. de Math., tome III. — Fasc. Ill, 19-24* 4
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Sur chaque tangente caractéristique, il existe ainsi trois points 

focaux: A, Ma, M.,. Le lieu du point focal À, quand les trois para-
mètres varient, est la V3 étudiée. Montrons que le lieu de chacun des 

autres points focaux est aussi une V3 du même type. 

Nous pouvons particulariser le système de référence de sorte 

que A, décrive la V
3
 focale lieu des arêtes de rebroussement véri-

fiant ω, = ο, ω., -- ο. Dans ces conditions, ω
<;ί ne dépend pas de 

to
2

, et l'on voit aisément qu'on peut aussi le supposer indépen-

dant de ω, ; donc 

(3) r,)|., ̂ O. 

Une nouvelle paiticulansation permet, de supposer que ω,3 

ne dépend pas de ω, et que 

w13= w3, 

Par ailleurs, ω
32 peut être ramené à zéro. La dérivée extérieure 

de (3) nous donne alors : 

(4) [ω
1
ω·ϋ] — [oioOijol = e. 

On peut ramener à zéro le coefficient de ω, dans ω,„ et à l'unité 

le coefficient de ω2, en général : 

W|0 ω2· 

Le déplacement instantané de A, est maintenant : 

d\ ι — Wo A + ωj j A | (o,j A
3
 to, A ̂ , 

d~ A| — ( (i)| CO 1 03 4.» ) A 2 "+~ COi As + ( (i)
3
 -f- W| Ci);

c
 ) A

e
 (ι)[ Αχ. 

D'après les relations quadratiques (2) et (4), les formes co
i2

, ω.
1Β

, 

ω.,
β

, ω.χ, sont linéaires en co
n

 si bien que l'on a, en choisissant 

convenablement A7 : 

d~ Ai — ω j A.» -+- cog A g ω j A-. 

Le lieu de A, est bien une V
2
 à 3 familles de caractéristiques, 

et les arêtes de rebroussement des développables ω, = ο, ω., = ο 

constituent une des familles de caractéristiques. 

Il est clair que la troisième nappe focale a, en général, la 

même structure. 
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Nous obtenons ainsi une généralisation aux variétés à 3 dimen-

sions de E„ de la transformation de Laplace pour les surfaces de 

l'espace ordinaire. La considération des tangentes caractéristiques 

d'une V
:1
 du type étudié permet d'eu déduire six nouvelles 

Y
3 de même structure, dont les familles de caractéristiques 

correspondent à celles de la V
3
 primitive. 

B. -- Variétés à trois familles d'asymptotiques. 

(»7. Nous prendrons pour lormes de base du réseau asympto-

tIciue : 
Φ; 30), 6).,, Ψ;; — 2ω,Μ3, Φ,; = Μ·Λ (.> ( . 

La seule forme asymptotique du second ordre qui puisse exister 

ψ. = 6 ω,ω3ΰ>3, et il ne peut exister de forme d'ordre 'supérieur : 
les Y

a
 du type étudié sont donc contenues soit dans E,„ soit dans E

7
. 

Elles sont intégrales du système différentiel : 

o)·, — o. t.);i = Ο, ω,; — Ο, 

(017 (>)■>, O, ^Mli"— 
(0 24 = s1 , d23= w123 w26=o; 

a>.tv — ο, ω;ΐ3 — 0);., -r 
co7 — υ, 

6>17— ο, ω·
(7
 = ω3, 

(-0 f,t.,7=0, f«);i7 = C«>1 , 

ω:(7ζτ:0, (>)(- " G)2. 

Le système (t), qui est seul à considérer pour les V., situées dans Eti
, 

est immédiatement en involution avec s., = 6. Les lignes asymp-
totiques de ces Y.

t
 ne sont pas des droites en général. De plus, les 

équations ω, = υ, ω
2
 — ο, ω

;1
 = ο ne sont pas en général complè-

tement intégrables. 

(>8. La détermination de toutes les V
;t
 de E

c triplement réglées 
serait un problème intéressant. Elles se divisent eu deux classes : 
celles sur lesquelles chacune des équations ω, = ο, ω

2
 = o, tos = o 

est complètement intégrablc, et celles qui ne jouissent pas de 
cette propriété. Les premières peuvent être déduites par projection 
sur un hyperplan à 6 dimensions d'une Y3 triplement réglée située 
dans E

7
 : c'est ce que nous verrons tout à l'heure. Parmi les autres, 
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il en existe une remarquable, ne dépendant que de constantes 
arbitraires, et pour laquelle les équations de Frenet généralisées 
prennent la forme : 

rfA Ci)|À| H- (Oi Λ 2 -j- CÛ3A3, 
d\ j — — 4 A -+- Wo Λ3 -4- Wo A ν ÙI3 Au, 
ofA» — — 4'ω2·Α. "4~ W3 A ( -t- toi A ·, A3, 
rfA3 — — 4w3A -H Aj -t-wjAj-t- fi^Af,, 
({\ι=. 2ω3Α — 3ω2Α[—5 w 1A » +ω2Α5—αοηΑβ, 
d\s— 2ω,Α —3(h>3A2— 5ω2Α3 — 2ω2Α4 + ω3Αβ, 
rfA6r= 2ω5Α — 5ω3Α, —ωιΑν—2ω3Α5. 

Cette V, triplement réglée admet un groupe à 3 paramètres, 
qui a les mêmes formules de structure que le groupe des 
rotations : 

W| = [r'V-*>3j, ^ [we^iL w'j = [ω,ω*]. 

00. Dans l'espace à 7 dimensions, les V
:t
 sont définies par les 

équations (1) et (2), qui forment un système non immédiatement 
en involution. On peut remarquer que, dans ce cas, les équa-
tions ω, = ο, ω2 = ο, ω

3
 = ο sont toujours complètement inté-

grables sur la variété. 
Il existe dans E- une V

3
 triplement réglée, qui est engendrée 

de trois façons différentes par 001 quadriques et peut s'exprimer 
au moyen des équations : 

Λ-. = xx .rs, xs — Λ7, ,v3, x6 — x3 x\, x- — .r, χ, x3 (1 ). 

Elle admet un groupe à 9 paramètres dont les transformations 
infinitésimales s'obtiennent sans difficulté. Les équations finies 
de ce groupe sont obtenues en effectuant sur les paramètres des 
trois familles de droites génératrices, trois transformations homo-
graphiques arbitraires. Il est commode de représenter paramétri-
quement la V3

 en coordonnées homogènes au moyen des formules: 

Xo—e, CJCJ, Aj—MjCoCa, X2—''2C3O,, X3 — W3C1C0, 
X4—" 1 "î ^'3, As—"2 3 » Xe—"3 "2c

2
, X7— lt\ Uz> 

('.) Ce tto Y
3
 a été signalée par M. Carlan (Comptes rendus, 2 septembre 1918). 
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puis de faire subir aux paramètres les transformations : 
u\ = «, m, 4- by i't, u[ = a.χ m2 4- bs c2, u'3=a

3
u

3 4- b3v
3

, 
<>', — Cl m, 4- t'i, <>', = c2 m, 4- c2, e'

3
 = c

3
 m

3 4- r3
. 

Vis-à-vis de ce groupe à 9 paramètres (G„), un point peut occuper 
quatre positions essentiellement distinctes, d'après le nombre de 
paramètres de son sous-groupe de stabilité. Si l'on projette 
la V

s
 sur un hyperplan à 6 dimensions, la V

3
 obtenue sera une 

V
s
 triplement réglée de E

0
, dont le groupe sera le sous-groupe 

de G,, qui laisse invariant le point de vue : il pourra être à 6, 5, 3 
ou 2 paramètres. 

A. Si l'on prend comme point de vue un point de la V
3
 elle-

même, la V
3
 de E„ admet un G

0
. Ses équations peuvent être 

écrites : 
Ah —- '*1 M'i ι X3 — χ3

 τ
3

, Λ'ι 

et les équations du G
(i
 qui l'admet comme multiplicité invariante 

s'obtiennent en effectuant sur les paramètres des génératrices 
rectilignes trois transformations linéaires non homogènes : 

,v\ = M, a, 4- bu
 cr'

s
 — a,a'i 4- b2

, x'
%
 = a

3
x

3
+b

3
, 

x\ =. ax o2a\ 4- «i b% .r, 4- «·> bx a\ 4- b{ Λ2, 
x's a.>a3x--+- <7, b

34- ct3 b> x3 + b2 b3y 

.r'G = «3 m, x6 4- a3 bi x3 4- «ι b3
.-e, 4- b3 bl. 

B. On obtient une V
3
 admettant un G

;;
, si l'on prend comme point 

de vue un point situé sur l'une ou l'autre des trois V, : 

= a?, .r2, 

.r3 = d72.r3, 
a?7= a%.re, 

Λ·δ=Λ·2ΛΤ3, 
Λ·6=.Τ3 XU 

.r7= xz.r„ 

;V3 — X3Xif 

.r, .r2, 
x-=zxlx3, 

c'est-à-dire un point situé sur l'un des II
3
 oscillateurs aux qua-

driques génératrices de la V
3
 de E

7
, et non situé sur la V

3 elle-même. 
Les équations de la V

3
 de E

c correspondante peuvent s'écrire : 
Λ\ν= Λ?,Λ'2, x3 — χ.χχ3 4- χ3 #1, x6=xix2x3. 

Pour obtenir les équations finies du groupe, il est commode de 
représenter paramétriquément la V

3
 par les formules : 

X<)— C|C
2

C
3

, Xj— M,<v
3
, X2

— M»c ,c
3

, X
3
—M

3
C,C

2
, 

X4=m,m2c3, X5= m3(msc, 4-m,c2), Xe=uliijtu3, 
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puis d'effectuer sur les paramètres les transformations : 

u\ = oc«i -h (3 t'i, «j = «m.> 4- β Co, « a3-4- />(·;., 
e', = y uι H- r,, c'

s
 — y u,-\- r.,, e'.

t
 — r

;î
. 

C. Les V3
 admettant un groupe à 3 paramètres correspondent 

au cas où le point de vue est situé sur la V
(
, d'équation : 

(,t*7 — 2 <vt .r3 — a\ a* 5 — .r4.re — avr·,)2 

H- 4 (.r4 — .rι .rs) (.r5
 — ./·,.r

3
 ) ( .r, — .r,.r, ) — o. 

Elles s'écrivent : 

;r., — .r, ,r:, n- uyra, .<·,:= .r2.c; t.r,.r2 .r» 

et leur groupe G
:
, s'obtient en partant de 

,v\ — a.r, + fc,, .r'2 — îï.Cj -H />,, .r'3 = α.ί·3 + bx -h />2. 

D. Enlin, si l'on projette à partir d'un' point quelconque, 
non situé sur la Ve

 précédente, on obtient une V
3 d'équations 

réductibles à : 

a>.tv — ο, ω;ΐ3 — 0);., -r 

et qui admet un Go qu'on peut exprimer sous l'orme linie : 

— <7 cri. .r't = /.m y .r', — α(κνΆ, 
.r\ = a-Ικν·,, u''.~ab-,vri} — ο· />-«i*,.. 


