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Recherche des singularités d’une fonetion définie

par un développement de Taylor;

Par M. Leororo LEAU.

INTRODUCTION.

Le mode de représentation des fonctions analytiques le plus naturel
ct le plus important cst fourni par leurs développements suivant les
puissances croissantes des variables. On sail comment, guidé par cette
idée, M. Méray a su donner aux théories fondamentales de 'Analyse
utie harmonicuse unité. Pourtant, la connaissance d'une fonction
définie par une séric de Taylor est peu avancée, méme dans le cas d’un
scul argument. En supposant le rayon de convergence fini et différent
de zéro, la premitre question qui se pose est de savoir si la fonction
peut étre prolongée au dela de ce cercle et, s'il en est ainsi, de déter-
miner ses points singuliers. Or, I'étude de la série sur son cercle de
convergence est un probléme difficile. On a pu construire des séries

admettant leur cercle comme coupure : 'exemple suivant, ¥ 6?3, ol ¢
b

est un entier positif, a ¢té donné par Weierstrass; mais c’est sculement
en 1896 que M. Borel (') a établi cette belle propriété : en général, le
cercle de convergence est une coupure.

() Comptes rendus du 14 décembre,

Journ. de Math. (5 série), tome V. — Fasc. 1V, 189g. 47
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Auparavant, M. Hadamard (') avait cherch¢ les singularités situées
sur le cercle de convergence ct obtenu d'importants résultats. Ses
recherches ont ¢Lé reprises et complétées (?) par M. Fabry, qui est
parvenu & des propri¢tés nouvelles et d’un grand intérét, grice i d’ha-
biles calculs, malhcurcusement asscz complexes.

M. Le Roy (*)a repris la méme question par une méthode différente.
M. Lindelof (*) a énoncé le principe général qui relic le probléme posé
a cclui de la représentation conforme, ct en a tiré parti surtout pourle
calcul effectif des valeurs de la fonction en dchors du cercle de conver-
gence. Ln outre de la propriété émoncée plus haut, M. Borel (*) a
donné¢ des indications diverses sur le méme sujct et, en particulicr, I'a
rattaché & ses recherches sur la sommabilité des séries divergentes.

Linfin la question proposée par I’Académie des Sciences : Chercher
a étendre le rdle que peuvent jouer en Analyse les séries divergentes,
a &1¢ I'objet d'importants travaux d'une publication prochaine (°).

Le présent Travail a pour but I'étude des fonctions représentées par
les séries de Taylor & une variable, tant sur le cercle de convergence
u’au dchors de ce cercle, et il se divise en deux Chapitres correspon-
dants.

On y trouve des exemples variés de séries admettant leur cercle de
convergence comme coupure et des types assez généraux de séries dont
les singularités sont connues soit sur le cercle, soit méme dans tout le
plan. Ces résullats ne sont pas tous nouveaux : les méthodes diverses
cmployées par M. Fabry, M. Le Roy et celles exposces ici, ont fourni
des propriétés en partic communes. Voici l'idée directrice de ce
Mémoire : On sait que, lorsqu’on veut se rendre compte de la conver-

(*) Jowrnal de Mathématiques, 1892,

(*) Anacles de UEcole Normale, 3° sévie, t. Xlll; Acta mathematica,
t. XXI; Journal de Mathématigues, 18g8.

(®) Comptes rerdus du 31 actobre 1898, du 20 février 18g9.

(*) Acta societatis Fennice, 18¢8.

(®) Comptes rendus, 5 oclobre et 14 décembre 1896, 12 décembre 1898; Acta
mathematica, t. XX1; Journal de Mathématiques, 1896.

(%) Depuis la rédaction du présent Travail, le Mémoire couronné de M. Borel,
Mémoire sur les séries divergentes, a été publi¢ dans les Annales de I’Ecole
Normale.
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gence d’une série, il y a lieu de considérer non pas simultanément,
mais successivernent la suite des coefficients; de méme, la possibilité
du prolongement de la fonction, sur le cercle ou dans le plan, dépend
non pas de la totalité des coefficients pris simultanément, mais d’en-
sembles de pareils coefficients envisagés dans leur succession. Ce
fait rend possible lz comparaison d’une série donnde, avec d’autres
séries plus simples, déja connues. Telle est la méthode employée.

Dans la seconde Partie, I’¢tude des fonctions dans le plan a été

complétée par l'extension d'un théoréme important dd 4 M. Hada-
mard (').

CHAPITRE L.

RTUDE DES SERIES DE TAYLOR SUR LE CERCLE DE CONVERGENCE.

1. Ezposé de la méthode. — Soit une fonction f(s) donnée par
une série de Taylor

(1) Ea,,::”.

Nous supposons que le rayon de convergence de cette série est fini et,
de plus, qu’il est égal & 'unité. Cette derniére hypothése ne restreint
pas la généralité de la question, puisqu'il suffit d'un changement de
variable de la forme 5=/z3’ pour ramener tout autre cas & celui-la.

2. Prenons sur le cercle de convergence un arc PQ. Pour voir s'il y a
sur cct arc des points singuliers de f(z), il est naturel, d’aprés la
notion méme du prolongement analytique, de prendre sur le rayon

(') Actae mathematica. t. XXII. — Une partie des résultats exposés ici ont
été indiqués dans trois Notes insérées aux Comptes rendus du 24 octobre et du
7 novembre 1898 et du 27 mars 1899, et dans une Note du Bulletin de la Société

mathématique, t. XXVI, n° 10, Je ne développe pas dans ce Travail ce quia Lraita
la sommation des séries divergentes.
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bissecleur de I'arc PQQ un point o d’affixe b et de former la séric

(2) PIRTHED

Pour qu'il n’y ait pas de points singuliers entre P et Q, il faut et il
suffit qu’on puisse choisir b asscz petit pour que le rayon de conver-
gence p de la nouvelle séric soit au moins ¢gala [, / étantla distance w I,

. . 1 ) o g . '
D’ailleurs, I'inverse 5 est, d’aprés un critérium de Cauchy, retrouvé

par M. Hadamard qui en a fait d’heurcuses applications, la plus grande.
des limites de 'expression

«quand » crolt ind¢finiment.

L’expression ainsi introduite est d'une étude directe difficile. Elle fait
intervenir une infinit¢ de coefficicnts @. Cherchons donc s'il est pos-
sible de la remplacer par une autre plus simple sans modifier la plus
grande de ses limites.

3. Nous nous appuicrons sur la remarcue suivante :
1 1

Soient |u,|" ¢l |¢,|" des variables dont les plus grandes limites sont
respeclivement « ct 3. Si a est plus grand que 3, et si I'on pose

U, =, + W,

i
la plus grande des limiles de o, |” est a.

En effet :
1° A étant supéricur i 1, il existait indéfiniment des n telles que

[wa| > (al)",

comme on aurail cn méme temps

|oal < (BAY
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on en déduirait
;S 5\
|u,,|>(aA)"[l - (;) ],
. "k n
ce qui est impossible, puisque (%) tend vers o.

2¢ o) élant compris entre B ct «, si Pon finissait par avoir constam-
ment

‘ “',,l < (17\)",

avee

leal << (),

on en conclurail

(e | < 2(ah)”,

inégalité qui ne peut avoir licu.

4. Cette remarque faite, formons le développement
' S r! ;
(3) —(!——-—E;!———:'—.(Lpll” ",

Si ¢ désigne un nombre aussi peu supéricur i r que Uon veut, il
existe unc constante M telle que Pon ait

la,| < Mee,
(quel que soil p.

Posons p = nr, ct nc considérons que les valeurs de p i partir
d'unc valeur p’ telle que p'— » soit une variable infiniment grande en
méme lemps que 2.

Lorsque s croit indéfiniment, le rapport

s!
ste~5\/azxs

tend vers 1 il en vésulte que

P h¥® N
1 (i R@=T) s X Ly
al(p—n). (@ —)™ arn(r—1)
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L. tendant vers 1 pour » infini. Par suite, en posant

e () Elbl = (),

ona

b [$0() VT,

l
/z'(p-—n)’

n" . ) 0 )
La tendant vers o. y/¢ , reste donc inféricur 4 un nombre ¢.
Si z est au moins égal & un nombre § supérieur & 1, on aura

a fortiori

P (z)
Posons .
g—i—l-l = 7\,
—1

de sorte que

d(z+1) N
*(2) <Dl

1

Si A est le maximum de € ff),_, (wil)” lorsque z croit de § &

5+ 1 et que n est quelconque, la somme des termes du développe-

: L ins égal 3 infé-
rr.lent(d), pour lesquels <~ est au moins égal a §, a un module infé
rieur &

ng[AEDF 1+ MDA D)+
Si || est suffisamment petit, cctte expression est inférieure a
n _
LAy,
et la racine n'®* de celle-ci & un nombre fixe arbitraire ¢, plus petit que

les valeurs possibles de Pl

5. Dés lors, en vertu de la remarque faite au n° 3, cela n'influera
1

pas sur la plus grande des limites de I 5 \ , de laisser de coté tous
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les termes que l'on vient de considérer : on peut se borner & faire
. . . . n' ,
varier, dans la formation de la dérivée, p denan’, - restani supe-

rieur & un nombre fize plus grand que 1, pourvu que Uon choi-
sisse |b| asses petit.

En d’autres termes, il existe des suites de nombres dépendant de 4
ct d'un entier n,

Ly Cpriny =0y %l ins

telles que, dans les conditions énoncées, la solution du probléme
dépend de la plus grande des limites de

!
l %pnCn—+ Opypyn@pyy+ ...+ “n',naa'ln'

Ce fait est important. M. Fabry a bas¢ sur lui ses recherches dans
le cas oli I'arc considéré se réduit & un point. La démonstration que
M. Borel a donnée du théoréme quc le cerele de convergence est en
géncral unc coupure repose sur une propri¢té toute scmblable.

Des représentations conformes, autres que le prolongement analy-
lique, donnent des résultats tout a fait analogucs. Tel est, par exemple,
le cas de celle que 'on obtient par une substitution de la forme

5= bs'e?,

ol b et ¢ désignent des constantes. Ce fait n’a rien de surprenant, etil
est probablement général; mais, nous n’avons pas a I'utiliser.

6. L’expression introduite plus haut
Unn@u~t Coy nQpeqg oo+ Ly @y
joue dans l'extension des séries un réle analoguc & celui du terme
général pour la convergence. Pour simplificr le langage, nous I'appel-
lerons le terme géndral étendu de rang n de la séric 2 a,s", et n’ sera

son indice. Il est clair qu'il faudra préciser l'arec PQ du cercle de con-
vergence, auquel il est relatif. Le cercle auxiliaire de centre o (vour
n°® 2) ct qui passe par les points P et Q sera dit le cercle associé a Uarc
ct son rayon le 7ayon associc.
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Terme général élendu, cerele et rayon associés dépendent de Paffixe
b du point w. Il sera souvent inutile de dire a quclle valeur deb1l'on se
sera arrété, il suffira que || soit assez petit; etl'on entendra que cette
derniére condition est satisfaite lorsque la position du centre o ne
sera pas spécifice ().
Voici une derniére définition : Nous appellerons 2™ ensemble des
cocfficients ‘
Aoy Qyy Qyy ooy @y oeny

la suite

a a a,

"o ‘need e n

de ceux qui figurent dans le terme général étendu de rang £,

L’¢tude dircete du terme général étendu parait peu pratique (2).
Aussi allons-nous d’ahord nous servir du résultat fondamental énoncé
au n® $, sans méme nous préoccuper de la nature des coefficicnts a.
Nous formerons des séries ayant des ares de points singuliers ou admel-
tant lc cercle de convergence pour coupure.

Formation de séries ayant des singularités données
sur le cercle de convergence.

7. Dans le cas général, une série de Taylor admet son cercle de
concergence conune coupure. — La démonstration que M. Borel a,
pour la premicre fois, donnce de cet important théoréme s'appuic sur
la considération d’une fonction entiére associce a la fonction pro-

(") 1l ne serait méme pas nécessaire dans nombre de cas de dire si le terme
uénéral étendu a G¢ obtenu plutdt par la substitution 5 = & + 5" que par une
autre; mais si 'on ne faisait pas cette hypothése on serait conduil & des compli-
cations de langage inutiles.

(*) Une des représentations conformes cui fournissent pour les x les valeurs
les plus simples esl 5 — be“*". Le coelficient complet de 3'* est, en effet,

cn

- a,br pr,

nl ded” PO°P
Cependant, méme dans ce cas, le calcul pour certaines lois des a,, est difficilement
abordable.
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posée, et sur ce fait, que, pour de grandes valeurs de I'argument, le
module maximum de la fonction auxiliaire différe peu de celui de poly-
nomes obtenus en ne conservant qu'unc partic de ses termes. Cette
derniére propriété est semblable 4 celle établic an n® 5. Celle-ci vanous
permettre, sans le secours de la fonction associée, de donner du méme
théoréme une démonstration qui a des analogies avec la premiére, mais
(ui est un peu plus simple.

Soit une série de Taylor

(1) f(:):Zasz,

dont le rayon de convergence est 'unité, Ktudier cette série dans le
voisinage dc la valeur ¢**™ revient & ¢tudier la suivante :

(/') 2 a, e2TP 2P

dans le voisinage de 5 = 1. Relativement & ce point, le terme général
¢tendu de la série (4) est

n

D tpn, 0 = Uy (0).

n

Si b est laffixe du centre du cercle associé, il existe certainement un
angle 27w tel que la plus grande des limites de la suite

PRI (n=1,2,3,...)

. 1 . 9 . Iy . '
soit ——, valeur (qui d’ailleurs ne peut &tre surpassce quel que soit w.
i— 0

Donc, si U, désigne le maximum du module de #,(®) quand w varie
1

decod 2w, - _'_ 7 est la plus grande des limites de U*. Soit w, la valeur

ou une des valeurs de « (de o & 1), faisant atteindre & u,(w) son
maximum,

On peut former une suite d’ensembles de coefficients a sans parties
communes et tels que la suite S correspondante de U, ait effective-

) § e . y .
ment — pour limite. Or, si la sériec (1) est quelcongue, sous la

Journ. de Math. (5* série), tome V. — Fasc. IV, 18gq. 48
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réserve que le rayon de convergence est égal & Punité, les points #2m.

s . . ~ .
n’oat aucun lien entre cur; cos points forment un ensemble z‘ qui

correspond & S. Dans le cas général, il y a une infinité de points de 2

sur tout arc PQ de la circonférence de convergence. Or, s'il existail
mn pareil arc PQ, régulier pour la fonction (1), ponr chaque valeur
de w relative i cet arc, le développement

(!i ) Z ’_:_‘ fn,‘ (I”,mﬂw'):u

serait convergent dans un cercle de rayon supérieur & un nombre 4,
supérieur lui-méme & 1 — b, Parsuite, pour toutes ces valeurs de o,
on aurait a partir d’une certaine valeur de #

(6) ’,':T f:_/l;(/,(lzz'rn))i"< /’T
ot aussi (')
() )<y (3<p<35)

Clest 4 une conséquence en contradiction avee la distribution des

points de 2; le théoréme est done établi.

8. Premier exemple de formation des séries. — Soil

(1) Z(t,,:/’,

(') Sil'on se reporte au n° &, on remarque en effet que la série (1) n’intervient
dans la démonstration que par l'inégalité

la,| < M,

de sorte que pour toutes les séries dont les modules ont une limite supérieure finie
a I'intérieur d’un cercle fixe concentrique au cercle de convergence, il y a un
moment a partir duquel la racine n'*™ de ’ensemble des termes négligés reste en
valeur absolue inférieure & une constante arbitrairement choisie. Tel est évi-
demment le cas pour les séries (5) et 'on peut ainsi passer de Pinégalité (6) a
Pinégalité (7).
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une série pour laquelle le point d’affixe + 1 est singulier. Le termne
général étendu par rapport & ce point étant désigné par u,, la plus
grande des limites de la suite

1 e e
'unl“’ luqu”H' :”m-sl’“zy ey

1 . T . ’ )
est =—» b ayant la méme signification (u'au numéro précédent. On

ne changera pas cette limite maximum en ne conservant de la suite
qu'une infinit¢ de termes concenablement cloisis. Celte restriction
doit d’ailleurs étre levée si la suite considérée a une limite, au sens
ordinaire du mot. Il résulte de b que si, saus changer le rayon de con-
vergence de la série proposée, nous modifions ses coefficients & I'excep-
tion de ceux «ui figurent dans une infinité de termes u,, le point + 1
ne cessera pas d'étre sur le cercle un point singulier.

Remarquons maintenant (ue si une série Za,,:" n'est pas réguliere

our 3 =~ 1, la séric ¥» a,e~*™ s/ ne le scra pas pour 3 = 2™ ot
I ’ P ’

«que la suite des termes ¢lendus de la seconde pour la seconde valeur

sera identique & celle des termes ¢tendus de la premicére pour la pre-

mi¢re + 1. En rapprochant ces deux remarques, on voit un moyen

de déduire de la fonction proposée une infinité d’autres ayant sur le

cercle de convergence des points on des ares singulicrs fixés & avance.
Formons des suites d’ensembles des coefficients @

v ) ]q‘ l«' l"
b | “nyy “ny oy Ny ry o8,y crey

v DI DY DY
("'2 Ln,’ "HA IR} l’n,-o-l-,-' 5.1 tey

v ) 4‘ 4‘ 4‘
(":l |‘II,? ]‘.v, e l'uuw N ] LR ]
c ey e ce ey ey

salisfaisanl aux conditions suivantes : 1* il 0’y a pas deux ensembles

ayant un cocflicient ¢ commun; 2° chaque suithdmmeJicu i une
1

suite d’expressions |u,|" convenablement choisie, comme il est dit plus

haut (cetle restriction ¢tant inutile dans le cas déja signale ). Donnons-
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nous i présent des angles
27O, 2@y ..., 2RO, ...
Si, pour chaque valeur de p, nous multiplions chaque coefficient ,,
appartenant & 2 , par e=**,, nous obticndrons une nouvelle série
P

Ea'p:l’ qui a tous les points e*™ pour points singuliers. On voit

combien ce procédé comporte d’indétermination. D'ailleurs, les ensem-
bles cux-mémes E ne sont pas bien définis, puisque nous avons assujetti

nt, ot .
sculement le rapport — & rester finalement supéricur 4 un nombre fixe

plus grand que 1. Il est évident que cette méthode ne nous apprend
ricn sur les points autres que les ¢*™ et leurs points limites.

9. Voici quelques types de séries déduits de

=14+34+3*4+....

i_

1

I
(1)

Soit 27 la plus haute puissance de 2 conlenue dans Uenticr p.
_timpq
, e ~ 0 — . . . R
1 La séric Ze 52 a pour points singuliers les sommelts d'un
décagone régulier inscrit, P'un d’cux étant + 1.
2* La série Ze”""' =7 ale cercle de convergence pour coupure.
3o Considérons les différences entre les quantités

I 3 3

—= == ==
Vii Ve v
et leurs parties entitres. Soit o, la g™ quantit¢ donnant licu i une
différence au plus égale & 3, la séric

Ec—zmpmq =P

admet comme arc singulicr la demi-circonférence ayant ponr rayon
bissecteur la partie positive de I'axe des quantités réelles.
On peut évidemmeut varier ces exemples & l'infini.
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10. DeuxiiMe exempLE : Géndralisation d’un théoréme de Weier-
strass. — Soit une série

(1) f(5)=Xa,z,

telle que @, soit positif ct que ¥/a” tende vers 1 quand p est infiniment
grand. Nous allons chercher & annuler certains coefficients de maniére
& oblenir des points singulicrs. Pour étudier la fonction dans le
voisinage de la valeur ¢*™ de la variable, je pose z = 2™ 3’, en sorte
qu'on a le développement

(8) Y a,ctiraze

4 considérer pour 3’ = 1. Le ni®™® terme étendu de cette nouvelle série
est alors

Jinnw it (41 Jto 2iTN'w
Qo U + Lpeyn@ne C (el E Lnt nQp .

On peut P'écrire A,+ A, en désignant respectivement par A,
et A}, les polynomes

n "

zap,nap COS2T pw, 2“1""“1' sin2m pow.

n n

L’expression (AZ+ A} )?_"7 ¢tant supéricure a A;_:, si la valeur 1 est
singuliére pour la séric
(9) za,cosznpw.:’l’
elle le sera également pour la série (8).

11. Voyons i quelles conditions on aura

(10) cosampw >,

7 élant un nombre positif fixe. Soit k U'enticr le plus voisin de po



398 L. LEAT.
ct § la différence pw — k, il suffit évidemment que I'on ait

- 5 +7\§o<% + A,

, .. v p e | .
A eétant un nombre positif fixe, inféricur & 7 ou bien

- [120 < bt
] -
en posant - — A=\,

1 7 @

I résulte de 1a que, sil'on fixe une valeur de k, les valeurs accepta-
bles correspondantes de p sont les valeurs comprises dans U'intervalle
h—p ke

- 1

78 . . . . N
— 'T.TL' Lesintervalles que ’on obtient ainsi en donnant a & toules

P
les valeurs enti¢res n’empictent d’ailleurs pas les uns sur les autres.
Par exemple, si nous prenons g = %ct 0= -E, les valeurs de p qui ne
satisferont pas & Pinégalité (10) seront
1, 4, 6, 9, 11, 14, 16, ...,
12. Ceciposé, soient

"
Up= 3 %pn,
n

n'

V) = Eal,,,,a,, cos2aw pw.

n

Si dans u, et v, nous annulons précisément les cocfficients ¢, qui ne
satisfont pas & 'inégalité (10), nous aurons

Up > 8y > Ny,

Or, n, étant le premier enticr supéricur ou an moins égal & #, tl
que «, ne soit pas nul, n, — n reste, pour une valeur donnée de ,
inférieur & unc limite fixe. En se reportant a I'expression du terme

2 ' 0 . ° . ="
général ¢tendu, on constate sans peine que dans ces conditions \ i,

] . . " . . .
tend vers — lorsque # crolt ind¢finiment, et que, par suite, il enest
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de méme de Vv, Cette conclusion subsiste sil'on ne considére ¢un’une
certaine suite formée d’une infinité d'expressions ¢,.

13. 1l suffit done, pour que le point #* soit singulier pour les
series (9) et (8), que dans une infinité d'ensembles E, relatifs aux
nombres a,, a,, a,, ..., les cocfficients a, dont I'indice p ne satisfail
pas i 'inégalité (10) soient nuls. De la, un moyen de construirve une
infinité de fonctions admetlant des points ou des ares singuliers. Sup-
posons, par exemple, qu'on veuille qu'un are PQ soit singulier. On
prendra sur cct arc des points ¢, ¢, ., e2™. ... de maniére
a satisfaire aux conditions suivantes :

1° Tout point choisi une fois le scra ensuite indéfiniment;

2" Tout point de I'arc sera I'an de ceux-la ou un de leurs points
limites.

Ensuite, on partage la suite ¢y, @,, @y, ... cn ensembles

0y ~ ~
‘. . .
L, E, .., E, ..

(ui ne sont pas nécessairement successifs, mais quin’empiélent pas les
uns sur les autres, ct on les fait respectivement correspondre aux points
de I'arc. Dans chaque ¢nsemble, on supprime certains cocfficients «
d"apres le procédé indiqué plus haut. Le nombre 1 de l'inégalité (10)
peut d'ailleurs varier avec chaque nouvel angle 27w, Enfin, on peut
cncore supprimer d'autres cocfficients, pourvu que dans la suite d'en-
scmbles K, relatifs & I'un quelconque des angles 2w, la différence
n,— n ne devienne pas infiniment grande avee n. Toute séric obtenue
par cette méthode répondra & la question. Nous parvenons ainsi 4 une
extension d’un théoréme de Weierstrass sur I'impossibilité, pour la
fonction Za":"”’, de sortir du cercle de convergence, m étant un
entier ().

(') Traité &’ Analyse de M. Picard, t. If, Chap. 11,
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Formation de séries réguliéres le long d’un arc du cercle
de convergence. Enveloppes de séries.

14. Imaginons des séries

fc(‘) __.zap‘.:p,
fﬂ(") Za”., ’

salifaisant aux conditions suivantes :

1° Ces sérics ont un cercle de convergence de rayon égal & I'unité;

2° Elles sont réguliéres le long d’un arc PQ de ce cercle;

3o Lesracines n*" des modules des coefficients a, ; ont simultand-
meat + 1 pour limite supérieure;

f° Les racines n*™* des modules de leurs termes étendus de rang »
relatifs & 'arc PQ ont simultanément pour plus grande limite au plus
I'inverse du rayon associé (*).

5° Dans les différences f,.,(z) — f.(5) les termes dont le rang

9()

varie de na ¢(n), *-— restant supérieur & un nombre plus grand que 1,

admettent comme termcs majorants ceux d’une certaine série fixe plus

(') En disant que des suites, dépendant de I'indice ¢,

Co,iy  Cr,iy Caiy

ont simultanément au plus ! pour limite supérieure, j'entends que, quel que
soit /' supérieur & /, il y a une valeur de » telle que pour p2n et i quelconque

on a
Cp’1< l.

En se reportant au début du Chapitre, & I'exposé de la méthode, on voil de suite,
en vertu de la condition 3°, que si la condition 4° est vérifiée pour une certaine
Jorme du terme étendu, ¢’est-d~dire pour un certain choix de I'indice de ce terme
en fonction de son rang, elle I'est également pour toute autre forme (le cas de
P'indice infini n’est pas exclu).
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étendue, c'est-a-dire de rayon de convergence plus grand que celui des

séries f(3), QPP (h <L 1).

Ces conditions seront dites les conditions fondamentales.

Si () n'cst pas unc fonction non décroissante, remplacons-la par
une autre qui lui soit au plus égale ct qui, elle, jouisse de cette pro-
priété; choisissons ensuite cette nouvelle fonction comme indice 2’ des
termes ¢tendus de rang n. Supposons enfin, ce qui est permis, n’ tel
(ue vy’ ait 1 pour plus grande limite; cette hypothése exclut des modes
de croissance trop rapide de »'.

A5. Des séries proposées nous allons déduire de bien des
maniéres de noucelles séries ayant un rayon de convergence au
moinségal d 1 et réguliéres le long de Uare PQ.

On peut dire, par unc comparaison naturelle, que les séries f sont
tangentes deux a deux le long de polynomes de plus cn plus ¢tendus et
¢loignés; le polynome de contact de la série £, avec la suivante £,
est formé, par exemple, des termes de f, dont le degre va de » iv o',

o , Sy -\ — -, . » § -p
Or formons une séricF(3) = ZAI, 3P en prenantle terme A 5P au

hasard dans une des séries f ot il figure dans un polynome de
contact. Je dis que F(5) répond & la question.

Soient, en cffet, &,y Uy 4y -y Uy 5 ct U, les termes généraux étendus
de vang n des stries f,, fi, ..., fnct I, et ¢valuons la différence
U,— ty,. Dans ce bul, je prends un coefficient A » qui cotre dans U,
ct je suppose, par exemple, A, = @, 4 Ona, sik > n,

Aps= Upnt (Apncy = Cpu) + oo+ (Cpp = Apioy)-

Toutes les différences sont inférieures en module a h#, car a,, s"
el a,; 5* faisant partie des polynomes de contact, il en est de méme des
termes

(7Y L SPINN » S L

D’ailleurs le nombre de ces différences ne dépasse pas »'; donc
ona
|@ph— apu| < 0 h2.
Journ. de Math. (5* série), tome V. — [Fasc. IV, 18yy. 49
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Par suite, | U, — u,,| cst inférieur & n’ fois le terme étendu relatif i
. n . . . ,
la série Zh”:"; ct comme yn’ a pour plus grande limite 1, il résulte

de la et de I’hypothése 4° que la limite maximum de |U,| est au plus
l'inverse du rayon associ¢. La proposition est donc établic.

En reprenant notre image géométrique, on voit que la série I(3)
est en quelque sorte 1'enveloppe des séries proposées. Cette enveloppe
n'est pas déterminée d’une maniére unique.

16. Premiére application. — Soit f(z) une fonction n’ayant sur
le cercle fondamental que le point + 1 comme point singulier. La
substitution 5'=1 — & + z3, otk x désigne un nombre positif infe-
rieur a 1, permet de former de nouvelles fonclions f(1 — x + «3) qui
se trouvent dans les mémes conditions que la premiére.

Tracons un cercle ¢, de centre w situ¢ sur la partie négative de I'axe
des quantités réelles, débordant d’aussi peu quel'on veut sur le cercle
fondamental, 4 'exception d'un arc trés petit laiss¢ en dchors et sur
lecjuel est situ¢ le point + 1. Les extrémités d’un diametre de ce cercle
ont pour affixes t — ¢, — 1 — ¢'. Si l’on suppose que x reste supérieur
a un nombre positif fixe «, au cercle ¢ du plan des s correspond dans
le plan des 3’ un cercle ¢’ intéricur a un cercle fixe C dont un diamétre
a pour extrémités les points 1 — ag, — 1 — €', Sur ce cercle et a son
intéricur (¢’ ¢tant suffisamment petit), f(3’) est holomorphe; j'ap-
pelle o le maximum de son module.

Alors, au point w, R étant le rayon du cercle ¢, on a

d® f(1 — o+ x3)
T ds

1
n!

B¢
<m

Donc il existe un nombre A, aussi peu supérieur a 1 que 'on voudra,
tel que I'on ait, & partir d’'une certaine valeur de », ct quel que soit 2

centreact1 ,
n ]
n!

Ainsi, si I'on donne & x des valeurs x,, x,, ..., Ty, ..., les séries
correspondantes satisfont aux conditions fondamentales 1°, 2° et 4.

d* f(1 — x + as3) .
ds* = < I
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L.a troisiéme condition est évidemment vérifiée ; cherchons & réaliser
aussi la cinquitme.

17. Posons
1 d* f(1—x + 23)
n LG = g,
¢t désignons par z’ et 2" deux valeurs quelconques de x dans les limites
indiquées.
Ona
J " ' " dg(x,0)
§(3,0) - g(a0) = (= — ") [2£429]
avee '
[A[Ze
ct
@' <EL
ou
r>r>a

Or, si 'on pose

f(z)=Da,s*

et si 'on choisit un nombre ¢ un peu supéricur & 1, il existe une con-
stante M telle que
ja,| < P M.

sopa e . 1
Lorsque 5 restera sur un cercle de rayon r inférieur a - le module

df(1—a+as . . pr e .
de _A_—dr—**) restera manifestement inférieur a

At(i+1r)
[1——t(|—~x+xl')]”

eL, par suite,

' — &' | Mt(14r)

L"".(""" 0) - g(;,;”’ O)I < ru[1 —t(1— £ +Er)]t'

Supposons que 'on prenne, entre « et 1, les nombres z,, x,, .. ..
£+« -5 de manitre que la plus grande des limites des termes dv la
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suite

i 3
La= 2|y |@y— s ooy T~y oy

. . . \ e 1 .
soil un nombre k inféricur d 1. 11 suffira de choisir ; et 7 supéricurs

a k, puis un nombre ! compris entre k ct r, pour que le cocfficient du
terme de rang 7 dans la différence

SO =2y +@p3) = f(1 —2p+ 2,3);

soit, & partir d’une certaine valeur de p, plus petit en module que

]
P x n

Al

ot I désigne unc constante.
Dés lors, si n varie de p & p(1 + ¢), € étant positif, fixe et convena-

. . e o oo .
hlement choisi, cette expression P < - est inféricure au cocfficient de

rang n d'unce séric de comparaison dont le rayon de convergence est
plus grand que Punité; ct, par suite, les fonctions f satisfont a la
cinquiéme condition fondamentale,

Ainsi les x,, ¢lant choisis comme il a éLé dit, on peut, par laméthode
exposée au n° 18, déduire des séries f(1 — x,+ x,3) unc infinit¢
Q'autres réguliéres sur le cerele de convergence, sauf peut-étre au
point 1.

Remarque. — 1aulres substitutions conduisent & des résultals
analogues; je citerai la suivante

3=xse~",

18. DeuxiiMe arpricaTION @ Séries dont les coefficients de rang n

. ' I . . ’ . y
sont certaines fonctions de —- Soit p un entier non négatif et la série

3 5' ot
(Il) Sp(:)=7+'97’+'”+.;;-k”"

Les fonctions S,(3), S,(3), S,(3), ... satisfont évidemment aux
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trois premiéres conditions fondamentales (n° 14); et le point + 1 est
leur scul point singulier sur le cercle de convergence. 1l en est de niéme:

des fonctions
So(3) = ¢,5,(5),

[i(z3)=¢,5,+c¢, S.,
G2y O i,

ol les ¢ désignent des constantes telles que la série
CotC i+ ClP+ ... cptP 4. ..

admet un cercle de convergence de rayon r différent de o.

19. Relativement a un are quelconque PQ du cercle de rayon 1, ne
comprenant pas + I, je dis que la quatriéme condition st aussi véri-
lice par les fonctions f(5).

A cet effet, je considére les séries

3 zh+l

(I3) op( )-—--—; m+...

déduites des S,(5)en laissant decdté leurs 4 — 1 premiers Lermes. Je

suppose que dans une aire A en tout point de laquelle on peut arriver

en reslant & son intérieur et en suivant un segment issu de I'originc,

&,(s) soit holomorphe et que son module en un point 5 quelconque

(]3] = p) soit au plus égal & M, ¢*, M, ¢tant une certaine constante.
L'intégrale

est holomorphe dans la méme aire et définit &,., (). Dailleurs
S s P hY L
I f-l‘-:&—ld: <£ M,e*"dp = l;ll.

Donc, en un point 5 de 'aire, si ’on pose
] 1)

l GIH-I(‘:)I < Mp-r-i Fh1
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on peut prendre

M,
M, = -h—’o
Done, enfin
M
MI,= 7l-p-o-

Soient Rle rayon et & I'affixc du centre du cercle associ¢ i I'arc I’Q,
o le maximum de &, (3) sur ce cercle, on a évidemmient, dés que n est
supérieur a A,

ar 3 c c
dfflf ] <Ru§|co|+Ld+|;:|+"'+‘-hll:|g'

n'

Or, si 'on suppose ;—lplus petit que le rayon r de la série 2 Cnl™,

la propriét¢ annoncée devient évidente.

20. Enfin, f,.,(5) — fa(3) = ¢, S,(5). Dans cette différence, les
termes dont le rany varie de 2 4 la valeur plus grande ¢(n) sont coni-
parables & ceux d'une série fixe plus ¢tenduc pour o(n)<<snLmn,
s étant un nombre positif fixe quelconque.

Donc, si 'on désigne par v une fonction de n, prenant des valeurs
entiéres au plus égales i n et telles que nsoit inféricur & svLy, la série

*

N -ll
Z'I(Cﬁ- + A4+ )

1

a le seul point singulicr + 1 sur le cercle de convergence.

21. On peut compléterlesrésultats qui précédent. Soientd,(¢) des
séries n’ayant pas de termes dc degré inférieur 4 n + 1 et dontlerayon

de convergence surpasse 3, A étant un nombre fixe supérieur & 1. Sup-
posons que ¢ décrivant un cercle de rayon au moins égal & % ct dont le
centre est & l'origine, le module des {,(?) reste fini, il est clair que la

série 2 $n ( ) t"a un cercle de convergence de rayon plus grand que 1.
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Associant cctte remarque aux conclusions ci-dessus, faisons v = n, et
nous aurons le théoréme que voici :
TutoriMe, — Soient des nombres ¢,y ¢,y ..., ¢y, ... tels que la série

\ . o ’ .
z cpt? ait un rayon de convergence différent de o, et des fonclions

go(l), é’c(t>’ ) ga(l), ceny

satisfaisant aur conditions suivanies:
1* On a, en ordonnant,

() =c,+cil+ ..+ cpl"+Y(0):

2* Il existe un nombre \ supérieur a v, tel que le rayon de con-
cergence de la série g,() soit plus grand que ’Z;;
3° Lorsque Uon fait décrire a t une circonférence dont le centre
est a Porigine et dont le rayon est au moins égal 2, la suite des
modules des fonctions §,(1) a une limite supéricure finie.

.
Le potnd +1 est le seul point singulicr de la série ¥ g, (’—' )"
sur le cerele de convergence. '

22. Cas particulicr. — les fonctions g,(¢) peuvent étre identi-
(ues; on a, dans ce cas, la séric

Te(z)™

g (1) étant holomorphe a Uorigine. (On supprime au besoin les pre-
miers coefficients de la série en 3.)

‘xemples :
2 ',"' ", 2‘0 ...
ne 41

23. Tnoisikme appLicATION @ Séries dont les coeflicients de rang n
sont certaines fonctions de n.
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Cette application se présente d'une maniére toute semblable & la
précédente.
Soit p un entier non négatif ct la série

(14) S,(3)=1P3 4 2Pz +. ..+ nP3"+.. ..

Les fonctions S,(s), S, (3), S,(3), ..., satisfont aux deux premiéres
conditions fondamentales, et ont sculement —+ 1 pour point singulier
sur le cerele de convergence et méme dans le plan. Il en est de méme
des fonctions

[ fo(3) =265, (»),

..............

(15
) Sl )_coSo+c S, +...4¢,5,,
==
ott les ¢ sont des constantes. Mais, si la série zc,,t" est unc fonclion
p=1

enticre, d’ordre (') plus petit que 1, ce que nous supposerons, l'ex-
pression
1
[leo] + les|n + |ey|n? 4. .o+ [cplu? +. . "

(') Les relations entre la distribution des zéros d’une fonction entiére et la
grandeur de la fonction ont été étudiées par MM, Poincaré et Hadamard, puis
par M. Borel qui a défini et utilisé dans ces recherches la notion de I'ordre dela
fonction [Sur les séros des fonctions entiéres (Acta mathematica, t. XX;
Comptes rendus, 24 janvier 1898)]. Nous ne retiendrons de cette notion que ces

deux points : Pordre 2 d'une fonction entiére za,,:" est la plus grande des

limites des termes ’ Si l'on désigne par M(r) le maximum du module de

M(r)

la fonction pour | 5| =r, l'ordre est la plus grande des limites de & -—i;—- pour

>

r infini, En d’autres termes, quel que soit o’ supérieur & 2 on finit par avoir

constamment |@,| < —'; et M(r) < e, et a est le plus petit nombre pour lequel
n®

cette propriété ait lieu.
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a pour limite maximum, pour n infini, Uunité, ct, par suite, les fone-
tions £ remplissentanssi la Lroisicime condition. Je dis que la quatriéme
est également vérifice pour tout are PQ) du cerele de convergence, qui
laisse eh debors le point singulier. A cet effet, nous atiliserons la
relation

AS,(3)

~— = 5,.,(3)

(16) ;_

(

qui nous permettra de trouver des limites suceessives des modules

des S,

24. Soient d la distance d’un point 3 au point + 1 ¢t p le module
de 2. Je suppose, hypothése vérifiée pour les premieres valeurs de 4,
quil existe des constantes M. ... M telles que Fon ait, dés que
o hsp,

(1) i< G S A,
el

\'/I 1 >
(1%) Ii(s) <5 s dz

Je vais montyer quion peut trouver une nouvelle constante M, de
manicre que les inégalités précédentes soient encore satisfaites pour
I = p + 1, et établiv une relation simple entre les constantes M ainsi
introduites.

Tracons, d'un point 3, autre que 1, comme centre un cerecle G de
ravon 4 inférieur i of et posons d = ¢ + ¢’; comme la limite supéricure
donnée pour le module d’une fonction S,(s) déeroit quand = s'éloigne

. . . . - . . pu oM,
du point singulicr, le maximum de |S,(3)]sur Cest inféricur soiti <,
or

’

oo M, - >
soit & < sclon que ¢’ est plus petit ou plus grand que 1. Soit @ celle

des deux quantités (u'il convient de choisir. On a donce au centre du

RoSid <

evele (22472
cel o

s M,

a— = \,I'

Journ, de Math. (5 série), tome V. — Fasc. IV, 18yq. 20
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. . d . . :
Or le maximum de 337 a licu pour ¢ = oy et il est égal i

dr:d r Y
PETAVET
\ussi adoptons-nous définitivement comme rayon de C la longueur
Sl

P+
ct pour lc cen trc du cercle

dcst inféricur &4 1, nous aurons en vertu de I'égalité (16)

\l,,(p +|)(| + ;)
g <pe(p 1) 5 411'

Si —£— d est supéricur ou égal & 1, nous aurons |'inégalité
p+1

Spua()< S (1+ )5

; . 1o v
Or, dans le premier cas, g, ct dans le second (l + l—’) srestent finis:

soit & une limite supérieure de ces quantités; si 'on désigne
Myke(p-+1)

par M,.,, on peut écrire soit

(r9) e 2
soit
(20) lspu( )|< "”

. . ¢ . ) . ] ) . o
D'ailleurs, si d est supérieur, mais p-’_—'_—[d inféricur a Vunité, de

Finégalité (18) qui a lieu on déduit a fortior:Y inégalité ( 20), de sorte
que les relations (19) ct (20) sont satisfaites dans les mémes condi-
tions que celles (17) et (18) qui avaient lieu par hypothése.
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lnfin, on peut trouver M, tel que

i< 6 ac

[S.(z)I<M, i d2u.

Soit M le plus grand des deux nombres M, et M,. On a, quel que
soit p,

Lo () elISul + e[Sy + ..o+ e, |IS, |<Z |eall

n=>0

Done, sid >1

(21) |/,.(«)!< eold+e,| 21ek ... |cnlen-tkn=t 4L,
el si (lil
(22) |f,(5)I<M Lﬁ'ﬂ-—*—lfl'—'%—%:—lz!(rk +. ..+|§”|n ek

Done, dans une région ou ¢ a un minimum, 'ensemble des fonc-
tions /,(5) admel pour les modules de ces fonctions une limite supé-
vicure finic. Achevant alors le raisonnement comme au n® 19, on
conclut de méme (ue la quatriéme condition est vérifice.

25. Formons i présent la différence f,,,,(3) — fu(3) ouce, S,(3).
Si v est 'ordre de la série E(',,ll’, et si y < v'<1, on finit par avoir
constamment

1
|(!,,! < "':,.’

ny

le cocfficient de 57 dans ¢, S, est donc, du moins & partir d'un certain

moment, inféricur en module 4 2. On voit aisément, en étudiant la
u-Y'

racine p“"* de cetle expression, que, si s désigne un nombre quel-

conque, on pourra, afin d’avoir les polynomes de contact des fonc-

tions f, faire varicr p de 1 & 4(n), ¢(n) ne dépassant pas sal.n.
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Ainsi, désignons par v unc fonction de 2 qui prend des valeurs
enti¢res au plus égales & n ct telles que 7 soit inférieur & svLyv : la
8érie

Eu(c,, +en+.. o)t

a le seul point singulier + v sur le cercle de concergence.

26. Ces résultats se completent comme ceux de Fapplication précé-
dente, aun® 21. Je me borne done & ¢noncer le théoréme suivant :
Tueonime. — Soient des nombres ¢, ¢,, ..., oo tels que la
R N\ , . . . .
série 2‘0 LU0 définisse une fonction enticre dordre plus petit que .
el des fonctions

A’.(l), é”.’(l)v Ry 1'-'}:(1\)’ v

satisfaisant aux conditions suivantes :
1° On a, en ordonnant

gn(l) =Cy+Cl+. e+ "pn([);

2* [l existe un nombre i supéricwr @, lel que le rayon de con-
cergence de la série g, (U) soit plus grand que hau;

"’ l,or.s'//u on fait décrire a t une circonférence dont le contre
est a lorigine et dont le rayon est au moins ézal @ 'k, la suite des
modules des fonctions 4,(t) @ une limite supéricare finie.

(1) 3" sur

Le point + v est le seul point singulier de la série }‘ o

le cercle de concergence.

27. Cas particulier. — Les fonctions g,(¢) peuvent étre iden-
tiques; on a, dans ce cas, la s¢rie

2 g(n)s",

() étant une fonction entiére d’ordre inférieur a I’ unité.
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Exemples :
AT DE

zp(n\,:n,

I étant un polynome. En combinant les applications [ et [T, on voit

. N e N )] 4
«que Fon peut prendre ZI‘ (n)s", si I¥ désigne une fraction.

28. On peut étendre un peu les énoneés des n™ 26 et 7. Désignons
- g . .o Y 1 . [ .
par U(¢) la fonction enticre z‘cp . Nous TI'avons supposée d'ordre

plus petit que 1. Les conclusions trouvées subsistent si U (¢) est

dordre 1, pourvu que le marinium P, de son module, pour les
1

valeurs de la variable de module 7, soit tel que V) ait pour plas
grande limite 'unité quand r devient infini. Posons

| U\,
|Cpl - <-I_;) ’
je dis d’abord que u, tend vers o pour p infiniment grand. Eneffet,
on a quel que soit r .
P,
le | < 5o

don

Quand 7 croit indéfiniment, P! finit par rester inférieur & tout nombre
supérieur a 1, donc 7 est infiniment grand ; par suite, on peut choisir 7’
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de maniére qu'il reste inférieur & 7”, mais u'il devienne infini ainsi

r . T . Q
(ue - ou p. Déslors «, qui est inféricur & 5 tend vers o.

1
Réciproquement, si u, tend vers o, P). a pour plus grande limite
.y . . , " [ p\?
I'unité. On le voit sans peine en décomposant Z (-pﬂ) rP en deux
parties : I'une contient les termes tels que p 27, sa valeur est limitée;
I'autre cst un polynome dont le nombre de termes est au plus égala r,

. . i
etT'on prend la plus grande des puissances - de chacun de ces termcs,

clle tend vers 13 done, la proposition est établie. Ainsi, il faut et il

1

suffit que u, tende vers o pour que la plus grande limite de P} soit 1.

Nous placant dans cette hypothése, nous constatons que les fone-
tions f satisfont encore & la troisitme ct & la quatritme condition, par
les mémes raisonnements qu'aux n® 23 ct 24. Quant 4 la cinquiéme,
¢tudiée au n® 28, clle ne le sera que sil'on fait varier p de n it g (n),
=(n) n'augmentant pas trop rapidement, le mode de croissance
mazimum dépend de la maniére dont u, tend vers o, Le théoréme du
n° 26 ainsi que sa conséquence subsistent intégralement.

29. Remarque sur une extension de la méthode qui a fail
l’objet des applications précédentes. — La méthode exposée aux
n* 14 ct 18 peut &tre présentée d'une manicre un peu plus large.
Reprenons les mémes séries et les quatre premicres conditions. La
cinqui¢me peut étre modifice comme il suil :

Supposons qu'il existe deux fonctions (), ¢(n) non décroissantes,
la premicre infiniment grande avec #, la seconde dans un rapport
avec la premiére qui reste supérieur & un nombre >1, ct telles
enfin que dans les différences f,.,(3) — f2(5) les termes dont le
rang p est compris entre v(n) et ¢(n) admeltent comme termes majo-
rants ceux d'une séric fixe plus étendue, les polynomes de f,(3) et de
[ns1(3) qui donnent licu & ces différences seront encore dits poly-
noimnes de contact. Sil'on se représente les cocfficients @, (notation
du n* 14) figurés dans un Tableau & double entrée par des points dans
les colonnes p ct les lignes &, les coeflicients des termes de contact
sonl situés dans une sorte de bande diagonale que 'on pcut supposer
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limitée par deux lignes brisées dont le contour va sans cesse vers le bas
ou vers la droite. Soit w(p) le nombre de cocfficicnts situés dans cette

1

bande ct dans la colonne p, si u(p)” a pour limite supéricure l'unité
pour p infini, la méthode des n 14 ct 18 s'applique, c'cst-a-dire que,
en choisissant au hasard dans les polynomes de contact le termne de
rang p d'unc nouvelle série, cclle-ci est réguliere le long de I'are PQ.
l.a démonstration cst toute semblable i celle déja faite. On choisit
Pindice n’ du terme étudié de rang n, de facon que, si 7, cst la plus
grande valeur telle que v(n, ) soit auplus égal & r, 3(n,) soit au moins
¢gal & n'; alors les coeflicients du terme ¢tendu peuvent, par substitu-
lions successives, étre remplacés par ceux qui figurent dans f, ; d’ail-
leurs, la racine ni“™® du nombre des substitutions a pour plus grande
limite 'unité; le raisonnement s’achéve donc comme plus haut.

Cette remarque permettrait d'énoncer sous une forme plus générale
les résultats des n™* 20 ct 2i3. Nous ne nous y atlarderons pas.

CHAPITRE 1I.

ETUDE, DANS LE PLAN, DES FONCTIONS REPRESENTEES PAR DES SERIES DE TAVLON.

L. Exposé de la méthode. — Soit unc fonction f(5) donnée par le
développement Za, 37 convergent dans un cerele de rayon différent
de o. Nous nous proposons de voir si clle est holomorphe le long
d’une ligne ¢ allant de l'origine & un certain point P. Pour ¢étudier
cctte question, nous procéderons comme pour la recherche des points
singuliers sur le cercle de convergence. Construisons des cereles de
méme rayon p, dont les centres O, O, O,, ..., O, sont situés sur ¢,
le dernier confondu avee P, la distance de deux centres successifs
dtant constamment égale & un nombre & plus petit que p. D'aprés la
notion méme du prolongement analytique, pour que la fonction soil
réguliere le long de la ligne donnée, il faut et il suffit que 'on puisse
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choisir la suite de cercles de maniére que les développements de f(z)
relatifs anx contres successifs soient convergents pour les valeurs de la
variable de module supériceur 4 .

2. ¢ dant donné, désignons par e, 43" le développement, supposé
possible, au point Oy, (a,, == @,). Vimagine f(3) holomorphe dans les
h + 1 premiers ceveles G, Gy, Gy, .., Gy etsur leurs conlours, el j'ap-
pelle My le maximum du module de la fonction dans cette région.
Le coefficient de 27 dans la série qui correspond au point O, est
fourni par une égalité de la forme

(1) Updoar = Cpnlyp == Cogy gt 0l

les (quantités e,y €,, 4 €404, ... ne dépendent pas de la fonction /().
mais de z et du segment O, 0, ,.

Il s"agit & présent de voir quelle est la plus grande des limites de
1y —— . .
N pour n infini. Or nous ferons, dans ce caleul, les deux mo-
difications suivantes :

1* Nous ne prendrons dans Pexpression de @, ., qu'un polynome

C'l(l‘ll,/l 4Oy V Qi h +..t 0;1‘. ,<u'a?h. v hy

2 (1) désignant une eertaine fonction de z, qqui prend des valears
entiéres en méme lemps que n.
2° Nous ne supposerons pas connues les quantilés

“yis a,, 1,4 R ";/, Ltk

et nous lear substitucrons des valeurs approchées

'

“u./n (’/;~|./41 RS ] a;/,..m.,m

de sorte (que nous aurons une valeur approchée de ¢, 4., soit @, , .
fournie par I'égalite

b T Casi Qg g te oo Co @i

() Ay par = O,

- ’ L} L}
3. Posons en général
Ah= G+ Qg
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! "
Optod = Qp gy = Qg

Nous allons chercher une lindte supériewre de | a, , |, en suppo-
sanl quey, a partie 'une certaine valeur de 7, on a

[, 4] < My

»

vy st la somme de deux

N, clant ane certaine constante, Llerreur @
expressions,

Premicre expression :
(.I o-?l,i,mvau-;;, ik Rt "'l[al/./l +o0= Ll‘”,/4‘

Reportons-nous au caleul analogue fait au Chapitre I, n® 4.

. - M, . 4 . ' Zrr (1)
lei |a,,| <L =i (quel que soit pj Z est remplace par s

1
» £ par -
¢
» N ..
enfin | 6] par ¢, en sorte (que la condition pour la convergence de la
progression géomdétrique de raison A|H| qu'on avait cu & considérer
devientici, en désignant par & un nombee positif, plus petit que 1,

Frea(”)
2. N
. n L
(3) on T sk
'?/Lv-l(’_l)_ R ~
n

La quantité (que nous avions appelée .\ était le maximuan de

-‘..
£ o\
( YO l')w-—l <., >—‘l>

quand 2 allait de % @ % 4+ 1. Or, avee nos notations nouvelles, la pre-
micre fraction estinféricure
T2y (00) ‘
¢ \ HAICR N
On conclut aisément de la, d'apres Pexpression finale trouvée alors
comme limite supéricure des termes négligés, que st Uon choisit wn

Journ. de Math. {3+ série), tome V. — Fasc, IV, 189y, al
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nombre ) un peu plus grand que 1, on a constamment, & partir d'nne
cerlaine valeur de #,

Phogim

)

M, st dans le second membre la seule quantité qui dépende de
série Xat,, 37,

o~

&) |,,,,|<0Vl [?IM(”)""’J ;(

-0

4. Seconde ecpression :
/

’n(‘” h + Cha aun /a+ e “Phoim a?h..!" W= k'.u.h‘
On a
IJ+| N Y
,l‘\],,,ll\ +](‘,“||/\ - ..+[l,,,l)\h+

l “u,

Mais, s/ je suppose

NV
-

( 5 ) 7\/, <

la série dusecond membre est convergenle el sa racine #m¢ o, dapnes
la végle de Cauehy, pour limite

’/1
On a done
) 02
> " n “h
(H) .\”‘h| < TS5

[

0 avant la méme signification que ci-dessus, Celte inégalité a licu cor-

tainement & partic A’one certaine valenr de 2 qui dépend de § et
e

(]0 Qf\/,.

#. Les limites que Fon vient de trouver vont nous permettre de faire
dépendre les unes des autres les erveurs commises dans le caleul des
coefficients des développements de Taylor que nous sommes amends i
construire successivement,
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Soil A, une quantité fixe. Si nous voulons «ue I'on ait
|a” At l < )‘/aﬂ

a partiv d’unce certaine valeur de r, il suffit que L'on ail séparément

(7) CI’I/I <<((,[L7\/1'-0),‘,
(®) [0l 2Ok )",

w0, el par suite @&, ¢tant un peu inféricur i,
L'in¢galité (8) sera vérifice, en vertu de i velation (6), si 'on a

. - y 'I.:‘v/‘. 1
8 P e L
( ) he e w3
Quand cette inégalité a licu, %, est infévieur & A, (. Or il convient
y N XX
doidemment de du'tgv/' le calewl de manicre que les quantités
négligées dans la détermination des coefficicnts d’une série n’em-
pichent pas de constater si celte séric a un rayon de convergence
stpiriear a g, Pour atteindre ce but, il suffit, en désignant d'une
maniére générale par @, p Ferreur commiise sur le coelficient «,,,, ue
I'on puisse faire cor respondre & chaque centre O, une valenr Apan plus
' « . . N . a .
saale a Eet telle que Ponait, & partiv d'une certaine valeur de n,
.
K Y
I(tu./! R
15n prenant
5=l

.%lH-(s—-l'):-'

(9) 7‘/' =

el

N v NS . e . o»
tous les 2 sont inféricurs @ — saul A (ui est preeiscment ('gal a =

h v
et quiil 0’y a dhailleurs pas lieu de considérers de plus, Mindgalits
(&) est constamment vérifice. ailleurs, la relation (5) a bien livu
a fortiori, ¢ ¢tant infivieur & .

7. La condition (%) sera satisfaite ¢également, si I'on a, outre la
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relation (3), la suivante :

! . - , - .
(=) Woo| gl (’3 e w
/- N IEAY Cp i (S 10

Posons

('“)) f/l(")

v=1b(s ~ l):

b ne dépendra pas de s puis, remplacons dans () b par fr 1. St
Pon reste dans une région oit les My, ont une limite supérieure
Jinie, ebsi l'on désigne par QQ une certaine constante, Uindgalité (77)
pourra s'éerire

—-— r, ~h .
(11) . ._"__J‘ (s --/:)-i—:!|(5>\JJ ,x\-l./;'.'(\'-

Les ¢ sont assujettis & rester supéricurs i un nombre lixe; ¢ et 7,
¢tant deux nombres positifs arbitrairement choisis, nous imposerons
aux Y Ia double inégalite

(12) e(s - )y <<b(s—=h)y<n(s =M.

Mais s¢ est sensiblement égal & la longueur / de g etz est petit. 11
suffira donc, pour vérifier I'inégalité (11), que Fon ail

(s — d S~k .
(12) l%,i_g(o:__,l‘)l[@_l)?;]’ Q).
ou

. 9-—-/?) l,‘,.v—ll o

(13) S e I

el R ¢tant des constanles,

Or, pour une valeur donnée de g, il ewiste une valear de s a partir
de laquelle cette relation a lieu pour toutes les valeurs de iz o, 1.
2, ..., § — t, atnsi, bien entendu, que la relation (3).

(*) En toute rigueur, il faudrait remplacer  par une quantité un peu plu-
grande, mais ceci est sans importance.
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insi, U'inégalité ou (13) détermine | conjointement avee lineé-
Ainsi, Uinégalité (7’ (13) détermin njointement avee Fin
galitd (3)] un minimum de s en fonction de g, 50 ['on connalt une
limite supérienre des M5 quant aux 2, ils sont fixés par les vela-
tions (), les @, ¢tant connus exactement, la premicére valear 7,
donnce par la formule est aceeptable.

8. Cela posé, je considére les polynonies que nous avons & former
pour trouver les valeurs approchées @,y @,y oo oy ), 0 .. dex coefli-
cients de la puissance 2 de la vaviable, et jimagine que dans chacin
d'cux on remplace les @ qui v figurent par les polynomes qui les
expriment cux-mémes en fonction des coefficients approchés des séries
precédentes. Finalement, nous aurons done des relations de fa forme

i = Zunn+ Zuog,n @iy oe o By My s

i
\ Ay = Lpa @it Oy a0 @uog oo Ay w oy
- 4
(r1) C e . A e . .
' (tll » = z”yl’t’tllll -+ ul)t topyn all‘ ! akE i o zz,:’” .,l.n(,’xl, n
Voeieei e e e
On a

Lo ()y<wlr+x(s =),
72 (M) nlr+rn(s=nflv+0(s —2)f,

e Ve D R R R R N I AU IR I PR

§—1
Jamr (1) < 1 705 = D1 (r = D1+ 1),

Noit 0(s) le premicr nombre entier supdéricur i
[r+n(s =)t +rn(s—2)]...(r +1);

les nombres 7 () sont donc tous inféricurs v n(s).

9. Dés lors, si I'on considére une fonetion # de n, prenant des
.t n .
valeurs entitres avee » ct telle que = devienne, en méme temps que 7,

infiniment grand, il arrivera un moment a partiv duguel, pour des
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valenrs données de g el de s, on aura constamment

n'>u)(s),
«par suite, #' restera supérieur awe fonetions y(n)

10. Si la fonetion f(z) est holomorphe le long de ¢, son module
admet, dans une région comprenant £ & son intéricur, un maxinmuni,
et Fon peut trouver une suite de cereles, de rayon ¢ assez pelit, telle
que f(z) soit holomorphe dans des cereles coneentriques i ceux-la, et

de rayon plus grand que .%’ w’ Ctant supérieur i w, mais inféricura 1.

Done, si o choisit cetie suite de cereles de maniére que s soit suffi-
samment grand, comme il estindigué au v 7, les racines w des
ralewrs absolucs des 4'.:.'])17'.9.9/'0//.9 (11) onty, pour n infini, des plus
Y

grandes lindtes inféricures @l

luyersement, supposons (ue l on forme des suites de cereles Gy, C,,
Coo vony Gy telles quey, pour chaque valeur de ¢ oinféricure & un
nombre 2, et pour les valenrs de s supcéricures alors & un nombre ui
depend de g, les racines 7 dos mudul«w des expressions (34) aient

feurs plus grandes imites inféricures § nE, &/ etant une quantité posi-

tive quelconque plus petite que 1, la /'oml/un J13) est holomorphe
le long de g L ellet, choistssons w < '3 puis considérons une des
filex de ceveles, définie par le rayon ¢ et le nombre 5. La fonction f(3)
commenee par s'étendre de cercle en cerele, et il en ser aainsi jusqu’au
point Py @ mains que le macinwn du module de la fonction dans
la région aequise ne s'aceroisse tellement que s ne soil plus aussi
arand quiil est vequis au n® 7,

Nlovs, sans changer @y augmentons s; f(z) s'étend de nouveau
dans les eeveles voisins, Mads on peut eraindre que le maximum du
module de f(3) ne croisse st vite qu'il faille faire crolire & son
tour s f/)cl({/i/:il)twnl Peut-ttre alors les cereles, se resserrant de plus
en plus, ne pourraient-ils dépasser une position limite T'? Cela n’est
pas. f(3) ne deviendra pas infini sur un pareil cercle T'. Soit, en effet,
I un cercle qui précéde T, la distance des centres ¢tant inféricure &
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~

(—L’—,- p. Le cercle TV est alteint par f(3) dans son prolongement, ¢l

S(z) est holomorphe dans un cercle concentrique i 17 et de rayon 5

done sur T, De proche en proche, la fonction s'étend done jusqu’an
point P,

1. Ainsi, la possibilit du prolongement de la série le Imvr dune

ligne ¢ dépend des limites supéricures des expressions |« , [” fournics
par les formules (14). Ces expressions ne font intervenie que certains
coefficients a,, ceux que Pon obtient en faisant vavier /i depuis 2 jus-
qu'a g (n)y ooy Ly (). Or mous avons vu au n* 9 que si #' cst une
fonction de #, infiniment grande avec i, les expressions 7 finissent par
étee inférieuresd 'y quelle quait ¢ fa valewr prise pour g, Done, une
pareille fonction ' ¢tant choisie, si Fon appelle # ensemble des
coeflicicnts de la série Ta,s?, Uensemble @y @4y o000 @,y 000 peut
dire que le probléme posé ne 1/.:"/):1/1/[ que de la suite de ces enseinbles.

Les polynomes (14) jouent dans Fétude de Ta fonetion f(z) le long
de ¢ un role semblable & celui du terme général pour la convergence.
Nous les appellerons termes géuéraws: étendus de rang n, ot 1w’ sera
leur indice; ainsi se poursuit Fanalogie de Fétude actuelle avee eelle
faite dans le premicr Chapitre, La suite de cereles auxiliaives donnau
licu a ces termes généraux sera dite suite de cereles associce a y, )
leur rayon le rayon associé, Les lermes géndraux étendus dépendent
de lasuite de cereles associce. [ serasouvent inutile de spécilier qucllc-
est celte suite, elil sera entenduy v moins d'indication différente, qu’on
suppose ¢ .lrlnlm:ru, nIais aussi [)(:lnl, (que Fon veul, et s suffisamiment
grand par rapport & g.

Ainsi, la différence essenticlle entre le résultat auquel nons parve-
nons et celui qui a ¢1é établi an Chapitre T, ¢’est que le rapport de
Pindice des termes géncéraux élendus, @ leur rang, devient infini
avee n, tandis qu'il suflisait alors de laisser ce rapport supé ricur un
nombre fixe plus grand que 1. Nous avons maintenant un erilérinm
pour I'étude d'une fonction dans les différentes régions du plan, lei
encore, nous uliliserons ce critérium par la compuraison de la série
donnée avec d’autres séries difinissant des fonetions déja connues.
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Nous nous bornerons i former des développements représentant des
fonctions holomorphes dans certaines parties du plan.

12. Formation de fonctions holomorphes dans certaines régions
du plan. —— Ta méthode exposie Chapitee 1, ne 14, sappliqueici avee
quelques wodifications,

Soit une ligne ¢ issue de Porigine, el supposons que Pon ail des
Series

LN =Xa,, 3% [oi(3)=Xa,3", L, f(3)=2a,3, ..

satisfuisant aux conditions snivantes :

1 Elles vepréseatent des fonctions holomorphes dans une aire «ui
comprend g, les distances des points de la ligne au contour de Paire
admettent un minimum différent de zérog

2" Les modules des foncetious onl, dans la région considérée, une
limite supéricure finie My

3* Dans les dillerences /, ,(z) = £,(3) les termes dont le rang

. . “win o g e
varie de ndi o(n), ‘1,7) devenant infiniment grand avee », admettent

comme termes majorants ceux d'une certaine série fixe APs”, con-
vergenle dans un cercle qui comprend ¢ & son intéricur (').
Ces conditions seronl dites les conditions fondamentales.

Prenons une fonction 2’ de 2, enticre avee #, non supéricure a
, . n' e
% (1), non déeroissante, telle que ~ soil infiniment grand avee n el

que ya”ait 1 pour plus grande limite. Nous substituerons cette fone-
tion a (), i laquelle elle peut d'ailleurs se trouver identique. Repre-
nant notre comparaison du Chapitee précédent, nous pourrons done
dive que les £ forment une famille de séries tangentes le long des poly -
nonies formés pour f, et f,., des termes dont Uindice vaode nivn.
Toute série dont les termes sont des termes des polynomes de con-
tact est holomorphe le long de g.

Il est inutile de reprendre en détail le raisonnement fait dans des

(") Comme au n® 29 du Chapitre |, cette derniére condition pourrait étre rem-
laede par une autre plus large; nous ne nous en occuperons pas.
| I 8¢ 1
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circonstances analogues. Je me borne 4 remarquer qu'il existe i coup
sur une infinité de suvites de cercles associés, dans les conditions du
n° 40, telles que pour chacune de ces suites et pour chaque cercle qui
en fait partic, les racines ni®® des modules des termes généranx
¢tendus des diverses séries, considérées a la fois, aient simultancment
pour plus grande limite au plus le produit de I'inverse du rayon associ¢
par un nombre plus petit que 1. Cela résulte de suite de Iexistence du
maximum M des modules. De plus, eette propriéié a lien, quelle que
soil la forme des termes généraux ¢tendus; elle s'applique aussi aux
coefficients mémes des développements successifs relatifs aux centres
des cercles associés.

A2. Premicre application : Séries dont les coefficients de rang n
. . I . .
sont certaines fouctions de —. — Reprenons (Chapitre I, n° 18) les

series

(lb)) Sp(:):;.+:_+‘..+. +--n

r B4 /ll‘

p parcourant les valeurs entii'res el positives, ct posons

\ /o( )-—’ gn( )s f,(:)—,,,ﬁ +'¢hn oy

(16) .
fp( )=r¢, bu‘*""'""‘"ph[n ey

les ¢ étant des constantes telles que la série
ot el Bt e 4,

ail un rayon de convergence, r, diflérent de o.

En nous reportanl au numéro cité, nous constalons que les fone-
tions f satisfont & la premiére ¢t & la scconde condition fondamentale
pour toute ligne ¢ qui 1’a aucun point commun avee la portion de
'ace des quantités réelles allant de +1 @& + =

Il est d’ailleurs ais¢ de lever cette restriction. Iinaginons que Iaire A
(Chapitre 1, n° 19) soil telle qu’on puisse avriver en chacun de ses
points en suivant une ligne située & son intérieur, issuc de P'origine, ct
telle que le cosinus de I'angle (ue fait la tangente en un point quel-

~
Journ. de Math. (5* série), tome V. — Fasc, IV, 18gg. 92
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conque avee Je rayon vecteur aboutissant en ce point reste supérieur i
un nombre fixe k. Alors, en intégrant le long d'une pareille ligne, on
aura, si I'on suppose

. x[' h
lep(s): < ’;T,,P"

|f t:,,( )d,< { sy

et par suitc il suffit, dans le calcul déja fait, de remplacer la relation

I'inégalité

M,= —par la suivante : M,=M » c¢ (ui n’en modific pas les

1
Iz o (hk )
conséquences. Ainsi, la ligne st simplement assujettic ¢ ne pas
passer par le point + 1.

Soit R lc rayon (supérieur 4 1) d'un cercle dont le centre est &
'origine ct & I'intérieur duquel est située la courbe ¢ ; la troisiéme
condition fondamentale sera remplie si 'on prend comme termes du
ni*me polynome de contact ceux dont le rang va de n 4 un nombre plus

nLn
petit que ~—7— .

L=
R
Ainsi, si I'on désigne par v une fonction de n prenant des valeurs

(X ] \ [ yoe VN ];‘ oo
entiéres au plus ¢gales & n et telles que n soit inféricur & —=, la série
L=
R

F(z)= 2‘(0+ -+. u‘)-”

w'a al’intéricur d’un cercle de rayon R pas d’autre point singulier
que + 1. La fonction ainsi définie n’est d’ailleurs pas, en général, uni-
forme dans ce cercle.

13. Au lieu de laisser R constant, on peut le faire croitre indéfini-
ment. Dans la formation du ~*™¢ polynome de contact, ne faisons
varier I'indice p du rang que de n 4 un nombre 2’ = g(n) et tel que

’( ) tende vers o. Alors, si dans FF(z), » est compris entre v et o(v),

la foncllon ohtenue n'a, dans un cercle quelcongue de centre O, que
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le point + 1 comme point singulier. Il suffit, par exemple, de prendre

3(n)Sn(Lp)* (r<L1).

14. On peut encore compléter ces résultats. [l suffit de remplacer
e . . l 1
) o 9 - — ‘
dans I'énoncé du n® 21 (Chapitre I) ~ par - =7 € tendant vers o pour

rn infini. On a done le théoréme suivant :

Tutorime. — Soient des nombres c,y ¢y ...y cpy ... tels que la
série EcptP ait un rayon de convergence différent de o, et des fonc-

tions
(1) (D) oy Za(l), ...

satisfaisant aux conditions suivantes :
1 On a, en ordonnant,

Zn() =co+ it +.oo4 c "+ 4,(0);

2° Il exisie une quanltité infiniment petile ¢, lelle que le rayon

. .. PR |
de concergence de g,(1) soit supéricur a Pret

30 Lorsque t décrit pour les valeurs croissantes de n des circon-
Jférences dont le centre est a Uorigine et dont le rayon est au moins

, 1 . .
égal & — la suite des modules des fonctions $.(2) correspondantes
n
a une limite supérieure finie.
Le point + 1 est le seul point singulier a distance finie de la

. N\ /1
onclion 2‘ o (~)3s".
/ n au(”)“

13. Cas particulier. — Les fouctions g,(¢) peuvent étre iden-
. . . . [ \l ! -l 5 7]
tiques; on a dans ce cas la série Zg<;>~ , (1) étant holomorphe

@ l'origine (on supprime au besoin les premiers coefficients de la
série en 3).
lLes exemples déja cités Chapitre [ conviennent donc encore :

1

n—i -
\ -2 Yot ot
-l gt 7! =~
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16. Seconde application : Séries dont les coefficients de rang n
sont certaines fonctions de n. — 1l s’agit d'une extension au cas du
plan de la troisi¢me application, Chapitre I (n® 23 et suivants). Les
raisonnements ne subissent que des modifications fort simples. Aussi
ne ferons-nous que les indiquer.

Soicnt p un entier non négatif, et la série

(17) Sp(3)=1"34 2030+, .+ nP3"+. ...
Sil’on pose

(18)  [fo(3) =¢e5,(3)y ooy JSp(3)=¢Sg+ ¢S .45, .

,Y e
ctsi les ¢ sont des constantes telles que la fonction 2 ¢, soil enticre,

p=1
d’ordre v plus petit que 1, les fonctions f satisfont aux deux pre-

mic¢res condilions fondamentales pour toute ligne ¢ «ui ne passe pas
par le seul point singulier de ces fonctions, + 1. Cela résulte immé-
diatement des limiles supérieures trouvées pour les $(3) au n° 24,
Chapitre 1.
De plus, la troisitme condition est également vériliée, si pour le
ri“me polynome de contact, on se borne & faire varier le rang p des
n <-‘- — 1) Ln
termes de cc polynome depuis # jusqu’a ———r“————- au plus, R étant
le rayon d'un cercle de centre O et qui comprend £ & son intérieur.
Supposons donc que v soit unc fonction de 7, prenant des valeurs
entiéres en méme temps que la variable el telle que

v(l——l>l‘v
<& Y .

LR ?

la série

F(z) =2u(c0 +cn A+ cyn' )z
t

n’a que le point singulier +1 a Uintérieur d’un cercle de rayon R.
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La fonction ainsi définic est uniforme dans le cercle. On peut, en
eflet, éerire son développement
oSy (3) + ¢ [8,(3) = P (3)] + €, S:(35) = Po(3)] +.. oy

les P étant des polynomes; or les S(z) sont des fonctions uniformes.

17. F(z) n’aura & distance finic qu'un point singulicr, si, au licu
dc laisser R constant, nous lc faisons devenir infini avec n. Il suffira,
par excmple, dans I’énoncé de la propriété précédente, d'imposer & v
les conditions

vEnSv(Lv)¥ (w<).

18. Enfin, je me borne a ¢noncer le théoréme suivant, qui est
Fanalogue de celui du n° 26, Chapitre I :
D 1

Tutonime. - Soient des nombres ¢y, ¢,y ..., cpy ... tels que la
série ZeptP soit une fonction enti¢re d’ordre inférieur é 1, et des
Sfonctions

go()y (1), vy )y ...

salisfaisant aux conditions suivantes :
1° On a, en ordonnant,

() =co+c 4., '+ ,(0);

2° Il existe une variable infiniment petite <, telle que le rayon de
. e R
roncergence de g,(1) soit supéricur & = ;
"
3o Lorsque t décrit, pour les valeurs croissantes de n, des circon-
Jérences dont le centre est a l'origine et dont le rayon est au moins
. N .
égal & = les modules des fonctions b,(t) correspondantes ont une
n
limite supéricure finie.

Le point + 1 est le seul point singulier & distance finie de la
Sonction T g,(n)s". .

19. Cas particulier. — Les fonctions g,(¢) peuvent étre iden-
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tiques. On a, dans cc cas, la séric Zg(n)3", g(t) élant une fonction
entiére d’ordre inférieur a 1.
Les exemples donnés au n® 27, Chapitre I, sont encore valables.

20. Casou la fonction entiére Ze,tP est d’ordre 1. — Nous avons
vu au Chapitre précédent, n° 28, qu 1l y alieu également de considérer
le cas ou la fonction U (¢) = Z¢,¢” est d’ordre 1.

1

Supposons que p|c, |’ tendc vers o pour p infini, ¢'est-a-dire (ue la

plus grande des limites de P' pour » infiniment grand soit I'unité,
P>, ¢tant le module maximum de U(¢) pour |¢| = r. Alors, la seule
modification a fairc aux conclusions des paragraphes précédents a trait
au rang p des termes qui figurent dans le 2" polynome de contact.
Si nous voulons d¢finir une fonction n’ayant & l'intéricur d’un cercle

de rayon R qu'un point singulier, il nous suffira de ne faire varier p

nL !

» me a3 nlc” l;'
que de 2 jusqu’a —
Le résultat est particulicrement intéressant si I'on considére une
fonction Zg(n)s"=F(z), oi g(¢) désigne unc fonction entiére

d’ordre 1, dont les modules maxima pour |{|==r, ¢levés & la puis-

1 [} [ o VAN - . .
sance » ont I'unit¢ pour plus grande limite : F(z) a le seul point sin-

gulier + 1t a distance finic.

21. Obsercation au sujet des applications précédentes. — En
modifiant légérement les calculs qui précédent, on peut construire des
fonctions ayant d’autres points singuliers.

Soient ¢, ¢35y ++vy Puy -. . des quantités réelles quelconques telles
(ue les points du cercle de convergence ne soicnt pas tous des points
de ’ensemble 2, ¢*™% .. ou de son dérive.

Si I'on substitue aux fonctions S,(s) des applications 1 et 1I, soit

les sérics
e—ininy,

¢—2iny, e-Vimy, |
s+ 32 4.,

P
" py" P4,

nr
soit les sérics

1703795 - 2P e ™3t - 4 nPe ™ psP 4, |,
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on voit immédiatement que les raisonnements (ue nous avons faits ne
subissent aucune modification; ils s’appliquent a toute aire finie, con-
tenant 'origine et laissant & son extérieur les points €™, . .. et leurs
points limites. Mais les fonctions que nous formons ont, du moins en
général, les points de cet ensemble comme points singuliers.

Enfin, on obtiendrait une généralisation plus étendue par lintro-
duction de points singuliers 5,2 distribués arbitrairement dans le
plan.

22. Autres séries. — Voici une remarque forl simple : soient des
constantes &y, &,, iy, ... et les expressions P(n) = u, + u, +...+ U,
la fonction £y () 3" n’a d’autres points singuliers que ccux de la fonc-
tion Xu, 3" ¢t le point + 1, puisque I'on a

Sh(n)s" = ST,

Cela posé, désignons par g(¢) une fonction holomorphe a Uorigine,
et prenons Y(n)=Lg (;l'-), il vient

___'_)

'\l/(ﬂ +1) - 4‘(”‘) =, = L fﬁtl—-.

«(3)

. 1, . .
Donc u,., est une fonction holomorphe de - lorigine, et par suite

n
Su,s

n'a pas d’avtre point singulier que + 1 a distance finie; il
. )
en estde méme de Sl g (—’7) 3",

Exemples :
| rL sm FL

0o '[! - : v -
2 }-L;. cl, par conséquent, XLnz.

23. Extension d’un théoréme de M. Hadamard ¢ Uétude des
séries de Taylor. — Le théoréme dont il s'agit est le suivant :
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Si 'on pose

(19) 5(3) = Xa,s",
(20) ";4(:) ::.‘:./)”:u
el

(21) Ss)=2Xa,h,s".

la fonction f(3) ne peul pas avoir d’autres points singuliers que
ceux dont les affives sont le produit des affires de deus poinis sin-
guliers, un de 2, Uautre de .

M. Borel (') a montré que si ¢ et ¢ sontuniformes dansle voisinage
de deux de leurs points singuliers respectifs a et 3 supposés isolés,
S est uniforme dans le voisinage du point «3.

2%. Nous allons utiliser ces propriétés pour la formation de sévies
dont les singularités nous seront connues.

Désignons par 9,(5), 35(35), ... les séries Ba? s, Zals, .... Sil'on
remplace successivement §(3) par £(3), 2.(3), %3(3)y .-y S(3)
devient tour & tour 3,(3), 9,(3), 2,(3), .... Ainsi done, une séric de
la forme ZI’(a,)s", ot P désigne un polynome de degré k, représente
une fonction (ui n'admet comme singularilés que les valeurs singu-
litres @ de 9(3), leurs produits deux & deux, trois i trois, ..., k a k.
Cherchons i remplacer le polynome P par une fonction entiére.

A cet effet, considérons 'ensemble £ des points singuliers de ¢, el
tous ceux 15,, E;y ... que T'on en déduit par Papplication répétée du
procédé indiqué, enfin 'ensemble ¢ qui les comprend tous, ainsi que
leurs points limites. Si I'un des points de E était a une distance de
I'origine moindre que I'unité, lorigine serait un point de &5 nous
dearterons ce cas.

25. Les sculs points singuliers possibles des fonetions g4, 4, ...
apparticnnent a ¢,

(') Bulletin de la Société mathématique, t. XXVI, n° 10,
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Or, si 'on désigne par C un contour qui comprend I'origine, z et les

points > et qui laisse les points § & I'extéricur, on a la formule

(22) /&) =5z [4@)e ()%

Si nous remplacons ¢ par I'une queleonquc des fonctions 3, la for-
mule précédente sera donc valable si le contour C laisse & distance
finic & I'extéricur, non plus les points B relatifs & ure fonction particu-
liere 9,, mais lous les points y de 'ensemble ¢. Construisons unc aire
i contour simple, telle que, ce contour ¢tant le contour d'intégration, la
formule (22) donne f(3) (dans l'espéce, 9,.,, p étant quelconque)
pour tout point de l'airc. Il est évident qu'on peut y arriver de la
manicre suivante : Partons d’unc airc A & contour simple, contenant.

. . . \ . . A
l'origine et laissant les points y & U'extéricur. Toutes les aires -,

.
déduites chacune de A en divisant par un nombre ¥ les affixes de tous
les points de A, scront dans les mémes conditions. [’ensemble de ces
surfaces (et de leurs points limites, si certaines suites formées par clles
en admettent) constitue une aire & d’un scul tenant et jouissant aussi

des mémes propri¢tés que A d'ailleurs, si s est dans cette aire, 58y
trouve ¢galement. Donc la formule (22) s'applique & tout point inté-
vieur & ..

Obscrvons maintenant que toute aire B intéricure & A donne nais-
sance 4 unc aire ¥ intéricure a .

26. Cecla pos¢, la relation (22) va nous permettre de trouver pour
les points d’aires successives, trés voisines, mais intérieurcs les unes
aux autres, des limites maxima des fonctions §,(5). De ce caleul, nous
déduiroens alors aisément des séries formées avec ces fonctions ct qui
représenteront des fonctions holomorphes dans toute aire intéricure &
toutes les précédentes.

Supposons que le module d’'une fonction ¢ (5) nc dépasse pas M
quand 5 est & intérieur d’une certaine aire & ou sur son contour, que
nous prenons comme contour C d’intégration. Si s reste 4 l'intéricur

Journal de Math. (5 série), tome V. — Fase. 1V, 18g9. 53
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de 1% ou sur son contour, — est & distance finie, et ne passc pas par les
points singuliers de ¢; mais il pourra en &tre voisin, et par suite

% pourra devenir trés grand. En posant= = 2/, on a
' -]

5 , o
; —_ = (e —_— x);“

Sile contour de w est rapproché de celui de o, certaines valeurs «
pourront &tre telles que | 3’ — x| soit petit.

Supposons que les points a soient isolés et qu’il cxiste un nombre m
tel que, pour chacun d’cux, (5 — a)"g () ait une limite supéricure
quand s tend vers a.

27. Si m était négatif ou nul, il est clair que dans une région finie
[9(3)] serait limité supérieurement. Sinon, que I'on trace autour de
chaque point « un cercle de rayon assez petit v, on aura pour tous les

points de ce cercle | 3(35) | < E :

—a 'm

tif; et, en dehors de ces cercles, [9(s)| aurait un maximum. Or,

» € étant un certain nombre posi-

lorsque 3 est surl'aire ¥ et que x décrit C, i reste fini; cette remarque
subsisterait si I'on déformait un peu les aires 4 et &, sans changer leur
signification. Donc, toutes les fois que les expressions ‘i - al seront
supéri & 2
upérieures & ¥, |<p (J)

’ L4 . . x
| 3’ — x| reste supérieur au produit, », de v par le maximum de [—
? [

aura un maximum R ; il suffit pour cela que

qui a, lui aussi (du moins pour les points z qu’il y a lieu de considérer),
une limite supérieure. Ceci posé, et 5 ¢tant choisi, figurons les cercles
de rayon r qui ont pour centres les différents points 3z’ déduits de s.
Ces cercles pourront détacher des arcs sur le contour d'intégration.
Lorsque x sera sur un pareil arc A, | 5" — x| scra supérieur a la plus

. a
courte distance ¢ des contours de A et de w, et comme I;l aun
minimum c pour les contours d’intégration que nous avons & consi-

dérer, on aura l% - ai > dc et aussi ‘g — , >[5 — x| c. Par suite,
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x déerivant A, | ( ) ‘ est plus petit que la plus grande des deux quan-

tités o, E7'T|_.-,"i——.'r’|ﬁ Donc la portion correspondante d'intégrale esta

coup siir inféricure i la somme des deux suivantes : I'une s’obtient en
remplacant () 3 ( 3) = par Mon %, si§ désigne une limite inférieure
de | [; Iautre cst o mf‘ Id”llm, soit —— g

la portion du contour d’intégration sxtuée i Pintéricur du cercle de
centre ' ct de rayon y a une longueur qui est fonction de y, a(y)-
Or on peut supposer que, pourr tous les conlours que nous aurons a
utiliser, le rapport de la longueur du contour située a Uintérieur
d’un cercle arbitraire au rayon de ce cercle, a une limite supé-
rieure finie. Dés lors, soit k cette limite. On a

I Posons |z’ —z| =y,

(= [%)
Y

Une intégration par parties montre que ’on a

l<k(7p‘?'-ll-l|7—a:"—-7 si m>1
el

< k(v —L2) si  m =1 (8 est supposé inférieur & 1),
L lini si m<r.

28. Bref, il résulte de la considération de I'intégrale de la for-
mule (22), quesi 'on désigne par M, unc limite supérieure de | f(3) |
quand 3 est sur ¥ ou a son mtcneur, on peut trouver une constante P,
valable aussi pour les aires voisines de &, et telle que I’on ait

PM .
M < ST sl m>i

M, < PM|L3| si m=t.

29. Partant d’unc aire telle que &, nous pouvons en construire

successivement d'autres intérieures aux précédentes &;, oy, ...,
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Aoy ... de mani¢re que la plus courte distance de deux contours voi-
sins soit donnée, par exemple, par les termes de la série

h h h
S TEE T oy (w>0).

Lilles pourront ainsi conlenir toules une aire A’ différant de A
"aussi peu que I'on veut, si A est choisi assez petit, On définira par In
relation (22) les fonctions 9,(3), %,(3), -+ -y %u(3), ... dans les aires
Ay sbyy o uey obgy +o0 CLy par conséquent, dans &', Les raisonnements
(jui ont ¢1¢ faits donnent des limites maxima des modules de ees fonc-
tions.

Sim>1,ona

l2.(3) | <M (%)’ (n1y"='(L2.L3.. L )wm-n,

Nous allons choisir unc série g(¢) =Xd, 7, telle que la série
Z.d, 3, () soit absolument convergente dans .\, quel que puisse éire

4

P d
i+ Posons d, = =7t on a
(53| <], | (L. L3. .. Lurypon-o,

Q) étant unc constante. La condition posée sera done réalisée certaine-

d," - . . .
d,|2 ’—c,,-(,,—‘:,-;(l—"”—)-lm;-_m, si d, est une variable infiniment

ment pour
petite. Or il suffira pour ccla que la fonction Ed,t? soit entiére

. . . 1
‘ordr ipie L
d’ordre inférieur a — —,

30. Sim=1,0na

lu(3)| <MP* - [T (L + pLLe — LA)

ct, en désignant par Q unc nouvelle conslante,

[9.(3)| < MQ*La.L3...La.
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i | 1
Il suffit ici que |d,['|L2...La|" tende vers o. Cette condition seru
certainement réalisée si l’on prend

d}, r
dy=(i2)

ct que 4, tende vers o.

31. Enfin, nous avons négligé le cas ol m scrait inférieur a 1.
Alors, on aurait ¢videmment

[9.(3) | <MD,

P étant une constante relative a I'aire oo Il suffit alors de prendre
pour g(1) une fonction enticre quelconque.

32. Ainsi, avec les conditions que nous avons posées ct les nota-
Lions choisics, la fonction 2+g(a,)s"=®(s) cst holomorphe dans
Loute aire &' :

1° St g(t) est une fonction enticre d’ordre inférieur a

’
n — 1

quand m est plus grand que 1;

I
2° St Ln|d,|" est infiniment petit, quand m =1;
3° St g(1) est une fonction eatiére quelconque, quand m < 1.

33. En général, nous pourrons déformer 'aire & de maniére &
amener 3 cn lout point n’appartenant pas a ¢. Si 9(5) est uniforme
autour de certains points singulicrs, il en sera de méme des fonctions
2.(3), 94(3), pour les points qu’on en déduit 24 2,343, .... Alors,
toutes lcs fonctions ¢ sont uniformes autour d’'un méme point « singu-
lier pour clles toutes ou pour un certain nombre d’entre elles; ®(3)
est uniforme autour du méme point. En particulier, si () est uni-
forme dans tout lc plan, il cn est de méme de ®(5). Dans le cas ot il
n’en serait pas ainsi, on sait (') que I'origine pcut &tre un point singu-
lier pour le prolongement de ®(3).

(") Voir la Communication déja citée de M. Borel.
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34. J'ai indiqué (*) cette extension du théoréme de M. Hadamard
avee des généralisations possibles plus complétes; plutét que de les
développer, je préfere donner quelques applications.

38. Applications. — Nous retrouvons par la méthode précédente
des résultats déja obtenus directement.
Soit 9(3) = — L(1 — 3). On peut prendre pour m un nombre

positif quelconque. Donc, si g(¢) est une fonction entiére, 2 g ( > "
w’a & distance finie que le point singulier + 1.
Soit g(5) = [Ty mseraun nombre arbitraire supérieur a 2. En

supposant g(¢) fonction enti¢re d’ordre plus petit que 1, Zg(n)s"a
la scule singularité + 1 a distance finie et clle est uniforme dans tout le
plan.

Les propositions auxquelles nous parvenons sont moins complétes,
la premiére surtout, que celles que nous avons eues précédemment. Ce
fait n’est pas surprenant, puisque nous ne faisons qu’utiliser des pro-
priétés s'appliquant & des types de fonctions trés généraux.,

36. Nous avons vu (n° 22) que la fonction ZLn 5" n’a, 4 distance
tinic, que la singularité + 1. Je dis que si 72 est un nombre quelconque
supéricur & 1 le produit (z — |)"‘2Ln:" lend vers o quand z tend

Z o .l— st
°\n
1

—

vers 1. Comme ZLn:" est égal & un quotient de la forme

ol g(¢) désigne une fonction holomorphe a 'origine ou elle devient
nulle, il nous suffit de prouver que, quel que soit le nombre positif 4,

(1—3) Zg (i) 3" a pour limite o. Or (n° 12), le long d’une ligne ne
passant pas par le point —+ 1, on a une limite maximum du module
20 ( )(cn ne faisant au besoin commencer le développement qu’a

unc certaine puissance 37) en multipliant par une guantité fixe le

(1) Bulletin de la Société mathématique, t. XXVI, n° 10.
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module maximum de E ;—'lz" (abstraction faite des mémes termes). La

proposition est donc vraie pour la fonction proposée, puisqu’elle est
exacte pour — L (1 — 3).

Cela posd, st g(t) désigne maintenant une fonction entiére quel-
conque d’ordre fini, la série Eg(L n)s" définit une fonction qui
n’a, & distance finie, que I’unité comme valeur singulicre.

Par exemple, soit & un nombre positif ou négatif quelconque, si

'on prend g(t) = ¢*, g(Ln) = n*, la fonction Zn" s* rentre dans
I'exemple précédent.

37. Examen d’autres hypothéses. — L'hypothése du n® 26 a trait

4 un premier mode de comparaison, celui de $(z) 4 une expression de -

1

la forme oo dans le voisinage de «. On peut évidemment choisir

des types de fonctions susceptibles dc se rapprocher davantage des
fonctions 9 que P'on peut avoir & considérer, de maniére & trouver des
caractéres plus avantageux que ccux auxquels on a d’abord ¢té con-
duit.

T r
. S— 2 < P
Prenons le quotient *——=rL, ot m désigne un nombre au
5 —

moins ¢gal & 1 et p un nombre réel quelconque, et supposons que pour

chaque point a le produit
g (5)(s—a)n

1 »
=)
ait une limite supérieure quand 5 tend vers . Il n'y a pas de difficulté
(pas plus d’ailleurs que précédemment) provenant de cc que la fonc-

tion & étudier peut n’étre pas uniforme. En ecffet, lorsqu’il y a lieu
d’utiliser I'hypothése sur sa limite supérieure, dans I'évaluation de

I'intégrale, le chemin décrit par la variable (a—:) ne tourne pas une infi-
nit¢ de fois autour du point singulier.
Cette remarque faite et les notations conservées, nous avons i
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prendre l'intégrale

()l' on i

yaety, étant les limites entre lesquelles y varie. On sait que
g <y s
Comme 3( y) <k y, la partic calculée estinfiniment grande, au plus de

()]

Vordre de ~—g—=- pour ¢ infiniment petit (sauf pour 1 — 1 et p < o).

L'intégrale qui reste a un module inféricur i k /y d —'-——;’—'r —+ Soil
»
k) cetle derniére cxprcssion. LElle s™éerit

/ I’ Yy
14 ’-— /
_ m—-— nT -~~(l)’
Yo

L\”
(5)
Le premicr terme est encore au plus de l'ordre de =55 - Quantal'in-

‘m-—l

(l ; )”

) JC 4 . , P

tégrale —-——-y,ﬁ dy que nous désignerons par ', nous distinguerouns
P

deux cas :
Premier cas: m - - 1. — On a de suite

re i) - ()
sip#F—1,etsip=—1

' = ]JL ce— - ]4]4
CYo

) . 1
Ces quantités sont respectivement de I'ordre (Lal)”+ et LL 0l



FONCTION DEFINIE PAR UN DEVELOPPEMENT DE TAYLOR. 42!

Deuxiéme cas : m >1 et p5=o (m >1et p = o est unc hypothése
examinée plus haut).

Ona :
— /(L.;;)"-' [(L-;—y)"]""
“T_._ J, PO S A A— d i e i .
14 + /5 )”" y P)’""' Yy

Or, L'c—lf a un minimum, quand y va de y, & y,, et si (2 y,)esl

petit, ce minimum est grand ; désignons-le par /. On en conclut

L L)""
Y

ct, par suite, le premier membre est compris entre

m—\u n —1 1
yoa (B i)
p P

Donc, enfin, J' est de I'ordre du second membre, c’est-a-dire de

6m-—i

Les résultats de cette discussion sont les suivants :
I’ordre de grandeur de I est celui de

(1i)
A/

om—1

si m > 1 (p peut étre nul, puisqu'on retrouve alors la formule déja

établie dans ce cas), ] ‘
()]

LLs,
(]
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sim=tetp>—1,
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sim=1etp=-—1,

une quantité finie.
sim=1clpl—1.

38. En raisonnant comme aux n°* 28 ct suivanls on parvient aux
propri¢tés que voici :

1° m est supéricur ¢ 1. — Soit @ un nombre choisi supérieur i
p-+m—ri1.8ip+m--12o, il suflit que

"n
< ~_.(l,,
= grim—t; ([‘” )mu’

Jed

|
si p+m —1 < o, il suffit que

n
"y
II” <I4 ;:)

|| -—azir— (on a pris @ < o).

d, désigne une quantité infiniment petite. Dans les deux cas, une

. oy . v e . 1
fonction enticre d’ordre inféricur &

—_— répond & la condition corres-
pondante.

2° m est égal @ 1 et p supérieur ¢ — 1. On pourra prendre

1
(Ln)ret|dy”
infiniment petit.
3 mestégal aret pa—i. — 1l suffira que

1
L.Ln.d,"
tende vers o.

39. On remarquera I'analogic des caractéres (ue nous appliquons
aux points singuliers de 3 (¢t que 'on pourrait ¢videmment compli-
quer de plus en plus) avec ceux de M. Bertrand relatifs 4 la conver-
gence des séries. Quant aux caractéres que nous en déduisons pour les
fonctions @, clles-mémos, ils montrent I'utilité qu’il y aurait & pour-
suivre la classilication des fonetions entiéres en distinguant cntre elles
les fonctions d’un méme ordre.
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#0. Applications. — Voici plusicurs exemples ot la fonction ®(z)
formée n’a que I'unité comme valeur singulicre finic.

1° Soit F(5) une fonction entiére quelconque, ZA s"; et posons

a(:)--Za,,e ,avee @, A,+ A, +...+ A,. Nous aurons

1
ct, par suite, si |d,,\"Ln tend vers o pour n infini, nous pourrons

clnoxsm d(z)= z‘ g( a,)s".
2° Sou a,=1+; = e —'° il suffit de prendre la fonction g(¢)de

manicre que |d A ( L#)? soit infiniment petit.
3° Supposons que la séric ¢, + ¢,{+ ¢;i*+ ... ait un rayon de
convergence différent de zéro. La fonction

?(:>=E<co+ -l",—c;-!—...—}— (’-:t'—:,>;",

n’a, comme on sait, que 'unité pour valeur singuliére & distance finie.
[1 résulte d’ailleurs du caleul effectué au Chap. 11, n°12, que, dans une
¢(3)

aire limitée, === reste fini. Nous ferons donc tendre vers o I'expres-

sion |d, |"L n, ct en posant

Cn

+-0-+ “n

Q, ""cﬂ+ + Il! nt

la fonction ®(z) répondra & la question.

41. Remarque finale. — Les cxtensions que nous avons donnces
du théor¢me de M. Hadamard consistent en définitive dans des rela-
tions d’inégalit¢ entre des limites supéricures d’une certaine fonction

2(z)= Y Y a,z" ct des différentes fonctnonsZa” s* que I'on peut en

déduire. Ce sont des relations de ce genre que nous avions établies
directement pour les fonctions particuliérement simples et intéres-



424 L. LEAU,

santes ¢ (3) = 3, =3" et 9(3)= 3\ nz" Lorsqu'on se borne & con-
clure de la un caractére relatif a des domaines réguliers pour des fonc-
tions @(z) = 2 g(a,) 3" ol g désigne une fonction convenablement

choisie, il est & coup str inutile de faire intervenir les enveloppes de
séries. Mais cette théorie, dont nous nous sommes servi pour construire

[} . . 1 [
a partir des fonctions 2;:" et Zn 5" des séries d'une nature plus

complexe, nous pouvons I'appliquer & présent en prenant pour point de
départ d'autres fonctions ¢ pour lesquelles nous saurons utiliser le
théoréme étendu de M. Hadamard. Je me borne & cette indication et &

: 3 T % ’ - .y
I'exemple suivant : Si la série Zc, tP représente unc fonction entiére
d’ordre fini et si 'on pose

g.)y=co+ecii+...+¢c,t",

la fonction®(z) = Z &.(Lin)3" n’a pas d’autre singularité que I'unité

a distance finie.
Ce résultat devient évident : 1° si I'on utilise la remarque du n° 38

sur la fonction 3(3) = Zl.ns"; 2° si I’on observe que dans la série
¢, |(La)yrs*+ (L3)Ps*+...+ (Ln)Ps"+...+...]

. roe 1
les termes ¢,(L2)7s" sont comparables a ceux de la série 2 Ol
quel que soit R, pourvu que 'on choisisse p assez grand et que I'on
. . . . p' . .
fasse varier nde p & une certaine valeur p’ qui rend lp— infiniment grand

avee p, conformément & la troisicme condition fondamentale (Chap. 11,

n° 12).

42. Conclusion. — Il ressort du présent Travail que la comparaison
d’une séric donnée avec des séries connues, comparaison qui constitue
vraiment le principe fondamental dans I'¢tude de la convergence, peut
étre ulilis¢e pour la recherche des singularités sur le cercle ou dans le
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plan. Déja, on peut construire par ce procédé des séries variées sur
lesquelles on obtient des renseignements précis. Mais il reste & savoir
s'il serait possible de trouver des caractéres simples s'appliquant ( sauf
des cas cxceptionnels) @ des séries arbitrairement données. La
variét¢ de la nature et de la distribution possibles des singularités rend
au moins improbable une solution satisfaisante de ce probléme.



