
H. LAURENT
Exposé d’une théorie nouvelle des substitutions
Journal de mathématiques pures et appliquées 5e série, tome 4 (1898), p. 75-119.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1898_5_4__75_0>

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliothèque nationale de France

http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pôle associé BnF/Mathdoc

http:// www.numdam.org/ journals/ JMPA

http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1898_5_4__75_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA


TIlÉOHIE NOUVELLE DES SUKSTITl TIONS. 75 

Exposé d'une théorie nouvelle des substitutions; 

PAR M. H. LAURENT. 

Dans li.· travail qui suit, je me propose de créer un algorithme pour 
exposer la théorie générale des substitutions; à la considération de la 
notion de produits et de puissances de substitutions, on peut joindre 
les notions de somme, de différence, et en général de fondions de 
substitutions. Les substitutions deviennent ainsi de véritables quan-
tités imaginaires dans le sens le plus large du mot ; elles jouent dans le 
calcul le même role exactement que les clefs; ce sont des clefs. Les 
clefs imaginaires reçoivent ainsi une interprétation concrète ; elles 
auront désormais une signification précise. 

Le calcul des substitutions tel que je le présente n'est pas un pur 
objet de curiosité : on verra qu'il vient ajouter des ressources au calcul 
ordinaire et qu'il permet de découvrir de nouveaux groupes ; entre 
autres résultats, il permet d'énoncer, sous une forme simple, la condi-
tion nécessaire et suffisante pour que doux substitutions soient échan-
geables. 

Dans ce qui suit, je laisse de côté tout ce qui concerne la théorie des 
invariants, mon seul but étant de montrer l'utilité de la nouvelle 
théorie. Ceux qui voudront bien lire les pages qui suivent se convain-
cront que je n'ai fait qu'effleurer un sujet très vaste; ainsi, pour ne 
parler que d'une application que j'ai laissée de côté, on pourrait faire 
une théorie des congruences de substitutions en ne considérant que les 
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substitutions linéaires à coefficients entiers en négligeant tous les mul-
tiples d'un entier donné. Cette théorie des congruences de substitu-
tion» linéaires viendrait compléter la théorie des substitutions d'in-
dices dans les substitutions de lettres. 

2. — Substitutions linéaires. 

On appelle substitution linéaire l'opération qui consiste à rem-
placer des variables x

n
 λ·

2
, ..., x

n
 par des fonctions linéaires et 

homogènes 
Λ«ι#«-+- a\r7'* -+-· · ·■+■ (t\/I·''//· 
a9txi -f- a9tx*..4- a.lnx,„ 

de ces mêmes variables; c'est encore, si I on veut, un changement de 
variables exprimé par les formules 

λ, — a i tx t atn-iH, 

x2 — -H.. .·+■ a.lnx
n1 

une pareille opération peut être représentée par une seule lettre s. 
Soit donc s la substitution 

x\ = aitx, -t-ai^xτ + ...-hai/tx„ (/=1,2 η ): 

la substitution 

xi — a(ίί/ιχ, -t- a
rl

x* -f-... 4- x
u

) (1 - -1, 2, ) 

sera représentée par as. Soit encore l la substitution 

χ] ~ bit xt 4- bt2
x

2 -h...-h binxn
 (i= 1,2, ..., /1 ); 

la substitution 

x'i — (an ·+" bj^Xf -f-...-1-(a
in

4- b
ia

)x
H
 (1 = 1,2, ..n) 

sera représentée par s -h /. 



THÉO ΚΙ Ε NOUVELLE DES SUBSTITUTIONS. 77 
Les symboles as + bt-heu ■+■..., dans lesquels «, h, c, ... sonl des 

nombres et/, //, ... des substitutions linéaires, sont donc bien dé-
finis. Une fois pour toutes, le symbole τ,-y désignera le symbole de 
la substitution qui remplace xt par Xj et les autres χ par zéro : ce sera 
la substitution 

x'o= ..., x' ;:..: x'=o 

alors le symbole Σα/yT/y désignera la substitution 

xi—ai(xt
 + ai2x.i + ...+ ainxa

 (i = i, 2, ..., n). 

On appelle produit de deux substitutions Σα
ι7

τ
ι7

, Σ£,·
;
τ
ί;

 le ré-
sultat de l'élimination dex\, x\

x
, ..., x

n
 entre 

χ) = aih χK -4- ai2Xz -4-... -h ainxn
 (1 = 1,2, ..., η) 

el 
Xy X, ~+~ bj.x^2 ~f~ · · · ~4~ bln

X
n
 (i I , 2f ..., /1). 

Ce résultat est 

Xf — Lb
ik

a
kl
x

t
 -4- Zb^a^Xi-h... -4- ΣΒϊ/

(
α^

η
χ

η
 (/ — 1, 2, ../1), 

et on le désigne par 
^ hj ~ij Σ a

i}
 τ ij ; 

c'est la substitution linéaire 

Σ( bi%
 a

tj
 -4- bit

 a
2j

-4-... 4- ̂ «y)τ
<7

, 

résultat qu'il ne faut pas confondre avec 

Σ Ctij T/y Σ bξ j T/y — Σ ( fl/, b, y -h . .. -h Q-i
n
 b

ny ) Τ /y. 

Le résultat de la multiplication n'est donc pas, en général, indépen-
dant de l'ordre des facteurs. 

On voit que, pour multiplier deux expressions de la forme 
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~*u"ij l'une par l'autre, il faut traiter les symboles τ,y comme des 
quantités algébriques, en ayant soin de ne pas intervertir les fac-
teurs et en ayant égard aux relations 

ij =dki 
"-it si k = y, 
ο si k%j\ 

lorsque s et / désignent deux substitutions, on a 

st = ts; 

on dit que ces deux substitutions sont échangeables. 
Si s désigne une substitution linéaire, s χ s se désigne par .v- ; le 

produit de s3 par s se désigne par s*,...; .s° désigne ce que Ton appelle 
la substitution identique; elle remplace r, par ; elle n'altère pas les 
variables, clic est équivalente à τ,, -h T22-h ... -+- τ„„; on la désigne 
par ι ; ainsi 

"h +* "y-j H- . · · -h Τ
nn
 = l. 

Il est facile de voir que 

Σβ/y ( .
 n

 H- .jji -f- . . .) — ( .,, -h "T.j'j -h . ..) —Ujj .(j — ~Ujj .jj 

et que tout nombre a représente aussi une substitution échangeable 

avec toutes les autres, à savoir la substitution 

χj — o.c,, .I'j, — ax.,y ..,c n — a.t
 n

. 

Le symbole f(s) ~ a
Q
 -+· σ

Λ
s -+- a,s2 ■+■... se trouve donc bien déliai, 

ainsi que le symbole 

/0, Λ κ, ■■■) = · · ·. 

les b, ..., ai3
 désignant des nombres cl .y, /, u, ... des symboles de 

substitution. 
Nous appellerons degré d'une substitution le nombre des variables 

χ,, #
a

, ..., x
u
 sur lesquelles elle opère. 
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L<* déterminant d'une substitution 2«/yT/y est le délcrmiliant 

i, it ûjj ... Û9#. 

Ordinairement il csL supposé différent de zéro, afin <jue le* équations 
qui lient les anciennes et les nouvelles variables soient résolubles par 
rapport aux anciennes comme par rapport aux nouvelles variables; 
mais nous n'exclurons pas de nos considérations les substitutions de 
déterminant nul; nous verrons même qu'elles jouent un role important 
dans notre théorie. 

Les substitutions τ,-y, par exemple, sont des substitutions de déter-
minant nul. 

Deux substitutions s et tr% sont dites inverse* l'une de l'autre quand 
ou a 

ss~ ' = r. 

Nous allons voir que, si le déterminant de s n'est pas nul, la substitution 
inverse existe et qu'elle est bien déterminée. 

Soit en effet 
S = Stf/yT/y ; 

posons 
d= Ebjkud; 

si l'on veut que s*~% = ι ou que 

~djj 7/y Σ bij T/j — I 
ou que 

-(«ô £,/-+-
 7 

il faudra poser 

Clj, //, y -+- a,-2 /y2y -+"... H- din hij = 
ο si i^j, 
ι si / = /; 

si alors on fait I àz .a,m = Λ, on a 

/ - dK 
ij ~ A daj-

On trouve ainsi que, si is — ι, on a si = ι cl, par suite, le symbole 
est bien défini si A n'est pas nul. 
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U est bon d'observer que, si s et / sont échangeables, a* cl fi le sont, 
car si 

si = ΑΫ, 

on a, en multipliant à droite par s, 

sis = ts* ou .v3/ = /A3, 

puis, en multipliant encore à droite par .9, 

•93 (S = ts* Oil 8*1= l8*, 

/ étant échangeable avec a*, a" sera échangeable avec fi. α et β ont été 
supposés positifs, mais je dis que l'on a aussi 

st~* = t~fs. 
Kn effet 

/Γ' = 1 ; 
donc 

m_=s= isi_1 

mullipliaiit à gauche par on a 

/-♦.ç = AA~ 1 ; 

donc, si Γ011 fait Γ- = t~lt /*et «P sont érliaugeahlcs, inéiue si α 
et β sont des entiers quelconques. /£/ r/ei/.r fonctions entières d'une 
même substitution sont échangeables. 

2. — Équation caractéristique. 

Considérons deux déterminants 

A — l±anari...a„
n1

 B, == Σ ± bu b.
y
,... h

nn
 ; 

soit 
C — dz C| 1 c22... c

nn 

leur produit; on a 

<0 Cjj = ait bij -h Qî2
 b

2
j -t- ... -h ain b

HJ
. 
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Supposons les «,·,· = o; on peut satisfaire à ces équations : i° en pre-
nant tous tes aij nuls, sans autre condition; les c

4/
 seront alors nuls. 

M" En supposant Β = n, les équations 

(*) 

eix = aix bx, H- a^ biX-h... -h ainb
nx

 — o, 
f'i'i — fin b\ j β/abfi ·+·... -I- ci

in
b,

vi
 — o, 

se réduiront à η— ι distinctes et détermineront les rapports 
ai% ! fi/., : «/

3
 :... qui seront les mêmes quel que soit i; les mineurs du 

second degré de A seront nuls. 

1° En supposant 13 = o cl les nuls, les équations (2) se réduiront 

a η — 2 distinctes; deux des aix, ... déterminent les autres et Ton 
a, par exemple, 

β/Α — λ, «/, -+- λ,Α/
2

, 

quel que soit /; donc, /e.ç mineurs du troisième degré de A sont nuls, 
et ainsi de suite; donc : 

Si tous les éléments du produit de deux déterminants sont nuls, les 
mineurs de ces déterminants sont nuls, et si m et m* désignent les 
degrés des mineurs de A et Β qui sont tous nuls, on a 

m -+- ////>/1. 

Supposons maintenant que le produit st de deux substitutions s, t 
soit nul, comme le déterminant d'un produit de deux substitutions est 
égal au produit de leurs déterminants ; il faut en conclure que le déter-
minant de l'une au moins des substitutions est nul; de plus, en vertu 
de ce qui précède, si m et m' désignent les degrés des mineurs des 
déterminants de « et l qui sont tous nuls, on aura 

/// m!>//. 

Ces théorèmes nous seront bientôt utiles. 

Toute substitution linéaire Σα,-y τ,·7· de degré η satisfait à une 
équation de degré η que Von appelle son équation caractéristique. 

Journ. de Math. (5· série), tome IV. — Fasc. I, 1898. I l 
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En effet, si 
•V — iirt/y-T/y» 

on aura 
s_i \=) = anz+ a12 + ..+an2"'}]à 

ms* = ■+* a>i>x~'\-i *+■ · · · H" m'an» 
♦ · · 

Oil 

(α,, - s)τ,, 4- a,aT
<a

 -I-... + «
ΙΜ

τ,
Λ
= ο, 

^ai^M "+■ \aii #)τ,
2
 -Κ . .-h «2«T

2w
 — Ο, 

posant alors 

F(,) = 
(Il , ·? f/| JJ ... (l\ft 

a.i{ Cl.ri * ··· <l-m ' 

on aura, en multipliant les équations précédentes à gauche par df jsq 

> · · · et en ajoutant, 
F(.ç)T,, = o; 

on aurait de même 

F(.v)t22= ο, ..., 1« (*)-„,= o, 

donc 
l· (s) z

n
 -+· (τ

33
 H-...4- τ,„

;
) F(ν) = l· (.ν) =·- o. 

Ainsi, F(.y) = o est l'équation à laquelle satisfait la substitution. Si 
elle ne satisfait à aucune autre équation de degré inférieur ou égal à //, 
on dira qu'elle est normale; dans le cas contraire, elle sera singu-
lière. 

Il résulte de là que toute fonction entière /(s) de s se réduira à 
une fonction entière de degré η — ι au plus. Car on a identiquement 

/O) = F (■*) Q + Η(·<·)> 

Q désignant le quotient et 11 le reste de la division de /par F. Si Ton 
suppose χ = s, on a 

/(«) = »(*); 
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ce qui montre bien que /(.?) se réduit à une fonction R(«) de 
degré // — ι. 

Toula fonction rationnelle de s, se réduit à une fonction 

entière qui, d'après ce qu'on vient de voir, est de degré η — ι au 
pins. 

Car, si Ton met de côté le cas où /(./;) = o, quand F(./;) = o, il 
existe des polynômes 0(./;) et ψ(χ·) tels que 

/(./;) 0(.r) -4- FU)'\>(x)=i 

ou 

/(*)()<» = ι, 0(*)= J_)( 
donc 

$-;=ο(.)·κ*>· 

Si/(./) et F (χ) s'annulent en même temps, /(.v) et F(.v) ont un 

diviseur commun et f(s) a son déterminant nul. yjy n'a pas de sens 

si, ce que l'on peut supposer, cette fraction est irréductible. 

Supposons maintenant s et t échangeables ; si l'on a 

ts = si, 

on peut toujours déterminer l en fonction rationnelle de s ou 
exprimer s el t en fonction d'une même substitution. 

En effet, soient F(.v) = o, (ί(/) = ο les équations caractéristiques 
de s et de t. Posons 

γ + as + }t =y, 

α et β désignant deux nombres quelconques, on aura 

F
(£^2)

=o; 
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multiplions par i, l"~x et abaissons les degrés des équations 
ainsi obtenues au-dessous de λ, au moyen de la relation (!(/) = o, puis 
éliminons /, /a, ..tn~x entre les η relations ainsi obtenues, la résul-
tante sera, ou identiquement nulle, ou fonction de y de la forme 
JI(/) = o; dans ce dernier cas, l s'exprimera en fonction rationnelle 
de y, car on aura des équations en l, /*, ..., qui pourront ctre réso-
lues. Si la résultante ne contient pas y, c'est qu'il existera des poly-
nômes en t, tels que 

χ !■·(/ — ?' — ·■')
 + μ; = », 

quel que soit y ou 

F(y_B1_) a =0; 

F_(y_Bt_y) aura (Jonc son déterminant nul, quels que soient 

β, γ, α, ce qui est absurde; donc let, de inéinc, .v pourront s'exprimer 
en fonction d'une même substitution γ -+- a.y -f- β/. 

Ainsi, deux substitutions échangeables sont des fonctions en-
tières, de degré u — ι au plus, d'une même substitution. 

Soit/ cette substitution ettn(/) son équation caractéristique, on a. 
en supposant χ quelconque, 

(x) = (x_y1) (jid) 

an aa, ... étant des entiers et Σχ = η. Soil/(.#·) une fonction entière 
de ■/·, on aura, en posant 

(x) = m(x)__(x_y1à) 

/(*) = «'<*) ,3$ + +
"-

+Km
> 

Ε désignant un polynome entier, ou 

/OO = 20,.(7)&iJ+...+ K
ct

O·)» 
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cl, comme rc(/) = o, 

/00 = *>'(.>') {{0 + *h(y)(y -y,) £ +· · ·. 

telle est la forme qui! pourront affecter les substitutions échangeables. 
Cette formule pourra servir à définir les fonctions rr

y
 sin/, cos/, ... 

en ν remplaçant,/(/) par ey, sin/, cos/, .... et l'on pout constater 
que, si .9 el l sont échangeables, 

# s_bt= el= s{ [ |` \^ 

a, h désignant deux nombres quelconques. 

3. — Sur diverses formes que Ton peut donner 
aux substitutions linéaires. 

Soient a et l deux substitutions, F(.v) = o, (j(/) = ο leurs équa-
tions caractérisliqucs que nous supposerons à racines inégales; si l'on 
pose 

F_s_ s1 fF('1 _d 

n1=G t_ty() _è-]\@[ 

s·,, .va, ... désignant les racines de F = o et tiy ... celles de (i = o; 
nous aurons 

/(.y ) = /(.y, ) ξ, H- /(*,) -h ... ·+- /( {| 

A'C) =é'(*i)Ti, + if(*t)'!i+·· ■ + Α'<'*,)η.
) 

et il est facile de voir que 

( ι ) 
S·5· = ν *y 

Ο si i > y 

5/ si i = y ' 

Vîy = 
o si / > y 
η, si /' = y ' 
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Je suppose que les η/ξ/ et ξ/η/ soient tous différents de zéro, il 
n'existera pas de relations de la forme 

Zoijl/iijt 

a
t
j désignant des nombres, car en multipliant k gauche par \p, k droite 

par η., on aurait 
a\] }^\ | [{ | 

ou αΡΊ = ο. Tous les aM seraient nuls. 
Soit alors V = Σα//Τ// une substitution quelconque; on pourra 

poser 
Exij_= E ani]|\^è 

si Ton remplace les ξ et les η par leurs valeurs en fonction de τ4/, on 
aura n2 équations linéaires qui donneront pour les «/y des valeurs 
bien déterminées, sans quoi il existerait des relations de la forme 
Σ A,·/ξ/η/= o, A/y désignant des nombres. 

Si l'on prend, par exemple, 

('2) 
.V = Τ,a -h -K . .-h 
l — ετΜ -+- -+-...+· z"-

nu
, 

z désignant cos ~ ι sin ~ (s sera une substitution circulaire), 
on aura 

n=}]\{ 

\i — ~ \('tt "+- 'u H-· · ·) + '·ι·.\ -Κ . -Κ . . |, 

et l'on n'a jamais ξ/η/ — ο. 

Il est donc démontré que, une substitution quelconque est fonc-
tion entière de deux autres, convenablement choisies, s et t. 

Il est d'ailleurs facile de voir que les fonctions s et/, données par les 



THÉORIE NOUVELLE DES SUBSTITUTIONS. 87 

formules (2), satisfont aux relations 

.y" = 1, /" = 1, si =■ ils. 

11 est d'ailleurs bien évident que les fonctions s et t en fonction des-
quelles on peut exprimer une substitution quelconque peuvent être 
choisies d'une infinité de manières. 

4. — Fonction exponentielle. 

Les fonctions entières d'une substitution s sont données par la for-
mule 

(■) f(s) = E0 i (s) fi(s) 0i + E 0i (d) (s_si) d dsi f (si) dop+ 

Je rappelle (juc F(«) = ο est l'équation caractéristique de .y, et que .ν,, 
.s\,,... sont ses racines; enfin, si 

F(.y) = (.y - .y, )»·(*_ .y,)**. ... 

On a 

Oi = F (s) (s_si)o 

On peut prendre l'équation (1) comme définition du symbole f(s) 
dans tous les cas où /(.y) n'est pas entière et rationnelle. La fonction 
eas définie ainsi par l'équation 

ere= E 0i (s) + E0i (s) (s_si) d dsi __+.. 

joue un rôle important dans la théorie des substitutions. 11 est acile 
de voir que 

=1 +as 1 + a2 + 1.2 +.. 

(>«s çbS „ j,bs j,as __ b)s 
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pourvu que a cl b soient des nombres, mais on n'a pas, en général, 

e'1= e 

5. — Généralisation. 

Unq substitution, ou un changement de variable quelconque peut 
être représenté par des formules telles que 

<*) Yi —···»·*'«) (' — ' J * · · ")î 

nous désignerons souvent cette opération au moyen d'une seule 
lettre#; le degré de la substitution s sera le nombre // des variables 

,ra, ..., x
a
 sur lesquelles elle opère. 

Le déterminant d'une substitution s représentée par les équa-
tions (i) est le déterminant 

d(/l >/l> · · · ι fn)
 < 

d(r„ x*. ..x„ ) ' 

On le suppose ordinairement différent de zéro afin que les équa-
tions (i) puissent être résolues par rapport aux χ et, s'il en est ainsi, 
on pourra déduire des formules (r) des équations telles que 

χί — ft (y « ♦ y if · · · » y a) (4=1, 2, ..; u)à 

alors, la substitution 
y i — fi ( ·1' O V-i » · · · > J'n ) 

est dite inverse de a; on la désigne par le symbole .s—'. 

Pour qui! une substitution ail une inverse, il faut et il suffit que 
son déterm inant ne soit pas identiquement nul. 

Si l'on a plusieurs substitutions de même degré, telles que (i), 
(a), 

(2) y-
t
 — «x'a· ·. ·, ·£«), 
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représentées par les symboles s, t, u, ... et si a,b,c,... désignent des 
nombres indépendants des variables, nous désignerons par 

as -h bl-l· eu -+-... 
la substitution 

/|=«Λ(«Ι» * h) ·*„)+-··· (i = h 2, ..., Λ). 

\ous appellerons produit des deux substitutions * et t la substitu-
tion représentée par les équations 

O) 
Xi— f i [9» * * *î ·*>/)> · · ·» * ' ·* * * '» ^«)l· 

(/=1,2, ...,/?), 

et nous la désignerons par sl\ en général, on n'aura pas 

si = ts. 

Si cependant une pareille équation avait lieu, nous dirions que ί et t 
sont échangeables ou permutables. 

Xous poserons encore 

S' = 88, S9 = S S2 — S-S, . . ., S* = 88* -· = Λ® " ' JV .... 

Le symbole a, a désignant un nombre, représente, si Ton veut, une 
substitution, à savoir 

yt — ax,, y2—<ιχ3, ..., 

eu sorte que 1 que nous représenterons aussi par .9" sera le symbole de 
la substitution y

%
 — x

K
, y* = &ti ··· qui n'altère pas les variables; 

.ν" = 1 est ce que l'on appelle la substitution identique. Il résulte de là 
(lue le symbole 

a ■+■ bs -+- es2 h- ds* ·+■..., 

où .9 désigne une substitution et où a, b, c, ... sont des nombres indé-
pendants des variables, représente une substitution bien déterminée à 

Journ. de Math. (">· série), tome IV — Tas»·, ί, iK«,8. IΊ 



90 II. LAURENT. 

déterminant nul ou différent de zéro, et il cet évident que deux poly-
nômes entiers ens sont deux substitutions échangeables quand s est 
linéaire. 

Le déterminant du produit de deux substitutions de même degré 
est égal au produit des déterminants de ces substitutions. 

En effet, si l'on considère la substitution st, représentée parles équa-
tions (3), son discriminant est 

ê( f\> /„ . «. > fη ) é{f\,. . ., f
n

) ()( ^ 
O(x1; x2; .. xn Q (Q1,..: Q;) q (x1 ./;) 

Le symbole s"1 ou - ayant été délini, le symbole dans lequel γ 

et ψ désignent des polynômes entiers en*à coefficients numériques, se 
trouve bien défini. 

Toutes les substitutions, fonctions rationnelles d'une même sub-
stitution linéaire, sont échangeables. 

Nous dirons que des substitutions en nombre lini ou infini, .ν, .v , 
.s", ... forment un groupe si leurs produits effectués dans un ordre 
quelconque font partie de ces substitutions. 

Toutes les fonctions rationnelles d'une même substitution li-
néaire forment donc un groupe de substitutions échangeables. 

Un'groupc est continu, quand il renferme une infinité de substitu-
tions et que, y,== ffx'n · · ·» Ό étant une de ses substitutions, il en 
existe une autre y^ — f'fx^ ..., x

/#
), les fonctions /,· et /^différant 

infiniment peu. Il est discontinu dans le cas contraire. 

6. — Condition pour que dee substitutions forment un groupe. 

Considérons les substitutions à r paramètres a
n
 ..., a

r 

(·) Χ i — fifa ι» · · · > ·£«> · · · ι Ό (î — 1,2,...,/*). 
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M. Sophus Lie a donné la condition pour qu'elles forment un groupe ; 
on peut présenter son analyse comme il suit en la simplifiant : dire 
que (i) représente un groupe, c'est dire que si l'on pose 

(2) zi — · · ·» y Ut · ■ ·» br)i 

on aura, comme conséquence de (i) et (2), 

<*) 
zi — fifaii · · ·) ·£«» · · ·» Cr)> 

les c étant fonctions des a et des h. Nous supposerons que le groupe 
contient la substitution identique #/=//(#,,..., a'J, cr"). Les 
équations (2) et (3) donnent 

f· · ♦ ^'1 » · · · » ^r) — fi(.f η · · · » fn · · ·> ^/ )i 

désignant, pour abréger, /,·(#,, ζ'Λ, ·. ·, α,, as, ..., α,); difl'éren-
lions alors en laissant les χ et les b constants, nous aurons 

2 dJjd.ÎLda - df 
dej ùa

k
a(lk~>'n 

puis, en laissant les χ et les a constants, 

E df dc1 dci db1 = df1 dc 

E dfi dc1 Dd1 Dc1= df1 Df1 dB1 
i 

en éliminant les on a 
UCj 

ν, - 2#/«. 

dfi_ dcj àc^ 
dbt dbt ' ' ' db{ 

dfi de, (kr 
dbt dbt

 4 4 4 dbt 

= 0, 
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Si l'on fait b, = a", b^a\, ..., /n, ···> ··.)se™duÎl 

à y ι et les dérivées —· à des fonctions Y,·, des y seuls; enfin, les déri-

vées des c se réduisent à des fonctions des a seuls, de sorte que l'équa-
tion précédente prend la forme 

ω dyl-X„ï.k,lldalt + ...+ Y,,SA 
ri

dak, 
(1 = 1,3,...,//), 

les Aij désignant des fonctions des a seuls, et les Y,y des fonctions des 
y seuls. 

Ainsi, lorsque les équations ( ι ) représentent un groupe possédant 
la substitution identique, les fonctions fi ou yt satisfont aux équa-
tions aux différentielles totales ( f\) que M. Lie remplace par des 
équations aux dérivées partielles dont (4) est une forme condensée. 

On peut démontrer que, réciproquement, si les équations ( f ) sont 
complètement intégrables, leurs solutions définissent, ordinairement, 
quand on les met sous la forme 

(δ) yi — f i(x
t

, ..x
/{

i //,, ..., (t
r
) (/ -- ι, ;ι, ..ft) 

un groupe à /•paramètres; λ·,, ... sont alors les constantes d'inté-
gration. 

En effet, pour que les équations (4) soient intégrables, il faut que * 
les suivantes soient complètement intégrables 

^ (Y«I Α,μ, + Υ
(2

Α
3μ

4-...) H- (Y„ Α
ι μ

. - ο; 

si l'on pose alors 

ϊ4'; + ϊ««+--γ·'^-ν'Γ· 

elles pourront s'écrire 

y1FA iµ + Y2F2µ+ ...+YFAu=% 
H* 
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et, si 1 on résout par rapport aux YF, 

(6) Y/F + A/F = 0, 

en désignant par A, F une expression de la forme 

A<F=*»àâ, + ·■■+«»& 

où les α sont fonctions des a et ne dépendent pas des y\ cela suppose 
le déterminant Σ ± Λ,,... Arr

 différent de zéro : c'est ce que nous 
supposerons. Pour que ces équations (G) soient complètement inté-
grables, il faut et il suffit que l'on ait identiquement 

Ι(Λ, + Y/)(Λ,. + Yj) - (A; + Y,) (A, + Y/)] F = 1er (A, + Y,)F: 

si l'on prend F indépendant des a, comme les AF ne contiennent pas 
les /, 011 aura 

<:> 
(Y/Y/-YyY/)F = 2e;>Y,, 

et les c(j seront indépendants des a. On voit qu'ils sont, pour une rai-
son analogue, indépendants des/; ce sont donc des constantes, et Γ011 
a aussi 

(«) (A,Ay-AyA,)F=2c5yA,. 

(7) et (H) sont les conditions d'intégrabilité complète de (4) ou (G). 
S up posons-les satisfaites. 

Revenons aux équations (4); supposons-les satisfaites, leurs inté-
grales se présenteront sous la forme 

(9) F/(/i > y il - - ·, «n «a» · ·. ) = const., 
(/— I, 2, ..., /έ), 

ou, en appelant ... les valeurs de yny.„ ... pour a, = c,, 
a.2 = ca, ..., 

(ι.») ^ i(y*t ' * ·) , ·. «) — !*/(#,
 T

c
t
j · · ·)» 
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et les fonctions F seront assujetties à satisfaire aux relations 

AyF, +YyF, = o (i= 1,2, = 1,2, ...,/·) 

et h des relations analogues 

Cj F, H- Xy F/ = o. 

Cela posé, si dans (10) on considère les y comme fonctions des c 
et des a, on aura 

F1+ ak + dF1 dF1 + dYu +...=O; 

_ , à¥j dyi . OFi ày
t
 , _ 

âck àyt dck ùyt 0ck
 y 

d'où l'on tire 

AyF
'
+ %\ X'y' + Ψ, X'y- + °' 

~~ ' '
+ Wi 'y' + ôy, jy" °' 

et en multipliant la première formule par CyF/, la seconde par AyF,·, 
puis ajoutant 

|J(A,
/(

C,F. - AjFfijy,) + g (A
y>î

C
y

F,· - o; 

on en conclut 
A^CyF, - XjViCjfi - o, 

ou 
A-jVI __

 # 

Q/Jl tjyJ)'. Cy r« 

si l'on désigne par ces rapports, d'où l'on peut supposer les y éli-

minés, on a 

Y A»-- «>Cy^= °i 

ce qui exige que les α et les c entrent dans les expressions des y sous 
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9* 

9° 
la forme de η fonctions φ, (α,, a.x,..ct, ca,...), φ8,..φ„, en sorte 
que des équations (10) on tire 

yj —fi\&H · · ·ι > "j c,, ...), ç»
a
,...], 

=yvi^i»>r·»···»?·(^·>...), ...], 
Zj — fi\_xn x'i> ·· ·» ?ι(αΜ · · ·» · · ·)» * ' *J ' 

ce qui montre que les intégrales des équations (4), quand ces équa-
tions sont inlégrables (ct quand 2 ± AA

rr
 est différent de zero), 

représentent un groupe. 

7. — Étude particulière des substitutions à un paramètre. 

Les substitutions à un paramétre sont remarquables, elles se 
conduisent par rapport au paramétre comme des exponentielles et 
peuvent être représentées, comme nous allons le voir, par des expo-
nentielles. 

Les équations différentielles d'un groupe à un paramètre se rédui-
sent à des équations différentielles ordinaires, car les équations ( 4 ) du 
§ 6 se réduisent à 

ω dyi =Y =132 

les Y/ étant fonctions des y seuls et A désignant une fonction de a ; si 
l'on change de paramètre, en posant 

Ada = dt, t ~ f Ada, 

les équations (1) s'écrivent 

"Yt ' 

leurs intégrales se présentent sous la forme 

(y1_,..yn)= (i=1,2,..: n-1)= 

F(jn ··., y«) =c-l· t, 
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les Ci et c désignant des constantes, et en appelant x
n
 x21 ... les va-

leurs de y
t
, . ..,y„ pour t = puis s,, z2, ..., z

n
 les valeurs de y

t1 

/av^«pour/ = /", on a 

Fi (yi ...: yn)= Fi 1 » * * · ♦ Υ η ) — t ί · ·1 y ι ) · « · t 

F (y,, ..., y
n
) F (χ,, ..., — l l , 

^ (X<> * · **.X«) ^ (*l , ···>*«) — ^ ^ > 
F (r,, ..., F (a?,, ..., Xn) — / — /. 

De ces équations on en tire d'autres de la forme 

y ι—fi(^x
x
, ..., x„, l Is), 

~i — .fi(yη · · ·♦ Xni t Ο' 
zi= f1 (xi )à,x,n_ l'=) 

et, comme I" — /' = (ί" — I) -4- (l — /'), on voit que : 
i° Les intégrales des équations (1) définissent un groupe à un para-

mètre ; 
20 Que le paramètre dans un groupe à un paramètre peut être 

choisi de telle sorte que le produit de deux substitutions du groupe se 
fasse en ajoutant les valeurs correspondantes du paramètre; 

3° Les substitutions d'un groupe à un paramètre sont donc échan-
geables. 

Nous observerons encore qu'un groupe, dérivé d'équations diffé-
rentielles de la forme 

dy( = Y/t daK -4-... -1- Y,> dar, 

serait représenté par des équations de la forme 

F· ■·,)',,) = yi{c>, •■■,a
r
) + c„ 

Ci désignant une constante, et un raisonnement analogue à celui que 
nous venons de faire, montrerait que les substitutions représentées par 
ces équations sont échangeables. 
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Mais revenons aux substitutions a un paramètre a, soit .s(a) une 

pareille substitution, on peut poser 

s(a)*(b) =s(a + b), 

Me) n . M« + b) ,(a\dsifj) 
-

(
ûrS{,,>- ha S\a) clb 

lis 
Si alors on fait h = o, on a en supposant ̂  = h, 

— = kda. •V« 

8. — Substitutions infinitésimales. 

line substitution inlinitésimalc est une substitution de la forme 
ι -4- s ε où ε est infiniment petit, une pareille substitution remplace x

t
, 

x
n
 par .r, H- Sa?,, + δί

3
, ..., x

n
-+■ Sx·,, et Ton peut supposer 

δ./:, = X, 5/, ..., Sx·,, = X„ S/, 

\,, ..X„ désignant des fonctions de x,, x
a

, ..x„. Si l'on désigne 
par .v la substitution 

/,= X| (l 1, 2, . . ., Il ), 

la substitution infinitésimale considérée sera ι -t-«S/. Supposons#,, 
x„ fonctions de Sa?, ..., St pourront ctre remplacées par ...,dt 
et ι -+- sdl remplacera χ·,, ..x

n
 par X, dl, ..\

lt
d( en sorte que 

<«) dri xi = dxn Xn = dt; 

les intégrales de ces équations seront de la forme 

Fi 1 » * * · ♦ Υ η ) — t ί · ·1 y ι ) · « · t); 

x° désignant la valeur de x',· pour t = t9 ; ces équations définissent, 
Journ. de Math. (5· série), tome IV. — Fasc. I, ifyS. l3 
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cotniuc on la vu, un groupe de substitutions S au paramètre /, dont 
la substitution infinitésimale ι -bsdt fait partie. On sait que, pour 
intégrer les équations (i), on peut former les quantités 

4 -■<-·;.=x,u·:, <ti, 

x¨£ _dj,çn(ç¤}opçid'd 
y 

et passer aux limites, ainsi que cela résulte de la théorie de Cauchy, 
ce qui revient à former la substitution (i 4-sdl)'", m désignant un 

f m
 £ £0 

nombre infini tel que -■· = rfr, on a donc 

S = lin, (<+--«)"; 

cette limite existe en général et l'on a 

S= 1 + l_l° l + (l_l))= dl,+...: 

ce que Ton peut écrire symboliquement 

S = e*"-'"; 

donc, à toute substitution s correspond une exponentielle symbolique 
(^ul représenic un groupe à un paramètre t et l'on a 

dcx dt= & = Sx 

la substitution infinitésimale de S est 1 4- s cit. 
Soit maintenant s(an α2, .a

r
) = .v„ une substitution à r para-

métres ai% a
2

, ..on aura 

s(a,, a
2

, ... ) .v( b,, b
2

, ... ) — s( c,, e.,,... 

ou, en se servant d'une notation abrégée, 

Sa Sfr se. 
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e,, ... seront des fonctions de at1 α3, ..bn 6a, .... On aura 

ds's>=lÉ; Êr/a" 
âs

h
 yi ds

c
 dcj 

S"àb'k ~2àdct âbk 

et, en éliminant les —·» 
7 de,· 

Συϊ/α< ■■■ 
ΰ*ι, Oc. 

s" db
x
 Tb-

= o, 

puis, supposant ι, et, posant dans cette hypothèse ̂  = //;, on a 

<■) ds
tt
 — .*„(//,!Λ lkdak-h h

r
^\

rk
dak). 

Cette équation unique est, au fond, équivalente aux η équations ( \ ) 
du § 7. Si elle est intégrablc, s

a
 représentera un groupe. Supposons-la 

intégrable, on aura son intégrale par la méthode de Meyer en posant 

<·'·) - Λ
ιλ
 da

k
 — λ, dl, ..., 1A

rk
da

k
 — \dt, 

et, en supposant λ,, ..., A
R
 constants, les a seront fonctions de A,/. 

X
a
/, ..( ι) deviendra alors 

ds
(t
 — s

(l
 ( h, A, -f- //.j A.j -h... -4- hX) dl, 

et s
(l
 n'étant plus fonction que d'un seul paramètre /, on aura 

Sa = e(h1, Y,+..+ ) (x_i 

ou, en supposant f0 = o, 
Sa= eh1 _à_ç+..+heo_ç 

linalemcnt, en remplaçant A,/, λ.,/, ... par leurs valeurs, on aura s
ti 
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sous la forme 
njh, Qd+..pmdoi 

ψ,, ψ
3
, ... étant fonctions de α,, α

3
, ..en changeant de paramètres 

s'il le faut, on voit que tout groupe à r paramètres pourra être re-

présente par une exponentielle de la forme 

(? th ··'-*-<* rhr. 

Mais les h ne sont pas arbitraires et Ton n'aura pas, eu général, 

f£(th pY.bh __ ti4-b)h ^ 

Lorsque Ton a ramené un groupe à la forme la quantité sym-
bolique ι +-a/<£ est une substitution infinitésimale; il y a donc 
r substitutions infinitésimales linéairement distinctes 

ι -f- Λ,ε, ι -f- Λ
3
ε, ..ι -+- /i

r
z. 

9. — Étude des conditions d'intégrabilité. 

Les intégrales des équations 

<■) Y/F -+■ Λ/F = ο 

représentent un groupe S à /'paramètres, quand on a 

<») <Y,Yy- YyY,)F = Seî
>
Y,F 

<·') 
(A/Ay — Ay Α()Κ = ScJj A,F 

(/,7=1,3,..../·). 

et seulement dans ce cas. .le rappelle que 

<'■) 

v Γ v ()K «r à¥ . n r)K 

' ~~ ilàyx niWn ' "" ^ 4~'"' 

*«-(*> 
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la parenthèse indiquant que les valeurs des b sont celles qui dorinenl 
8*=i. 
Enfin h, est la valeur (dS dbop) j; c1cst une substitution particulière qui 

ne dépend plus ni des a ni des b, et, comme S* est représentée par les 
équations 

"i—MXn ■ · ·))'βι "·? b
r

)i 

((Ê~) 8cra rePr^scnt^e Par 

(dfi dti) = Y, (ι = | . 2, .... // ). 

Si, dans la formule (a), on fait F = /*, on a 

(Y,Yy-Y,Y/)ri=HVi> 

ou bien, en vertu de (ι ), 

Y/Y*- YyYi/=S^Y
Ie

, 
ou enfin 

Y d dYki df_ Y io dYi dUi+ Y dY d2i _ ..= E dcoj 

c'est, sous une autre forme, la condition d'inlégrabilité. 
Si, dans la fonction F (/i,/3, ...), on remplace /,, /a, ... par 

/, -ι- ε Y/,, y2-l·- iYi2 ..., on trouve, en supposant ε infiniment petit. 

1·(/,, y», ■■■) +1 ( V„ g +...) = F +1 v,.l··. 

et, si l'on y remplace ensuite/,,/.,,... par/, h- ε' Yy,, /aH- ε'Υ;2, .... 
on trouve 

F -h ε Y/F -f- e'Y; F -h ee'Y;Y,F. 

C'est le résultat obtenu par la substitution (i -t- t'hj)(ι + ih,) ou 
ι -h thi -h ïhj -h tt'hjhfi donc, la substitution //y//, change F en Y^Y/F. 
L'équation (2) exprime donc que 

hi _ hj = Z dcoçh 



I iV.l II.. Τ,ΛΙΊΙΚΝΤ. 

("est le résultat auquel on parvient en exprimant directement les 
conditions d'intégrabilité de l'équation (i) du paragraphe précédent. 

//,, //
a
, ... sont ce que j'appellerai les substitutions fondamentales 

du groupe S,·. 
Lorsque η — /·, il est facile de trouver des fonctions «/y telles que 

les équations (il) aient lieu; il suffit de prendre pour les A,Γ des 
fonctions obtenues en changeant, dans les Y/, j, en at. Si r est mul-
tiple de //, on désignera par A,·, AJ, A], ... ce que deviennent les Y, 
quand on change// en a

t1
 a'r a], Alors on a 

( Λ,4- A,.4-...)( A
y4- Ay·4*...) — (Λj4- \j■+■...)( A,·4- A/...) 

— AjAj — A j A,· 4- A/A j— Λ/ A
y
4-... = -''//( Λ, -f- A, 4-.. 

et le symbole A/4-A/4-... jouira de la propriété exprimée par les 
équations (3). 

Maintenant, si l'on observe qu'en changeant de variables on a 

γ,κ=γ
Λ

£
 +

 ν
Λ

£+...-ί,κ. 
on aura 

«^/-w=2(v^.Y
yS/

2-. ·) · 

= 2(Vi<Vy<····) 

= E cisj (Y sz, F dzo + ..) = ZEdZd 

Pour que les ζ soient en nombre inférieur à //, il suffira de prendre 
pour quelques-uns d'entre eux des solutions de Y/F = o. On aura 
ainsi un symbole A à moins de η variables et, en rajoutant aux A, A', 
A". ..., on aura un symbole à r variables et satisfaisant à l'équa-
tion (3). Donc 

h ihj ■ hj h j — 1 e. j h
 s 

est la seule condition nécessaire à l'existence du groupée2*"''. 
Considérons maintenant les équations aux différentielles partielles 

A/F 4- 1\F = o, 
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dans lesquelles on suppose que P/ ne diffère de A/ que par le cliange-
rncnl de α,, a2, ... en px1p.„ ...; on aura 

( 1*1 l'y — I'; l'/.l I' = Ι', I1 ' 

cl ces équations délcrmineronl un groupe dans lequel a,, ..., a
r
seront 

les variables et/>,, pa, ..., p
r
 les paramètres, et, à cause de ridenlilé 

de forme des A cl des P, il sera possible de former le groupe en se 
donnant les A, satisfaisant aux relations (3). ("c groupe sera alors 
défini par les équations 

bj-— Φ,·^/,, (f
2

) ..., p
n

 />
a

, ... ), 
Ci — Φ,·( b,, b.

iy
 ..., y,, y a, ... ), 

0 = Φ/Οη «a, /'a, ···). 
n = ïi(/>t,p» ··., 7m '/ai ···)' 
Γ/ — ©,·(V/1, <ιa, ..., ft,, ft.,, ... ), 

c'est ce que l'on appelle un groupe paramétrique. 

10. — Groupe adjoint. 

Reprenons les équations 

(D 

yi —,//(·'-'M · · "i "M · · · )· 

— fi (y \ ι · · · ι · · · b 
v/ M · * M '' M * · * ) ' 

(/' = ι, v., .... /o 

ou <,',·= ..., ft,, ...) et qui expriment que (1) représente un 
groupe; on a, comme plus haut, 

fi('£\ » ···»''!> · · ·) —ffy i ' * · * ? Λμ · · · )» 

et l'on en conclut 

(2) Φ'/— ^/1^· AlJk </oA-+-.. .-t- YiV.lA,.A rfk 
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mais il est clair que Ton aurait pu obtenir des équations analogues en 
observant que 

■l'i— b((y,,... ,/7,,... J, .c
t
·— bi(x

t
Zi — b/f^ e, 

on aurait trouvé 

e») dxi — Vi 1A/a duk -h... 4- \
(
-
r
L A

rA
 da

h
. 

elles X,·, auraient été les de la substitution identique, en sorte qu'ils 

ne diffèrent des Y,y que par le changement de y en ./·. Mais, si l'on 
différentie les équations 

yι—/,(*, 1 · · · > ·'·*«» d\? ·.., w/i ) 

en faisant varier les χ et les «, on a 

o= Z dxj dxi + E dfi di dajkl 

Dans cette formule, les dxj ont la signification qu'on leur donne dans 

la formule (3); quant aux^
 C(! so,lt

 '
< s va^cu,s ^'s ((Yî l>r's 

en regardant les χ comme des constantes; ce sont les î/v, tirés de ( a), 
et l'on a 

o=E dti dtv= + dy 

ou, en vertu de (3) et (a), 

0-2Ï,<vsa-*»+···* 9°+' 

0-2Ï,<vsa-*»+···* +Y a Rt-_\ 

On en conclut, en égalant les coefficients des da
k

, 

21 ~K · ^y>^r.v) -+■ Y /» A,
a

 4-... -h ï ,yA,.
A

 — ο 
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ou 

2§&<Xy. A'
rt
 + ... + X/,A;,) + Y„A

u
 + ...+ Y*A„= o. 

Soit F une fonction quelconque ; multiplions par faisons 

i — ι, 9., .. ., /I, 
ajoutons, nous aurons 

Λ',,Χ,F 4- A;,XaF -K..-h A,*Y« F + A
s
*Y

a
F H-... = o. 

Donc les Y^F sont fonctions linéaires des X,F à coefficients fonctions 
des a. 

Si alors, dans la fonction linéaire 

it\i¥-hliY,F + ...+ i
r
Y

r
¥

1 

on elfccluc la substitution S
rt
 représentée par/,^/, (xn ..α,,...), 

elle deviendra 
X1F + u2 X 2 F+ u_n-

et les u seront fonctions linéaires des t dont les coefficients seront fonc-
tions des a ; on pourra poser 

(•o "/·= Λψ./Ο .«<·) + 'ίψ.<(β|> ···,«,)+···· 

Si l'on elïcctue la substitution Sé, Σα,Χ,Ρ se changera en Σ^-Ζ,-Ρ,·, et 
les ν seront de la forme 

vi= ui_ (b1...br)=+ 

Les formules (5) représenteront alors un groupe linéaire que M. Lie 
appelle le groupe adjoint du groupe Se. 

Pour ce groupe, les fonctions AtJ ne dépendant que des relations 
entre les a, b, c, les symboles opératoires A,· seront les mêmes que 
pour le groupe S

e
, et les constantes cL auront la même valeur. 

Si, dans 

(<5) 2KiYiF = £«,X<F, 
Journ. de Math. (5* série), tome IV. — Fasc. I, 1898. '4 



lot) H. LAURENT. 

on fait le changement de variables /«=/* (a?,,..a
t
,...), on a une 

identité; soient a®, aj,... les paramètres de la substitution identique, 
et faisons la substitution 

<;> yi—~ f\ > · · · ι do
{
 y flit · · ., &/·)* 

nous aurons 

ïW-z/^.g + Y, *${[ |` \}# # { [| 

or on a, pour la substitution inverse de (7), 

Xj — f j(yη · · ·) ® 1 do,,, a2j. ·.) 
ou 

*j=// - da< (g£) =7/ ~ Ύ,<ώ" 

Y,Xj = Y,yj - Y,Yy, da, 
= Y;, — Υ,-Yy, da, 

= χ;,+ §^, + ̂ -...-χ,χ>,<>«. 

= Xy/+(ëÎX»+êÎX-H--X'X>')rf"' 
= XJ, + (X,Xy,-X,Xy, )<)«,. 

(G) devient alors 

2,'[X"S + (χ,χ>.·-χ.·χ>.)^^
1

] = -"Λ,1' 

ou, en observant que t(= u{-l· duh 

2gx,F + 2«,(X.X, - X,X,)1'=0; 

d'où l'on tire 

^^Χ,.Κ + Σ^Χο',,Χ,Κ = «, 
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et cette formule ayant lieu, quel que soit F, 

S +2«,V,y = »-
et, si l'on veut, 

du, -f Σ Uj c'j deti =■ o, 

c'est l'équation aux différentielles totales du groupe adjoint. Ses équa-
tions aux dérivées partielles sont 

U/F 4- A/F = o, 

U,F = + l«yc?y£ -κ · · = lujc'j + = Euji dF du 

Les substitutions UF ne seront distinctes que si Ton n'a pas de rela-
tions de la forme 

Σλ<Σν·^=° 
ou 

Σλ,Σ^ = <». 

Or, si l'on considère l'expression 

[Υ,Σλ,Υ,.— Ï(>,Y,)Y/]F = Sc^AY.F = - SC;/A, Y,F, 

011 voit qu'elle sera nulle en rneme temps que la précédente; donc le 
groupe adjoint n'aura ses paramètres distincts ou ses U distincts que 
si le groupe propose n'a pas de substitution fondamentale Y' donnant 

(Y'YY— YYY')F = O; 

Y' est ce que l'on appelle une substitution fondamentale singulière 
(Ausgezeichnete, distinguée de S. Lie). 

11. — Généralités sur la formation des groupes. 

Il n'entre pas dans notre plan de donner une théorie complète des 
groupes de substitutions. Je laisse de côté systématiquement la théorie 
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des invariants à l'aide de laquelle on peut trouver un nombre considé-
rable de groupes; mon but est seulement de montrer l'utilité de mes 
notations. 

Il est facile de se procurer un nombre illimité de groupes; la ques-
tion est plus difficile à traiter quand on se propose de trouver les 
groupes contenus dans un groupe donné à plusieurs paramètres. Voici 
toutefois comment on peut théoriquement résoudre ce problème. 
Soient h

t
, h2, h

r
 les substitutions fondamentales d'un groupe; si 

l'on veut trouver un groupe à ρ paramètres contenu dans ce groupe, il 
suffira de trouver ρ fonctions linéaires kt, k

S7
..., kp de Λ,, /t2, ..., U

r 

donnant lieu aux relations 

(0 k i kj kjkj—Σγ/y/i,, 

les γ désignant des constantes. Soit 

kj — %j
t
 il | + Ot j

t
 h 

r iï/μ/ίμ ) 

(ι) deviendra 

E (xw®ίν®/μ) Αμ//ν)—-'Y/y Αμ 
Oil 

^ μ 2t/-y */ μ.) Σ ^-μν k
s
 — Σ Y/y Σ δ^μ Αμ· 

Ces formules devant avoir lieu entre les h
t
 qui sont indépendants 

fournissent chacune r relations; pour que ces relations aient lieu, cer-
taines équations obtenues en éliminant les γ devront avoir lieu entre 
les ot; cette méthode est évidemment impraticable dès que ρ > 2. 

Les groupes de substitutions linéaires et homogènes, que nous 
appellerons groupes linéaires, sont de beaucoup les plus importants; 
ce sont en effet ceux qui se sont présentés les premiers dans la théorie 
des équations algébriques puis dans la théorie des équations différen-
tielles linéaires (les substitutions de lettres sont des cas particuliers des 
substitutions linéaires); ensuite, les groupes linéaires continus à un 
nombre fini de paramètres peuvent servir à former tous les autres (à 
un nombre fini de paramètres). En effet, quand on est parvenu à former 
un groupe linéaire, on est par cela même arrivé à se procurer des 



T11É0IUE NOUVELLE DES SUBSTITUTIONS. ,09 
relations de la forme (A

4
A

y
· — Ay

 A
4
)F = ScJ

y
A,F, qui suffisent pour 

déterminer un groupe en faisant usage des variables a. Je ne m'occu-
perai donc que de la formation des groupes linéaires, et, dans ce qui va 
suivre, il ne s'agira plus que de substitutions linéaires et homogènes; 
ces épithètes linéaires et homogènes seront dorénavant sous-enten-
dues. 

12. — Groupes linéaires. 

i° Je commencerai par établir une proposition qui permettra de 
former un grand nombre de groupes. Si s, s\ s",... sont des substitu-
tions formant un groupe et, si t est une substitution quelconque, lst~', 
ls'r\ ts?t~\ ... seront encore des substitutions formant un groupe; 
cela résulte de ce que 

lst~x χ ls' i~* = tss'r'. 

La substitution ts'lest la transformée de s par t. 
Si 

tst~[ — s\ 
on a 

tsl 1 1st"1 = ls-l ■ — s'3, /ί'/-1 = s'3... ts*Î~' — s 

el, en général, 
f(s)t-1 = f_ç= 

donc une substitution el sa transformée ont même équation carac-
téristique. 

La réciproque est vraie en général, et deux substitutions ayant même 
équation caractéristique peuvent être transformées l'une dans l'autre; 
mais il est clair qu'il y aura des exceptions. 

Il y a plus : la substitution l peut n'être pas linéaire. Si s est linéaire, 
1st' ' pourra ne pas être linéaire, mais elle aura une équation caractéris-
tique à laquelle elle satisfera et qui sera l'équation de s. 

La transformation fournit ainsi une première méthode, d'ailleurs 
connue depuis longtemps, pour former des groupes linéaires ou non. 

2° Rappelons en second lieu que toutes les fonctions d'une même 
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substitution forment un groupe de substitutions échangeables; c'est un 
théorème nouveau que notre notation symbolique met en évidence. 

3° Nous avons signalé plus haut (§ 5) l'existence de substitutions 
.fct / jouissant des propriétés suivantes; elles sont de degré η et l'on a 

ιπ/~· 
s" = r, t"=iy = ε = c ". 

Il en résulte que 
.y*/ = te" ε", «β^=ίβ^εβ^; 

doue, en général, si api bq sont des nombres 

ZapsP^bqf»=Zapb9sPlf= Zapbqi™l*sr, 

c'est-à-dire, en appelant 9 et ψ des symboles de fonctions entières, 

9(*)Ψ(0 = Ψ(Ό?<«): 

donc φ(ί)ψ(/) est la substitution générale d'un groupe à 2// para-
mètres, car 

?(»)Ψ(0?ι(*),}«(0 = ?(«)?ι(*0Ψ(")·Ί'.(Ό. 

et le second membre est de la forme 9(5) ψ(ί). 
En particularisant les fonctions φ et ψ, on peut obtenir des groupes 

à moins de 2λ paramètres; par exemple, si η est pair, φ(«*)Ψ('9) 
formera un groupe à η paramètres, etc. Ces groupes sont nouveaux. 

4° Les substitutions 9(.5/)ψ(.9ί), en conservant lesmèmesnotations, 
forment évidemment un groupe. 

5° Si Λ a pour diviseur δ,/(s8, /*) représente un groupe, etc. 
(j° Les substitutions orthogonales forment un groupe bien connu, et 

l'on connaît bien des moyens pour se procurer de telles substitutions. 
Soit ZctijXij une substitution orthogonale de degré /1; posons 

spif — i 
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nous aurons 

(') 
Spy S M Σίϊ/^fly^T/y ^dik^jl^ij 

— -h ttip&iqCtiifCtji -+-...) ,/y 

= (a
itf

a
ik

 -H a
Sj

a.
2k

 -+-...) Σα
/7

,α
/7

τ
/;

, 

c'esl-à-dire 

'^pq'^kl — 

o si q J k 

V si q — /» 

Les substitutions Spq jouissent donc des mêmes propriétés que les 
substitutions τw; si l'on suppose ρ et q inférieurs à n, les substitu-
tions Spq formeront un groupe discontinu à l'aide duquel on pourra 
former, comme avec des substitutions τ

<;
·, de nouvelles substitutions Λ, 

/, jouissant des propriétés 

.s·"' =.· I, r — ι, si = its. ε = , 

m<^n. 

Ces nouvelles substitutions pourront à leur tour servir à former des 
groupes continus à moins de η paramètres en procédant comme aux 
numéros précédents. 

7° Supposons la substitution Za/y/Ty non plus orthogonale, mais 
quelconque, et posons 

IV ~~ a\qa\k "+■ a2qaik -H a
Hg

Ct
llh

. 

La formule (i) du numéro précédent donnera 

^pq^kl — 1 qk^ph 

S kl $ pq i IpSpqi 
(Toil 

spqskl — SklSpq — ^qkSpl ~ ^lpSkg-

Les substitutions sM, ç>ù l'on peut supposer ρ et q moindres que η 
forment donc un système fondamental qui pourra servir à former une 
infinité de groupes continus à moins de η paramètres. 
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8° Je suppose que l'on sache former un groupe à r paramètres pour 
les substitutions de degré η < ν; soient Λ,, Λ,, ..Λ,-les substitutions 
fondamentales de ce groupe et 

rip — itUjj i.,j. 

Supposons 
hphq — hghp — lc]jh

s
. 

Parmi les substitutions de degré v, on pourra en choisir η2 jouis-
sant des propriétés 

Spt/S/il — 

o si q ζ k 
s pi si q — k 

ρ et q restant inférieurs ou au plus égaux à y; si l'on pose alors 

Hp= Eai (p) sij 
il est clair que l'on aura 

HH, — Hflij, — Scjyll, ; 

on saura donc aussi former un groupe à r paramètres, avec des substi-
tutions de degré n. 

On voit donc comment on pourra simplifier la recherche des 
groupes linéaires en partant des substitutions du second degré pour 
s'élever successivement aux substitutions de degré supérieur. 

13. — Substitutions du second degré. 

Les substitutions du second degré sont intéressantes à considérer en 
elles-mêmes ; elles ont été entre les mains de M. Poincaré un puissant 
instrument de recherches; leurs groupes, faciles à construire, permet-
tront de construire des groupes pour les substitutions de degré plus 
élevé. Enfin, elles donnent lieu à des interprétations géométriques re-
marquables. 

Soit 

(o S — Cl | | T, | "h Cl 12^12 "t" Cl ^ | Tj | -F— Cl 2 2 TJIJ. 



THÉORIE NOUVELLE DES SUBSTITUTIONS. I l3 

Si l'on pose 
i— ~ j — (~22 ~n)\ '» 

on aura 
/a = -i, j* = - U== j1'"! 

en sorte tpic, si l'on fait ij = A, on aura 

/2 = - i, y2 = - I, A2 = - Il 

ij = A", y'A=<, A-i=y\ 

et les substitutions /, y, A* jouiront des propriétés des clefs d'un qua-
ternion. 

Si l'on pose 
,ç = a-h?i -t-yy-+-o/y, 

on aura 

«M"M ^(2^12 ^2» ^2< ®22~22 
— α -+- β ι 4- yy -|- δ ij 

= * ·+■ β(τ,ΐ - τ
2|

) -+-γ\/- ι (τ
ί3
 - τ,,) + 8(τ„ -+- ι. 

et, en identifiant (en observant que α = ατ, = ατ,.,), 

— -yV—14- α, a23 = yy/-- ι ·+· a, 

α,2 = β·+-δ^— ι, «
3

, = — β -f- ο — 1 · 
On en tire 

α
Μ

α
28

 — a,a«a, = a2-+-y* ·+* β2 -+- ο2. 

Le déterminant de la substitution A -T- β / -T- yy -H Ο /» E.v/ Î/O/IC 

a2 β* -+- γ2 ■+■ £2. équation caractéristique est 

s* — 2 a.s -H a2 -+- β2 -l· y2 ■+■ ο2 = ο ; 

par suite, on pourra poser α = ρ cosç, H- ya,H- «2 = ρ sin f, et les 
racines de l'équation caractéristique seront 

ρ (οοβφ ± y/— ι sin^) = pe· 
Journ. de Math. (5· série), tome IV. — Fuse. I, 1898. I ") 
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p'J sera alors le déterminant de la substitution cl Ton aura 

F(.? ) = — (s — pe-?^-') L—) 4- (if -- p<
y

'W-·) LÎf6?' \ 

Nous [Miserons, comme dans la théorie des quaternions, 

^B B12 + = cosO 

y ___= cos sin 

¨sin= %¤#|\@) 

et la substitution s prendra la fornic 

s =p(coso -M/sin?), 
u = i eosO -h j cos ψ sinO -f- /» sin ψ sin 0 : 

la substitution u a alors pour carré — ι, en sorlc que 

.v*— pa(cosa^ -+- nsinao) = p®?"* 
ou 

s># __ 6.«(«η log ρ ^ 

Les substitutions à un paramètre sont ainsi mises sous forme expo-
nentielle. 

La théorie des quaternions et celle des substitutions linéaires <lu 
second degré sont donc étroitement liées, mais la théorie des substi-
tutions est beaucoup plus générale cl l'emploi des quaternions a 
l'inconvénient de ne s'appliquer qu'à des substitutions à coefficients 
imaginaires, aussi nous reviendrons à nos conventions ordinaires. 

Nous poserons dorénavant 

l= r12 + r2 j=!¤ 
nous aurons 

1«=!, /« = 1, ij = τ,, = -yï, 
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et nous aurons les formules fondamentales 

' = β|ΐΜΐ+β^ι,-Ι-β
1
|Τΐι + Ci

lt
~.
i2

+ ij 

= "ii(*-+-r) + -nC? - β;-Ητ„(β-ι-8;4-τ„(* - γ). 

«#<==α-+-γ, a.J2~ v. — γ, 
a12= dn#[ 

#|``\{#~~a -**-+ 

B= a12+ a21 2 #{[|`\ 

I/équation caractéristique est 

.ν2— Μ α* -+- a5 4- — β3 — γ2 = ο. 

Si nous observons que 

(? ' + 7/ -+- * 7 )2 = ?2 ■+■ Y* — 

nous pourrons poser : i" 

ρ3=α3-ί-ο3-?2~γ3, 
a = ρ cos y ο* — — γ3 = ρ si η s. 

s= p(sos + sinnb Bi + yi + Bij 89 _ d 

ou, en posant 

u= vb°903565 H- = - I . 

.ν — ρ (cos'f 4- w sin s); 
on aura alors 

a* — p®(cosa^ 4- // si» αφ). 

•a" NOUS pourrons aussi poser 

p*=p + y'-*'-3', 

α = ft cos ho, y/p 4- γ3 — c3 = psiii//^. 

A = ρ ( cos/ι 5 4- // sin Λ φ ), u= Bi_+ jdno{|^d κ3=ι 
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et, si l'on vcul 
,ç*= p"(cos/*aç 4- nsin/ioqp). 

Dans le premier cas, on aura, comme dans le second, 

ι = ρΛ 

.1° Si β' + γ* — ef=o, on ne peut plus procéder comme nous 
l'avons fait, mais en posant 

/' = ^β1-+-γϊ, β — rcos^, Y = /*siii9, 
on a 

s = α ·+· /'(î cosç -hy sin φ -f- ly ) 
ou 

î = a + r// et wa = ο, .ν'' = -j- pxp 1 /7/. 

Lorsque α, β,γ,ο sont des nombres réels, les transformations que 
nous venons d'indiquer ont surtout pour objet de conserver à la subsli-
lulion jî une forme dégagée d'imaginaires; en se plaçant à ce point «le 
vue, la substitution 

ρ (cos/iîp -+- nsin/έφ) 

sera dite hyperbolique ; la substitution 

p(cos^ 4- u sin ο) 
sera elliptique. En lin, 

α vu 
sera parabolique. 

Lorsque α, β, γ, ο seront imaginaires, 011 pourra mettre la substitu-
tion s sous la forme 

S + TV- I, 

S et Τ étant réels; S et Τ seront alors ou elliptiques, ou ''M >erboliqiies, 
011 paraboliques. 

Nous allons main tenant essayer de former les groupes à plusieurs 
paramètres. Ces groupes seront représentés par des substitutions de la 
forme .

 0I) pourra toujours supposer que α n'entre pas en 
exposant, car, s'il n'y entre pas, on pourra l'introduire, ce qui revient 
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it multiplier par un nombre toutes les substitutions du groupe cl, s'il y 
entre, on pourra le supprimer, ce <|iii reviendra encore a multiplier 
par 1111 nombre toutes les substitutions du groupe. Le groupe linéaire 
du second degré est, au fond, à trois paramètres β, γ, ο, α ne comptant 
pas. 

Nous allons chercher tout d'abord deux substitutions fondamentales 

* = ?' + 77 +*'7' 
•v'= β7' ■+· Y j -h c'ij ; 

nous aurons 

ssz' _ s= 2 (dunY_)i + 2 (B Hg_ )j + 2 (By_py) 

pour que .v et s' forment un système fondamental, il faut qu'il existe 
des constantes c et t·', telles que ss' — se' = 2cs -4- 2 c's' ou (jue 

ογ' — γο' — — e β', βο' — οβ' = L-γ -h e γ', βγ' — *'β' = et 4- e'o', 

ce (pii donne la condition 

BB' yb= _ uy 

V!' fi - fi 

vJ βγ'-γβ' 
= Ο 

OU 

( fi ~ ·'?')' -(fi-fi)* + (fi ~ βγ' )· = <> ; 

telle est la relation qui doit exister entre les substitutions fondamen-
tales d'un groupe à deux paramètres de determinant 1. Cette équation 
peut s'écrire 

(β2 -κγ2 - 3*)(β'· + γ'2— g")—(ββ'γγ'- oc')' = °· 

14. — Quelques mots sur les groupes discontinus. 

Les groupes discontinus sont ceux dans lesquels les substitutions 
sont telles que, une substitution quelconque étant choisie, il n'en existe 



118 II. LAURENT. 

pas d'autres en différant infiniment peu. Je dis quelconque, parce que 
le groupe serait encore discontinu s'il y avait un nombre fini de sub-
stitutions ne jouissant pas de cette propriété. 

On peut se procurer des groupes discontinus linéaires d'un grand 
nombre de manières que nos notations symboliques niellent eu évi-
dence. D'abord le groupe Σβ/yT/y, dans lequel les sont entiers, est 
évidemment discontinu; la même ebose aurait lieu si les a étaient des 
multiples d'un même nombre. 

Nous avons vu qu'il était possible de trouver des substitutions .v,y 
différentes des τ,-y, mais jouissant des mêmes propriétés 

·*//**/ = 
S t'i y $ ij — ^ y 

o, sij><k 

Les substitutions Σα,y.v,y, dans lesquelles les α sont des nombres entiers, 
tonneront évidemment un groupe discontinu. On obtient des sous-
groupes en imposant au déterminant Σ àz altaaa.. ,am

 la condition de 
rester égal à ± ι. 

On pourrait obtenir des groupes à coefficients imaginaires en pre-
nant pour les a,y des expressions de la forme 

A
0

 ■+· Λ, ε4-..Ap^ ζ1' ', 

ζ désignant une racine pkme de l'unité, et Αβ, A,, ..., A
u
 des entiers. 

Il est très facile de trouver des substitutions satisfaisant à une équa-
tion binôme, par exemple à s2 = i, si .*, par exemple, est une substi-
tution dont l'équation n'a pas de racines multiples, on pourra mettre 
/( .v) sous la forme 

f(s) = f(s1) d1+f(s2) B+..+f(ss)s 

5,, *
a

, ... désignant les racines de l'équation de .v et ξ,· des substitu-
tions, telles que 

B'=o; e1=E(i) Zdi=1 

Alors, en prenant 
/(.9) = ξ,±ξ

2
± ξ8±..., 
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on aura |/(#)|a = ι. Soient «τ cl / deux substitutions non échangeables 
et telles que = ι, /3 = i, une fonction de 8 el / sera de la forme 

a -h bs -f- cl -f- <hl -t- cl.s -h fsis 4-.. 

«, /;, c, ... désignant des nombres; le nombre des symboles /, ,v/, 
.νΛν, ... sera limité, car (si)* = i, et les seuls de ces symboles irréduc-
tibles sont 

i, .v, (, si, (.s, Isl, sis ; 

les fonctions entières et à coefficients entiers de s el l formeront donc 
un groupe discontinu. 

11 ne serait pas difficile de généraliser ces considérations. Je crois 
que ce qui précède suffira pour montrer l'utilité du genre de calcul 
(pie je viens d'esquisser. 

I,n mol avant de terminer: Le calcul des substitutions peut èlre 
considéré comme l'interprétation, sous forme concrète, de la théorie 
générale des symboles imaginaires auxquels on a donné le nom 
de clefs; les clefs peuvent, en effet, être considérées comme représen-
tant des substitutions. Les clefs, auxquelles on a donné le noin dVv/-
senibles et qui satisfont aux relations 

EiEj=o; E2i=o, 

sont les substitutions interpolates de déterminant nul, que nous avons 
rencontrées plusieurs fois. Les quaternions sont des substitutions par-
ticulières du second degré, comme nous l'avons montré. 


