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THEORIE NOUVELLE DES SUBSTITUTIONS, 7;

ceposé d'une théorie nouvelle des substitutions ;

Par M. H. LAURENT.

Dans le travail (ui suit, je me propose de créer un algorithme pour
exposer la théorie générale des substitutions ; & la considération de la
notion de produits et de puissances de substitutions, on peut joindre
les notions de somme, de différence, et en général de fonctions de
substitutions. Les substitutions deviennent ainsi de véritables quan-
lités imaginaires dans le sens le plus large du mot ; elles jouent dans l¢
-aleul le méme role exactement que les clefs; ce sont des clefs. Les
clefs imaginaires recoivent ainsi une interprétation concréte; elles
auront désormais une signification précise.

L.e caleul des substitutions tel que je le présente n'est pas un pur
objet de curiosité : on verra qu'il vient ajouter des ressources au caleul
ordinaire et qu'il permet de découvrir de nouveaux groupes ; entre
autres résultats, il permet d’¢noncer, sous une forme simple, la condi-
lion nécessaire et suffisante pour que deux substitutions soient échan-
geables,

Dans ce qui suit, je laisse de cOté tout ce qui concerne la théorie des
invariants, mon scul but étant de montrer 'utilit¢ de la nouvelle
théorie. Ceux qui voudront hien lire les pages qui suivent se convain-
cront que je n'ai fait qu'effleurer un sujet trés vaste; ainsi, pour ne
parler que d’une application que j'ai laissée de coté, on pourrait faire
nne théorie des congruences de subslitutions en ne considérant que les
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ubstitutions linéaires a coefficients entiers en négligeant tous les mul-
tiples d'un entier donné. Cette théorie des congruences de substilu-
tions linéaires viendrait compléter la théorie des substitutions &'in-
dices dans les substitutions de lettres.

2. — Substitutions linéaires.

On appelle substitution linéaire V'opération «ui consiste & rem-
placer des variables u,, x,, ..., &, par des fonctions lindaires et
homogeénes

UGy Uy Ty Ao (U0

Uy Xy 4 Agy Ty 4. .. 4 y,.1,

D I I I R R R R R

de ces mémes variables; c'est encore, si Pon veut, un changement de
variables exprimé par les formules

! N .
Ly =QyEy et Aty

A T2 Uy Oy b Uy,
une pareille opération peut étre représentée par une seule fetive s.
Soit donc s la substitution

T, =@y A Qg ly + oA QT (f=a,2. ..., 0%

la substitution
;= a( @y 0y Qigly oot iy ty) (F:=0y,2,...,0)

sera représentée par as. Soit encore £ la substitution

&= by + bpx,+ .o+ by, (i=1,2,...,0)
la substilution

gi=(a;+ b)), +...+(a,+ b,)r, (i=1,2,...,n)

sera représentée par s -+ /.
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Les symboles as+ bt +cu + ..., dans lesquels a, b, ¢, ... sont des
_nombres et s, {, u, ... des subslitutions linéaires, sont donc bien dé-
finis, Une fois pour toutes, le symbole =;; désignera le symbole de
la substitation qui remplace x; par z; et les autres x par zéro : ce sera
la substitution

x, = o, ‘ens X, = x;, cen € =0;
alors le symbole Za;;7;; désignera la substitution
L2 Ayl Qi By oo o+ Gy (t=1,2,...,n).

On appelle produit de deux substitutions Za;;=;j, Lb;;%,; le ré-
sultat de I'élimination de 2, ), ..., «,, entre

L7 ALy i Ty A Ay (i=1, 2y ...y 1)
el

L= by, + byx,+. . .+ bz, (i=1,2,...,n).
Ce résultat est

&) Bhpay o, + by oa+. ..+ Sbparz, (i=1,2,...,n),

et on le désigne par
ZhijviiLa;imis

¢'est la substitution linéaire
S(bnaj+byay;+...+ buas),
résultat qu'il ne faut pas confondre avee
ZarjLbijm; =2(aub,j+. ..+ ainbyj)vi;

Le résultat de la multiplication n’est donc pas, en général, indépen-
dant de Vordre des facteurs.

On wvoil que, pour multiplier deuwr expressions de la forme
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Xa,;%;; Uune par Uautre, il faut traiter les symboles =;; comme des
quantités algébrigues, en ayant soin de ne pas intervertir les fac-
leurs ct en ayant égard auc relations

. _("asik=]j,
-,‘j-k[—- <

LS .

losihZj;

lorsque s et ¢ désignent deux substitutions, on a
Sl =1s;

on dit que ces deux substitutions sont échangeables.

Si s désigne une substitution lindaire, s X s se désigne par s*; le
produit de s? par s sc désigne par s®, ...; s° désigne ce que P'on appelle
la substitution identique; elle remplace .c; par .c;; elle waltére pas les
variables, elle est équivalente & =, + Ty + ... + 45 on la désigne
par 1; ainsi

Tt Tt T, =0

Il est facile de voir (ue
v - - - . - v - — ¥ -
-] .,'j( oF W B e Ty RO .) = ( R e ..)_(l,'j = -l
¢t que tout nombre @ représente aussi une substitution ¢changeable

avec toutes les autres, & savoir la substitution

’ ’ 1

L= arky, Ay = ALy, ceey A=A,

Le symbole f(s) = a,+ a,s + a,s* 4~... se wouve done bien défing,
ainsi que le symbole

f(sytyu, ..)y=Sas'tuk. ..,

les a, b, ..., a; désignant des nombres ¢l s, 4, u, ... des symboles de
substitution.

Nous appellerons degré d’une substitution le nombre des variables
L)y Ty ooy &, sur lesquelles elle opére.
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Le déterminant &'une substitution Xa,;%;; est le déterminant
Sta, dzg... .Uy

Ordinairement il est supposé différent de zéro, afin que les équations
«qui lient les anciennes ct les nouvelles variables soient résolubles par
rapport aux anciennes comme par rapport aux nouvelles variables;
mais nons n'exclurons pas de nos considérations les substitutions de
déterminant nul; nous verrons méme qu’elles jouent un réle important
dans notre théorie,

Les substitutions =;;, par exemple, sont des substitutions de déter-
minant nul.

Deux substitutions s et s~ sont dites irnverses I'une de I'autre quand

on i
ss =1,

\ous allons voir que, si le déterminant de s n’est pas nul, la substitution
inverse existe et qu'elle est bien déterminée.
Soit en effet
5= Ea,-j'.ij;
posous
s~V = Zbij‘:ij;

si 'on veul que ss=' =1 ou que

D - -~
-li, i) Zl’ij vij =1
ot qae
}-(a“ l)”'+ a;,b,,-+ o .)TU‘-‘—‘ I,
il faudra poser

(osiiz],
a,-,ll.j-f—a,-._,l/,j+...+a,-,,b,,j= ) | sif—j’
\ =/

stalorsonfait¥ = a,,...a,,= A, ona
1 JA

I’l'j = o —

A ()d/;

On trouve ainsi que, si és=1,0n a s{ =1 cl, par suile, le symbole s~
est bien défini si A n'est pas nul.
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I est hon d’ohserver que, si s et ¢ sont échangeables, s* c1 £ le sont,
car si
sl =Is,

on a, en multipliant a droite par s,
sts = Is? ou 83 = Is?,
puis, en multipliant encore a droite par s,
sits = (s? ou s = (s,

¢ ¢ant échangeable avee s%, s* sera échangeable avee 8, a et § ont été
supposés positifs, mais je dis que I'on a aussi

st '=1"s.
on effet

done
S~ =s=Isl"';

multipliant & gauche par =, on a
~ls=st"";

done, si l'on fait t=2 = ¢*¢ ', ..., ¢* et sP sont échangeables, méme si 2
el 3 sont des entiers (quelconques. Et deur fonctions entiéres d’une
méme substitution sont échangeables.

2. — Equation caractéristique.
Considérons deux déterminants

A=2xa,,ay,...a,, B,=Xx0,,b,,...0,,;
soit
C=Y=xc¢,63...Cp
leur produit; on a

(I) cij=a¢'l bij+ai2b2j+"'+aiubnr
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Supposons les ¢;;= 0; on peut satisfaire i ces équations : 1° en pre-
nant lous les a;; nuls, sans autre condition; les ¢;; seront alors nuls.
2* En supposant B == o, les équations

iy =i by + apby + .o+ aply, =0,
() " Cia= Dy + @iy b,y + ... + @i by =0,

IR I R R R R R R I I R A R A A

s¢ réduiront & n— 1 distinctes et détermineront les rapports
@iy Ly @yt .. qui seront les mémes quel que soit I5 les mineurs du
second degré de A seront nuls.

. h dB ’ . s (¢ " :
3° Ensupposant B =oct les 9, nuls, les équations (2 ) se réduiront

i n— 2 distinctes ; deux des «;,, a;y, ... déterminent les autres ct F'on
a, par exemple,
ap= A a; + A\a;,

quel que soit £5 donc, les mineurs du troisiéme degré de A sont nuls,
et ainsi de suile; done ¢

Si tous les éléments du produit de deux déterminants sont nuls, les
mincurs de ces déterminants sont nuls, et si m ct m’ désignent les
degres des mineurs de A et B (ui sont tous nuls, on a

m-m'zn.

Supposons maintenant (ue le produit st de deux substitutions s, ¢
soit nul, comme le dé¢terminant d'un produit de deux substitutions est
¢gal au produit de leurs délerminants ; il faut en conclure que le déter-
minant de I'unc au moins des substitutions est nul; de plus, en vertu
de ce (ui précede, si m et m’ désignent les degrés des mincurs des
déterminants de s et ¢ qui sont tous nuls, on aura

ne+mzzn.

Ces théorémes nous seront bientot utiles.

Toute substitution linéaire Xa;;~;; de degré n satisfait @ une
équation de degré n que Uon appelle son équation caractéristique,
Journ. de Math. (5 série), tome IV, — Fasc. T, 18¢8. It
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En effet, si
8 =.‘.’.a,~j’.,-j.
on aura
TS =A@yttt QS
':ms = (l2|-|| + a227|2+o- -+ (l«',"-:"‘,

R R R R I R R R R N A N X )

ou
(au - '5')7|| QT QT =0,
@y 7 H (A= )T+ Qg Ta= 0,

posant alors

Ay—58 Wy .. Ay
F(S) = ayy Qpy—N  oer Uy, 10
e, v e |
IR T ’ s ' e . ¥
on aura, en multipliant les équations précédentes & gauche par 5=
n

-

(T;-, -++ ct cn ajoutant,
11 N
F(s)z=o0;

on aurait de méme

F(s)tm=o, e F(s)z,,=0,
donc A
F(s)z) i+ (moa+. .o+ %) F(s) = F(s) == 0.

Ainsi, F(s) = o est I'équation & laquelle salisfait la substitation. Si
clle ne satisfait 4 aucune autre équation de degré inférieur ou égal i n,
on dira qu’elle est normale; dans le cas contraire, clle sera singu-
licre.

Il résulte de la que toute fonction entiére f(s) de s se réduira a
une fonction enti¢re de degré n — 1 au plus. Car on a identiquement

S(x)=F(x)Q + R(x),
Q désignant le quotient ct IR le reste de la division de £ par I¥. Silon

suppose & = s, on a
S(s)=1R(%);
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ce qui montre bien que f(s) se réduit 4 une fonction R(s) de
degré n — 1.

18]
J(s)

enticre qui, d’aprés ce qu’on vient de voir, est de degré n — 1 au
plus.

Toute fonction rationnelle de s, se réduit a une fonction

Car, si 'on met de coté le cas o f(.x)=o, quand F(x)=n0, il
existe des polynomes 0 (.) et 4 () tels que

S)0(x) + Fla)h(a) =
on
S0y=1, ()= ;0

done
2(%)

Si f(.r) et F(x)s'annulent en méme temps. f(s) ct F(s) ont un

. e " . (s
diviscur commun ct f(s) a son déterminant nul. #8) yra pas de sens

AS)
si, ce que 'on peut supposer, cette fraction est irréductible.

Supposons maintenant s et t échangeables; si 'on «
ls =st,

on peul loujours déterminer t en fonclion rationnelle de s ou
exprimer s el L en fonction d’une méme substitution.

En effet, soient F(s) = o, (i (1) =0 les équations caractéristiques
de s et de ¢ Posons
By =
Vs pt=y,

« et 8 désignant deux nombres uelconques, on aura

~ p— 4l —
F (‘)———-————-—‘ ‘> =0}
%
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multiplions par 1, ¢, 2, ..., "' ct abaissons les degrés des équations
ainsi oblenues au-dessous de n, au moyen dela relation G (1) = o, puis
¢liminons ¢, £, ..., "' entre les « relations ainsi obtenues, la résul-
tante sera, ou identiquement nulle, ou fonction de y de la forme
II(y) = o0; dans cc dernier cas, ¢ s’cxprimera en fonction rationnclle
de y, car on aura des équations en ¢, ¢, . . ., qui pourront étre réso-
lues. Si la résultante ne contient pas y, ¢’est qu'il existera des poly-
nomes cn ¢, tels que

A (-1..1‘.....) + G =0,
(juel que soit y ou
n«‘(y_:‘;i:f.) =o.

1:(-!’__:,!":_‘:3{) aura donc son déterminant nul, quels que soiemt
8,4, &, ce qui est absurde; donce £ et, de méme, s pourront s'exprimer
en fonction d'une méme substitution y + x5 + B¢.

Ainsi, deux substitutions échangeables sont des fonctions en-
tieres, de degré u — 1 au plus, d’une méme substitution.

Soit y cette substitution et @ (y) son ¢quation caractéristique, on a,
cn supposant z (uelconque,

o(r)= (v -y ) (r—=)yy) ..,

@y %y, ... elant des entiers et Xa = n. Soil /(') une fonetion enticre
de 2, on aura, cn posant

wm(.r)

0'( )_('-‘)’)1

f( i N A7 d /( Yi
S () = E0,w) f25 + 20() (0 = 7)o L .+ K,
E désignant un polynome entier, ou

/'(y) — 20 ()/) f h) -+ oo+ ]‘)m(}' )



THEORIE NOUVELLE DES SUBSTITUTIONS. 85

cl,comme m(y)=o0,

. l
FOY =20, 20 (7 =2 gl +

telle est la forme (ue pourront affecter les substitutions échangeables.
Cette formule pourra servir a définir les fonctions o7, siny, cosy, ...
en y remplacant f(y ) par e”, siny, cosy, ..., ct I'on peut constater
que, si s ct ¢ sont ¢échangeables,

',a.t-o-bl p— ,,bt (,bt ,,m

«, b désignant deux nombres quelconques.

8. -~ Sur diverses formes que l'on peut donner
aux substitutions linéaires.

Soicnt s et ¢ deux substitutions, I'(s) = 0, G(¢) = o leurs équa-
tions caractéristiues (que nous supposerons i racines inégales; si I'on
P()SQ

e _ F(s) 1
W e s F(s)
. G()
M= TTL

$yy 84y .. désignant les racines de ' =o et 4, 1, ... celles de G = o
nous aurons

S =[5+ f(s2) %+ [(50)50
gU) =g + g(8) [y + oo 4+ 2(5,) Ty
el il est facile de voir (ue

S A
2(3‘/= .o .y

s1 l=.l

ei 12
</
r‘( U R .

"I]" sl l='}

(1)
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Je suppose que les 7% ct §,n; soient tous différents de zéro, il
n’existera pas de relations de la forme

\J k4
2-011 3%y

a,; désignant des nombres, car en multipliant & gauche par%,, i droite
par 7, on aurait
1 4
QypspTig = O

ou a,, = 0. Tous les @,, scraient nuls.
Soit alors V =Za,;7;; unc substitution quelconque; on pourra
poser
z“zﬂ;j = zaijsi")ﬁ

si 'on remplacc les £ et les n par leurs valeurs en fonction de =, on
aura n? équations linéaires qui donncront pour les «,; des valeurs
bien déterminées, sans quoi il cxisterait des relations de la forme
SA;5m; =0, A;; désignant des nombres,

Si l'on prend, par exemple,
(8= T+ Ta T,
|t =22, +e* 7+ .+ 2,0,

(2)
TRs an T . ar . . . .

e désignant cos -+ V—1sin Y (# sera une substitution circulaire ),

on aura

—— ~4‘
r[l’ _ i

I .
E= - [+ 5+ ) e (T + T +a) +on s

et I'on n'a jamais &;9; = o.

Il est done démontré que, une substitution quelconque est fonc-
tion entiére de dewr autres, convenablement choisies, s et (.

Il est d’ailleurs facile de voir que les fonctions s et £, données par les
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formules (2 ), satisfont aux relations
st=1, "=, sl = els.
11 est d’ailleurs bien évident que les fonctions s ct ¢ en fonction des-

qquelles on peut exprimer unc substitution quelconque peuvent étre
choisies d’une infinit¢ de maniéres.

4. — Fonction exponentielle.

Les fonctions entiéres d'unc substitution s sont données par la for-
mule

- fi L /s
(1) S(5)=Z0(s {((;)) + 20;(s) (s — s, 7;7, "E-:‘i; v

Je rappelle que F(s) = o est I'équation caractéristique de s, et que s,,
$., ... SONL ses racines; enfin, si

F(s)y=(s—s)(s—8) ...
On a

F
0i(s) = s-..‘:l?

S S )z'.

On peut prendre Péquation (1) comme définition du symbole /()
dans tous les cas oit f(s) n'est pas enti¢re ct rationnelle. La fonetion
¢ ddfinic ainsi par I'équation

] N ¢ (1 —eas'
et = B0i(s) oo + Z0(8) (5 = 8) o o

jouc un rdle important dans la théorie des substitutions. 1 est acile
de voir que
. 202
= Z
1 1.2

oS eb.s — (!b: e = b):’
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pourvu que a ct b soient des nombres, mais on n’a pas, cn général,

0: (,t — 05+t.

5. — Généralisation.

Une substitution, ou un changement de variable quelconque peut
étre représenté par des formules telles que

(1) Yi=[il(Lyy Lay ooy ity) (i=1,2y...10);

nous désignerons souvent cette opération au moyen d'une seule
lettre s; le degré de la substitution s sera le nombre 2 des variables
Agy L3y o ouy I, sur lesquelles clle opére.

Le déterminant d’'unc substitution s représentée par les équa-
tions (1) est le déterminant

ISy - fo) |

O( gy Za: ooy Ty)

On le suppose ordinairement différent de zéro alin que les équa-
tions (1) puissent étre résolues par rapport aux x et, s'il en est ainsi,
on pourra déduire des formules (1) des équations telles que

&i=fi(Yir ¥y ey V) (i=1,2,...,0);

alors, la substitution )
Yi = fi( £y Xy0 ooy "fn)

est dite inverse de s; on la désigne par le symbole s—*.

Pour qu’une substitution ait une incerse, il faul et il suffit que
son déterminant ne soil pas identiqguement nul.

Si T'on a plusieurs substitutions de méme degré, telles que (1),

(2)y «voy

(2) yiz?i(“f'ca Lys ooy ‘”::)’
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représentées par les symboles s, ¢, u, ... et sia, b, ¢, ... désignentdes
nombres indépendants des variables, nous désignerons par

as + bt + cu+...
la substitution

yi=a flwy..onz,)+bole,...,x,)+... (i=1,2y...41).

Nous appellerons produit des deux substitutions s et ¢ la substitu-
tion représentée par les équations

(3) )':':/i[?o(xn ceey xn)a ?z("’v‘n vy By)y vees Pl Lyy oiny xu)]’
\ (i=1y2, ...y n),

et nous la désignerons par s¢; en général, on n'aura pas

Sl = l-?-

Si cependant une pareille équation avait lieu, nous dirions que set /
sont échangeables ou permutables.
Nous poscrons encore

st=g8,  $’=ss'=s"s, vy SP=s =gy Ll

Le symbole a, a désignant un nombre, représente, si 'on veut, une
substitution, & savoir

Y, =ax,, Yar=ax,, cery

cu sorte (que 1 que nous représenterons aussi par s* sera le symbole de
la substitution y,=.x,, y,=ux,, ... qui n'altére pas les variables;
s" =1 est ce que P'on appelle la substitution identique. 1l résulte de 1a
(uc le symbole

a+ bs +cs*+ ds’ + .. .,

ou s désigne unc substitution et ot a, b, ¢, ... sont des nombres indé-
pendants des variables, représente une substitution bien déterminée &

Journ. de Math. () série), tome 1V — Fase. I, (Ry8. 172
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déterminant nul ou différent de zéro, et il st évident que deux poly-
nomes entiers en s sont deux substitutions échangeables quand s est
lindaire.

Le déterminant du produit de deux substitutions de méme degré
est égal au produit des déterminants de ces substitutions.

En cffet, si 'on considére la substitution s¢, représentée par les équa-
tions (3), son discriminant est

O fufuorda) _ OUfueeefu) O or20)

(x4, Zgy .00, Zy) d(%, . <oy %u) ()('tu“-a'rn).

<\
#8) g
7(%)

ct Y désignent des polynomes entiers en s it cocfficients numériques, se
trouve bien défini.

Le symbole s ou % ayant ¢té défini, le symbole ans lequel

Toutes les substitutions, fonctions rationnelles d’une méme sub-
stitution linéaire, sont échangeables.

Nous dirons que des substitutions en nombre fini ou infini, s, 5,
8"y ... formeat un groupe si leurs produits cflectués dans un ordre
quelconque font partic de ces substitutions.

Toutes les fonctions rationnelles d’une méme substitution li-
néaire forment donc un groupe de substitutions échangeables.

Un’groupe est continu, quand il renferme une infinité de substitu-
tions et que, y; = fi(«,, ..., x,) ¢lant une de ses substitutions, il en
existe une autre y;= f;(:t,, ..., z,), les fonctions f; et f; dillérant
infiniment peu. 1l est discontinu dans le cas contraire.

6. — Condition pour que des substitutions forment un groupe.

Considérons les substitutions & 7 paramétres a,, ..., @,

1)) yvi=fi(®, . oy a0, ... a) (E=1,2,...,n0).
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M. Sophus Lie a donné la condition pour qu’clles forment un groupe;
on peut présenter son analyse comme il suit en la simplifiant : dire
(que (1) représente un groupe, c’est dire que si I'on pose

(2) :i=/i()’n-“’ymbn"-abr)’

on aura, comme conséquence de (1) et (2),

(3) :‘ =/}(.’L", sy .'L‘”, C,, e0 0y C,-),

les ¢ ¢tant fonctions des a et des h. Nous supposerons que le groupe
contient la substitution identique x;= fi(%,, ..., a), ..., a}). Les
équations (2) et (3) donnent

ft'(‘”n ces Cpyoevey Cl'):./i(.flr "',f/n byy... ,’r)’

[, désignant, pour abréger, fi(z,, z,,..., a,, dy, ..., a,); différen-
tions alors cn laissant les z et les b constants, nous aurons

ofedey 4.
23;.; ;)adak =df;,
puis, en laissant les r et les a constants,
3 Yooy Ui
dc, 9b, — 9b,’

2M&ﬁ%
dc; dby — 9b,’

en ¢liminant les %, on a
. ()Cj
de, dc,
df,' Emdak Zmda,,
o o de,
01). dbl T ()b‘ == O’
) der
0b, 0b, toe Jb,
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Si l'on fait by, = a®, by=a®, ..., fi(frs fars +++s byy byy o) scTEdUIL
o,

a y; etles dérivées o, i des fonctions Y,; des y seuls; enfin, les déri-

vées des ¢ se réduisent & des fonctions des a sculs, de sorte que I'équa-
tion précédente prend la forme

dy;— Y, EA,, da, +...+ Y,EA,, da,,

(i=1,2,..., 1),

les A;; désignant des fonctions des @ sculs, et les Y,; des fonctions des
y sculs.

Ainsi, lorsque les équations (1) représeatent un groupe possédant
la substitution identique, les fonctions f; ou y; satisfonl aur équa-
tions aux différenticlles totales (4) que M. Lie remplace par des
¢quations aux dérivées partielles dont () est une forme condensée.

On peut démontrer que, réciproquement, si les équations (f) sout
complitement intégrables, leurs solutions définissent, ordinairement.
quand on les met sous la forme

(9) Yi=Jfi{&y ooy tyy iy a,) (i==1,2,..00)

un groupe a 7 paramdétres; x,, «£,, ... sont alors les constantes d'inté-
gration.

En effet, pour que les équations ( §) soient intégrables, il fant que
les suivantes soient complétement intégrables

JF

)F
;)—a—,: : (YnAm'*‘YuAap. +—~(Yg.Amf- ) =04

si 'on pose alors

JF ~
Yu 0 2/ d e Yni aj’—; = Yil‘7

elles pourront s'écrire

o+ Y,FA ot YyFAyt o+ Y, FA, = o,
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et, si 1 on résout par rapport aux YF,
(6) Y F+AF=o,

en désignant par A, I° une expression de la forme

ar d

A(F= o 5‘7‘ -+ ...+¢,',a;;;
ot les & sont fonclions des @ ct ne dépendent pas des y; cela suppose
le déterminant =+ A, ... A, différent de 3éro : c'est ce ue nous
supposcrons. Pour que ces équations (6) soient complitement inté-

grables, il faut et il suffit que 'on ait identiquement
A+ YDA +Y)— (A + YY) (A + Y)IF = 3¢ (A, + Y)F;

si 'on prend I indépendant des @, comme les AF ne contiennent pas
les ¥, on aura

(=) (Y,Y; - Y,;Y)F =zc,Y,,

et les ¢;; seront indépendants des @, On voit qu'ils sont, pour une rai-
son analogue, indépendants des y; ce sont done des constantes, ct 'on
a aussi

(8) (AAj— A A)F =3cA,

(7) et (8) sont les conditions d'intégrabilité compléte de (4) ou (6).
Supposons-les satisfaites.

Revenons aux équations (4); supposons-les satisfaites, leurs inte-
grales se présenteront sous la forme

(9) Fi(¥yy yayeers @)y @yy...) = const.,

(i=1,2,..,n0),

ou, cn appelant »,, z,, ... les valeurs de y,, y,, ... pour a, =c¢,,

Ay == Cyy v0ay

(10) Fi(yy.omay)=Fi(z,..,c,..0),



9% H. LAURENT.

et les fonctions F scront assujettics a satisfaire aux relations

AF,+Y,Fi=0 (i=12,..405]=1,2,...,r)

et a des relations analogues

CjF,'-}— XI-F,- = 0.

Cela posé, si dans (10) on considére les ¥ comme fonctions des ¢
et des @, on aura

doF;,  OF, dy, dF, dy,

()a‘ + ()y, da; A dys day

oF, " JF, dy,  dF; dy,

Toee Voo T Oy 0 T T ™

:.0’

d'ot1 'on tire
A;F; -f-')F‘A,).- ‘)F‘A,} +...=o0,

F,

et en multipliant la premiére formule par C;F;, la seconde par A; I,
puis ajoutant

%(AJJ" CFi - AF Gy + %f (A2CFi- )0

on en conclut .
AjyiCiFi— AF:Ciyi = o,
ou

. . o \ . . 0
si 'on désigne par ;i ces rapports, d’ou 'on peut supposer les y ¢li-
/
mninés, on a
ViAiye— 4Gy = 05

ce qui exige que les a et les ¢ entrent dans les expressions des y sous
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la forme de 7 fonctions 9,(a,, @,y ..., €y Cay .+ 2 )y @2y -+ ey Fuy €N SOTLE
que des équations (10) on tire

Y :"'fi[wn Lyy ooy ?a(an veey Cyy v ‘)7 Pas ]’

o=fidyoyeae(by.hey ., -],

si=filey, 2y oo 9.(a 0 00000, LS
ce qui montre que les intégrales des équations (4), quand ces équa-

tions sont intégrables (ctquand 2 = A ,, ..., A,, est différent de zéro),
représentent un groupe.

7. — Ktude partiouliére des substitutions 4 un paramaétre.

Les substitutions @ un paramctre sont remarquables, clles se
conduisent par rapport au paramctre comme des exponenticlles ct
peuvent étre représentées, comme nous allons le voir, par des expo-
nenticlles.

Les équations différenticlles d’un groupe & un paramétre se rédui-
sent & des ¢quations différenticlles ordinaires, car les équations (4) du
§ 6 sc réduisent a

(1) dy, = Y;Ada (E=1,2,...,n),

les Y, étant fonctions des y seuls et A désignant une fonction de a; si
I'on change de paramétre, en posant

Ada = dt, ! [Ada,
les ¢quations (1) s’écrivent

dyi _— ___'d,}’,, - R
-YT = s -—'t.y_”- - dt’

leurs intégrales se présentent sous la forme

Fi(yo wy)=¢ (i=1,2,...,n—1),
F(yH"'?yn):C'l—!,
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les ¢; ct c désignant des constantes, et en appelant x,, z,, ... les va-
leurs de y,,...,y, pour { =, puis 3,, 3, ..., 3, les valeurs de y,,
YaseYynpourt{=1{,ona

Fiyo «oooyn) =F=myy vy ) =Fi(3y, ..., 3,),
F(yiowenyn)—F(z, . .yz,)=t -1,
F(}’H '“’)’n)"' F (s, ey S =t =1,
FGGyeooys)—=F(z),...,m) =0 —1.

De ces ¢quations on en tire d’autres de la forme

Yi=fi(®my oy Tyt =),
zi=./i<yu e Ynl'—1t),

:i=fi(xn ooy Ly, U — l’)s

el, comme ' — = ("= 1) + ({—1'), on voil que :

1° Les intégrales des ¢quations (1) définissent un groupe & un para-
meétre;

2° Que le paramétre dans un groupe & un paramétre peut étre
choisi de telle sorte que le produit de deux substitutions du groupe se
fasse en ajoutant les valeurs correspondantes du paramdétre;

3° Les substitutions d’un groupe a un paramétre sont donc échan-
geables,

Nous observerons encore qu'un groupe, dérivé d'équations diffé-
rentielles de la forme

(I)’,'= Y“ da. At s Y,',- da,,
serait représenté par des ¢quations de la forme

Fi(yn . "y)'”) =y,-(a., . a,) + ¢,

¢; désignant une constante, ct un raisonnement analogue a celui que
nous venons de faire, montrerait que les substitutions représentées par
ces équations sont échangeables.
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Mais revenons aux substitutions & un paramétre a, soit s(«) une
pareille substitution, on peut poser

s(a)s(b)=s(a+ ),

dc(a) (h(a+l) = (Ic(b)
(l) T da ( ) b

Si alors on fait b =o,0n aen supposant = =k,

s _ | da

Sq

8. - Substitutions infinitésimales.

Uine substitution infinitésimale est une substitution de la forme
1 4+- s¢ oi1 ¢ est infiniment petit, une pareille substitution remplace «,,
Pyy +euy £ PAT Xy A+ 8Ly, £y + 8Ly, ...y L, + Sur, et 'on peut supposer

or,= \,2t, ceey or,= X, ot,
X, ..., \, désignant des fonctions de ,, «,, ..., z,. Sil'on désigne

par s la substitution
yi=\; (i=1,2,...,0),

la substitution infinitésimale considérée sera 1 + s¢¢. Supposons«, ...,
x, fonctions de ¢, ¢, ..., 3¢ pourront étre remplacées par dz,, ..., dt
el 1 + sdt remplacera «,, ..., z, par X, dt, ..., X\, dt en sorte que

d dr,
(1) ;"-— —-\i"—dt

les intégrales de ces équations seront de la forme
Fi(eyy ooy ny 1) = (L", ey Wy £0),

«* désignant la valeur de «; pour ¢ =1} ces équations définissent,

Journ. de Math. (5¢ série), tome IV, — Fasc. I, 18¢8. 13
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comme on l'a vu, un groupe de substitutions S au parnmcm, {, dont
la substitution infinitésimale 1 + sd¢ fait partic. On sait que, pour
intégrer les équations (1), on peut former les quantités

) — ! =X,y o ouy ) dl,

1
? = X;(&}y oony ) dt,

,——J
L I I I R R N K]

{-.
i
i

el passer aux limites, ainsi que cela résulte de la théorie de Cauchy,
ce qui revient a former la substitution (1 + sdt)”, m désignant un

. o t— 10
nombre infini tel que ——-- = dt, ona donc

to Nm

S= Iim(l +——-—.s') ;

cette limite existe en général et 'on a

L —(° t— %)
S=1+ - s+ 12).9’-{—...,

ce que I'on peut écrire symboliquement
S‘ —_— (,.\'ll—lh.
V=~ )

donc, d toute substitution s correspond une exponentielle symboliqus
e qui représente un groupe a un paraméire t et l'on a

ds

(72=SS:

]
e

.

la substitution infinitésimale de S est 1 + s dt.
Soil maintenant s(a,, a,, ..., @,) = s, une substitution i r para-
métres a,, a,, ..., on aura

s(ay ay .. )s(by, by o) =s(e,0y..0),
ou, en se servant d'une notation abrégée,

S S = S,-
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Cyy £y ... seront des fonctions de a,, a,, ..., b,, b,, .... On aura

dsyoy= Y % 21 gq,

de; da;
s O% 03 dc
a4 ‘”’k - dc, ()bk
e e Os,
ety en éliminant les —,
dC,'

(Isao?b 2 51:-;“;' ‘[ak LK)

o U 4o =0
“a l)b. (’bl

..... cee .-uI

puis, supposant s, = 1, et, posant dans cette hypothése ;)q% =hj,ona

(1) ds, = s,(h XA day+...+ h.SA day).

Cette équation unique est, au fond, équivalente aux n équations (1)
du § 7. Si elle est intégrable, s, représentera un groupe. Supposons-la
intégrable, on aura son intégrale par la méthode de Meyer en posant

() YA day="n,t, ooy YA pday==\dl,

ct, en supposant A,, ..., A, constants, les @ seront fonctions de &, 4.
Aty ...;(1) deviendra alors

ds,= s,(hyh+ Dk, .04 b ) dl,
et s, n'¢lant plus fonction que d'un seul paramétre £, on aura

S,= e b+ h ) ~2)

ou, en supposant /, = o,

e p'h kv h D)
.S'a_.(’ [} r r) ;

tinalement, en remplacant A, ¢, A,¢, ... par leurs valeurs, on aura s,
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sous la forme
("'-"u 4-...4-/;’@',

Yuy Y3y ... ctant fonctions de a,, a,, ...; en changeant de paramétres
s'il le faut, on voit que fout groupe & r paramétres pourra étre re-
présenté par une exponenticlle de la forme

(,a,l:,-o-...-o-a,h,

Mais les /i ne sont pas arbitraires ct I'on n’aura pas, en général,

pEah Xbh . (X a4-b)h

Lorsque 1'on a ramené un groupe & la forme ¢=*, la quantité sym-
bolique 1 + Sake cst une substitution infinitésimale; il ¥ a done
r substitutions infinitésimales linéairement distincles

1+ hye, i+ e, cees 1+ h,e.

9. — Etude des conditions d’intégrabilité.

Les intégrales des équations
( I) Y,‘F"PA,'F:O

représentent un groupe S & r paramétres, quand on a

(,2) (Y,Y/—- YjY,')l“-‘_—'.‘:C;jY,F ..
(3) (A,AJ— Aj/‘i)l“::c:'jA‘l“ (’1,2— 1,2, -...’,)7

el sculement dans ce cas. Je rappelle que

. ar oF - W
) Yil‘ = Y“‘(_)j)’—g +-.-+Y,,i3j;;y A,-l‘ = 1,-,;;—;; .0l
( ¢
Vo Y= (2)
\ LA l)[)/ ’
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la parenthése indiquant que les valeurs des b sont celles qui donnent
Sb= I.

“nfin 4, est la valeur (:bs

ne dépend plus ni des a ni des b, et, comme S; est représentée par les
équations

) c’est une substitution particuliére qui

:i=,fi(y|7 ceoy Yay I),, ceey ’l,'),
o y
< 5% ) sera représentée par

9\ _ .
(EE)—Y{J (l—lﬂ )4, .."”.,‘

Si, dans la formule (2), on fait F = y;, on a
(Y,Y ‘ Y,))’k—Zr Y 1‘.
ou bien, en vertu de (1),

Yv'ij Y; Ym—-' Ym
ou enfin

JY Y 4 - dY
Yu ‘);/ Yu dV‘ -+ u“).')‘,‘.;j' .o.= X \An

¢’est, sous unc autre forme, la condition d’intégrabilité.
Si, dans la fonction F(y,, y,, ...), on remplace y,, y,, ... par
yi+eYi, yy+eY, ..., on trouve, en supposant ¢ infiniment petit.

- ()l i - . -
1«(y,,y,,...)+e(Y,.d o) = F Vi
ct, si Pon y remplace ensuite y,, y,, ... pary, + ¢ Y, y,+ €'Y,
on trouve

F eV F+eY,F+eY,Y,F

(C’est le résultat obtenu par la substitution (1 -+¢h;)(1v + ¢h,) on
1+ eh;+ ¢ hj+ e’ hjh;done, lasubstitution 2/ change FF en Y; Y I,
L’¢équation (2) exprime donc que

hihy— hjh;=Xcjh,
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(Cest le résultat auquel on parvient en exprimant directement les
conditions d’intégrabilité de I'équation (1) du paragraphe précédent.

hy, b, ...sontce que j'appellerai les substitutions fondamentales
du groupe S;.

Lorsque n = r, il cst facile de trouver des fonctions a,; telles que
les équations (3) aient licu; il suffit de prendre pour les A1 des
fonctions obtenues en changeant, dans les Y,, y; en a;. Sirest mal-
tiple de #, on désignera par An AL AL ... ce que deviennent les Y
quand on change y; en a;, a;, &, .... Alors on a

(N A4+ O+ A = (A 4+ N+ N+ AL
= I\"I\j - Aj:\,-—}- .\;'\; - 1\: 1\}+...= :l':-l-(:\,+ \;—%—).

el le symbole A+ A;+... jouira de la propriété exprimée par les
éuations (3).
Maintenant, si I'on observe qu'en changeant de variables on a

\ l = \"dg ’)‘l' + Y,v. ))l +"’-—- IJ[l'

ol aura

g r r, ’ . 14 ) ’ ()l" 3
(Lilij— 1;2,)F =E(\,.:k;,’;;\ e =)

/ 1()3/
SRR
= 2(' 594 (7"- +"-\v) == 2 "' ).

Pour que les z soient en nombre inférieur i s, il suffira de prendre
pour quelques-uns d'entre cux des solutions de Y, I* = o. On aura
ainsi un symbole A 4 moins de n variables ety en I'ajoutant aux A, A,
A’ ..., on aura un symbole & 7 variables et satisfaisant & équa-
tion (3). Donc

hile; = hjhi=Xc}h,

est la scule condition nécessaire & existence du groupe ek,
Considérons maintenant les équations aux différenticlles partielles

A,-l“ + l)‘» ¢ = 0,
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dans lesquelles on suppose que I’; ne diffire de A; que par le change-
mentde gy, a,, ... en p,, p,, ...; on aura

(|)‘,|)j — PP I = \~”;j|)‘ I,

et ces équations détermineront un groupe dans lequel «,, .. ., a, scront
les variables et p, p,, ..., p, les paramétres, et, & cause de I'identité
de forme des A ct des P, il sera possible de former le groupe en se
donnant les A, satisfaisant aux relations (3). Ce groupe sera alors
défini par les ¢quations

bhi=®;(ay, ooy Piy Pas o)y

(’izd’i(l)” ]’3, sey fl., ([2, ey

=0 (a ayy iy 1y Iy ),

ri= ?i(/’n JZTIREETR/ SURU FURERS D

ci=%(ay, ay oo by by L),

c’est ce que I'on appelle un groupe paramétrique.

10. — Groupe adjoint.
Reprenons les équalions

yi:,/l‘('L‘I’ ey gy oo e
(1) 5= Li(yyy o by (U=1,2,00000)

:i=.fl'('L'|a EET AT ->’

ou ;=g;(a,, ..., b, ...) et qui expriment que (1) représente un
groupe; on a, comme plus haut,

Sieyy o ey =LV Ve bichy Lo
et ’on en conclut

(2) (l)’i: Y}.‘—‘f\”‘d(lk“*"---"}‘ Y,-,.‘.:/\,.,,ll(lﬁ;
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mais il cst clair que I'on aurait pu obtemr des équations analogues cn
observant que

-4 Al A A N .
=y, .onay.0)y =Py, 00,00 5=y, oge,00);
on aurait trouveé

(3) de;= X; A, day+...+ X, EA., da,,

etles X;; auraient été les —-fi de la substitution identique, en sorte u’ils

ne different des Y,; que par le changement de y en . Mais, si on
différentic les équations

y‘-=fi(.l,", oveyliny (l., veey an)
en faisant varier les x et les @, on a

0=2gf’d +z()/' du;.

Dans cette formule, les d.c; ont la signification qu’on leur donne dans
la formule (3); quant aux 2 /Iaj, ce sont les valeurs des dy; pris

en regardant les « comme des constantos; ce sont los dv; tirés de (2),
et'on a

0 _.z (/1 + oy,
ou, en vertu de (3) et (2),

o=V gf;éj(xj.xA',k,zak+. e+ N, EA day)

“+ Y x[\m (la,‘.+...+ Y.",-EJ\,.A ([(7/‘.
o

On en conclut, en égalant les cocfficients des day,

}‘df'(\,‘t\,,.-i— F YA+ Yahyt ot YA =0
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0l
2%(";« ;/."’“- ot xjrA;'k) + YicA¢k+‘ -t Y"’A”'= 0.

v . ’ [ . F .
Soit F une fonction quelconque; multiplions par %—l, faisons

[=1,2,...,0,
ajontlons, nous aurons

WX F4+ ALK F 4+ + ALY F+ ALY, F+...=o0.

Donc les Y;F sont fonctions liné¢aires des X;F a coefficients fonctions
des a.
Si alors, dans la fonction linéaire

LY F+0,Y,F+...+¢Y,F,

on cffectue la substitution S, représentée par y; = f; (¢, ..., @,y ...),
elle deviendra
u‘X‘ l“‘ + uQX2F +c . o+ urX'F,

et les u seront fonctions linéaires des 7 dont les coefficients seront fonc-
tions des @; on pourra poser

() ui=1tY,(a,..,a)+ Ly(a, .. .,a)+....

Si 'on effectue la substitution S;, Za,X,F se changera en Z¢o;Z,F;, et
les ¢ seront de la forme

V= U“u[lu'(b“ veey b,-)'i"‘..-.

Les formules (5) représenteront alors un groupe linéaire que M. Lie
appelle le groupe adjoint du groupe S,,.

Pour ce groupe, les fonctions A;; ne dépendant que des relations
entre les @, b, ¢, les symboles opératoires A; seront les mémes que
pour le groupe S,, et les constantes ¢;; auront la méme valeur.

Si, dans

(6) 2!;Y,~F=Zu;X;F,

Journ. de Math. (5° sévie), tome 1V. — Fasc. 1, 18¢gB. 14
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on fait le changement de variables y;,= f, (z,,...,4,,...), on a unc
identité; soient aj, a3, ... les paramétres de la substitution identique,
ct faisons la substitution

(7) y"=f,'(.’l",...,a':""'da‘,aj,...,ar),
nous aurons

Zt;Y,-F = Zli(Y,-l'. 3—5' -+ Y,'.Z‘ JF, +.. );
1

3 37’
or on a, pour la substitution inverse de (7),

[ — (]
‘L../_fj(y” "”a. _da“ag’ .-.)
oun

ad
€ =)/j — da. (%) =yYi— Yj. (la.,

Y,‘.’L’j= Ylyj— Y"Yj| da‘
= Yj,-—- Y,-Yj, da.

=X+ %x—x’;’dx, + ';ij’idw,—...—— XiX;, da,
0X,; gX -

=X, + (%_:x.. + Sl Xy .\,..\,i)d«,

:in+(x,xji—x,~xj,)da..

(6) devient alors

)F F s
Et,[X,,é-;j -+ (X,Xj,—x,xl,)%;da.-l = .\.-ll‘-\l'l‘

ou, en obscrvant que ¢;= u;+ du,,

du; \ .
ZZZTX‘F + Eui(xlxi - X,-X.)l‘ = 0;

d’ou 'on tire
du;

d_mX‘F +3u2c,; X,F =o,
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et cette formule ayant licu, quel que soit F,

du,

a——— . == 0
da + Zujc,;=o,
ct, si 'on veat,

du,+ Zujcj;da; = 0,

c’est I'équation aux différentielles Lotales du groupe adjoint. Ses équa-
tions aux dérivées particlles sont

UF+AF=o,
s JF dF JF
U;l‘ = Zch;’-;)-l‘—l +2a,-c7j%—’- +...= Zujc;j dTl_.‘

Les substitutions UF ne seront distinctes que si 'on n’a pas de rela-

Lions de la forme

s OF

SA; : 3 — T
ShZujc; g, = ©

ou

]
2)\1 Zc,.j = 0.
Or, si 'on considére I'expression

IYI'E)\,'Y,'-' E(K,Y,)Y/] F= Ec;;liY,F = - :C"-.A,'Y, l“,

J

on voit qu’clle scra nulle en méme temps que la précédente; done le
groupe adjoint n’aura ses paramétres distincts on ses U distincts que
st le groupe proposé n’a pas de substitution fondamentale Y’ donnant

(Y'Y~ Y,Y)F =o;

Y’ est ce que I'on appelle une substitution fondamentale singulicre
(Ausgeseichnete, distinguée de S. Lie).

11. — Généralités sur la formation des groupes.

Il n’entre pas dans notre plan de donner une théorie compléte des
groupes de substitutions. Je laissc de coté systématiquement la théorie
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des invariants  I'aide de laquelle on peut trouver un nombre consid¢-
rable de groupes; mon but est seulement de montrer I'utilité de mes
notations.

11 est facile de se procurer un nombre illimité de groupes; la ques-
tion est plus difficile & traiter quand on se propose de trouver les
groupes contenus dans un groupe donné & plusieurs paramétres. Voici
toutcfois comment on peut théoriquement résoudre ce probléme.
Soient A,, k,, ..., &, les substitutions fondamentales d'un groupe; si
I'on veut trouver un groupe & p paramétres contenu dans ce groupe, il
suffira de trouver p fonctions linéaires k,, k,, ..., k,de by, by, ..., 4,
donnant lieu aux relations

(1) kiky— k k= Sk,

les + désignant des constantes. Soit
,l‘,"-—: ziihl -+ a,-,/l,, “+ .0+, /l,. = zﬁ"p_/lp;
(1) deviendra

v — V&' §©
(o= % %) (Mo — by b)) =3I Zaghy,
ou
i — i) D S, = S
Z(ap @y — 2n 2 ) Dy o= Sy Zag, hy.

Ces formules devant avoir licu entre les 4, qui sont indépendants
fournissent chacune 7 relations; pour que ces relations aient licu, cer-
laines équations obtenues en ¢liminant les ¥ devront avoir licu entre
les «; cette méthode est évidemment impraticable dés que p > 2.

Les groupes dc substitutions linéaires et homogtnes, que nous
appellerons groupes linéaires, sont de beaucoup les plus importants;
ce sont en effet ceux qui se sont présentés les premiers dans la théorie
des équations algébriques puis dans la théoric des équations différen-
tielles lincaires (les substitutions de lettres sont des cas particulicrs des
substitutions lincaires); ensuite, les groupes linéaires continus & un
nombre fini de paramétres peuvent servir 4 former tous les autres (&
un nombre fini de paramétres). En effet, quand on est parvenu & former
un groupe linc¢aire, on cst par cela méme arrivé & se procurer des
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velations de la forme (A;A; — AjA;)F = Z¢j;A,F, qui suffisent pour
dterminer un groupe en faisant usage des variables a. Je ne m’occu-
perai donc que de la formation des groupes linéaires, et, dans ce qui va
suivre, il ne s’agira plus que de substitutions linéaires et homogtnes;
ces ¢pithétes lindaires et homogénes scront dorénavant sous-enten-
dues.

12. — Groupes lindaires.

1° Je commencerai par établir une proposition qui permettra de
former un grand nombre de groupes. Si s, ¢, s”, ... sont des substitu-
tions formant un groupe et, si £ est unc substitution quelconque, ¢s¢-,
Is't~', ts"t=', ... seront encore des substitutions formant un groupe;
cela résulte de ce que
(st=' X Is' 7' = ss' (™'

La substitution ¢s'¢=* est la transformée de s par ¢.
Si
ist™'=¢,
on a
(st st = s*l ' =83, St =57 18" = 570,

el, en geéneral,

L) =f(5);

donc une substitution et sa transformée ont méme équation carac-
teristigue.

La réciproque est vraic en général, et deux substitutions ayant méme
¢quation caractéristique peavent étre transformées I'une dans Pautre;
mais il est clair qu’il y aura des exceptions.

Il y a plus: la substitution ¢ peut n’¢tre pas linéaire. Sis est linéaire,
{st! pourra ne pas étre lincaire, mais clle aura une ¢quation caractéris-
tique & laquelle elle satisfera ct qui sera I'équation de s.

La transformation fournit ainsi une premitre méthode, ‘d’ailleurs
connue depuis longtemps, pour former des groupes lincaires ou non.

2° Rappelons en second lieu que toutes les fonctions d'une méme
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substitution forment un groupe de substitutions échangeables; c’est un

théoréme nouveau que notre notation symbolique met en évidence.
3° Nous avons signalé plus haut (§ 3) I'existence de substitutions

set { jouissant des propri¢tés suivantes; elles sont de degré n et I'on a

s'=1, '"=1, st = els, e=¢ "

Il en résulte que
0l =(s%®, P =rsBeh;

donc, en général, si a,, b, sont des nombres
Za,sPLb 8 = Za,b,s? ! = La,b,eP+11isP,
c’est-a-dire, en appelant ¢ ct ¢ des symboles de fonctions entiéres,

e()(8) = $(te) 9(se)s

donc 3(s)¢(¢) est la substitution générale d’un groupe a 2n para-
metres, car

() V(D) 5 ()4 () = 9(s) 5. (s8) (1) 4, (te),

ot le sccond membre est de la forme ¢ (s)4(¢).

En particularisant les fonctions ¢ et ¢, on peut obtenir des groupes
4 moins de 2n paramétres; par exemple, si n est pair, ¢ (s?)}(?)
formera un groupe & n paramétres, ctc. Ces groupes sont nouveaux.

4° Lessubstitutions p(st) Y (st), en conservant les mémesnotations,
forment évidemment un groupe.

5° Si n a pour diviscur ¢, f(s%, £8) représente un groupe, cte.

6° Les substitutions orthogonales forment un groupe bien connu, et
I'on connalt bien des moyens pour se procurer de telles substitutions.
Soit La;;t;; unc substitution orthogonale de degré n; posons

Spy = B@ipQiyTij
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nous aurons

SpySu = .‘.Za,,,aj,,':,-,- }:a,-kaj,":,-j
(1) { = Z(@ip@g@ s Qj1 + Q1pByy sy + ... )%,
== (@, Qg + Aoy @i +...) 20507,

c’esl-i-dire
o siqzk

s S‘[= N .
M Spe S1q=h

Les substitutions s,, jouissent donc des mémes propriétés que les
substitutions 7,,; si I'on suppose p et g inféricurs & n, les substitu-
tions s,, formeront un groupe discontinu & l'aide duquel on pourra
former, comme avec des substitutions 7;;, de nouvelles substitutions s,
{, jouissant des propri¢tés

L
s =, "=1, st =¢gls. g=e"0

m<n,

Ces nouvelles substitutions pourront & leur tour servir i former des
groupes continus & moins de n paramétres en procédant comme aux
numéros préccédents.

7° Supposons la substitution Ea;;7; non plus orthogonale, mais
quelconque, ct posons

) J—
1 ok — aiqalk + ana;lk +.o+ anqauk'
La formule (1) du numéro précédent donnera

— P
SpeSn = [qk'ph
— P
Skt Spg == ll[lqu’
d’olt
=P >
SpySkt — SuSpg = i okSpt — 1 tpSkg-
Les substitutions s,, ol I'on peut supposer p et ¢ moindres que #

forment donc un systéme fondamental qui pourra servir i former une
infinité de groupes continus 4 moins de n paramétres.
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8° Je suppose que I'on sache former un groupe & r paramétres pour
les substitutions de degré n < v; soient A&y, &,, ..., A, les substitutions
fondamentales de ce groupe et

—=3a'l'x,.
Supposons
hyhg—hyh, =ik,

Parmi les substitutions de degré v, on pourra en choisir 2? jouis-
sant des propriétés

sig2k

so
SpeSu =

H | $p st g =Kk’

p et ¢ restant inféricurs ou au plus égaux a 75 si I'on pose alors

I'Ip = Za%’su,
il est clair que I'on aura

,H, — H,H, = ¢, H,;

on saura donc aussi former un groupe a 7 paramétres, avee des substi-
tutions de degré n.

On voit donc comment on pourra simplifier la recherche des
groupes linéaires en partant des substitutions du second degré pour
s'élever successivement aux substitutions de degré supérieur,

18. — Substitutions du second degré.

Les substitutions du second degré sont intéressantes a considérer en
clles-mémes ; elles ont été cntre les mains de M. Poincaré un puissant
instrument dc recherches; leurs groupes, faciles & construire, permet-
tront de construire des groupes pour les substitutions de degré plus
¢levé. Enfin, elles donnent lieu & des interprétations géométriques re-
marquables.

Soit

(1) S=a Ty + QT3+ Ay, Ty, + A7y,
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Si 'on pose

L="yy — San J=(722"7||)\"—"9
on aura

B=—1, JP=-1, ij = — ji;
en sorle (ue, si l'on fait 7j = &, on aura

== Jsr=-1 k* = —1,
ijf =k, Jhk=1i, ki=j,
et les substitutions ¢, j, k jouiront des propriétés des clefs d'un qua-
ternion.
Si 'on pose
s=a+Bi+yj+3ij,
on aura
A7 QiaTia T+ Ay Tay F By
=a+Bi+yj+3i
— . —
=2+ B(E—T) +YV—1(Taa — 7)) +0(S+ TV — 1.

ct, en identifiant (en observant que & = at, = a%,,),

au::"Y\/_"'*'“’ Ay =YV~ 1+ 2%

am:@’*"s\/:—'a auu=*§+a\/:—'—-
Onen tire

—_— 2 b D2
Ay Qyg — QyyQy = %"+ Y ’*‘ﬁ + o

Le déterminant de la substitution o+ Bi+yj+ck est donc
a? + B% 4+ y? + &%, Son équation caractiristique est

52— 208 + 02+ B2 4+ + 82 =03

par suite, on pourra poscr & = g cosp, V3 + y*+ ¢* =g sing, cl les
racines de '¢quation caractéristiqque seront

p(cosp == = t sing) = gV

Journ. de Math. (5° série), tome IV. — Fasc. I, 188, 1D
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¢* sera alors le déterminant de la substitution ct Fon aura

l“(&) —_ ("'—'P".-?'/ ,) F (oc = ) 4 (3 . "‘“/_‘) l'(rc?‘~')

JlCOSf AdCOﬁa

Nous poscrons, comme dans la théorie des quaternions,

B cos,
VTt B
’/_37]—,“7; = cos? sinl),
VBt d

U siny sinl,

ct la substitution s prendra la forme

$ = p(cosy + usinp),
u = icosh + jcosysin + hsindsin:

la substitution u a alors pour carr¢ — 1, en sorte que

$* = p*(cosay + usinay) = g*¢**
ot
§% o= R logp

Les substitutions a un parametre sont ainsi mises sous forme expo-
nentielle.

La théoric des quaternions ct celle des substitutions lin¢aires «u
sccond degré sont donc étroitement lices, mais la théorie des substi-
tutions cst beaucoup plus g(-néralo ct Pemploi des quulm‘nionc i
P'inconvénient de ne s'appliquer qu’a des substitutions & cocfficients
imaginaires, aussi nous reviendrons a nos conventions ordinaires.

Nous poscrons dor¢navant

L ="+ Tay =T Saas
nous aurons

=1, = ) = =%+ T, = — i,



THEORIE NOUVELLE DES SUBSTITUTIONS.

ot nous aurons les formules fondamentales

8= 0, Ty A Qg+ By Ty Oy Ty =%+ Bl Y]~ 0if
=7 (2 +4 v) + -u(r’ - 5)‘*‘721(#'*‘ &)+ T2 — 7).

’au“—“ o Ay, =% ~5,
— . Py
ta”——,ﬁ—-’a, a:.————""l"o,
! ay - a Ayg— Mgy
\ o = ._!_'_ 2” Q"__—__ _“_,. — "y
2 2
7 g -ty b Ay — Ay,
“:_': —— ey b == =
2 2

L équation caractéristique est
$2— o8 + 4%+ 02 — tj’ vi=o.
Si nous observons qu:
(B 1)+ 3y =B = 2
nous pourrons poser : 1

- ,ss -t

% =087, - p‘ v=gsing,
+ 1) 43
s =g(cosy +sing ”‘ itk ’/)
‘/ 23 __ i U 1
ou, en posant
J1-vj 430 Y
="~ R w=—1.
\,‘gz__ 31,_.],2

== g(cosy + 1sing);

:l:

on aura alors
$*=g*(cosag + wsinzy).
2° Nous pourrons ausst poscr

N\,

a2 22 2 2_ g2
M e e
a=Bcoshy, B4y~ 2 =¢sinks.

i+ ) +8§
s=¢c(coshy +usinhyg), u= kil

N

ur=
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et, si l'on veul
s* = g®(coshayp + usinhay).

Dans le premier cas, on aura, comme dans le second,
$=pc"?,

30 Si B*49*—¢?=0, on ne peut plus procéder comme nous
I'avons fail, mais cn posant

r=ypr+y, B=rcosy, v=rsing,
on a
s=a+ r(icosy + jsing + ij)
on
s =a+ru el u?=o, sP=af -+ pa?'ru.

Lorsque a, 3,v,¢ sont des nombres réels, les transformations que
nous venons d’indiquer ont surtout pour objet de conserver i la substi-
tution s une forme dégagée d'imaginaires; en se placant & ce point de
viie, la substitution

¢ (coshy + usinhsy)

sera dite hyperbolique; la substitution

#(cosy + using)
sera elliptique. Enfin,
@+ ru
sera parabolique.
Lorsque a, 8, v, ¢ seront imaginaires, on pourra mettre la substitu-
tion s sous la forme
S+Ty—1,

S et T étant véels; S et T seront alors ou elliptiques, ou hvperboligques,
ou paraboliques.

Nous allons maintenant cssayer de former les groupes i plusicurs
parametres, Ces groupes seront représenlés par des substitutions de la
forme ¢*+B+Yi+¥i; on pourra toujours supposer que « n'entre pas en
exposant, car, s'il n'y entre pas, on pourra Uintroduire, ce qui revient
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a multiplier par un nombre toutes les substitutions du groupe et, s'il y
entre, on pourra le supprimer, ce qui reviendra encore a multiplier
par un nombre toutes les substitutions du groupe. Le groupe linéaire
du second degré est, au fond, i trois paramistres 8, %, ¢, 2 ne comptan
pas.

Nous allons chercher tout d*abord deux substitntions fondamentales

. . N e
s =30 +vj + 5,
, . . a, o
S=Bi+vj+y;
nous anrons

s ~8s = (¥ — )i+ a(8c—28) )+ 2(By — v8)if:

pour que s ¢t &' forment un systtme fondamental, il faut qu'il existe
des constantes ¢ et ¢/, telles que s’ — s¢' = 2¢s + 2¢'8" ou que

A Ra T CaeY
ce qui doune la condition

#3 QIO — \'f
v {i’: — Gé =0
@ By—p

(B = 78)* — (B¢ — BF')* + (v8' - &) = o;

telle est la relation (ui doit exister entre les substitutions fondamen-
tales d'un groupe a deux paramétres de déterminant 1. Cette équation
peul s'éerire

ol

(337 = BB+ 7 ) —(BF + 1y — Y =

14. — Quelques mots sur les groupes discontinus.

Les groupes discontinus sont ceux dans lesquels les substitutions
sont telles que, une substitution guelcongue étant choisie, il w”’en existe
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pas d'autres en différant infiniment peu. Je dis quelcongue, parce que
le groupe serait encore discontinu s'il y avait un nombre fini de sub-
stilutions ne jouissant pas de cette propricté.

On peut se procurer des groupes discontinus lincaires d'un grand
nombre de maniéres que nos notations symboliques mettent en évi-
dence. D'abord le groupe Za;;7;;, dans lequel les a;; sont entiers, est
¢videmment discontinu; la méme chose aurait licu si les ¢ étaient des
multiples d’un néme nombre.

Nous avons vu qu'il était possible de trouver des substitutions s;;
différentes des 7,5, mais jouissant des mémes propriciés

Siy  8ij= k,

o, sk,

SijSu =

Les substitutions Za;;s;;, dans lesquelles les @ sont des nombres entiers,
formeront évidemment un groupe discontinu. On obtient des sous-
groupes cn imposant au délerminant X == a,,@,,. . ., la condition de
rester égal & %= 1.

On pourrait obtenir des groupes & cocfficients imaginaires en pre-
nant pour les «;; des expressions de la forme

Ag+Aje+...+ A, e,

¢ désignant une racine piere de I'unité, et Ay, Ay, ..., A, des entiers.

Il est trés facile de trouver des substitutions satisfaisant i une équa-
tion binome, par exemple i s* =1, si &, par exemple, est une substi-
tution dont I'équation n'a pas de racines multiples, on pourra mettre
f(s) sous la forme

Ss)=[(s)8+S(s)h+.. .+ [(5)%,

1y 84y - .. désignant les racines de 'équation de s el %; des substitu-
tions, lelles que

Alors, en prenant

f(s)=£l:tszj:ssi"”7
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on aura | £())* = 1. Soient 8 et £ deux substitutions non ¢changeables
el telles que s = 1, 2 =1, une fonetion de s el ¢ sera de la forme

a+ bs + el + dst + cls + [fsls +.. .,

«, by c, ... désignant des nombres; le nombre des symboles s, ¢, s,
sts, ... sera limité, car (80)? =1, ct les sculs de ces symboles irrédunc-
tibles sont

T, 8 { sl, s, (8, 8I3;

les fonctions entli¢res ct & coefficicnts entiers de s et ¢ formeront done
un groupe discontinu.

H ne serait pas difficile de généraliser ces considérations. Je crois
(que ce qui précede suffira pour montrer 'utilité: du genre de caleul
(que je viens d'esquisser.

Un mot avant de terminer : Le calcul des substitutions peut étre
considéré comme Vinterprétation, sous forme concréte, de la théorie
geéncrale des symboles imaginaires auxquels on a donné le nom
de elefs; les clefs peuvent, en effet, étre considérées comme représen-
tant des substitutions. Les clefs, auxquelles on a donné le non d'en-
sembles ot qui satisfont aux relations

-’u‘gj =0, E: == Eiy
sont les substitutions interpolaires de déterminant nul, que nous avons
rencontrées plusicurs fois. Les quaternions sont des substitutions par-
ticuli¢res du second degré, comme nous 'avons montré.



