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LES FONCTIONS FUCHSIENNES ET l'ÉQUATION àlt = (?. 1.37 

Les fonctions fuchsienncs et Γ equation Δ// = c"; 

Ρα» M. H. POINCARÉ. 

I. — Introduction. 

Considérons une équation différentielle linéaire de la forme sui-
vante 

<■) d2 dx2 = q(x,y) c, 

ou est une fonction rationnelle de deux variables χ et y liées 
par line relation algébrique 

<») f(x,y) = o. 

l/équation (1) admettra un certain nombre de points singuliers qui 
seront les infinis de la fonction rationnelle φ; pour chacun de ces 
points singuliers on pourra former l'équation déterminante. 

Pour que χ puisse être une fonction fuchsienne du rapport des inté-
grales, il faut d'abord que la différence des racines de chaque équation 
déterminante soit l'inverse d'un nombre entier. Mais cette condition 
n'est pas suffisante. 

Nous dirons que deux équations de la forme (1) appartiennent au 
même type : 

i° Si la relation (\i) est la même pour ces deux équations; 
Si les infinis de la fonction φ sont les mêmes; 
Journ. de Math. (î* série), tome IV. — Fasc. Il, 1898. 18 
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3° Si, pour chacun de ces infinis, les équations déterminantes sont 
les mêmes. 

La question suivante se pose alors. 
Dans un type quelconque (pourvu que la différence des racines de 

chaque équation déterminante soit l'inverse d'un entier), y a-t-il tou-
jours une équation fuchsicnnc, c'est-à-dire telle que χ soit fonction 
fuchsienne du rapport des intégrales? 

Cette question est d'une importance capitale dans la théorie des 
fonctions fuchsienncs; mais elle est extrêmement difficile ; 011 voit 
assez aisément que, dans un type quelconque, il ne peut y avoir plus 
d'une équation fuchsienne; mais il est plus difficile d'établir qu'il y en 
a toujours une. 

La première démonstration qui ait été donnée est fondée sur ce 
qu'on appelle la méthode de continuité. Nous y avons été conduits» 
M. Klein et moi, d'une façon indépendante. Dans mon Mémoire sur 
les groupes des équations linéaires, inséré dans le Tome 111 des Ada 
mathematical j'ai insisté sur les ressemblances et les différences des 
résultats de M. Klein et des miens et j'ai donné en même temps nu 
exposé complet de la méthode; je n'ai plus à y revenir. Je crois être 
arrivé à donner à cette méthode une forme parfaitement rigoureuse, 
mais elle n'en reste pas moins extrêmement compliquée et a un carac-
tère indirect. 

Peu de temps après, la Société royale des Sciences de (jottingen 
attira l'attention des géomètres sur une autre manière d'aborder la 
question, en proposant comme sujet de concours l'intégration de 
l'équation 

ht = e". 

L'intégration de cette équation conduirait en effet directement à la 
solution du problème qui nous occupe. 

La question posée par la Société de Gôllingen fut résolue par M. Pi-
card dans un Mémoire inséré au Journal de Jordan (1890) et com-
plété par une Note des Comptes rendus (Tome C\VI). 

La solution proposée par M. Picard consiste à intégrer d'abord 
l'équation dans un contour assez petit et à étendre ensuite le résultat 
à un contour quelconque par la méthode alternée de M. Schwarz. 
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On peut revenir sur la question et chercher à se passer de ce détour. 
( !'est ce que je me propose de faire ici. 

Je nie bornerai dans ce Mémoire aux fonctions fuchsienncs des pre-
mière, deuxième et sixième familles, c'est-à-dire à celles qui n'existent 
qu'à l'intérieur du cercle fondamental. Le polygone R„ qui engendre 
la fonction fuchsiennc est alors tout entier à l'intérieur de ce cercle; il 
a uri certain nombre de sommets se répartissant en un certain nombre 
de cycles. 

Mais parmi ces cycles nous distinguerons : 
i° deux de la première espèce où la somme des angles est égale à 

2T:; 
a" ( leux de la seconde espèce où la somme des angles est égale à 

3/2 η étant un entier plus grand que 1; 

3° (leux de la troisième espèce dont tous les angles sont nuls. 
Vous ferons une étude particulière des fonctions fuchsicnnes de la 

premiere, espèce, où tous les cycles des sommets sont de la première 
espèce; nous étendrons ensuite nos résultats aux autres fonctions 
fuelisieiines. 

II. — La fonction u, 

Nous emploierons les notations suivantes : 
Soient Ζ el 7/ deux variables complexes liées par une relation algé-

brique 

(7) /(Z,//) = », 

correspondant à la relation (a) du paragraphe précédent. Soit 

Z = \+/Y, Z' = V+iV. 

Considérons ensuite les quantités 

z
0
 = \-/Y, z; = v~/v 

imaginaires conjuguées de Z et 7/. dllcs seront évidemment liées par 
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une relation 

('a bis) /,(/„, Z,) = ο 

où /
0
 est un polynome donl les coefficients sont imaginaires conjugués 

de ceux de f. 
Supposons maintenant que Ζ cl Z' soient des fonctions fuchsiennes 

Ζ = 9(5), Z,= 9'(c) 

de la variable complexe 
ζ — χ + ly, 

Alors Ze et Z„ seront des fonctions fuchsiennes 

/o—Zi
Q
 — 9

0
(-„J 

de la variable conjuguée 
-0 = ·*' - îy-

Le cercle fondamental aura pour équation 

x* -+-/3 = » 
ou bien 

zz0 = 1. 

( lela posé, supposons que la variable Ζ décrive dans son plan un arc 
infiniment petit d$, et que la variable ζ décrive dans le sien Tare in li-
ment petit correspondant. Soit ds la longueur de cet arc décrit par c, 
longueur évaluée au point de vue de la géométrie non euclidienne, 
c'est-à-dire ce que j'ai appelé la L de cet arc dans nies Mémoires du 
Tome I des Acta mathemalica. On aura 

dS = v'rfZrfZ
0

; ds=^îi2. 
Soil 

(- x5_"t_É\ 
V ' γ--+- 3/ 

une substitution du groupe fuchsien. Quand la variable « décrira l'arc 
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considéré dont la L est de, la variable ——î décrira un arc dont la L 
sera encore rZ»; et la variublc 

q (xz + B) y2 +e) 

<|ui sera encore égale à Ζ décrira un arc dont la longueur sera encore s/S. 
Le rapport 

dS 
A" 

n'est donc pas altéré par les substitutions du groupe fuchsicn ; c'est 
donc une fonction uniforme de Ζ, Ζ', Z9, Z'

4
. 

Posons alors 

µ = ds2 DS2 = dz dZ dzo dZo (1 _ zzo)-2 
d'où 

« = - Jog — - log - alog(i - ). 

Si Ton observe (pie Ζ est fonction seulement «le ζ et Z„ de on 
trouvera 

d2 u = dz dzo (1-zzo) dz dzo d 
(fur/:* -~ 'Ad?. ΐι/:

0
 dzdz, ~2 Tri 7r,y ~~~zz»? "» 

ou enfui 

d2 a = dZdZo=2Ce 

Si Ton passe des variables Ζ et Z9 aux variables Y el Y, on trouve 

Λ" ™" dX* dï* ~ ' ΛΖΤ/ϊζ 
ou bien 

ι····) A// = 8e*. 

Pour que la fonction u cesse d être finie il faut que l'un des facteurs 

dz dz9 

οι9 ΊΠ9 1 ~~ ss« 
soit nul ou infini. 
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Le facteur ι — zz9 ne peut jamais être infini ; si la fonction fuch-
sienne est de la première famille, c'est-à-dire si le polygone H

0 n'a pas 
de cycle de la troisième espèce, le facteur ι — zz9 ne peut pas non plus 
devenir nul, parce que le polygone ll

0
 n'a aucun point sur la circonfé-

rence du cercle fondamental. 
Si, au contraire, le polygone R„ a des cycles de sommets de; la 

troisième espèce, le facteur ι — zz„ ne peut devenir nul qu'eu un 
sommet appartenant à l'un de ces cycles. 

En dehors des sommets appartenant aux cycles de la troisième 
espèce, la fonction u ne peut donc cesser d'être finie que si l'un des 
facteurs 

eh eh» 
'dz' efA

0 

est nul ou infini. Comme ces deux facteurs soul imaginaires conju-
gués, ils deviendront nuls et infinis en même temps. 

La condition pour que u cesse d'étr<· fini, c'est donc que 

efA eil· 
—- RRZ O (III » = Χ. 
σζ ft Ζ 

On aura ̂  = ο dans deux cas : 

i° Aux sommets de lt
0
 qui appartiennent à un cycle de deuxième 

ou de troisième espèce; nous y reviendrons. 
2° Si l'on a à la fois 

f (Z,Z') =o, df dZ' =o 

c'est-à-dire si la tangente à la courbe /('A, '//) = ο est parallèle à l'axe 
des Z'. 

Si le point correspondant n'est pas un point double de la courbe 
/ — o, on aura 

df dZ'=o; 

mais on n'aura pas 
df dZ=o; 
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ni, par conséquent, 

dZ' dz =o; 

Si, alors, on pose 
</S' = yi/ZVZ; 

el 

d= ds2 dS'2 

c'est-à-dire si u' est la fonction qui joue, par rapport à Z', le incinc 
mie cjue u par rapport A Z, cette nouvelle fonction i/' ne deviendra 
pas infinie au point correspondant. 

Supposons maintenant que le point considéré soit un point double 
de/ = o; on aura alors à la fois 

(rL — c[!L-dz ~~ dz " °* 
Mais posons 

Z"=ll(Z,Z'), 

Il étant une fonction rationnelle de Z et de Z'; nous pourrons choisir 
cette fonction R de telle façon que Z" prenne des valeurs différentes 
au point double sur les deux branches de courbe qui s'y croisent. 

Dans ces conditions, on n'aura pas 

dZ" dz =o, 

et, par conséquent, si u" est la fonction qui joue par rapport à Z" le 
môme role que u par rapport à Z', u" ne deviendra pas infinie au 
point correspondant. 

On peut d'ailleurs toujours supposer que la courbe/= ο ne pré-
sente d'autre singularité que des points doubles ordinaires. Si, au 
contraire, le point z était un sommet de R0, appartenant à un cycle 
de deuxième ou de troisième espèce, toutes les dérivées 

dZ, dz dZ', dz dZ" dz 
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seraient nulles à la fois et toutes les fonctions 

m, u\ u" 

deviendraient infinies à la fois. 
3° On aura 

dl.\ r,=x< 
quand on aura 

Z = *. 
Mais si Ton pose 

r* — η > 

el si a" est la fonction qui joue par rapport à Z" le même rôle que u 
par rapport à Z, on aura 

Z"= o, 

et, par conséquent, on n'aura ni 

dL" 
-Έ = «' 

ni 
n"= x. 

Mn résumé, si la fonction fuchsiennc est de première espèce, 
c'est-à-dire s'il n'y a pas de cycles de deuxième et troisième espèces, 
les fonctions 

//, u, u", ... 

ne peuvent devenir infinies à la fois. 
Dans le cas général, ces fonctions ne pourront devenir infinies à la 

fois qu'aux différents sommets des divers cycles de deuxième el de 
troisième espèces. 

K\aminons maintenant ce qui arrive en un sonunet. d'un cycle de 
deuxième espèce. 

Si la somme des angles du cycle est ̂  et si a est un sommet de 

deuxième espèce et A la valeur correspondante de 3, la fonction 
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fuchsiennc 
Ζ — A = — Λ 

sera développable suivant les puissances de ζ — α, et le développe-
ment commencera par un terme en (s — α)Λ. Le développement de 

χ· commencera donc par un terme en (s — α)""' ; il vient donc 

loff(Z-A) = «log(î-«) + Q, 

logjj = (« - - a)+ Q'. 

(J el Q' restant finis pour s = 0, et, par conséquent, 

lofe'Ê = loS(z - A)+ Q", 

|°κ£ = ΐτ1|οβ(ζ
0
-Α.)+ο:. 

et enfin 
„ _ _ î^-îlog | Ζ - A | + q, 

Q", Q* et q restant finis pour ζ = α. J'ajoute que q est développable 
suivant les puissances de Ζ — A, Ζ

β
 — A

0
, y/(Z — A)(Z

0
 — A

0
). 

Passons aux sommets d'un cycle de troisième espèce ; on aura alors 
dans le voisinage de ce cycle 

^ = <KZ)H-Mog(Z-A). 

h étant une constante et ψ une fonction développable suivant les 
puissances de Ζ — A. On tire de là 

dz dZ = - (z-a)2 [ (Z)+ b Z_A], 

d'où 
log dZ dz = log (Z-A) - 2 log (z-a) + Q, 

Q désignant une quantité qui reste finie pour ζ = a, 
Journ. de Math. (5* série), tome IV. — Fasc. II, 1898. »9 
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On aurait, de même, 

l»K^r = 1 "K(Z. - Λ,) - 2log(j
0

- «„) -t-Q,,, 

Q
0 restant fini pour ζ = a \ comme le sommet a est sur le cercle fon-

damental, on a α«0= * et, par conséquent, 

u = - 2 log IL - Λ I + > log13
 + '/, 

y restant fini pour ζ == a. 
Observons maintenant que l'on a identiquement 

zzo _ aao (z_a) (zo _ ao) = a z_a + ao z_ao+d 

= «//log(Z - A)-ha„b
n
 log(Z

H
 — Λ

(
,)-+-//', 

y restant fini pour ζ— a. 
Mais il est aisé de vérifier que le produit ab doit être réel, de soi le 

(lue 
ah — a„ 

et 
zzo _ aao 2 ablog |Z_ A| + q'= log Z = A | az 
(Ζ — Λ)15«— «ο) nl ' ' ΡΙ 1 

y" restant fini pour - = a. 
Nous trouvons donc enfin 

u — — 2 Ιομ ! Ζ — A | — 2 Ιομ Ιομ | Ζ — Λ | — '>.</" ■+- y. 

Plus précisément, nous aurons 

u — — ά Ιομ IΖ — A | — 2 Ιομ (Ιομ : Ζ — Λ \ η- ψ) -+- ζ. 

ψ el ο étant lioloinorplies en Ζ — A el Z„ — A„. 
Ainsi donc : 
Γ' Dans le voisinage d'un sommet de la deuxième espèce, la diffé-

rence 
u -+- —: Ιομ Ζ — Λ Ι 
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reste finie, ou plus exactement, toutes les différences 

„ + 11=1 log | Ζ - Λ |, //' log | Ζ - A' |, 

u» 4. iii—i log | Z" — A" | 

ne peuvent pas devenir infinies à la fois. 
«° Dans le voisinage d'un sommet de la troisième espèce, toutes 

les différences 

u + ί log | Ζ — A | -+- 2 log log I Ζ — A |, 

u' -h 2 log | Ζ' — Λ' I η- 2 log log | Ζ' — A'|, 
u" -+- ·ι log | Z" — A" | H- 2 log log | Z" — A" |, 

ne peuvent pas devenir infinies à la fois. 
Il importe de se rendre compte de la raison de cette différence entre 

les sommets de la deuxième cl de la troisième espèce. 
Soit p2 = .x2-hy*, et supposons, pour simplifier, que u soit fonc-

tion de ρ seulement; l'équation 

Au = %(? 
peut alors s'écrire 

('·) 
diu ι du a „ 
dp* ρ dp ( 

Supposons que l'on veuille intégrer par approximations successives 
de la façon suivante ; nous prendrons 

uo dp2+ 2 p duo dp=o 

u1 dp2+ 1 p du1 dz = 8e" 

h2 dp2 + 1 p du2 d^= 8 (e'uo + ui _ euo) 

u3 dp2 + 1du dp = 8 (z+ui euo +6 ) 

U — Uq-\- U{ -+-/·/a -h ·. . · 
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Bornons-nous aux deux premières approximations; nous aurons, 
par exemple, 

"o =/>logp, e"' = ρ?, 

U{
 ~~ (/>+"" 2 )*' 

L'expression de a, devient illusoire pour ρ = — 2, et l'on peut en 
conclure que l'équation (4) ne peut avoir d'intégrale de la forme 

ii — — 2 logp 4- »·, 

r restant fini pour ρ — ο; elle en a une, au contraire, de la forme 

υ = ρ logp H- r 
si ρ n'est pas égal à — 2. 

lin revanche, l'équation (4) admet pour intégrale 

κ = — 2 logp — 2log logp — log4. 

Je me contenterai de cet aperçu qui suffit pour faire comprendre la 
différence entre le cas des sommets de la deuxième espèce qui corres-
pond à ρ différent de — 2, et celui des sommets de la troisième espère 
qui correspond à ρ — — 2. 

La variable ζ est le rapport des intégrales d'une certaine équation 
fuehsiennc 

(0 7ai ~ A ^ )r 

qui correspond à l'équation (1) du paragraphe précédent. 
Si le « type » de celle équation est donné, 011 connaîtra : 
i° La relation algébrique 

/<Z,Z')=o; 

20 Les valeurs Λ de Ζ qui correspondent aux divers cycles de 
sommets, soit de la seconde, soit de la troisième espèce; 

3υ Le nombre entier η relatif à chacun des sommets de la seconde 
espèce. 
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III. — Surface» de Klein. 

M. Klein a imagine un mode de représentation des fonctions algé-
briques dont l'emploi peut nous ctre utile. 

Considérons une courbe algébrique définie par l'équation 

<»> 
/(Λ, Z') = o. 

On peut construire une surface fermée, et de telle façon qu'à tout 
point réel ou imaginaire de la courbe (a) corresponde un point réel 
de la surface et un seul. Cependant, à un point double de la courbe (2) 
correspondront deux points réels de la surface, appartenant respecti-
vement aux deux brandies de courbe qui se coupent au point double. 

Nous supposerons, d'ailleurs, que les coordonnées du point de la 
surface sont des fonctions continues des coordonnées du point cor-
respondant de la courbe, et même que ces fonctions continues ont des 
dérivées do tous les ordres. 

Les surfaces de llicinann ne sont que des cas particuliers des sur-
faces de Klein; une surface de Klein se réduit à une surface de Hio-
innnn quand clic est infiniment aplatie et réduite à un certain nombre 
de feuillets appliqués sur un plan. 

Mais nous devons faire une distinction et séparer les surfaces de 
Klein isotropes des surfaces de Klein anisolropes. 

Une surface de Klein sera dite isotrope si le mode de correspon-
dance entre les points de la courbe et ceux de cette surface est telle 
que la représentation du plan des Ζ sur la surface de Klein soit une 
représentation conforme. Aux différents points du plan des Ζ corres-
pondent différents points de la courbe (2) et, par conséquent, diffé-
rents points de la surface de Klein; cette correspondance définit 1111e 
transformation d'une région du plan des Ζ dans une région de la sur-
face de Klein; pour que la surface de Klein soit isotrope, il faut que 
celte transformation conserve les angles. 

Nous pourrions ne nous servir que des surfaces isotropes; les tra-
vaux de MM. Schwurz et Klein pcrmcllcnl, en effet, d'affirmer que 
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les différents points d'une courbe Algébrique quelconque peuvent tou-
jours être représentés sur une surface de Klein isotrope. 

Mais il est préférable de ne pas s'imposer celte restriction, ce qui ne 
compliquera pas beaucoup notre analyse; et, en effet, on sera dispensé 
de s'appuyer sur le théorème que je viens de citer et dont la démon-
stration est assez longue. 

Au contraire, on peut pour ainsi dire regarder comme évident que, 
si l'on se donne une courbe (a) quelconque de genre ρ cl une surface 
fermée quelconque ip 4- ι fois connexe, on peut faire correspondre 
d'une façon univoque les points de la courbe à ceux de la surface. 

Ainsi l'on pourra faire correspondre d'une façon univoque les points 
réels d'une sphère et les points imaginaires d'une courbe unicursale 
quelconque; ou bien les points réels d'un tore et les points imaginaires 
d'une courbe de genre ι quelconque. 

Précisons la nature de la correspondance. 
Nous pouvons, sans restreindre la généralité, supposer que la 

courbe (2) n'a d'autre singularité que des points doubles ordinaires cl 
qu'elle se comporte régulièrement à l'inlini, c'est-à-dire que ses direc-
tions asymptotiques sont toutes distinctes et non parallèles aux axes. 

Cela posé, soit M un point de coordonnées courantes sur la surface, 
correspondant au point Ζ, Z' de la courbe ; soit Ρ un point de la surface 
de Klein, correspondant au point 

Ζ = A, Z' = A' 
de la courbe. 

Si la distance MP est très petite et si au point 

Ζ = A, Ζ' = A' 
on n'a pas 

df dZ =o; 

la distance MP est du même ordre de grandeur que | Ζ — A |. 
Si. au contraire, on a 

f dZ =o, 

mais si l'on n'a pas 
df 
d7J 
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la distance MP ne sera pas du même ordre de grandeur que | Z — A ; 
elle sera, en général, du même ordre de grandeur que le carré de 
| Z — A | et cri tout cas du même ordre de grandeur que | Z'— A' |. 

Si Ton a à la fois 
V-iL-o fÎ/j ~ rl'/J ~~ ' 

c'est-à-dire si le point Z = A, Z' = A' est un point double de la 
courbe (2), la distance MP ne sera plus du même ordre de grandeur 
que |Ζ — A | ou que j Ζ' — A'|; mais nous pouvons poser 

Z"= II (Z, Z), 

Il étant une fonction rationnelle de Z et Z' dont le numérateur et le 
dénominateur s'annulent au point double. 

Si A" est l'une des deux valeurs que prend Z" au point double et 
celle précisément qui correspond au point P, la distance MP est du 
même ordre de grandeur que | Z" — A" |. 

Si enfin le point Ρ correspond à un point à l'infini de la courbe (M), 

la dislance MP est du même ordre de grandeur que Uh· 

Considérons maintenant une fonction u des coordonnées du point M; 
le point M correspond à un point du plan des Z dont les coordonnées 
sont \ et V, parties réelle et imaginaire de Z. Alors u est aussi une 
fonction de X et Y. 

Soient r/S un arc infiniment petit dans le plan des Z et dn l'arc cor-
respondant sur la surface de Klein ; soient dit une aire infiniment petite 
dans le plan des Z et άω l'aire correspondante sur la surface. 

Par l'extrémité Z de l'arc dS, je mène un arc infiniment petit ZZ, 
normal à dS et dont la longueur sera dX. 

Soit MM, l'arc infiniment petit de la surface de Klein correspon-
dant à l'arc ZZ, et aboutissant, par conséquent, à l'extrémité M de 
l'arc di. 

Supposons d'abord la surface de Klein isotrope ; alors, si j'appelle du 
la longueur de l'arc MM,, l'arc MM, sera normal à dv et l'on aura 

dz do= dS dw dz = (dz dS)2 
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Soil u la valeur de la fonction u au point M, ou ce qui revient uu 
mémo point Ζ et 

" + <77i =" + d\ 

sa valeur au point M, ou, ce qui revient au même, au point Z,. On 
aura 

du du do = du dN dS1 

Le théorème de Green, applique dans le plan des Z, nous donne 

(3) ftoda-f*d&, 

ou en considérant deux fonctions u et t>, 

<0 f vAu dX= d du dS dN _ du dX dv dX + du dY dv dY ) dZ 

Les intégrales sont étendues soit à tous les éléments dù d'une certaine 
aire plane, soit à tous les éléments dS du contour qui limite cette aire. 
Les fonctions u et ν sont supposées continues, ainsi que leurs dérivées 
du premier ordre. 

Posons maintenant 
Dw = Au ̂  

et 
l'("',) = UxrfX + </V d\)7h,' 

de telle sorte que 
KO ,i')=L(t',w), 

E(w, w)> o. 

I^es équations (3) et (4) deviennent alors 

(3 bis) f\}udo>=f'£d,, 

(4 bid) J\· D«dto =j*i'^di—j |ί(«,ι·)ί/ω. 
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Ces équations représentent le théorème de Green étendu à la surface 
de Klein ; mais la premiere est susceptible d'une interprétation phy-
sique remarquable. Supposons que u représente la température d'un 

point de la surface; alors ̂  représentera la dérivée de cette tempéra-

ture estimée suivant la normale à l'are dv. 
Si la surface est supposée conductrice et qu'elle soit homogène cl 

isotrope au point de vue de la conductibilité calorifique, le produit 

du du do 

représentera le llux de chaleur qui traverse l'élément dσ pendant 
l'unité de temps, pourvu que l'on choisisse convenablement les unités. 

L'intégrale 

/Ï* 

représente alors la quantité de chaleur qui entre dans l'aire f dta à 
travers son contour. 

L'expression Du d(i> représente donc la quantité de chaleur cédée à 
l'élément de surface do> par les éléments voisins de la surface. 

Supposons maintenant la surface de Klein anisolrope. 
D'abord l'are MM, ne sera plus normal à l'are di. 
Si l'on considère sur le plan des Ζ un cercle infiniment petit avant 

pour centre le point Z, la figure correspondante sur la surface de 
Klein sera une ellipse infiniment petite, ayant pour centre le point VI. 
Alors les tangentes à l'arc MM, et à l'are d? seront deux diamètres 
conjugués de celte ellipse. 

Nous n'aurons plus alors 
MM, _ de 
<A\ ~~ dS' 

mais nous pourrons poser 

du= do dN dS 

cl nous aurons 

MM,= 2^5. 

Journ. de Math. (S· série), tome IV. — Fasc. IL, 1898. 20 
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a' (M ft étant les longueurs des diamètres conjugués de noire ellipse 
<|iii sont dirigés rcspcclivemcnl suivanl les tangentes à MM, et à di. 

Avant ainsi modifié la définition de fin, nous aurons 

du do du = du dN, 

Nous conserverons les définitions de DM et de K(W, C) et nous reloni-
lierons sur les équations (3 bis) et (\ bis). 

l/inlerprétalion physique subsiste; si, en efl'el, la surface est sup-
posée conductrice, mais que la conductibilité ne soit pas isotrope, le 
llu\ de chaleur qui traverse l'élément di sera encore représenté par le 
produit 

du do du 

la déiinilion de du ayant été modifiée comme nous venons de le dire. 
L'équation (3 bis) entraîne comme conséquence 

f'Dudo) -- o, 

quand l'intégrale est étendue à la surface de Klein tout entière et, eu 
ell'ct, cette surface est fermée. 

L'interprétation physique de celte équation est évidente : la eonduc-
lihililé de la surface amène des échanges de chaleur entre ses diverses 
parties, mais ne peut altérer la quantité totale de chaleur que possède 
la surface entière. 

IV. — La fonction t . 

Nous considérons diverses quantités 

Ζ, Ζ', Ζ 

toutes fonctions rationnelles de Z, Z', et les fonctions correspondantes 

«, //', M", 

telles qu'elles ont été définies dans le g II. 
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Posons maintcnanl 

ec = en du dw 

On en conclurait, si la surface de Klein était isotrope, 

ec= ds2 dx2; 

Dans tous les cas on aura également 

ev = en' dw dw' 

Taire dlï étant Taire du plan des Z' <jui correspond à Taire di1 du plan 
des Z; el, cil effet, Ton a 

en = ds2 dS1 en= ds2 dS'2; d2 dx= dS2 dS'2 

On aurait de même 

ec= en" dS dw 

La définition de la fonction U csi donc indépendante du choix de 
la fonction Ζ parmi lea diverses fonction# 

Z, Z', Z' 
Il vient alors 

D« = = 8e"^ = 8«' 

et enfin 

DL=8^ + Dlog^
; 

comme D log j- csl une fonction connue <pic je puis poser égale à — Φ, 

je puis écrire 

(>) DU = 8e1' —Φ. 
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La définition de L ne dépendant pas du choix de Z, on devra avoir 

- Φ = D log ̂  = Ο Όκ^' = I » lo
ff
 =... 

el par consequent 

D log du'du =o; log dZ dZ =' o, 

ce qu'il esl d'ailleurs aisé de vérifier. 
Je dis maintenant que la fonction Φ ne peut devenir infinie. Knefiét, 

elle ne peut cesser d'être finie que si lo# ̂  est infini, c'est-à-dire si 

Z= x ou df dZ' =o? 

Mais il faudrait en même temps que 

lot? ;&- = *· 
ce qui entraînerait 

Z = ou df dE =o;$* 

Il n'y a donc de doute que pour les points de la surface de Klein 
qui correspondent aux points à l'infini ou aux points doubles de la 
courbe 

(2) /(/-. ) — °· 
Mais il faudrait encore que pour toutes les fonctions Z" on eut 

ioK-dV, = x-

Or c'est ce qui n'arrive pas, pour un point à l'infini, si l'on fait 

Z" = 1 Z' 

ni pour un point double, si l'on fait 

Z" = lt(Z, Z ), 
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II· numérateur et le dénominateur de H s'annulant à la fois au point 
double. 

Ικι fonction Φ est donc toujours finie. c. g. t. i». 

(juc dire rriaintcnant de la fonction U. 
Si on laisse de coté les points de la surface de Klein qui corres-

pondent à un sommet de deuxième ou de troisième espèce du polygone 
H

0
, on pourra trouver une fonction Z" telle que 

u' et log dz dw' 

soient finis. La fonction U est donc finie. 

Si la fonction fuchsicnne est de première espèce, la fonction U 
sera donc finie sur toute la surface de Klein et elle sera île finie 
par l'équation 

( ι ) DU — 8 e* — Φ. 

Supposons maintenant que a soit un sommet de deuxième espèce 
<le U

0
 et soient Λ, A', A" les valeurs correspondantes de Ζ, Z' et 7/ 

el 1* le point correspondant de la surface de Klein. 
Nous pourrons supposer que Ton a choisi la fonction Z" de telle 

sorte (im; 

log du' dw 

resit; fini ; alors la différence 

"" + 2 logl Z" — A*| 

et, par conséquent, la différence 

u + V-'-Zl logMl» 

resteront finies. 
Une observation cependant; lorsque Z" tend vers A", l'expression 

K
"+îîLp2log|Z*-A'| 
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lend ver* une limite finie et déterminée; mais quand le point M se 
rapproche de P, l'expression 

i; 4- logMP 

( à moins que la surface de Ricin ne soit isotrope) reste finie, mais ne 
tend pas vers une limite déterminée; sa limite dépend de la direction 
de la droite Ml*. Si ρ est le rayon d'un cercle très petit situé dans le' 
plan des Z" et ε le diamètre de l'ellipse correspondante de la surface 
de Ricin dont la direction est la même que celle de MP, c'est l'expres-
sion 

U+ 2n _ 2 log 2 p. MP e 

qui tend vers une limite déterminée quand MP tend vers o. 
Posons 

(■" = ir -+■ 3 log | Ζ" - A" ;, 

il viendra 

At·" = \u" = Se-" = 8(y' | Ζ" - Λ* | " ' ̂  · 

On voit que la fonction v" satisfait à une équation de la forme 

Av" = oe" dS dS; 

où 0 est une fonction donnée, constamment positive, mais dc\enunl 
infinie pour Ζ" = Λ". 

Posons maintenant 

e" = ev" dz dx 

Si nous conservons aux lettres Ο et Φ leur signification 

0 = 817/ - A" ρ"; Φ = — D log %, 

il viendra 
DV = 0ev - «I». 
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Au point V (correspondant ail point 7/ — A"), la fonction 0 devien-
dra infinie, mais V et Φ resteront finis. 

Knvisageons de même un sommet de la troisième espèce; nous 
choisirons u" de telle façon que 

u" ■+■ ί log | Ζ" — A" | -h 2 log log I Ζ" — A" \ 

reste fini et nous poserons 

e" =. u" -h ι log I Ζ" — A" | -+- 2 log log | Ζ" — A" |, 

4 = 817/ - A' | "2 log"31V - A"|. 

Nous aurons alors 

1ί· — lu 21 log log I Ζ' A | - diï
 (ββ· A'l'log^Z"—,\"| )' 

et si nous posons encore 

eN = ev" dw d"d 

il viendra 

ην^Οβ'-Φ-'ί^. 'l (lot 

Nous sommes ainsi conduits à changer la définition de U. Nous po-
serons 

i; = « + iog^" + /i, 

où h est une fonction uniforme qui reste linic en tous les points de la 
surface de Klein, sauf aux points qui correspondent à dos sommets de 
deuxième ou de troisième espèce de R

e
. 

Kn un sommet de la deuxième espèce, la différence 

/' ~ ^ïr~ '°fi> I Z'— A"l 

devra rester finie; en un sommet de troisième espèce, la différence 

h — 2log | Z" — A" | — 2 log log I Ζ" — A" | 

devra rester finie. 
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Nous pourrons toujours clioisir la fonction h de façon à satisfaire à 
ces conditions et même de telle façon que la fonction h en dehors des 
sommets de deuxième et de troisième espèce, et les fonctions 

/)log | Ζ" — Λ" J ; h — a log 17/ — A"| — a log log | Ζ " — Λ" ι 

dans le voisinage de ces sommets, que ces diverses fonctions, dis-je, 
aient leurs dérivées de tous les ordres finies cl continues. 

Dans ces conditions la fonction I sera toujours finie et elle satis-
fera à l'équation 

Dli = 8c.·1*·-'' + υ log + MU, 
ou en posant 

0 = 8 e-», -* = Ulogj£ + l>A, 
à l'équation 

( ι bis ) DU = Or1 — Φ. 

Les fonctions 0 et Φ sont des fonctions données; la première esl 
toujours positive, elle ne peut jamais s'annuler; elle ne peut devenir 
infinie qu'aux sommets de deuxième et de troisième espèces; la fonc-
tion Φ ne peut devenir infinie qu'aux sommets de troisième espèce. 

Aux sommets de deuxième espèce, 0 devient inlini connue 

i — iii 

| Z" — A" | " . 

Aux sommets de troisième espèce, 0 et Φ deviennent inlinies comme 

(| Z" — A"|log|Z" — A"|)- 2. 
Le rapport 

17/2 

reste donc fini; la limite de ce rapport est d'ailleurs égale à 

i Ît'. 
4 dt» ' 

elle est donc positive. 
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Ainsi, s'il y a des sommets de troisième espèce, la fonction Φ peut 
devenir infinie, mais infinie positive ; elle n'a donc plus de limite su-
périeure, mais elle a toujours une limite inférieure. 

V. — Maxima et minima. 

La propriété fondamentale de l'expression Du est la suivante : Si 
la fonction u est maxima, D u est négatif; si la fonction u est minima, 
l)w est positif; ce qui signifie, au point de vue physique, qu'un point 
où la température est maximum peut ccder de la chaleur aux points 
voisins, mais ne peut en recevoir. 

Examinons la chose d'un peu plus près, et pour cela reprenons 
réqualion (3 bis) du paragraphe III 

< \ bis) f Dud(a = j'^dv. 

Si au point Ρ la fonction u est maximum, dans le voisinage de ce 
point, les courbes u = const, seront de petites courbes fermées s'en-
vcloppanl mutuellement et enveloppant le point P. 

L'intégrale dn did odj-dv, prise le long d'une de ces petites courbes, sera 

toujours négative, car ~ sera toujours négatif. 

L'intégrale JDncfo, étendue à l'aire limitée par une de ces petites 

courbes, sera donc négative. 
11 faut donc qu'à l'intérieur de chacune de ces petites courbes 

u puisse prendre des valeurs négatives et, comme je puis supposer 
celle courbe aussi voisine du point Ρ que je le veux, on pourra 
trouver, aussi près du point Ρ qu'on le veut, des points où D// sera 
négatif. 

Si la fonction DM est continue, elle ne pourra pas cire positive en Ρ ; 
elle pourra s'annuler en P, mais à la condition qu'il y ait dans le voi-
sinage de Ρ des points où elle est négative. Il peut se faire que ï)// 
devienne infinie en P, mais toujours à la condition qu'il y ait dans le 
voisinage de P des points où elle soit négative. 

Journ. de Math. (5· série), tome IV. — Fuse. II, 189». 21 
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Il convient toutefois de s'assurer que, si D u devient infini, Γ inté-
grale 

J \ Όιι\άω 

reste finie. C'est ce qui arrivera dans le problème qui nous occupe. 
Nous avons vu que, aux sommets de la deuxième espèce, DU de-

vient infini de l'ordre de 
ι 

MP1- » 

et aux sommets de la troisième espèce, infini de l'ordre de 

ι 
MPMog^MP 

L'intégrale 

J | DU | άω 

est du inème ordre que 

f |DIJ|M1M(MI>), 

c'est-à-dire que 

/d MP r rfMP 

et l'on vérifie aisément que ces deux intégrales sont finies. 
Considérons alors l'équation 

DIJ = Oe1 -Φ. 

Je suppose que 0 est toujours positif et ne peut s'annuler; je sup-
poserai en outre que 0 et Φ sont toujours finis (c'est ce qui arrive, 
comme nous l'avons vu, dans le cas des fonctions fuchsiennes de la 
première espèce). 

Enfin, je supposerai d'abord que Φ est toujours positif et ne peut 
s'annuler. 

Alors 0 βΐΦ, ne pouvant ni s'annuler, ni devenir infinies, admettront 
chacune un minimum θ0 et Φ0 et chacune un maximum 0, et Φ, ; toutes 
ces quantités sont positives. 
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D'autre part U', étant fini, aura un maximum U, et un mini-
mum U0. 

Pour le maximum, on aura 

DU < ο 
et, par conséquent, 

0cL' - Φ < o, 
ou a fortiori 

0ocr' - Φ,<ο. 

Pour le minimum, on aura 

DU > o, 
(Γθίΐ 

0c,;· — Φ >o, 
ou a fortiori 

0,ί'ϋ' - Φ
0
>ο. 

La fonction U satisfera donc toujours aux inégalités 

<■) Ιο^Φο - log 0, < U < log Φ, - log 0„. 

On peut obtenir des limites plus rapprochées en considérant le rap-

port ï; les inégalités 

0cVt— Φ < o, Oc1" — Φ > o 

montrent que cl> reste toujours compris entre le minimum et le maxi-

mum de - · 

Ce résultat serait illusoire si Φ n'était pas toujours positif. 
Supposons maintenant que Φ soit toujours positif, mais qu'on puisse 

trouver une fonction η, telle que 

Φ H- ϋη 
soit toujours positif. 

Posons alors 
ϋ = ν + η; 
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l'équation devient alors 

DY = OeVv — Φ — ϋη. 

Les fondions Qe*1, ^-+-Dyj étant toujours finies et positives, les 
résultats précédents peuvent s'appliquer, et l'on voit que ev reste tou-
jours compris entre le maximum et le minimum de 

Φ-h Dr, 

Si donc ri0 et η, sont le minimum et le maximum de r(, et si ζ
0
 et ζ, 

sont le minimum et le maximum de 

ψ-t- Dr, 
ο ' 

on aura 

(2) Ç0^<e|:<Ç^-V 

Si 0 et Φ peuvent devenir infinis, les résultats précédents subsislent-
ils*? Dans les cas dont nous aurons à nous occuper, 0 ne pourra devenir 
infini qu'aux sommets de deuxième et de troisième espèces et Φ aux 
sommets de troisième espèce. 

Dans tous les cas, l'expression 
i, «i» 

'' - 0 

restera finie et déterminée; cette expression devra être négative pour 
les maxima (sans quoi DU ne pourrait devenir négatif dans le voisi-
nage du point correspondant au maximum) et positive pour les 
minima. 

Si donc Φ est toujours positif, sera toujours compris entre le 

maximum et le minimum de ^ · 

Si Φ n'est pas toujours positif, mais si Φ H- Dyj est toujours positif, 
les inégalités (a) subsisteront. 

Envisageons maintenant l'équation 

(4) 1)V = 0cu V — ψ. 
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Soient V, et V
0 le maximum et le minimum de V; on devra avoir 

Oe,:V, — ψ<ο, 

O^V, — Ψ>π, 

ce qui montre que V reste compris entre le maximum et le minimum 
du rapport 

± 
0eK' 

Corinne Oe® est essentiellement positif et ne peut s'annuler, ce 
résultat reste vrai, soit que ψ soit constamment positif, soit que ψ 
puisse changer de signe. 

Il reste vrai encore et n'est pas illusoire, quand 0 et même quand ψ 

peuvent devenir infinis pourvu que le rapport ~ demeure fini. 

•le dis maintenant que l'équation (4) ne peut admettre deux solu-
tions; si elle en admettait deux, V et V', la différence V — V' satisfe-
rait à rénualinn 

D(Y - V')=0cu(V » V'). 

Cette équation est de même forme que (.{), mais ψ est nul. Sont 
donc également nulles ha limite supérieure et la limite inférieure entre 
lesquelles peut varier V — V. d'après ce que nous venons de voir. 
Donc 

V - V' = o. C. Y. F. D. 

De même, l'équation 
DU = 0cu -Ψ 

ne peut admettre deux solutions, car si elle en admettait deux, U et 
U H- λ , on aurait 

DV ̂  Oev(e* — i). 

Si V, et Y« sont le maximum et le minimum de V, on devrait avoir 

ev,<i, ev"=i, 
d'où 

V.<o, V0>o, V,>V>V„ 
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ce qui entraîne 
vlSv = v,=«. C. Q. F. D. 

VI. — L'équation Γ)α — φ. 

Je me propose d'intégrer l'équation 

(0 D «/ = 9, 

où u est la fonction inconnue qui doit être finie et continue ainsi que 
ses dérivées des deux premiers ordres, et la fonction ο qui est donnée. 
(Test comme si l'on demandait la température finale de chaque point 
de la surface, en supposant qu'elle ne cède pas de chaleur au dehors 
par rayonnement, mais que chaque élément (Ιω de la surface est le 
siège d'une source de chaleur produisant dans l'unité de temps une 
quantité de chaleur — φ</ω. 

Pour que le problème soit possible, il faut d'abord que 

(2) f ηάω = o, 

l'intégrale étant étendue à la surface entière. En effet, nous avons 
trouvé plus haut 

j DM dd) — ο 

et, d'ailleurs, l'équilibre thermique n'est évidemment possible que si 
la quantité totale de chaleur fournie par les sources est nulle. 

Supposons celte condition remplie. Pour résoudre notre problème, 
nous allons introduire une fonction qui jouera le même rôle (pie la 
fonction de Green dans la théorie du potentiel. 

Reprenons la courbe algébrique 

(3) /(Z,Z') = o, 

qui est la même que la courbe (2) des paragraphes précédents. 
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Considérons l'intégrale abclicnnc 

(4) .1 = fH(Z,l')JL, 

«ù U est une fonction rationnelle de Z et de Z'. 
Soient alors 

(Z — ze, z = z'„), (Ζ = zn Z' = z;), 

(ζ = υ
β
,ζ = u;), (ζ = υ„ζ' = υ;) 

quatre points analytiques pris sur la courbe (3). Les deux premiers 
éZ„, Z'

n
)

1
 (Z,, Z'

(
 ) seront les limites inférieure et supérieure de l'inté-

grale^,). 
Cécile intégrale elle-même sera une intégrale abélienne de la troisième 

espèce admettant pour points singuliers logarithmiques les deux points 
analytiques (lJe, lj'

0
), (U,, Û',). 

Donc, sauf aux points analytiques (U
e

, U'
e
), (U

4
, U'J, la fonction .1 

sera holoniorphe; dans le voisinage de (U0, U'0), la différence 

.1 -f- log(Z, - U,) - log(Z
0
 - U.) 

H, dans le voisinage de (U
|t

 1J',), la différence 

.1 — log(Z, - IJ,) -h log(Z
0
 - U,) 

seront liolomorphes en Z, et Z
0

. 
Pour achever de définir l'intégrale (4), nous supposerons que les 

parties réelles de ses 2ρ périodes cycliques sont nulles. 
L'intégrale .1 ne change pas quand on permute les deux points ana-

lytiques 
(z„,z;,), (ζ,,ζ;) 

avec les deux points analytiques 

(u„,u;), (u„u;). 

C'est le résuUat bien connu dans la théorie des fonctions abéliennos 
sous le nom de Verlauschung von Parameter and Argument. 
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Je désignerai par M, P, M,, P, les points de la surface de Klein qui 
correspondent aux quatre points analytiques 

(Ζ,,Ζ,), (z.,z;>, (ΐ;„υ,), (U_-) g_ç 
et par 

G(M, P ; M1 P1) 

la partie réelle de l'intégrale J. 
On voit que 

<;, ο-«-ι.*!&--!;!, <; -
»■»'» * '« I ■ '·Il " ■ » - | 

seront des fonctions liarmoniques de \el Y (si l'on pose/, \ -+- iA ), 
la première pour tous les points analytiques sauf pour 1

0
 el l ,, la 

seconde dans le voisinage de IJ
e

, la Ii'oisi«*iit<» dans le voisinage de I 
Observons enfin que la définition précédente devrait être modifiée 

si l'un de nos quatre points analytiques venait eu un point de la 
courbe (H) où 

<lf <!/ 
^/7~0' d'A ~n' 

il conviendrait de remplacer alors par la (onction Ζ la l'onction Ζ 
qui joue le role prépondérant dans notre déliait ion; ou bien encore si 
l'un des quatre points analytiques venait en un point double de la 
courbe (3); il faudrait remplacer Ζ par 

Z' = P( Z' Z") Q' (Z, Z') 

Ρ cl Ο étant deux polynômes entiers s'aiinulant tous deux au point 
double. 

Soient dam U/ω, deux éléments quelconques de la surface de Klein; 
soient M et M, les centres de gravité de ces éléments; soient Pel Ρ, 
deux points fixes quelconques sur la surface de Klein. Soit φ, une 
fonction quelconque des coordonnées du point M,. 

Considérons l'intégrale 

(>) v= f G (M, µP ; M1, P1)1 fdx 
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étendue à tous les éléments dta% de la surface de Klein. C'est une 
fonction des coordonnées du point M. 

Je dis d'abord que cette intégrale est finie, si la fonction 7, est finie 
elle-même. Et, en ciTet, la fonction G ne peut devenir infinie que si le 
point M, vient en M ou en Ρ (elle s'annule si M se confond avec Ρ et, 
par conséquent aussi, à cause de la Vertauschung, si M, se confond 
avec P,); mais si M, vient en M ou en Ρ la fonction G devient infinie 
logarithmiquenicnt, de sorte que notre intégrale reste finie et déter-
minée. 

Pour pousser l'étude plus loin, je divise la surface de Klein en deux 
régions, l'une S' réduite à une petite calotte entourant le point M, 
l'autre S" comprenant le reste de la surface et je pose 

p = s/ H- r", 

r' et p" représentant la même intégrale étendue respectivement à S' 
et S". 

Je suppose que le point M ne se confond ni avec Ρ ni avec P,. 
Considérons d'abord l'intégrale P"; si M, reste dans la région S" 

qui ne contient pas le point M, les trois distances MM,, MP, MP, 
restent finies et l'on peut assigner une limite supérieure à la fonction G 
et à chacune de ses dérivées. 

L'intégrale 

f Hq, dw1; 

où H est une dérivée quelconque de G est non seulement finie, mais 
uniformément convergente. Nous pouvons donc appliquer le procédé 

de la difl'ércntialion sous le signe j*et nous voyons d'abord que toutes 
les dérivées de P" sont finies. 

Il vient ensuite 
DP" = JDG φ, do)

t
 — o, 

puisque 
DG = o. 

Considérons maintenant P'; la porlion S' de la surface étant très 
Journ. de Math. ( 5* série), tome IV. — Fasc. II, 1898. 22 
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petite pourra être représentée d'une façon univoque sur le plan des Ζ 
et nous aurons 

'ssfG*£;Ja" 
dû, étant Taire de l'élément du plan des Ζ correspondant à l'élément 
do)

t
 de la surface de Klein et l'intégration étant étendue à tous les élé-

ments dû, de la portion du plan des Ζ qui correspond à la région S'. 
Mais on a 

(; = iog|Z,-u
e
|-hH

f 

Il étant une fonction harmonique de X et de V. 
Mous aurons alors 

v'= v'1 +v'2 

«·'. =/
Ιο

κ I
 z

> -
 L

> I ?<
 dQ

> ' 

v'1 = log |Z, U1) q1 df; 

Nous voyons d'abord que Ton peut appliquer à l'intégrale v
2
 le 

procédé de la differentiation sous le signe J*, de sorte que toutes les 

dérivées de v
2
 sont finies ; d'ailleurs on a 

Av2'= f AHq1 dw1 dw1 dQ1=o; 

d'où 
De; = o. 

Ensuite les propriétés du potentiel logarithmique nous apprennent: 
i° Que v\ est fini ainsi que ses dérivées des Κ premiers ordres, si 9, 

est fini ainsi que ses dérivées des Κ — ι premiers ordres; 
2° Que 

Av'1 = _ 2r dw dw' 

5 et ^ représentant les valeurs que prennent 9, et ̂  quand le 
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point M, vient en M. On en conclut 

De, = — 2 πφ. 

En résumé, e est fini ainsi que ses dérivées des Κ premiers ordres si 
φ est iini ainsi que ses dérivées des Κ — ι premiers ordres, et l'on a 

De = — Ίτ.ζι. I 

J'ai supposé que M ne se confondait ni avec P, ni avec P,. 
Si M se confond avec P, G et e s'anniilent. 
Il me reste à faire voir qu'aucune singularité ne se présente quand 

M se confond avec P,, et pour cela je vais montrer que l'intégrale e ne 
dépend pas de la position du point P,. 

Si nous remplaçons P, par un autre point P2, e se change en 

JG(M,P; M,, Ρ
2
)φ, </<*>,. 

Puisque 

G(M, Ρ; M,, P,) = G(M, P; M,, P
2
) — G(M, Ρ; P,, P

2
), 

je vois que ν a augmenté de 

y G(M, 1'; l\, 1',)?, ί/ω, = G(M, 1»; P„ P,) f
9

, rfc»,. 

Or, celle expression esl nulle à cause de la relation (2). Donc, 
< n'a pus changé. c. Q. F. D. 

En résumé, la solution de Véquation (1) nous est donnée par la 
formule 

(«) u " ~ Ρ;Μ
η

Ρ,)9,</ω,. 

La solution donnée par l'équation ((3) n'est pas unique; on peut 
évidemment y ajouter une constante arbitraire; à part cela, il n'y en 
a pas d'autre. 
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Ce qui caractérise la solution particulière (6), c'est qu'elle s'annule 
au point P. 

La solution (6) satisfait à une inégalité qui nous sera utile dans la 
suite. 

Soient η une fonction quelconque, toujours positive, et vj, la valeur 
de cette fonction au point M,. Soient 

? = Ή ?ι = ψ.*ΐι· 

On aura évidemment 

| u | < (max. de | ψ [)j"1 G ■ 

L'intégrale 
/"1 G I η, r/tu, 

J 2r 

est une fonction de M ; la fonction sous le signe j*ne peut devenir infinie 

que dans trois cas : i° si le point M vient en M, ; 2° si la fonction γ;, 
devient infinie; 3M si le point M vient en P

f
. 

Afin d'exclure ce troisième cas, je décrirai autour de P, une petite 
courbe fermée et je supposerai que le point M ne pénètre pas à l'inté-
rieur de cette courbe fermée. 

Lorsque le point M est voisin de M,, la fonction G devient infinie 
de l'ordre de logMM, ; en outre, je supposerai que la fonction rj, de-
vient infinie en certains points A qui correspondront aux sommets de 

J—ÏH 

la deuxième espèce, et cela infinie de l'ordre de M, A " ;jcsuppose 
qu'il n'y ait pas de sommets de la troisième espèce et qu'en tous les 
autres points la fonction Y], soit finie. 

Alors l'intégrale 
/'IGI y, ι ffbtj 

J 2 T. 

est finie et même converge uniformément. Et, en effet, dans le cas le 
plus défavorable, c'est-à-dire si le point M coïncide avec un point A et 

si M, est très voisin de M, la fonction sous le signe j*sera infinie de 
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'i 

l'ordre de 

MM,' -"logMM,, 

et l'intégrale ne deviendra pas infinie. Nous pouvons donc assigner à 
cette intégrale une limite β' et écrire 

(7) |«!<?'(max.dc|-]/|). 

Celte inégalité est vraie pourvu que M ne pénètre pas à l'intérieur 
de la courbe qui entoure le point P,. 

Mais nous avons vu que u ne dépend pas de la position du point P, 
et ne change pas quand P, vient en Pa; nous aurons donc 

{-bin) |a|<£T(max.ϋβ|ψ ), 

pourvu que M ne pénètre pas à l'intérieur d'une petite courbe entou-
rant Pa. 

Si, alors, β est le plus grand des deux nombres β' et β", nous aurons 

(*> I < ?(max. de j ψ[), 

quelle que soit la position du point M. 
Ce résultat est vrai pourvu que la fonction η ne devienne jamais 

infinie que d'ordre 2 — ^ < 2. 

C'est une condition à laquelle satisfait la jonction 0ev quand il 
n'y a pas de sommet de troisième espèce. 

VII. — L'équation D//= nu — 

Considérons l'équation 

(■) Du = ληη — φ — λψ. 

Je supposerai la solution dévcloppable suivant les puissances de λ 
et je la mettrai sous la forme 

u = (ί/Φ H- c
0
) 4- -f* c, ) 4- 4- c2) 4-.. .· 
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Les ck sont des constantes et les uk s'annulent au point P. 
J'aurai la suite d'équations 

(2) 

Du
0
= -φ, 

ΒΜ
ι
 = η(κ

β
-Ηο

0
)-ψ, 

Da^r^H. + c,), 

Da
3
 = y](a

2
-+-c

2
), 

Pour que la solution soil possible, nous devrons avoir 

t) = do)=J'[η(ΐί
0

-μ c
0
) — '\>\d<û — Jf\(u

t
 h- c, )do) = 

ce qui nous donne la suite d'équations 

(3) 

c
c
Jν\άω = j*'\i du — Jt\ u

0
 dm, 

cj r\d(n = — d(x), 

ci = — J'fiu., cfa), 

Si ces conditions sont supposées remplies, la formule (G ) du para-
graphe précédent nous permettra de calculer u

0
, u

n
 — 

Ainsi, pourvu que l'on ait 

Jydta = o, 

nous pourrons calculer successivement, par les équations (ί ) el (1 ), 
d'abord îî

0
, puis c

0
, u

t
, c

n
 «

2
, c*

2
, .... 

Soient γ,, γ
2
,... les maxima de | u, |, w

2
1, — 

Si la fonction η est supposée toujours positive, on aura 

| c, \jr\ du < Jy\ | «, | do) < r, ί/ω, 
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d'où 

ΚΚγ., 
et, de môme, 

|c2| < y2 , | c2| < y2; 

L'inégalité (8) du paragraphe précédent nous donnera ensuite 

γ3< ji(max. de | u% 4- c, |) < gf 
et, de même, 

Y » <C ^ ? V a » '··· 
La série 

Z Y k yA; 

converge donc, pourvu que 
2βλ<ι; 

et par conséquent, à cette condition, la série 

(4) 1 λΛ(«
Α

4- C
A

) 

converge uniformément. 
Si u est la somme de cette série, u sera donc une fonction finie et 

continue des coordonnées de M. 
Nous aurons, d'autre part (puisque la série converge uniformé-

ment), 

J't.udfû = J*i(w
0
 4- C

0
)(i(s) 4- /](//, 4- c,) (l(ii + ... = o. 

Nous pourrons alors, par la formule (0) du paragraphe précédent, 
trouver une fonction ν qui satisfasse à l'équation 

De = \r\u — 9 — λψ. 

Je dis que cette fonction c est identique à u. 
Posons, en effet, 

« = («0 + Ci) + λ(«, + c, ) + ... + λ"(//„ + ς) 4- 1{
Λ

, 

V = (n
0

-h c.) 4· l(u
i
 4- c,) 4-... 4- λΛ+,(«

β+ι
 -h c

HJht
) 4- S„ ; 
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il viendra 
DS„ = λη R„. 

La scrie (4) convergeant uniformément, nous aurons 

|ΙΙ
Λ
|<Κ<2λβ)", 

Κ étant une constante assignable; on conclut 

|S.|<K(aX?)"·. 

Quand η croît indéfiniment (aXfl)" et, par conséquent, | R
n

 | el | S„| 
tendent vers zéro. La différence u — Ρ est égale à 

u - ν = R
E
 - S„ — λ"-1 (u

n+l
 H- c

u
„ ) < | R

RT
 | -H | S, | 4- 2 A"f 1 γ„.,. 

Elle tend donc vers zéro quand η croit indéfiniment et, comme elle 
ne dépend pas de /1, elle est nulle. Donc u = r. Donc u satisfait à 
l'équation 

DM=XYJM— φ — λψ. c. g. ν. n. 

Cette démonstration suppose que γ], φ, ψ restent finis ou ne peuvent 
devenir infinis qu'en certains points (qui correspondraient aux som-

mets de la deuxième espèce) et seulement infinis d'ordre 2 — j < ·■>.. 
Je terminerai par la remarque suivante : 
Si, dans une certaine région de la surface de Klein, η, γ et ψ sont 

finies ainsi que toulcs leurs dérivées, il en sera de même de u. 
Soit, en effet, DP = 0, équation qu'on peut intégrer par la for-

mule (fi) du paragraphe précédent. 
Nous avons vu que, si dans une certaine région 0 est finie ainsi que 

ses dérivées des Κ premiers ordres, ν sera finie ainsi que ses dérivées 
des Κ 1 premiers ordres. 

Appliquons ce résultat à l'équation 

D U — λτ]« — λφ — λψ. 

Comme u est fini, le second membre est fini; donc u est fini ainsi 
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que ses dérivées du premier ordre; donc le second membre est fini 
ainsi que ses dérivées du premier ordre; donc u est iini ainsi que ses 
dérivées des deux premiers ordres, et ainsi de suite... c. g. r. n. 

Supposons maintenant que l'on sache intégrer l'équation 

(5) Dw == yj u — 9, 

et proposons-nous d'intégrer 

0») )u = (Y1+ Yn') u _q; 

Les deux fonctions η et η' sont supposées toujours positives. 
Soit 

u — u0 -+- lu, + Xsu, + .,.; 

l'équation (β) nous donnera la suite d'équations 

<:) 

Dw
(l

r=Tr)Wo-o, 

Du1 = nui + n,"= uo; 

Du2 = nu2+ n'u1,... 

Les équations (7) étant de la forme (5), nous saurons les intégrer 
et elles nous donneront successivement u0, un u3, 

Les principes du paragraphe V nous donnent les inégalités suivantes : 

|uo| < max. de |q y1|; 

I u, I < max. del^i , 

Ι u., Ι < max. de !> 

Soient alors le maximum de | uk\ et β celui de - , il viendra 

11< B yo y2 <By1, .. 
Journ. de Math. ('>· série), tomeIV. — Fas·:. Il, îSyS. 23 
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Donc la série 

(8) u
n

 ■+■ 7. u, ■+· I£3 ■+·... 

converge uniformément pourvu que 

ι χ? | < I-

J'ai suppose plus haut que nous savions intégrer l'équation (5); je 
précise cette hypothèse en disant que nous savons l'intégrer quelle 

que soit la fonction φ, pourvu que le rapport ~ soit limité. J'ai sup-

posé aussi plus haut que le rapport — a une limite supérieure, el. r exi 

celte limite supérieure que j'ai appelée β. 
Soit alors u la somme de la série (8); cette somme est linio ; nous 

savons alors intégrer l'équation 

De = Y)c -h λη'ί* — φ, 
puisque le rapport 

Ι λ τ/ U — 

I 1 
est limité. 

Je dis que l'intégrale ν de cette équation est précisément égale à u. 
Soient, en effet, 

u = M0 4- X u
%
 -h ... -H X" u

a
 ■+■ R

rt
, 

ν = w0 H- \ u
%
 -f- . .. V'"1"' S,„ 

on aura 
Ώ$

λ
 = υι$

η
 + ΪΎ\'\\„. 

Or 
| H

rt
 | < Κ.(λβ)". Κ étant une constante. 

Les principes du paragraphe V donnent ensuite 

|S„|<max.dc <Κ(λβ)""1. 
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Donc la différence 

u-v — X{
n
- S„- λ""*/,,,, 

tend vers zéro quand η tend vers l'x; clic est donc nulle, et u = v. 
c. Q. F. I). 

On démontrerait ensuite comme plus haut que si, dans une certaine 
région, η, φ et η' sont finies ainsi que toutes leurs dérivées, il en est de 
même de u. 

Considérons maintenant l'équation 

(il) DM = f]U — φ, 

et posons 
λ, -+- λ

2 -f- A
/;
 — ι, 

? = ?. + νψ,. 

Les λ sont des constantes positives; la fonction φ, est assujettie à 
la condition unique 

f q dw = o, 

mais elle est d'ailleurs arbitraire. 
Nous allons intégrer successivement les équations 

(m) 

Da —λ,ηκ-^-λ,ψ,, 

Dm = λ, η m -μ λ
2

ηΜ — φ, 

DM —- (λ, -μλ
2
)ηΜ 4-λ.,ηΜ — φ, 

··♦·.·, 

du = (Y1 +Y2+ ... + Y p - 1) nu + Y nu _q; 

La première équation (ίο) est de la forme (i); nous saurons donc 
l'intégrer, pourvu que 

λ·<7Ρ' 
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β étant la quantité qui figure dans l'inégalité (8) du paragraphe pré-
cédent. 

Les autres équations (10) sont de la forme (6); on les rend iden-
tiques a l'équation (6) en changeant 

λ,ηοηη, r, en η', λ
2
 en λ, pour la 2e équation (m), 

(λ, -h λ
2
)η en η, η en η', λ

3 en λ, pour la 3e équation (io), 

(A, + Xj + ... + λ/,., )η en η; η en r/, λ,, en λ, pour la équation ( m). 

Nous saurons donc intégrer successivement ces équations (το), 
pourvu que 

).,< L_, >„< L_ , 

πιαχίΐβτ-^- iiinxde·. 
A,v( y.jr, 

ou 

/■j λ,, Aj λ, H- λ;,, ..., A/;<[ λ, -f- λ
3
 -f-. · .-f- λ,,-!. 

Or, nous pouvons toujours satisfaire à ces conditions et au ν 
relations 

λ, -f- 7\
a
 -f-.. . H- ~ : ί, Λ, <[ ^ > 

«»n choisissant l'entierassez grand. 
Donc nous saurons intégrer l'équation (y), pourvu que.: 

i° Le rapport ~ soit limité ; 

y" Que η soit toujours positif cl ne s'annule pas ; 
3° Que η soit partout fini ou ne puisse devenir infini qu'en un 

nombre limité de points (correspondant aux sommets de deuxième 

espèce) et seulement d'ordre 2 — ~ <[ 2. 

L'intégrale u est partout finie et continue. 
Si, dans une certaine région, les fonctions données η et φ sont finies 

ainsi que toutes leurs dérivées, il en sera de inèmc de u. 
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VIII. - Extension aux sommets de troisième espèce. 

Les résultats précédents s'appliquent, pourvu que la fonction η ne 
devienne infinie qu'en un nombre limité de points et seulement 

d'ordre 2 — - <T 2. η 
C'est la condition à laquelle satisfait la fonction Oe1, s'il n'y a pas 

de sommets de troisième espèce. Mais aux sommets de troisième 
espèce, cotte fonction Qeu devient infinie de la même manière que 

? 
x2 lgog2x 

devient infini pour χ — ο. 
Nous sommes donc conduits â examiner ce qui se passe quand, en 

certains points (sommets de troisième espèce), la fonction η devient 
infinie et cela de telle sorte que le produit 

r, M Κ log3 M Κ. 

tende vers une limite finie et déterminée quand le point M se rap-
proche indéfiniment du sommet de troisième espèce K. 

Dans ce cas, l'intégrale 

J — —' 

considérée à la lin du paragraphe VI, n'est pas finie quand le point VI 
vient en Κ ; ο ri ne peut donc pas lui assigner une limite supérieure β' ; 
011 11c peut donc plus écrire l'inégalité (8) du paragraphe VI. 

Si alors nous reprenons les équations (1), (2) et (3) du para-
graphe Vif, nous pouvons encore former les fonctions u„, u

n
 u.

iy
 etc. ; 

niais nous ne pouvons plus écrire les inégalités 

Y3< 2BY2, y1 < 2BY3;.. 

ni, par conséquent, affirmer que la série 

S — 2 ̂  ( "a -+- t'ii ) 
converge. 
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D'ailleurs, il csl aisé de voir que 

ui1 U
21 UJ, ... 

deviennent infinies au sommet de troisième espèce Κ et infinies res-
pectivement du même ordre de grandeur que 

log log MK, log* log MK, log* log M Κ, 

Néanmoins, nous verrons plus tard que la série S converge en tous 
les points de la surface de Klein, sauf aux sommets de troisième 
espèce, et que lu somme de cette série tend vers une limite finie et 
déterminée quand le point M se nipproclie de l'un de ces sommets. 

On pourrait dire, dans un langage abrégé mais peu correct, qu'aux 
sommets de troisième espèce la somme de la série est finie, bien que 
chacun des termes soit infini. 

Un exemple simple fera mieux comprendre ma pensée. 
Soit λ un nombre positif, et considérons la fonction a·*; nous pou-

sons la développer suivant les puissances de λ et écrire 

x2=1 + Y logx 1+ Y2 log2x L2 +..+ Y"lognx 1.2..n 

Chacun des termes devient infini pour χ = ο, mais la somme de la 
série xy reste finie. 

On pourra donc encore intégrer l'équation (i) du paragraphe VU. 
Mais, pour établir toutes ces propositions, nous rencontrerons bien 

des difficultés. Ces mêmes difficultés, non encore surmontées, se 
retrouvent clans la méthode de M. Picard et clans toutes les méthodes 
d'approximations successives. 

Pour en triompher, nous allons procéder par étapes. 
Supposons d'abord qu'il n'y ail qu'un seul sommet de troisième 

espèce, (pie nous appellerons K, et proposons-nous d'intégrer 
l'équation 

(') D u =ζφ. 

Dans celle équation, ζ et 9 sont deux fonctions données et la der-
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nièrc est partout finie. Quant à ζ elle est partout positive et elle est 
finie, sauf au point K où elle est infinie comme 

ι 
MK'lo^MK' 

aux sommets de deuxième espèce, s'il y en a, où elle devient infinie 
comme η et au point P, où elle pourra devenir infinie comme log MP,. 

La solution de l'équation (i) nous sera donnée par la formule 

u= f x1, q1, G(M, K, M, P1) dw1; 

analogue à la formule (G) du paragraphe VI. 
Cela s'établirait par des raisonnements tout à fait analogues à ceux 

du paragraphe VI, mais qu'il est inutile de répéter ici. 
Remarquons toutefois que la condition 

j'C'jdv = ο 

n'est plus ici nécessaire puisque la fonction u peut devenir infinie 
pour M = P,. 

Cela posé, on a évidemment 

|u| < y f C1 | G (M; K; M, M,P| dw1 

Kludions l'intégrale Γζ, |G(M,Κ.; M,, Ρ,) dw1 

C'est une fonction des coordonnées du point M qui ne peut présen-
ter de singularité que quand le point M vient en Κ ou en P,. 

Qu'arrive-t-il d'abord quand M est voisin de K? Partageons la sur-
face de Klein en deux parties par une petite courbe fermée entourant 
le point K. 

Nous aurons d'abord la région S extérieure à la petite courbe fer-
mée; la portion correspondante de l'intégrale sera très petite de l'ordre 
de MK. 

Considérons maintenant la région S'intérieure à cette petite courbe; 
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si les deux points M et M, sont dans cette région, (i sera de même 
ordre de grandeur que 

log MM1 MP1 KP1 KM1 
ou que 

Ιο»κΛΓ' 

c'est-à-dire qu'on pourra trouver une quantité β telle que 

^ r KM* | log'KM, (' 

</w, < £i"KM,f/(KM,)r/e, 

ε étant l'angle de KM, et de KM. 
Si donc nous posons, pour abréger, 

KM, = p, KM — /*, 

M M, -- ο -- yru -f- ρ2 — 2 rp ν ose, h -- [j' . 

notre intégrale sera plus petite que 

b F | log d- d| dodu | log3 p 

Nous supposerons que notre petite courbe fermée «ι pour équation 

i = h, 

c'est-à-dire qu'elle est l'intersection de la surface de Klein avec mie 
sphère de rayon 11 ayant son centre en K. 

L'intégrale doit alors être prise entre les limites ο et ΊΤ. pour ε, 
ο et II pour p; si l'on considère ρ et ε comme les coordonnées po-
laires d'un point dans un plan, point que nous appellerons encore M,, 
l'intégrale à l'intérieur d'un cercle de rayon i, et dont le centre [jouira 
être encore désigné par K. 

De même nous regarderons /*ct ο comme les coordonnées polaires 
d'un autre point que nous appellerons encore M; et la dislance MM, 
de ces deux points, dans ce plan, sera encore égale à o. 
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Nous partagerons alors la surface du cercle de rayon ι en deux 
régions, l'une telle que 

i>
?

, VIM, > KM,, j|„
B
gj=|o

g
g, 

l'autre telle (pie 

i<
Pt

 MVI, < KM,, IloggUlogg. 

Ces deux régions seront séparées l'une de l'autre par la droite π, 
perpendiculaire au milieu de MR. 

L'intégrale, étendue à la première région, est plus grande (jue l'in-
tégrale étendue à la seconde région. 

Kn premier lieu, le champ d'intégration est plus grand; en second 
lieu, si nous envisageons deux points M, symétriques l'un de l'autre, 
par rapport à r, et situés, l'un dans la première région, l'autre dans 
la seconde, nous remarquerons que la valeur de 

log 2d 

est plus grande pour le premier de ces points que pour le second, tan-
dis (pie la valeur de 

|oe^ 
est la inèiuc ρυιιι les deux. 

Notre intégrale est donc plus petite (pie 

2b f |log 2 p | dodx loge-

Γ intégra lion étant étendue à la première région seulement. Mais dans 
cette région on a 

|'o^| = O^ = loKg<lo
K
^MK 

= 1ob(, + S)=Iok(, + D· 
Jour η. de Math. (.V SÉRIE), TOME IV. — FUSE. IL, I8<>8. 24 
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Donc notre intégrale est plue petite que 

2b f log (1+r_p) dp du log2p 

ou a fortiori plue petite que la même intégrale étendue au cercle de 
rayon R tout entier, c'est-à-dire que 

\T.b£ log(, + i) j^-
f] 

Décomposons l'intégrale de la façon suivante 

f0= fo+fn, +fnR 

La lettre ll
tt
 désigne une quantité que nous déterminerons plus 

complètement plus tard, mais qui doit être > r. 
Considérons d'abord la troisième intégrale prise de H

0
 à H: entre 

ces limites on a 

l°K(.+f)<;· 

L'intégrale est donc plus petite que 

rp2 dp log3p < r dp p2 > r Ro: 

Envisageons maintenant la seconde intégrale prise de r à 1!
(1

: entre 
ces limites on a 

'·<?> log ('+'-) <1θ(ί 2. 

et l'intégrale est plus petite que 

log 2 dp log2p = log 2 (1 logR0_ 1 log 2 r) < log2 2log2Ro 

Venons enfin à la troisième intégrale prise de ο à r ; entre ces limites 
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on a 

ρ < /·; log ( 1 £ j = log 4- y 4- log i <log* -h log <log 

I/intégra le est donc plus petite que 

log2 dp log3 p|+ log r p dp log2p| = log2 log1r + 1 2|logr| 

Notre intégrale est donc plus petite que 

4b + 2 2rlog2 1 log2Ro + 4rlog2 log2r + 2rb |logr| 

et cela quel que soit R#; en prenant, par exemple, R
e
 = \ r, on voit 

que notre intégrale est de Tordre de grandeur de 

1 I 
pSgFj - | logMK f 

Supposons maintenant VI très voisin de P,. 
Nous pouvons trouver une quantité positive H telle que Ton ait 

constamment 

|G | <|logMM, I 4-|logMP, ! 4-log| KM, | 4- H, 

el, en clfet, si Tune des distances VIVI,, VIP,, KM, est très petite (par 
exemple VIVI, ), G est égal à ± log VIVI, -f- une quantité linic. 

Si deux de ces distances sont très petites, par exemple MP, et KM,, 
nous pouvons ramener au cas précédent en introduisant un point auxi-
liaire K' et écrivant 

G (M, Κ; VI
M
 P, ) =r G(VI, Κ'; VI

 n
 Ρ, ) 4- G( K', K; M„ P, ). 

Pour chacune des fonctions G qui entrent dans le second membre, 
une seule des distances est très petite. 

Or les intégrales 

j H ζ, c/ω, J|logMM, |ζ,</ω,, ^logj KM, | ζ,ί/ω, 
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soul finies; l'intégrale 

y'| ^IloifVIO. ΐ/'ζ,./ο. 

est (le Tordre de j log Ml*! j. 
D'où cette conséquence : l'intégrale 

|G| C1 dw; 

est finie, sauf dans le voisinage du point k où elle est de l'ordre de 

1 log MPi*i dans le voisinage du point P, où elle est de l'ordre de 

log VIP, j. 
Il existe donc une quantité // telle que 

|G| dw1 < b' log MP log MK|; 

et, par conséquent, telle «pie 

<*> I l | Ι,,,,ΜΚ j 

Si nous posons maintenant 
Y

T
H = Ζ?' 

et si nous observons qu'on peut trouver une quantité ι telle que 

^ ! UgMK I 
* , I«»r9 VU*; I ' 

il viendra 

<'i) \i\ <»■'; (* = l>i). 

Soit donc γ' le maximum de | |, nous pourrons trouver une quan-
tité α ne dépendant que des points Κ el P, et telle que l'on ail tou-
jours 

ΣΥ 7 Or 
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Considérons maintenant l'équation 

(«) I ) u = λη u + cp 

et proposons-nous de trouver une solution u de cette équation qui 
s'annule au point Κ cl puisse devenir au point P, infinie comme 
log MP,. 

Proposons-nous de développer cette solution suivant les puissances 
de λ et soit 

(7) U = //„ -h λ//, 4- λ2 -h 

Nous aurons, en introduisant une série de fonctions φ»,, .la 
série d'équations suivantes : 

^9«— 9' ,)f'«— ^*9"* 
Gq1 = y1uo: Du = Cqoi 

Q2= ny; Du2= Duqio 

que l'on traitera comme l'équation (1). 
Si alors |ç

e
| est limité et que γ

0
 soit son maximum, si γΑ est l<· 

maximum de | γ
Λ

 | on aura, en vertu des inégalités (5) et (3), 

v*< «VA-ι < | "k I < β$γ*ΜΚ| log MP, |. 

La série (7) est donc convergente pourvu que 

λα < ι 

et elle nous fournit la solution de l'équation (0). 
Si l'on avait eu 

fiy
9

d<a = </&>:=...= ̂ ζφ*</ω = ... = ο, 

les fonctions w
0

, u
n
 ... auraient été indépendantes de la position du 

point F, ainsi que je l'ai expliqué dans le § VI; nous aurions done pu 
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affirmer que ces fonctions, et par conséquent la fonction 11, demeurent 
finies, même au point Ρ,. Cest le raisonnement de la fin du § VI. 

Prenons maintenant l'équation 

<») D u = λη u -h 9 4- ιχψ ; 

ψ et ψ sont deux fonctions données; |A est une constante indéterminée 
que je supposerai développée suivant les puissances de λ, 

FA = {Α
Β
 4~ A [A, 4" λ2[Α

2
4~ . . 

et il s'agit de déterminer u et μ de façon que u soit partout fini et s'an-
nule en K. 

Je suppose que ne soit pas nul. 

Nous avons la suite d'équations 

I ο </ω 4- f ψ dto = ο ; ζ?
0
 = "i «A

0
 ψ ; I ) //„ = ζ*„ ; 

I r/ν/ω 4- α, |ψ</ω = <>; ζφ, = υ)«
0
 -+- ;Α, ψ; I)//, = ζφ,: 

f r
t
//, '/ω 4- j ψ ώα = < » ; ζφ

2
 = η u, 4- α

2
 ψ ; I.) it., = ζο., ; 

que l'on traitera comme l'équation (ι) ; les propriétés de l'équation ( ι ) 
subsisteront, mais il y a plus ; à cause de la relation 

j* ζφ
Λ
ί/ω = o, 

Ja fonction u
k
 ne dépendra pas de la position du point P,, de telle fa-

çon qu'en choisissant convenablement la constante b', l'inégalité ( a) 
pourra être remplacée par la suivante 

Uk | log^MK | '' 

ce qui nous permet d'écrirç 

| Jr
{
u

k
dia <ε'γ

Α
, 
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ε' étant une nouvelle constante, et enfin 

I μ**.. I < ε"TA, 

en désignant par ̂  la valeur de j j ψί/ω | · 

Soit a' une quantité plus grande que le maximum de \ > nous 
avons 

ζ?Α = η«Α-ι H~ {Vf, 

et nous pouvons trouver une quantité α ne dépendant que du point k. 
telle que 

2 =a|logMK|. 
Il viendra alors 

TA<(« + *'£")YA-.· 

La série ( 7 ) converge donc pourvu que 

λ (α -h α'ε") < ι. Q. F. ι». 

Enonçons le résultat obtenu. 
On peut satisfaire à l'équation (8) et cela de telle façon que u 

s*annule en Κ et soit toujours fini, pourvu que les rapports 

? Ψ 
ζ 

soient limités. 
Soit maintenant ν une fonction déiinic de la façon suivante : 
Traçons autour de Κ une petite courbe fermée, et soit A la valeur 

de Ζ qui correspond au sommet de deuxième espèce K. 

A l'intérieur de la petite courbe, ν sera égal à log ̂ · 

A l'extérieur ν ne pourra s'annuler ni devenir inlini. 
Enfin partout, sauf au point Κ, ν est fini ainsi que ses dérivées des 

trois premiers ordres. 
Soit h un exposant constant quelconque. 
A l'intérieur de la petite courbe, on aura 

Dvh= Avh dx dw ; Avh = h(h_1) |Z-A|2 logh-2 |1Z-A| 
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liaisons d'abord une hypothèse particulière sur η cl supposons qu'à 
l'intérieur de la petite courbe η se réduise à 

1 |Z-A|2log1|1-Z-A| dw dv 

.rappellerai cette fonction η particulière satisfaisant à cette con-
dition. 

Il est clair alors qu'on aura, à l'intérieur de la petite courbe, 

IV' = λη„ΓΛ 

si l'on suppose 
λ = /#(/# — ι). 

Je puis donc poser 
De'1 = A*/]

u
e/' + ψ. 

ψ étant nul à l'intérieur de la petite courbe et restant fini à l'extérieur 
de cette courbe, sauf aux sommets de troisième espèce, où le rapport 

— et, par conséquent, le rapport ~ restent lims. 

Supposons donc que l'on ait l'équation 

(8 bis) I)// = λ'r\9u -h ? -t- [Aψ, 

où f est limité et où ψ est la fonction que nous venons de définir. 

Dans cette équation, p. est une constante indéterminée de sorte que 

l'équation est de même forme que l'équation (8 ). Vlais nous devons 
faire plusieurs remarques : 

i° L'intégrale jtydia ne peut être nulle; on a, en ell'ei, 

^ψί/ω ~ —kjy)
#
rArfc*>, 

et η0
 et ν sont essentiellement positifs. 

2° La fonction ψ dépend de λ; elle est même dévcloppable suivant 
les puissances de λ; en effet, on trouve aisément 

De'' = /V'*1 De -h /i(b — i)c*""*l£( e, r). 
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9

3 

On voit que h est développablc suivant les puissances de λ, et qu'il 
en est de même de vh àVextérieur de la petite courbe

y
 puisque dans 

cette région e ne devient ni nul ni infini ; il en est donc aussi de même 
de D ν*. 

A l'intérieur de la petite courbe ψ est nul, et à l'extérieur 

ψ = 1) i>h — ληβ ρ* 

sera développablc suivant les puissances de λ. 
On pourra alors résoudre l'équation (8 bis) de telle façon que u 

s'annule au point K, pourvu que 

λ'(α-+-α'ε")<ι. 

Dans cette inégalité, α ne dépend que de la position du point K, 
clic ne dépend donc pas de λ; il en est de même de la quantité ε' 

t' définie plus haut ; mais il n'en est pas de même de a' et de p· 

lin effet, a' doit être plus grand que le maximum de £ et ρ est 

égal à | dm . 

Or nous avons 

ψ = Ην*-*Dp — i)eA_aE(e, e) — λη,,ρ*. 

A l'intérieur de la petite courbe ψ est nul; à l'extérieur ^ est 
limité. 

Nous avons 
λ — h(h — 1); 

cette équation, considérée comme déterminant h, admet deux ra-
cines, l'une négative, l'autre positive (puisque nous supposons λ po-
sitif). Nous prendrons la racine négative; cette racine est plus petite 
que λ en valeur absolue. 

Si alors e
0
 est la plus petite valeur à l'extérieur de la petite courbe, 

on pourra trouver une constante A telle que 

|j < AXeJ. 

Jour η. de Math. (5· série), tome IV. — Faec. II, 1898. 
h* 2J 
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Si maintenant nous envisageons 

j*'\) d<ù = — λ^ηοΡ* ί/ω, 

nous voyons que cette expression est plus grande en valeur absolue 
que 

Y no vh dw, 

l'intégrale étant étendue, non plus à la surface de Klein tout entière, 
mais à l'extérieur de la petite courbe, et, en effet, les éléments de 
l'intégrale supprimés sont essentiellement positifs. 

Si e, est la plus grande valeur de c à l'extérieur de la petite 
courbe, on aura, puisque h est négatif, 

<Λ > ··?, 
et, par consequent, 

λ fr^ d(s> > λ ef j r,
()
 do> 

ou 

|f u dw | BYvh i;, 
H étant une constante. 

La condition à laquelle doit satisfaire est 

f< e' A B (vo v1) h 

Si, en effet, celle condition est remplie, on aura certainement 

*' > max. de % · 
Nous supposerons 

λ ^0 5 
λ

0 étant une constante et 
«V Α/Γο\Λ-
ε' ~~ ' 

où A
0
 est la valeur de h qui correspond à λ

β
 de telle sorte que 

X — hn( h ο ' )· 
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Alors la condition imposée a —sera bien remplie, et cette quan-

tité est devenue indépendante de λ. 
Alors on pourra satisfaire à l'équation (8 Ois), pourvu que 

λ'(α π- α'c")< ι. 

Supposons donc que nous ayons à la fois 

λ<λ
0

, λ(α ·+- a'e")< ι, λ = λ', 

et soit u' la solution de l'équation (S bis)', on aura, puisque nous sup-
posons λ = λ\ 

Du' = λη
0

«' -f- 9 4- μ-ψ, 

et la valeur de ρ ne sera pas infinie. 
Ou a. d'ailleurs. 

Dvh = ynovh + l: 
Si donc nous posons 

u — u'~ ae , 
il viendra 

<0) Di/ = λη
0

η -h o. 

D'ailleurs u ne devient pas infini au point K, niais, au contraire, s'y 
annule ; car u' et p* (l'exposant h étant négatif) s'v annulent l'un et 
l'autre. 

On peut donc résoudre l'équation (9), pourvu que f soit limité. 

Nous avons, il est vrai, fait une hypothèse toute particulière sur la 
fonction η, supposée égale à posons donc l'équation plus générale 

(m) Dw = kjk + φ, 

je dis qu'on saura également l'intégrer. 
Posons, en effet, 

yj = ΛΥ}„ H- η', 

en attribuant à λ une valeur assez petite pour qu'on ait 

λ ̂  ΧΛ, Xoc ̂  1, 
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ct que, par conséquent, on puisse intégrer l'équation (9). Knvisa-
geons l'équation 

(»> DU = (XY)
0

H- |χη')" + ?· 

On peut assimiler cette équation à l'équation (G) du paragraphe 
précédent, l'équation (9) étant elle-même assimilée à l'équation (5) 
du même paragraphe. 

Le rapport est, d'ailleurs, limité. 

On voit donc, parle raisonnement du paragraphe précédent, que 
l'on saura intégrer (11) pourvu que |x soit assez petit; et ensuite, en 
répétant le raisonnement appliqué à l'équation (9) à la lin du même 
paragraphe, que l'on sait encore intégrer (11), quelle que soit la valeur 
attribuée a (X, ct en particulier pour [x 1. 

On sait donc intégrer l'équation (10). 

Le théorème une fois établi pour le cas où il n'y a qu'un sommet de 
troisième espèce, la méthode de M. Picard permettrait facilement de 
le généraliser quel que soit le nombre de ces sommets. 

Mais je préfère arriver directement au résultat; je suivrai une voie 
peu différente de celle qui m'a servi dans le cas particulier traité 
d'abord ct que je pourrais suivre encore, si je ne craignais de trop me 
répéter. 

Je supposerai deux sommets de troisième espèce Κ et K,. 
La fonction η sera partout positive; elle ne deviendra infinie qu'aux 

sommets de deuxième ct de troisième espèce; aux sommets de 

deuxième espèce, elle sera infinie de l'ordre 2 — en Κ elle sera 
infinie de l'ordre 

I 
Mk* log«Mk' 

et, de plus, développablc suivant les puissances de MK et de | 1 logMK| 

ct de même en Κ,. 
La fonction ζ sera partout positive ct le rapport 

Ç|logMKlogMK,l 
*1 
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sera limité, de telle façon qu'au point K, par exemple, ζ sera de 
Tordre de 

I 

MK'log'MK' 

On verrait alors, comme plus haut, qu'on peut trouver une con-
stante h' telle que 

fi, da, IG(M, Κ; M,, 1\)| < b'\ |, 

/C
1
A.,|G(M

l
K,îM

it
P
l
)|<4'|gg · 

Soit ensuite ç une fonction satisfaisant aux conditions 

(13) Jlfdto = <>; J"J.,Ï,(J(K,, Κ; M,,P,)<&>>, = ο 1?|<γ, 

el soil 

J?,ζ,0(Μ,Κ;Μ,, P,)dw,. 

A cause des relations (12), on aura également 

«« Κ, ;M„ !>,)<&>, 

= /φ,ζ,ϋίΜ,Κ; Μ,,Ρ,)*., = y*piïiG(M,Κ,; M,, V,)d<j>„ 

P
a
 étant un autre point arbitraire de la surface de Klein. On pourra 

donc trouver une constante b' telle que l'on ait à la fois 

|u| < b'y |logMP1 log MK||; |u|<b'y |logMP1 logMK1||, 

|u| <'y |logMP1 logMK|; |u| < b'y |log MP1 logMK1;||. 

lin d'autres termes, u est fini même dans le voisinage de 1*, et tic l*
a 

et très petit de Tordre de | ]0gMK|
?

 | logMK |' ^
ans v0

^
s
'
na

iî
#k (

'
c

' ^ 

et K,. 
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On aura donc, en choisissant convenablement la constante // , 

1 . ^ 
|logMK.IogMK,r 

l'osons 
ηκ = ζ?'; 

soit γ' le maximum de |ç'|; et ψ celui de r MlTj ' ^°
,,s 

aurons 

(.3) γ'<αγ 

inégalité analogue à (5). 
Cela posé, envisageons l'équation 

('4) Du = λη u -+- 9 -l· |χψ 4- u/ψ', 

où ο, ψ, ψ' sont des fonctions données; ρ cl \x' des constantes indéter-
minées. 

Peut-on l'intégrer de façon que u soit toujours lini? 
Nous supposerons : 

i° Que les rapports j£, sont limités; 

20 Que les intégrales 

fo'dù}, J^G(K, K„ M„ V<)du>
t 

sont différentes de zéro ; 
J'écrirai,pour abréger, g au lieu de (i(K, Κ,, M,, P, ); 
3° Que 

J= Jy du =r o. 

Nous supposerons u, p. et p/ développés suivant les puissances de λ. 

u = U
0
 -h\u, -f·..., (A = ρ

0
4-λ(Α, H-..., (A' = (A;, -f-λρ, -h... . 
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NOUK aurons la suite d'équations 

1*'
β
 = o, yy

i
gd<û

{
 4- frfoigdtot - o, 

9 -h jX0 ψ — ζ 9® » — * 9o » 

jr\U,do> + a', j ψ '/ω = ο, η ο, + α", ψ' = ο', 

/!·£<&». = <». 
η«,+ |χ,ψ + {ΐ;ψ' = ζί;, Du, = ζ·φ·' 

J"»i «,<&» + jί,ίΫ'Ιω = ο, r,u, + 11./}'= f, 

/ίΐί^ι + !*> Jfytgdvi = 

»i«. + fc.'t + fvt'=S?». D«
a
 = ζ^;,. 

Ilieii entendu, ψ,, 9'^ ... représentent les valeurs que prennent 
les fonctions ψ, 9', 9", ... quand le point M vient en M

r 

On voit que 9«, 9*,... n'ont aucun rapport avec 9,, 9',, 9^, ... 
ou avec 9, 9', 9", ... 

Soient γ„ γ„ γ, les maxima de 9,, 9}, 9}, .... 
.l'aurai d'abord 

Ι „ l<< 1 
I ÎogMK.logMK, |' 

d'où je conclus que je puis trouver une constante c telle que 

^jr^Utdoi <ογ
0

, 

et comme J'Y dta esL une constante différente de zéro, je puis trouver 

une constante c' telle que 
μ', < «'τ·· 

Si alors β et β' sont les maxima de 

l'b" ■ el I- . 
;iiogMKiogMK,| 
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on aura 

i|<(?+cp')r»· 

Or l'intégrale h — fζ,gdt», est une constante finie, et l'intégrale 

//' = J^gdo), est une constante différente «le zéro. On a donc 

|fi>gd<»< <(β + β'β')ΑΤ» 
el 

|μ.Ι<(? + β'β')®γ.· 
Or 

qo = nuo c+ yu1| -+µ'1 |I c|; 

Si fi" est le maximum de * , il viendra 

i?:i<[i*+(?+^)-£+^-k 
ou, en posant 

α = 0 + ο·β')(' + ̂ )· 

r. < «τ. ; 
on trouverait de même 

γ><βγ«» 
ou, plus généralement, 

TA< «TA-,· 
Nous voyons que la série 

E Yk1 

converge pour 
λα< ι, 

et comme 

|uk| < b" |logMK.log MK1| 

il en sera de même de la série 

E Yk uk, 
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Traçons maintenant autour de Κ et de K, deux petites courbes fer-
mées. Soit d'ailleurs e une fonction définie comme il suit. 

Je désigne par A et A, les valeurs de Ζ correspondant aux deux 
points Κ et K,. 

A fintéricur de la petite courbe entourant K., on aura 

'· = ΉζΤΛ · 

A fintéricur de la seconde petite courbe, ν est partout nul. 
A l'extérieur des deux courbes, ν ne peut s'annuler ni devenir inlini. 

Knlin c est partout fini ainsi que ses dérivées des trois premiers ordres. 
Nous poserons ensuite 

CX = /*(/«- r); 

C élant la valeur que prend η | Ζ — A |a log* | Ζ — A | au point K. el h 
élant la racine négative de celte équation du second degré; soit 

De* = Xrp7' -h 0. 

Je (lis que la fonction ^ est limitée. 

Kn effet, c'est seulement au point K que le rapport J pourrait deve-
«* 

nir infini. 

Or, dans le voisinage du point K, la fonction yj, par hypothèse, est 
développuble suivant les puissances entières croissantes (positives ou 
négatives) de 

(Z-A), (Ζ.-Λ.) et 4—; 

lo« ΙΤΖΓΚ 
il en est de même de 

vh log-h |1 Z-A|; Dvh|log-h |1 Z_A| 

et, par conséquent, de 
Olog- ̂  

Dans le développement de 0, les termes qui sont de l'ordre le plus 
Journ. de Math. (5· «éric), tome IV. — Fasc. II. i#yH. 26 
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élevé, c'est-à-dire de l'ordre de 

|Z-A|-2 log-2+h |1/Z-A|, 

se détruisent, et les termes de l'ordre immédiatement inférieur, c'est-
à-dire de l'ordre de 

|Z — Λ )-» log^lz-rrsl' 

seront très petits par rapport à X (puisque h est négatif); doue \ 

reste fini. c. <
v
>. ν. u. 

Soit maintenant v' une fonction engendrée comme v, mais de telle 
façon que le point K, joue le role du point Κ et inversement, c'est-
à-dire que l'on ail à l'intérieur de la première petite courbe 

c' = ο 
et à l'intérieur de la seconde 

v= log1 |Z-A1-

Soit C la quantité qui joue, par rapport à K.,, le même role que C. 
par rapport à K; soit enlin h' la racine négative de l'équation 

C'X = h\h' — ι) 
et posons 

ΐνΛ'= λ/)ρ'Α' -+· 0'; 

nous verrons encore que ^ est limité. 

Soient maintenant ψ et ψ' deux combinaisons linéaires de 0 et G 

ψ = aO + c 0', 
ψ' = b 0 + rfO'. 

Je dis qu'on peut choisir les coefficients constants a, b, c, d de telle 
façon que 

y dw =o, udw<>o, fy gdw1<>o; 
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Pour que cela fût impossible, il faudrait en effet que l'on eût : ou bien 

J*Οί/ω = yrJ' r/ω -- ο 

ou bien 
Ç0 d(aj"0'

(
 gdb)

t
 — ̂  Ο'ί/ωy0, gdto

t
 = o. 

Comme e et e' sont arbitraires sur une partie de la surface de Klein, 
on pourra toujours s'arranger de façon que cela n'ait pas lieu. 

Seulement il importe de remarquer que ψ et ψ' dépendent de λ ; le 

rapport entre le maximum de || et | jψ,gd(a
%
 , et le rapport entre le 

maximum de ~ | et | Jdu> | dépendent aussi de λ. 

Il importe de rechercher si ces rapports ne deviennent pas infinis 
quand λ s'annule. 

Cherchons donc les limites de ^ et y pour λ = o. 

Pour cela nous nous servirons de la formule 

De* = De H- h(h — i)e* a E(e, e). 

Si l'on tient compte alors de 

De'' = XY]CA H- 0; ϋλ = Λ(Λ — ι). 

il viendra, en divisant par λ et faisant tendre λ vers o, 

_C^+C^ = ,
 +

 lin,«. 

Si nous appelons 0
e
 et OJ, les limites de ^ et nous voyons que les 

fonctions y al-ψ sont limitées; en effet, dans le voisinage des points 

Κ et K,, De s'annule et la différence 

CM-Y, 
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est, au plus, de Tordre de 
I 

|Z-A|M«B-|îdrx! 

c'est-à-dire de Tordre de ζ. 
D'autre part, comme ν et v' sont arbitraires sur une partie de la 

surface de Klein, nous pourrons nous arranger pour que Ton n'ait pas 

J*dit) = j* ()'
0
 dit) = o, 

j 0„ dit) j0'
Ui
 dta, —fK do)J d(o

t = 

eesl-à-dirc que Ton peut s'arranger pour que les rapports dont il a 
été question plus haut ne deviennent pas infinis quand λ s'annule. 

Formons alors l'équation 

(i5) Dw — λ /j u γ -H υΐγ/ jx i . 

C'est l'équation (i.{)> sauf qu'on a changé λ en λ': elle est donc 
inlégrable pourvu que 

λ'α<ι. 

La quantité α a été définie plus haut; elle est seulement assujettie à 
avoir une limite inférieure. Mais cette limite inférieure dépend de λ 
puisque ψ et ψ' dépendent de λ. 

Toutefois, elle ne deviendra pas infinie pour Λ = ο, puisqu'il en est 
ainsi des deux rapports dont il a été question plus haut. 

Donc, si nous faisons varier λ de ο à λ„, eclle limite inférieure res-
tera plus petite qu'une certaine quantité β, et il suffira de prendre « 
indépendant de λ et plus grand que β, pour que nous puissions affirmer 
que notre équation (10) est inlégrable toutes les fois que 

αλ' < ι. 

Soit u
0
 la solution de cette équation (15), et soit maintenant l'équa-

tion 

(iG) Du = ληα-l-jyd<a = o. 
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On résoudra cette équation en faisant 

if = u^ — μ(αν* 4- cv'h> ) — |jl'(/a,a 4- dS'1'), 

en ayant soin de faire 
λ' = λ, 

et cela sera permis pourvu que 

λ'=λ<λ
0

, λ'=λ<-· 

On remarquera quelques diiiérenccs entre la démonstration que j'ai 
donnée dans le cas d'un seul sommet de troisième espèce et celle que 
j'ai donnée dans le cas de deux sommets. 

Dans la première, j'ai employé un détour en nie servant de la fonc-
tion auxiliaire y

J#
; dans la seconde, j'ai évité ce détour, mais j'ai dfi 

supposer que η était d'une forme particulière, c'est-à-dire développalde 

suivant les puissances croissantes deZ— A, Z„ — A0. Cette 

condition est d'ailleurs remplie dans les applications que nous aurons 
à lain1. 

.l'aurais pu tout aussi bien faire le contraire, niais j'ai voulu donner 
1111 exemple de deux procédés différents de démonstration. 

Si l'équation ( 1 <>) est intégrable pour j = ο, elle le sera égale-

ment quand celle condition 11c sera pas remplie, car nous pouvons 
Iroiiver une fonction c telle que 

^yjr ί/ω J o. 

Nous pouvons ensuite choisir la constante u. de telle sorte que 

α j*(De — λη c) dtù = — λυι^ην (ίω = Jo dco. 

Nous pourrons alors intégrer l'équation 

(,<>) Dm = ληιι 4- [φ — jt(De — λτ,Γ)|, 
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qui satisfait à la condition 

/[Ç-K D" — ληρ)] c/ω = ο. 

L'intégrale de(iG) est alors égale à l'intégrale de (17) augmentée 
de μ P. 

Kn résumé, ce que nous avons dit au paragraphe précédent de 
l'équation (1) reste vrai quand il y a des sommets de troisième espèce ; 
ce que nous avons dit dans ce même paragraphe des équations ( >), 
(G) et (9) reste donc vrai également. 

Nous pouvons nous résumer en disant que l'équation 

(•7) Dm = r[U — φ 

est susceptible d'être intégrée. Ce résultat n'est établi jusqu'ici qu'en 

supposant que le rapport |· est limité. 

Je dis maintenant qu'il sera vrai encore pourvu que le rapport - soit 
limité et partout bien déterminé. 

Nous avons, en effet, 
φ _ <p τ, 

ζ "η Γ 

Le rapport est fini, sauf aux sommets de troisième espèce; nous 

n'avons donc qu'à examiner ce qui se passe dans le voisinage de l'un 
de ces sommets. 

Nous avons supposé plus haut que, dans ce voisinage, η est déve-
loppable suivant les puissances croissantes de 

Ζ A, Z
0
 A

0
,
 log |

 r

£t — A | * 

Nous supposerons qu'il en est de môme de φ. 

Si, alors, nous appelons a la valeur du rapport - au sommet de 
troisième espèce Κ et que nous posions 

φ = αη + φ,, 

le rapport ̂  restera fini au point K. 
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Supposons donc, pour fixer les idées, deux sommets de troisième 

espèce Κ cl Κ, ; soient a et a
t
 les valeurs de * aux points Κ et K,. 

Soit ν une fonction quelconque, finie et continue ainsi que ses déri-
vées des trois premiers ordres et prenant les valeurs a et a

K
 aux points 

Κ et K, ; on aura 

(18) D(w — v) = Tfj(n — v) — (o — '/}ï -h Dr). 

Comme le rapport 
_ -

s 

reste fini aux poinls K. et K,, on saura intégrer l'équation (18) cl, par 
conséquent, l'équation (»;). 

IX. — Application du calcul des variations. 

J'arrive à l'étude de l'équation 

<υ DU = Oc1 — Φ 

dont, nous l'avons vu, dépend le problème de la formation des fonc-
tions fuebsiennes. 

Mais, avant de démontrer par des procédés rigoureux l'intégrabilitc 
de celle équation, je veux d'abord la faire pressentir par un de ces 
aperçus fondés sur le calcul des variations dont on fait quelquefois 
usage en Physique mathématique. 

Pour cela, je suppose d'abord que Φ soit toujours positif, et je 
donne à la fonction U un accroissement infiniment petit $U. 

.l'envisage l'intégrale 

(2) AUrfû>(0e,: —Φ-DU), 

étendue à la surface de Klein tout entière. 
L'intégration par parties donne 

f8UDU<fo» = -/ E(U,8U)<fo», 
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de sorte que l'intégrale (2) devient 

fil<o\(t)rl—Φ)3ϋ -+- E(L\ il )|. 
Or 

(0,Λ_.φ)5ΐ; _ 5(0ί.'1 — Φϋ); ]
;
.(r,oL) = jiKCi:, l

:
). 

Notre intégrale (2) n'est donc autre chose que la variation £.1, en 
posa 111 

,1=j"</ωΓΐΕ(Υ,Υ) + »'
Λ
-Φ' [ 

La variation oJ ne peut donc s'annuler sans que l'équation (1) soil 
satisfaite. 

L'intégrale J admet-elle un minimum ? L(l , I ) est essentiellement 
positif; quant à l'expression 

0eu —Φϋ, 

elle atteint son minimum pour 

0eL = Φ, 

équation à laquelle 011 peut salisfairc, puisque Φ cl 0 sont toujours 
positifs. 

Le minimum atteint est 

q (1_log q _q) 
Donc on a toujours 

.!> |</ωφ(ι — log*)· 

Donc J a un minimum. 
Donc on peut satisfaire à l'équation (1). 
Supposons maintenant que Φ ne soit plus toujours positif, et soit 

Φ
0
 la valeur moyenne de Φ, de telle façon que 

Φ
0
^άω =^Φ do). 
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Nous pourrons poser alors 

Φ = Φ, + Φ„ 
el l'on aura 

jφ, (Ιω = ο. 

Je <lis (|u'on peut salisfairc à l'équation (i), pourvu que Φ„ soil 
positif. 

l'ai eiîct, puisqu'on a 

j*Φ, (Ιω o, 

on peut trouver une fonction u telle que 

D« = — Φ,. 
Posons alors 

l = V + i·; 
rè(|uatiou ( i) devient 

( ι his) DV = 0 EVV — Φ
0

. 

ί )ιι pourra résoudre l'équation (ι his) qui csl de même forme que ( i), 
ear Oe" est toujours positif et Φ

0
 est une constante positive. 

|Vut-on maintenant résoudre l'équation (i) quand 

Ι^Φ dta << o ? 

Non ; en eliel, on a 

d«> = .1 

el , par conséquent, 

j Φ fit» — j Oe" fib) ]> ο. 

Donc, la condition nécessaire cl suffisante pour qu'on [misse résoudre 
l'équation (i), c'est que 

j Φ (lb) > Ο. 

Journ. de Math. (5* série), tome IV. — l'asc. II, ι8<)·χ. '■>'1 
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Ζ. — L'équation DU = ée°—Φ. 

Nous allons maintenant donner de ce résultat une démonstration 
rigoureuse. 

Envisageons d'abord l'équation 

(·) 1)α = Oe" — 9 ; 

supposons qu'on sache l'intégrer et qu'elle admette comme intégrale 

u — uQ. 

Envisageons ensuite l'équation 

(2) Dîi = 0 e" — 9 — λψ. 

Je me propose de cherchera quelles conditions celle nouvelle équa-

tion sera intégrablc. 
Pour cela, je suppose u développé suivant les puissances de λ el 

j'écris 
u = u

{) 4- Xm, -h Xa u2 -+-

Alors e"~u» sera également dcvcloppablc suivant les puissances de */., 
. et je pourrai écrire 

= I -f- Λ U | -f- /\* U2 -f- Λ311
Λ -f*.. ., 

-h X2iV2-4- X'tV, -H 

J'aurai évidemment 

w2 =u21, w3= u2 3+ un,: 

w1= u1 24 +u1u2+u1 3+ u2u1 2 ,.. 

En général, fe* ce seront des polynômes entiers par rapport aiw a
h 

et les coefficients de ces polynômes seront tous positifs. 
Alors w

0
, u,, ... nous seront donnés successivement par les équa-
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lions 

(o D//„ = 0/Λ— 9, 

Γ3) 

Du, = ΟιΛιι, - ψ, 

DUT = H- W
2
), 

!)//, = 0^.(11,4-iv
3
), 

Nous avons supposé qu'on savait intégrer l'équation (1). D'autre 
part, d'après les paragraphes VII et VIII, on sait intégrer les équa-
tions (3). 

Dans la première équation (3), 0, u
0
 et'} sont connues, et u

t
 est la 

fonction inconnue; dans la seconde, 0, u
t
 et w

t sont connues et ica
 est 

la fonction inconnue et ainsi de suite. 
Voyons maintenant à quelles inégalités satisfont les fonctions u

k 

ainsi formées. 
Quand u.

x atteint son maximum, Du
2
 doit être négatif; donc 

u2<-w2 

Λυ contraire, quand u.
2
 atteint son minimum, on doit avoir 

u,>- «v 

Donc le maximum de u.
x
 est plus petit que celui de (— w

2
) et h? 

minimum de m
2
 plus grand que celui de (— iv

2
). 

Donc le maximum de | u.
t

 | est plus petit que celui de | w
2

1. 
On verrait de même que le maximum de | w

3
1 est plus petit que 

celui de \ sv
n

 \ et, en général, que le maximum de |u
4

| est plus petit 
(juc celui de |w

A
|. 

Pour la même raison, le maximum de | u
i
 | est plus petit que celui de 

m. 
0c"o 

(Rappelons que 0 et c"· sont essentiellement positifs). 
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Donc 

max de |u1| < max mine" 

Mais u, satisfait à l'équation 

Di/
ê
 = 0 e"· — ο. 

Quand u
0 atteint son minimum, on doit donc avoir 

0e".-9>o 

et, par conséquent, si φ est toujours positif, 

min de eu.> min |qo|; 

d'où enfui 
max ί 

max I w, I < — - ~ -· 
min · 

Soil if,, u
a9
 u\, ... une suite de coiislanlcs positives, soil u'

A 

un poly nome forme avec les u'j comme «'
Λ
 l'est avec les //

y
. 

Comme les polynômes ont tous leurs coefficients positifs, si l'on 
suppose 

u\ > max| u
t
 |, > max | u

2
1, /*

A
 , > max | //A_, 

on aura 
«>'A> max |«'J, 

et si l'on suppose 

«Â=«''a» 
on aura 

/iA>max|o>A|>inax|//A|, 

de sorte que, de proche en proche, on aura 

(0 "*=«'*» w\> nmx Ivv* !» u'k >,liax I "h '· 
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l'osons maintenant 

O) C r= A u ( + A* $ 

il viendra, d'après la définition des polynômes iv et w', 

ev — I -f- Attj -f- Λ' Wj ~f~ X* tt) ■+·... 

Xa«v
a -h λ*ιν, 4-... 

ou, ii cause de l'égalité uk — wk1 

0» e"= ac + ι - \u\. 

domine u\ n'est assujetti qu'à être plus grand que le maximum 
de //,, je prendrai 

u'1 = max|O d| min 6 e od 

De l'équation (6), je tirerai ν en série ordonnée suivant les puis-
sances de λ, et la limite de convergence de cette série correspondra à 
la valeur de λ pour laquelle l'équation (G) a une racine double. 

Or, en diiïérentiant l'équation (G), je trouve 

ev~ 2, r = log 2. 

λ//', — log i - ι. 

Donc, la série ( *) ) converge, pourvu que 

|λ«'
(
 |< log f — 

I )onc, en vertu des inégalités ( \ ), 

U — U
a -f~ λΰ| ~t— Aa if .J -f- . .. 

converge absolument et uniformément. 
11 en est de même de la série 

tf· = e">(i -f- λ u, -t- Aa u.2 -h... -+- Aa!V2 -h...). 



ni 4 II. POINCARK. 

Kn effet, les termes de cette série sont respectivement plus petits 
que ceux de la série convergente (à termes positifs et constants) 

e+u = eu. (1+Yu'1+ Y2u2'+..+ Y2w'2+...). 

Formons donc les deux séries 

Otf"— ç — λψ =V
0
-i-XV,-t- X8V,-f-... 

et 
f\',Gdo>, + -kfx\Gck>, + A' fVJGdm, +.... 

où j'ai écrit, pour abréger, G, au lieu de 

G(M, Ρ; M,, P,), 

et où VJ est la valeur de la fonction VA au point M,. 
La première de ces séries sera uniformément convergente, de sorte 

que la seconde représentera l'intégrale 

J =J (0 f" — 9 — λψ), G e/ω,. 

où 
(Oc" — 9 — λψ), 

représente la valeur au point M, de la fonction 

0eu— ç— λψ. 
On a donc 

DJ = Oc" — ο — λ ψ. 
D'autre part, on a 

D/"v;G<fo), = V.= 0i<"»-s. 

D Γν; G(Ιω, = V, = 0- ψ, 

D ÇVJGcfo, = V,= βe"'(u,+ «·,), 
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Kn résumé, si nous posons, pour abréger, 

J VJGdw, = i>
A
, 

on aura 
Di/a=IM 

et, par conséquent, 
uk = uk + Ck 

Ck étant une constante. Les deux séries 

u= zYk uk et E Y kvi =d 

sont convergentes et la convergence est uniforme, pourvu que M reste 
en dehors d'une petite courbe entourant le point P,. 

Soit donc ula somme de la première série et J celle de la deuxième; 

soit c celle de la série CA, on aura 

C = J -f- c 
et, par conséquent, 

Dm = DJ = Oe" — 9 — λ ψ. 

Notre équation est donc satisfaite. 
Cela suppose que 9 est toujours positif et que les rapports ^ et J sont 

limités et partout bien déterminés. 
L'équation 

(7) Dm = Oc" — aO 

admet-elle une solution quelle que soit la constante positive a? 
Oui, car elle admet pour intégrale 

u = loga. 

Soit maintenant l'équation 

(8) Dm = Oe" — αΟ — μψ, 

où ψ est une fonction toujours positive et telle que jj- soit limité. 
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Ksl-elle toujours intégrable quelles que soient les constantes posi-
tives α cl jjt? 

Changeons μ en fx 4- λ, l'équation devient 

(8 bis) X)u = fie" — aO — ιχψ — λψ, 

qui se ramène à la forme (a) en posant 

ο = αΟ 4- (λψ. 

Comme |χψ est essentiellement positif, nous avons 

m in de jj>a. 

Si donc l'équation (H) est intégrable, il en sera de même de ( 8 bis) 
pourvu que 

*,,,ax ! !>lo«',i " '· 

Si donc l'équation (8) est intégrable pour 

µ=µo, 
elle le sera encore pour 

uo < µ<%o + (log4-1) x max q o 

et, par conséquent, pour 

μ.» < μ < μ« + —'-*, {log \ -ι b 
η,ηχ -

el comme le nombre η peut èlre pris aussi grand que l'on veut, elle 
sera intégrable pour toutes les valeurs de |x supérieures à p

ft
. 

Or réquntion (8) est intégrable pour(A = o, puisqu'elle se réduit 
alors à l'équation (7); elle est donc intégrable pour toutes les valeurs 
positives de (x. c. y. f. u. 
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On peut conclure de là que l'équation 

(') Dh = 0C"-9 

est toujours intègrablc pourvu : 
iw Que la fonction φ soit toujours positive et ne puisse s'annuler; 

Que celte fonction reste finie, sauf aux sommets de deuxième et 
de troisième espèces où 0 devient iufini; 

Pourvu, enfin, que le rapport | tende vers une limite déterminée 

quand on se rapproche de l'un de ces sommets et que cctle limite ne 
soit ni nulle, ni infinie. 

Dans ces conditions, en effet, le rapport | restera constamment 

compris entre deux limites positives, de telle façon que 

?>?>«. 
Nous pourrons poser 

ο = αΟ H- ψ. 

Alors ψ sera toujours positif et le rapport | sera limité. 

L'équation 
Du = Oc" — α6 — ρψ 

sera donc inLcgrablc pour toutes les valeurs positives de p. et, en par-
ticulier, pour la valeur 1. e.g. F. i>. 

Dans le cas particulier des fonctions fuchsiennes de la première 
espèce, il n'y a pas de sommets de deuxième et de troisième espèce, 
la fonction 0 est toujours finie, et l'équation (1) est intégrablc si la 
fonction ç est toujours positive et toujours finie. Elle l'est, en parti-
culier, si cp est une constante positive. 

Supposons maintenant que φ soit toujours finie, mais ne soit pas 
toujours positive. Soit la valeur moyenne de 9, de telle sorte que 

φ
0
 Jάω z=zjφ άω. 

Journ. de Math. (5* série), tome IV. — FJISC. II. 1&18. 28 
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Il existera alors une fonction ν qui satisfera à 

D·'=?·-?> 

puisque Aï»
- Ç)A> = <i. (Cf§VI). 

Il existera une fonction tv satisfaisant à 

D<v:= OeV1 - o
()

, 

pourvu que la constante 9
0
 soit positive. 

La fonction 
η — f -+- iv 

satisfera alors à 
Du = Ou" — o. 4 

Donc, dans le cas des fondions fuchsienues de première 
espèce, c'est -à-dire dans le cas où 0 est toujours Jini, si, d'ailleurs, 
la fonction φ est toujours finie, la condition nécessaire el suffisante 
pour que Véquation ( ι ) soit inlègrable, c'est que lu râleur moyenne 
de ο soit positive. 

On peut généraliser ce résultat pour le cas où il y a des sommets de 
deuxième et de troisième espèce. 

Supposons, en effet, que la fonction soit toujours linir, sauf aux 

sommets de deuxième et de troisième espèce, où Je rapport ^ tend 

vers une limite positive déterminée qui n'est ni nulle, ni infinie. 
Supposons de plus que 

j φ doj > o. 

Il est évident qu'on peut poser 

? = ?. + ?» 
et cela de telle façon : 

i° Que φ, soit toujours positive; 
•a" Que φ

3
 soit toujours finie; 

3° Que 
J φ

3
 do = o. 
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Alors 1«; rapport ̂  tendra vers une limite finie et différente de ο 

dans le voisinage des sommets et Ton aura 

Jίίω > ο. 

Donc on trouvera des fonctions ν et w qui satisferont à 

ϊ)ρ=:_φ.,, 

Dw = 0f?Vw-o,. 
La fonction 

u = ν -h w 

satisfait alors à l'équation (i). 
Donc l'équation est inlègrable aux conditions suivantes : 
i° Si la valeur moyenne de y est positive; 

2° Si le rapport J tend vers une limite positive finie et différente 

de ο quand on se rapproche d'un sommet de deuxième ou de troi-
sième espèce. 

Il subsiste encore une restriction dont je voudrais me débarrasser. 

Le rapport | doit èlre lini aux sommets de deuxième et de troisième 

espèce, et, de plus, en ces sommets, il ne doit pas s'annuler. Cette 
restriction est essentielle en ce qui concerne les sommets de troisième 
espèce, mais elle doit disparaître en ce qui concerne ceux de deuxième 
espèce. 

Soit, en effet, ψ une fonction quelconque assujettie aux conditions 
suivantes : 

i° Sa valeur moyenne sera nulle; 2° elle est finie partout, sauf aux 
sommets de deuxième espèce; 3° aux sommets de deuxième espèce, 

le rapport ^ sera positif et différent de zéro; on pourra alors, en vertu 

des principes du § VI, intégrer l'équation 

De = ψ. 

On ne le pourrait pas si nous avions supposé que le rapport ^ était 
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different de ο aux sommets de troisième espèce. L'intégrale 

u1G (M,P,M,P;)dw; 

ne serait pas alors restée finie quand M serait venu en un de ces som-
mets. 

Soit, d'autre part, l'équation 

(>) D u = Oe" — φ 

et supposons que φ satisfasse aux conditions suivantes : 
i° On a 

j γ^/ω>ο; 

a° Le rapport | a partout une valeur finie et déterminée ; 

3° Aux sommets de deuxième espèce, ccLlc valeur peul être posi-
tive, négative ou nulle; 

\° Aux sommets de troisième espèce, elle sera positive ci diffé-
rente de zéro. 

Si nous posons 
u — Xe = a*', 

il viendra 

(9) Df^ = — γ — λψ. 

Nous pourrons prendre la constante positive X assez grande pour que. 
aux sommets de deuxième espèce, les rapports 

Ϋ λψ y -t- λψ 
0 ' né" 

soient positifs, et, en effet, J est positif, | est limité. 

Aux sommets de troisième espèce, ces rapports sont égaux à 

ly Λ-
0 Oe*" 

et, par conséquent, positifs d'après l'hypothèse. 
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On pourra donc intégrer l'équation (9) et, par conséquent, l'équa-
tion (1). 

K11 résumé, voici les conditions pour que l'équation (1) soit inté-
grable : 

Γ' On doit avoir 
10 lit» > ο ; 

2" Le rapport J doit avoir partout une valeur finie et déterminée; 

Cette valeur, qui peut être quelconque aux sommets de 
deuxième espèce, doit être positive et différente de zéro aux sommets 
de troisième espèce. 

XI. — Application aux fonctions fuchsiennes. 

Nous venons de voir à quelles conditions peut s'intégrer l'équation ( 1 ) 
du paragraphe précédent; or, au début de ce travail, nous avons mon-
tré que la formation des fonctions fuchsiennes dépend de l'intégration 
d'une équation de inéme forme, 

0) DC = — Φ. 

Voyons si elle satisfait aux conditions énoncées. 
La fonction Φ est finie, sauf aux sommets de troisième espèce, et en 

ces sommets la valeur du rapport ^ est finie, déterminée, positive et 

différente de zéro; c'est ce que nous avons montré à la fin du § IV. 
Il reste donc à vérifier que l'on a 

J Φ^(ί)>0. 

.le rappelle que 

— Φ = D log^ H- Oh, 

h étant une fonction partout finie, sauf aux sommets de deuxième et 
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de troisième espèce et telle que la différence 

(*) A-(2-|;)'0β!χ-Α! 

reste finie aux sommets de deuxième espèce et que la différence 

CO h — 2 log | Z — ΛI — 2 log log | Ζ — Λ | 

reste finie aux sommets de troisième espèce. 
Nous supposerons que Z est lié à Z' par une relation algébrique 

F(Z, Ζ') — o. 

Celte relation représente une courbe algébrique d'ordre///; je puis, 
sans restreindre la généralité, supposer que cette courbe a ses/y/ direc-
tions asymptotiques dislinctes et qu'elle ιΓ« d'autre singularité que 
des points doubles ordinaires. 

Je puis supposer aussi que les sommets de deuxième ou de troisième 
espèce ne correspondent ni à un point double de la courbe, ni à un 
point à l'infini, ni à un point où la tangente est parallèle à l'axe des Ζ 
| c'est ce qui m'a permis tout à l'heure d'écrire Ζ — Λ et non Ζ —Λ 
dans les formules (2) et (3)]. 

Cela posé, quand log^ devient-il infini? 

10 Quand e~ devient infini, c'est-à-dire quand le point Ζ, Z' s'éloigne 

à l'infini sur l'une des branches asymptotiques de la courbe; 
20 Aux points où la tangente est parallèle à l'axe des Z, on a 

(ΓΑ 
dZJ ~ υ 

et, par conséquent, 
dû 
ΤΤΰ7 0 

et, comme do' dw est fini est nul, 
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3° Aux points doubles, on a, à la fois, 

dF dZ = dF dZ'=o 

mais Ζ' est fonction holomorphe de Ζ et ̂  reste lini. 

Nous avons donc 
Φ = 1)ψ, 

u= _ log dz dw _j 

cl ψ devient logarithmiqucincnt infini en un certain nombre de points 
singuliers qui se répartissent en quatre sortes : 

Première sorte. — Ce sont les m points à l'infini de la courbe F= n. 

Deuxième sorte. — Ce sont les points où =0; leur nombre est 

m(m — 1) — 2d, 

d étant le nombre des points doubles, ou bien 

2 ni -+- 2 ρ — 2, 

I) étant le genre de la courbe. 
Troisième sorte. — Ce sont les sommets de deuxième espèce. 
Quatrième sorte. — Ce sont les sommets de troisième espèce. 
Lntourons chacun de ces points singuliers d'une courbe infiniment 

petite. La surface de Klein se Lrouve partagée en deux régions; la ré-
gion intérieure à ces petites courbes qui est infiniment petite et la ré-
gion extérieure qui est finie. 

L'intégrale JΦ</ω, étendue à la région intérieure, est infiniment 

petite. L'intégrale étendue à la région extérieure est 

j Φ da=j DJ <l<s> = th, 

en vertu de l'équation (3 bis) du § III; du ai de sont définis comme au 
§ III, que la surface de Klein soit isotrope ou anisotrope. 
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L'intégrale du troisième membre est étendue au périmètre de toutes 
les petites courbes; mais il faut observer que les du positifs doivent 
être comptés vers l'extérieur de la région où se fait l'intégration 
double, c'est-à-dire vers V intérieur de la petite courbe. 

Considérons d'abord une petite courbe entourant un des m points 
singuliers de la première sorte; ceux où Z devient infini. 

Nous prendrons 

Z = 1Z 

d'où 
!ÎÛ — !ÛL? - ' _ 

du" ~ dV\ \V 

A l'intérieur de notre petite courbe nous avons donc 

ψ = 4 log I Ζ" | - !<><;— -Λ. 

Or, log-h h reste fini; noire intégrale est donc égale, en négli-

geant des infiniment petits, à 

4 f dlog dn |Z'| do, 

ou bien, toujours avec les notations du § III, 

4 f d log|Z"| dS' dN" 

c/S" et dN" étant les arcs infiniment petits qui correspondent sur le 
plan des Z" aux arcs (h et du de la surface de Klein. 

Si nous posons 
Z" = peiu> 

et si l'on suppose que la petite courbe a pour équation ρ = const., 
et correspond à un cercle sur le plan des Z"; cette intégrale peut 
s'écrire 

-4 f ρ </ω = — 4 j άω= — 8τ.. 
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.l'ai mis le signe —, parce que les dS" positifs doivent être comptés 
vers l'intérieur du petit cercle ρ = const. 

Considérons maintenant une petite courl>e entourant un des 

2 m 4- ip — 2 

points singuliers de la deuxième sorte. 
Soit Ζ = A, Ζ' = A' ce point singulier. Nous aurons 

u= _log dq dw _ log dw' dq_dhg 

D'autre part, on aura 
Ζ-Α=(Ζ'-Α#)·ΙΙ, 

Il étant une série ordonnée suivant les puissances deZ' — A' et ne 
s'annulant pas pour Ζ' = A'. 

On en déduit 
§,=(Ζ'-Λ')1Γ, 

11' ne s'annulant pas pour Z'= A'. 
Il vient donc 

H'fâ = * Ιο* = 2 log I 7J - Λ'Ι + 2 logll', 

d'où 
ψ = — 2 log | Ζ' — A'| — 2 log II'— log ~ — It. 

f/expression 
2 log II' + log +h 

reste finie; donc l'intégrale se réduit à 

-3/rfl0S'I~A'lffe· 

Le même calcul montrerait que cette intégrale est égale à <]z. 
Considérons une courbe entourant un point singulier de la troisième 

Journ. de Math. (5* série), lome IV. — I'asc. II, 1898. 39 
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sorte; il vient 
/,=

(
A

~ I)'°G|Z- A| + A„ 

A, étant fini et, par conséquent, 

Ψ = (τ, ~a) lo8lz - ΛI - /(· -- lo^?;Ë, 

A, 4- log^ étant fini. 

Notre intégrale est donc égale à 

(2 n-2) d log |Z-A du do; 

(dans celte formule, la lettre η figure deux fois dans deux sens diffé-
rents; η est un nombre entiej et dn une longueur infiniment petite; 
mais aucune confusion n'esta craindre), c'est-à-dire, toujours d'après 
le même raisonnement, à 

4r (1-1-n) 

Passons enfin aux sommets de la quatrième sorte; on a 

A = 2log|Ζ — A | -t- alogiog| Ζ — A | -t- //,, 

A, restant fini; notre intégrale se réduit donc à 

_ 2j
dl08l

j;~
A|

 de - o.fdJ^J2Ei^siM,h. 

La première intégrale se réduit à 4π· Quant à la seconde, si nous 
posons 

Ζ - A = pe'w 

et si nous supposons que la petite courbe a pour équation ρ = eonsl.. 
elle se réduit à 

+2 dlog log p dp dw=2 dw logp 

el lend vers zéro quand ρ tend vers zéro. 
L'intégrale se réduit donc finalement à 4*. 
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K11 résumé, nous trouvons : 
Γ' l'onr les m points de la première sorte : 

— 8/711:; 

2" Pour les iw -+- 2ρ — 2 points de la deuxième sorte : 

finir, -h 8pr. — 8ir; 

'i° Pour les q points de la troisième sorte (sommets de la deuxième 
espèce) : 

4r (q-Z 1n) 

Pour les q' points de la quatrième sorte (sommets de la troisième 
espèce) : 

w*. 
Nous avons donc linaleincnt 

I φ fl(i) = ί\κ(*ρ — « -H q 4- 9
#

 —2 ,7)· 

Considérons le polygone fuclisicn H0ï
 et soit 2k le nombre de ses 

cotés, h le nombre des cycles de sommets de première espèce, q et q' 
ceux des cycles de sommets de deuxième et de troisième espèce. 

La somme des angles est égale à 

9*(Α+Σ:)· 

Le déficit angulaire (proportionnel à la surface non euclidienne) est 

2r (k-1-h_Z 1*2) 

( )ιι a, d'autre part, 

p= k+1 -h _1 q' 2 

d'où 
k = 2p — 1 -h h -H q -H q\ 
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ce qui montre que le déficit angulaire est égal â 

2u(2p -2 +q +q' -E 1n/ 

L'intégrale /Φάω est donc égale au double du déiieit angulaire. 
Elle ml donc positive. c. n. r. n. 

Donc IVquatiou 
Ι)ϋ = ̂ -Φ 

peut s'intégrer; donc, dans tout type fiichsicn, il y a une équation 
fuebsienne. 

Le lliéorème fondamental est démontré pour toutes les fonctions 
fucbsiennes qui n'existent qu'a l'intérieur du cercle fondamental ; je 
ine réserve d'y revenir en ce qui concerne les autres fonctions fucb-
siennes cl en particulier celles de la troisième famille. 

XII. - Formation des équations fucbsiennes. 
Soil 

(·) ^=c
?
(Z,Z) 

notre équation fuclisicnnc, où γ est une fonction rationnelle des deux 
variables Ζ et Z' liées par la rclaLion algébrique 

(2) /(Z,Z')=o. 

Les deux intégrales fondamentales de cette équation seront 

v1 = dZ dz'v2 Z dZ dz 

cl Ζ sera une fonction fuebsienne de z. 
Si l'on désigne par e" et cj les imaginaires conjuguées de r, et c

8
, 

on aura 

v10 = dZo dzo, v02 = zo dZo dzo; 
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D'autre pari, nous avons pose 

eu =dz dZ dzo dZo (I-zzo)-2; 

(Γοίΐ 

e= -u2 = dZ dz dzo dzo (1-zzo); 

ou bien 

e-up = v1v01 _ v2v02, 
u 

l/exponcnticlle « 1 est une fonction de Ζ et Z
0
 et nous avons, dans ce 

Mémoire, appris à former cette fonction pour les couples de valeurs Ζ 
el Zft qui sont imaginaires conjuguées. 

Cela posé, il vient 
91 

d2 dZ3 = d2 v1 dZ2 v10 - v2v2 dZ23 

ou, à cause de l'équation (1), 

M 

d2cdZ3 = e-n2 q(ZZ,'=) 

ou cnliη, 

-1 /2 d2u dZ2 + 1/4 (du dZ) 2=q: 

La fonction « est connue pour lous les couples de valeurs conjuguées 
de Ζ etZ0, c'est-à-dire pour toutes les valeurs réelles de X et de Y (eu 
posant Ζ = X -+- iY). 

On connaît donc aussi pour toutes les valeurs réelles de X et de Y 

les dérivées et — et, par conséquent, 

du dZ = 1 /2 du dX + du idY); 

du dZ2 = 1/2 (d2du dX2+ 2d'u idXdy- d2u dY2) 

Nous connaissons donc 0 et, par conséquent, l'équation fuchsienne est 
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formée. il est aisé de vérifier que y est fonction de Ζ seulement; en 
effet, 

rfa ι (f* h ι du d>u 
ctL

u 3 Ttf} dY,„ 2 d'L d'L d/„ 
Or 

dl u d% u ..du 
ltïd/1 ~~

 2(

 ' 7r/scr/:„ ~a
'· 7a7 

Donc 
dz 
dt~~0' C. Q. Κ. I». 

On vérifierait facilement les autres propriétés de la fonction ç. 
Ces considérations peuvent nous permettre d'entrevoir une autre 

démonstration de l'existence de l'équation fuchsienne. 
Supposons que nous considérions les équations d'un même type* 

fuchsien; la fonction φ qui y figurera ne sera pas entièrement arbi-
traire; elle dépendra seulement d'un nombre fini Ν de paramètres. 

Les intégrales v
t
 et dépendront de ces î\ paramètres et, en plus, 

de quatre constantes d'intégration. 
Si l'on forme de cette manière l'expression 

e(2 = v1v10 v2 v2n"'; 

ce sera une fonction de X. et de Y qui dépendra de Ν -t- 4 paramètres. 
Seulement la fonction ainsi définie pourrait n'être pas uniforme sur la 
surface de Klein; on la rendrait uniforme par des coupures. 

On formerait ensuite l'intégrale du § IX et l'on répéterait le raison-
nement de ce paragraphe fondé sur le calcul des variations. Mais celle 
fois ce raisonnement serait rigoureux, parce que Γ intégrale ne dé-
pendrait plus d'une fonction arbitraire, mais d'un certain nombre de 
constantes arbitraires. 

On serait donc certain qu'elle a un minimum. 


