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Les fonctions fuchsiennes et Uéquation du=¢";

Paz M. H. POINCARE.

1. — Introduction.

Considérons une équation différentielle linéaire de la forme sui-
vante

d*¢
(1) = 2(x, ),

olt (x,y) est unc fonction rationnelle de deux variables = et y lices
par une relation algébrique

(2) f(e3)=o.

I.'équation (1) admettra un certain nombre de points singuliers (jui
seront les infinis de la fonction rationnelle 3; pour chacun de ces
points singuliers on pourra former I'équation déterminante.

P’our que z puisse étre une fonction fuchsienne du rapport des inté-
grales, il faut d’abord que la différence des racines de chaque équation
déterminante soit I'inverse d'un nombre entier. Mais cette condition
n’est pas suffisante.

Nous dirons que deux équations de la forme (1) appartiennent au
méme Lype :

1 Si la relation () est la méme pour ces deux ¢quations;

2° Si les infinis de la fonction ¢ sont les mémes;

Journ. de Math. (3 série), tome IV. — Fasc. Il, 1898, 18
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3 Si, pour chacun de ces infinis, les équations déterminantes sont
les mémes.

La question suivante sc pose alors.

Dans un type quelconque (pourvu que la différence des racines de
chaque équation déterminante soit I'inverse d’un entier), y a-L-il tou-
jours une équation fuchsienne, c'est-i-dire telle que a soit fonction
fuchsienne du rapport des intégrales?

Cette question cst d’une importance capitale dans la théorie des
fonctions fuchsiennes; mais elle est extrémement difficile; on voit
asscz aisément que, dans un type quelconque, il ne peut y avoir plus
d’une équation fuchsienne; mais il est plus difficile d’¢tablir qu'il v en
a toujours unc.

La premié¢re démonstration qui ait ét¢ donnée cst fondée sur ce
qu'on appelle la méthode de continuité. Nous y avons été conduits,
M. Klein et moi, d'une fagon indépendante. Dans mon Mémoire sur
les groupes des équations linéaires, inséré dans le Tome 1 des Acta
mathematica, j'ai insisté sur les ressemblances ct les différences des
résultats de M. Klein ct des miens et j'ai donné cn méme temps un
exposé complet de la méthode; je n'ai plus & y revenir. Je crois étre
arrivé a donner a cette méthode une forme parfaitement rigoureuse,
mais clle n’en reste pas moins extrémement compliquée ct a un carac-
tere indirect.

Peu de temps aprés, la Société royale des Sciences de (s6ttingen
attira l'attention des géométres sur une autre mani¢re d’aborder la
question, en proposant comme sujet de concours l'intégration de
I'équation

A= ",

L’intégration de cette équation conduirait en cffet directement i la
solution du probléme qui nous occupe.

La question posée par la Société de Gotuingen fut résolue par M. Pi-
card dans un Mémoire inséré au Journal de Jordan (18go) ct com-
plété par une Note des Comptes rendus (Tome CXVI).

La solution proposée par M. Picard consiste i intégrer d’abord
P'équation dans un contour assez petit et i ¢tendre ensuite le résaltat
& un contour quelconque par la méthode alternée de M. Schwarz.
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On peut revenir sur la question ct chercher i se passer de ce détour.
(Pest ce qque je me propose de faire ici.

Je me hornerai dans ce Mémoire aux fonctions fuchsiennes des pre-
miére, deuxiéme et sixime familles, c'est-a-dire i celles qui n'existent
«(w’h Pintérieur du cercle fondamental. Le polygone R, qui engendre
la fonction fuchsienne est alors tout entier 4 I'intérieur de ce cercle; il
a un certain nombre de sommets se répartissant en un certain nombre
de cycles.

Mais parmi ces cycles nous distingucrons :

1” Cenx de la premitre cspéce ol la somme des angles st égale i
27

2 Ceux de la seconde espéce oft la somme des angles est égale i
I ) o
— n ¢tant un entier plus grand que 1;
n

3 Ceux de la troisiéme espéee dont tous les angles sont nuls,

Nous ferons une étude particuliére des fonctions fuchsiennes dr le
premiére espéee, ol tous les cycles des sommets sont de la premiére
espéce; nons étendrons ensuite nos résultats aux autres fonctions
fuchsiennes,

II. — La fonetion «,

Nous emploierons les notations suivantes :
Soient Z ot 7 deux variables complexes liées par une reldtlon alge-
brique

(2) [, 1) =0,
correspondant & la relation (2) du paragraphe préeédent. Soit
7=X+iY, Z=\+1iY.
Considérons ensuite les quantités

Zo=X—iY, 4 =X -2y

imaginaires conjuguces de Z ct 7. Llles scront évidemment lices par
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une relation
(2 bis) Jo(lgyZi)) =0

ot f, est un polynome dont les coefficients sont imaginaires conjugucs
de ceux de f.
Supposons maintenant que Z cl 7’ soient des fonctions fuchsiennes

L=g(z), L=%(3)

de la variable complexe
S=a+ l)’.

Alors 7, et Z, seront des fonctions fuchsiennes
Zo=?o(30.)7 Z;):?;(:o)

de la variable conjuguée
:o =J — ly.

Le cercle fondamental aura pour équation

@y =1
ou bien

I3g=1.

Ciela posé, supposons que la variable Z décrive dans son plan un arc
infiniment petit &S, ct que la variable 5 décrive dans le sien are infi-
ment pelit correspondant. Soit ds la longueur de cet arc déerit par s,
longueur évaluée au point de vue de la géoméirie non cuclidicnne,
¢’est-d-dire ce que j'ai appelé la L. de cet arc dans mes Mémoires du
Tome | des Acta mathematica. On aura

dS = VdLdly;  ds =YL,

"‘d;o

Noit

une substitution du groupe fuchsien. Quand la variable z décrira lare
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-

. ' . 25 -+ .
considére dont la L est ds, la variable -'—-_+_—E décrira un arc dont la I,

H 9

sera encore ds; et la variable
- [C3N
?(14 + [5
13+ 4

«uiscra encore égale i Z décrira unarce dont la longuenr sera encore oS,
Le rapport
s
ds
n'est donc pas altéré par les substitutions du groupe fuchsien; c’est
donc une fonction uniforme de 2, 2, 1,, 7.,,.
Posons alors
ds? ds ds :
r — . = —— —.—.- — -2
“=e =g (' E)T
d'ol
dl. di, .
U =-— l()g-cz — ll)g ;’?0 —_ '.!l()g(l — 35,).
Si 'on observe que Z est fonction seulement de s et Z, de 5, on

trouvcera

dtu__ds ds, dflog(t—33,) 43 Llﬁ( s
Tdn, = " A dh A, dsds, = Eag dr, (V)T
ou enfin
Jda L,
dldhy, = "

Si I'on passc des variables 7 et Z, aux variables \ et Y, on trouve

Au= d*u e, du

“=axE T e T N aar
ou hicn

3) Au=8¢c.
Pour que la fonction u cesse d'étre finic il faul que lun des facteurs
dz  ds, —

’ ' . A -(-IT..’ 1— 33,
soit nul ou infini.
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Le facteur 1 — 53, ne peut jamais étre infini; si la fonction fuch-
sienne est de la premiére famille, c’est-a-dire si le polygone R, n’a pas
de cycle de la troisicme espéce, le facteur 1 — 33, ne peut pas non plus
devenir nul, parce que le polygone R, n’a aucun point sur la circonfé-
rence du cercle fondamental.

Si, au contraire, le polygone R, a des cyeles de sommets de la
troisiéme espéce, le facteur 1— 33, ne peut devenir nul qu'en un
soinmet appartenant & 'un de ces cycles.

En dehors des sommets appartenant aux cycles de la troisieme
vspéce, la fonction  ne peut done cesser d'étre finie (que si 'un des

facteurs
{I: ds,
dz’ dr,

est nul ou infini. Comme ces deux facleurs sonl imaginaires conju-
guds, ils deviendront nuls ct infinis en néme temps.
La condition pour (ue u cesse d’dtre fini, c’est done que
A /.

<= ==0 on - T %
d

144 "no

On aura ‘g = o dans deux cas:

1° Aux sommets de R, qui apparticnnent a un ceycle de deaxiéme
ou de troisitme espéce; nous y reviendrons.
2° Sil'on a a la fois

’ 7R l[
Sl Ly=o0, ;-117/;,::4),

c’est-a-dire si la tangente i la courbe (7, 7' ) = o est parvallele a Paxe
des 7.

Si le point correspondant n'est pas un point double de la courbe
f = o, on aura

dr __

ar =0
mais on n’aura pas

Y

dz =0,
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ni, par conséquent,
A
Js

i, alors, on pose

cl

¢’est-a~dire si ' est la fonction qui joue, par rapport a Z', le méme
role que u par rapport & Z, cette nouvelle fonction v’ ne deviendra
pas infinic au point correspondant.

Supposons maintenant que le point considéré soit un point double
de f=o0;on aura alors a la fois

/2 dl’
ds ds
Mais posons

7= R(Z, 1),

IR étant une fonction rationnelle de Z ct de Z’; nous pourrons choisir
cette fonction R de telle facon que Z” prenne des valeurs différentes
au point double sur les deux branches de courbe qui s’y croisent.
Dans ces conditions, on n'aura pas
A

ds ’

cl, par conséquent, si ” est la fonction qui joue par rapport a 42" le
méme rdle que & par rapport a Z', «” ne deviendra pas infinie au
point correspondant.

On peut d’ailleurs toujours supposer que la courbe f= o ne pré-
sente d’autre singularité que des points doubles ordinaires. Si, au
contraire, le point 3 était un sommet de R,, appartenant & un cycle
de deuxi¢me ou de troisi¢me espéce, toutes les dérivées

dil di' dL’

=, =2,
ds ds ds
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seraient nulles & la fois et toutes les fonction s

deviendraient infinies & la fois.
32 On aura

dZ
d =
«uand on aura
==
Mais si 'on pose
Y |
,4 = 7"

’,

et si #” est la fonction qui joue par rapport 4 7 le méme rdle que «
par rapport 4 Z, on aura
7’=o,

et, par conséquent, on n'aura ni

dL’

o =0

‘n résumé, s la fonction fuchsiennc est de premiére espéce,
cest-g-dire s'il 0y a pas de cycles de deuriéme et troisiéme espéees,
les fonetions

w, u, uw, ...
ne peucent decenir infinies a la fois.

Dans le cas général, ces fonctions ne pourront devenir infinies i la
fois qu'aux différents sommets des divers cycles de deuxiéme et de
troisi¢ine espeéces.

‘xaminons maintenant ce qui arrive en un somimet d’un cycle de
deuxitme espéce.

Si la somme des angles du cyele est % et si ¢ est un sommet de

deuxiéme espéce et A la valenr correspondante de sz, la fonction
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fuchsienne

Z—A=%(s)—A

sera développable suivant les puissances de s — a, et le développe-
ment commencera par un terme en (3 — @) Le développement de

'Z‘ commencera donc par un terme en (3 — a)*'; il vient donc
log(Z—A)=nlog(s—a)+Q,
log:% =(n-1)log(s —a)+Q,
(Q et Q' restant finis pour 3 = a, et, par conséquent,

log % = *llog(Z — A)+ Q",

ds
/7 -
log 45 = “=*log (Zo— As) + ;.
et enfin
U= - Ylog|Z — A|+gq,
), Q; et ¢ restant finis pour z = a. J’aJoute que g est développable

sunvant les puissances de Z — A, Z, — A,, V(Z — A)(Z, — A,).
Passons aux sommets d’un cycle de troisiéme espéce; on aura alors
dans le voisinage de ce cycle

= (L) + blog(Z — A),

b étant une constante et { une fonction développable suivant les
puissances de Z — A. On tire de la

d oy b
d_;=_(z—a)2[¢(z)+m],
d’ot
log _-log(Z A)—3log(s~—a)+Q,

Q désignant une quantité qui reste finie pour z = a.
Journ. de Math. (5° série), tome IV, — Fasc. II, 1898, 19
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On aurait, de méme,

log = =log(Z, - A,) — 2log (35, — a,) +Q,,

dr.
ds,
(), restant fini pour 3 = @; comme le sommet a est sur le cerele fon-
damental, on a aa,=1 e, par conséquent,
u=—alog|Z —A|+ o]og(———-—s — G =)
- (53— ua,) ,,
7 restant fini pour s = a.
Observons maintenant que 1'on a identiquement
53, — aa, a a,
= + +1
(s—a)(3,—ny) s—a s—a,

=ablog(4 — ANy +a,blog(Z,— \,)+ ¢,

7' restant fini pour 5 = a.
Mais il est aisé de vérifier que le produit ab doit étre véel, de sorte
(qne
ab = a,bh,
ol

$50— an, y . , , . )
- L — = aablog|li — A g =lox|7 — N7,
TGy = 2 log | [+ x| \

4" restant fini pour 5 = a.
Nous trouvons donc enfin

u=—nz2loglZ — A| - 2loglog|Z — | — ay"+ 4.
Plus précisément, nous aurons
w=—ologlZ — Al —2log(log|Z — A+ }) + =.

4 et g élant holomorphes enZ — A et Z, — A,

Ainsi done :

1 Dans le voisinage d’un sommet de T deasiéme espice, la diffé-
rence

TN - r
t+ ———log 7 — A\|
N !
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reste finie, ou plus exactement, toutes les différences

lt+

loglA—-A| u—+—5"—-—lg[é—-\'[,
W+ 2 3log|L” A"

ne peuvent pas devenir infinics & la fois.
2° Dans le voisinage d’'un sommet de la troisiéme espéce, toules
les différences
u+2log|Z—A|+2loglog| Z—-A |,
w+2log|Z' — A’ |+ 2loglog| Z'— A’|,

w+2log|Z’ — A| + 2loglog | 2" — A7,

ne peuvent pas devenir infinies & la fois.

Il importe de se rendre compte de la raison de cette diftérence entre
les sommets de la deuxiéme et de la troisicme espéce.

Soit g = x? + y?, et supposons, pour simplifier, que « soit fonc-
tion de ¢ sculement; I'équation

Au =8¢
peut alors s’¢erire
. du 1 du
/ g, ren __ge,
(h) dp? + p d> =8¢

Supposons que 'on veuille intégrer par approximations successives
de la facon suivante ; nous prendrons

dtu, 4! du, —0

it T e dy T
%Z + ';' %— = 8((.‘"“*’"""”‘ — (""’"’”‘)

U=Ug+ U + Uy+....
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Bornons-nous aux dcux premiéres approximations; nous aurons,
par exemple,
u,= plogp, oto= P,
89[’4’,
u,= Ty

L’expression de u, devient illusoire pour p = — 2, et I'on peut en
conclure que I'équation (4) ne peut avoir d’intégrale de la forme

1n=—2alogs + v,
¢ restant fini pour g == oj clle en a une, au contraire, de la forme

u=plogs+v
si p w'est pas égala — 2.
En revanche, Péquation (1) admet pour intégrale

Je me contenterai de cet apercu ui suffit pour faire comprendre la
différence entre le cas des sommets de la deuxiéme espiee qui corres-
pond a p différent de — 2, et celui des sommets de la troisicme espéee
(ui correspond & p = — 2.

La variable s est le rapport des intégrales d’une certaine dquation
fuchsienne
(1) o =2l L)
qqui correspond & I'équation (1) du paragraphe préeédent.

Si le « type » de eelle ¢quation est donneé, on connaitra :

1 La relation algébrique

S L) = o:

20 Les valeurs A de Z qui correspondent aux divers cyeles de
sommels, soit de la seconde, soit de la troisitme espéce;

3¢ Le nombre entier 2 relatif a chacun des sommets de la seconde
esplce.
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II1. — Surfaces de Klein.

M. Klein a imaginé¢ un mode de représentation des fonctions algé-
briques dont 'emploi peut nous étre utile.
Considérons une courbe algc¢brique définie par I'équation

(2) f(t,L)=o.

On peut construire une surface fermée, ct de telle facon qu’a tout
point réel ou imaginaire de la courbe (2) corresponde un point réel
de la surface et un seul. Cependant, & un point double de la courbe (2)
correspondront deux points réels de la surface, appartenant respecti-
vement aux deus branches de courbe (qui se ecoupent au point double.

Nous supposcrons, d’ailleurs, que les coordonnées du point de la
surface sont des fonctions conlinues des coordonnées du point cor-
respondant de la courbe, et méme que ces fonctions continues ont des
dérivées de tous les ordres.

Les surfaces de Riemann ne sont que des cas parliculiers des sur-
faces de Kleinj une surface de Klein se réduit & une surface de Rice-
mann quand clle est infiniment aplatie et réduite & un certain nombre
de feuillets appliqués sur un plan.

Mais nous devons faire une distinction et séparer les surfaces de
Klein isotropes des surfaces de Klein anisotropes.

Une surface de Klein sera dite isotrope si le mode de correspon-
dance entre les points de la courbe et ceux de cette surface cst telle
que la représentation du plan des Z sur la surface de Klein soit une
représentation conforme, Aux différents points du plan des Z corres-
pondent différents points de la courbe (2) el, par conséquent, diffe-
rents points de la surface de Kleinj cette correspondance définit une
transformation d’une région du plan des Z dans une région de la sue-
face de Klein; pour que la surface de Klein soit isotrope, il faut que
celle transfortnation conserve les angles.

Nous pourrions ne nous servir que des surfaces isotropes; les tra-
vaux de MM. Schwarz et Klein permetient, en effet, daffirmer que
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les différents points d’une courbe algébrique quelconque peuvent tou-
jours étre représentés sur une surface de Klein isotrope.

Mais il est préfcérable de ne pas s’imposer celte restriction, ce (ui ne
compliquera pas beaucoup notre analysce; et, en cffet, on sera dispensé
de s’appuyer sur le théoréme que je viens de citer ct dont la démon-
stration est asscz longue.

Au contraire, on peut pour ainsi dire regarder comme évident que,
si I'on se donne une courbe (2) quelconque de genre p et une surface
fermée quelconque 2p + 1 fois connexe, on peut faire correspondre
d’une facon univoque les points de la courbe & ceux de la surface.

Ainsi 'on pourra faire correspondre d’une facon univoque les points
réels d’une sphére et les points imaginaires d'une courbe unicursale
(quelconque; ou bien les points réels d'un tore et les points imaginaires
d’une courbe de genre 1 quelconque.

Précisons la nature de la correspondance.

Nous pouvons, sans restreindre la géndéralité, supposer que la
courbe (2) n’a d’autre singularité que des points doubles ordinaires et
qu’elle sc comporte réguliérement & U'infini, ¢’est-a-dire (ue ses diree-
tions asymptotiques sont toutes distinctes ct non paralléles aux axes.

Cela pos¢, soit M un point de coordonnées courantes sur la surface,
correspondant au pointZ, Z’ de la courbe; soit P un point de la surface
de Klein, correspondant au point

7 =A, =X
de la courbe.
Si la distance MP est trés petite et si au point

7.=A, 7 =A
on n'a pas
p af

Y=
d7. ’

la distance MI* est du méme ordre de grandcur que [Z — A
Si, au contraire, on a
) )

ar _ .
dz = 0 :

{

mais si I’on n’a pas
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la distance MP ne sera pas du méme ordre de grandeur que [Z — A’
clle scra, en général, du méme ordre de grandeur que le carré de
|7 — A | ct en tout cas du méme ordre de grandeur que |Z'— A’|.
Si 'on a & la fois
df dr
-y '—',—7 = ()’
Al dL
c'est-it-dire si le point Z = A, Z' = A’ est un point double de la
courbe (2), la distance M ne sera plus du méme ordre de grandeur
que |Z — A ou que | ' — A’[; mais nous pouvons poser

L =R(Z, 1),

R ¢Ltant une fonction rationnelle de Z et Z’ dont le numérateur ct le
dénominateur s'annulent au point double.

Si A” est 'unc des deux valeurs que prend Z” au point double et
celle précisément qui corvespond au point I, la distance MP est du
méme ordre de grandeur que |27 — A"},

Si enfin le point I’ correspond & un point a Uinfini de la courbe (=),

. . 1
la distance MP est du méme ordre de grandceur que ||
8 A

Considérons maintenant une fonction # des coordonnées du point M
le point M correspond & un point du plan des Z dont les coordonnées
sont X et Y, parties réelle et imaginaire de Z. Alors u cst aussi une
fonction de Xet Y,

Soient ¢S un arc infiniment petit dans le plan des Z et d= P'are cor-
respondant sur la surface de Klein; soient € une aire infiniment petite
dans le plan des Z et do Paive correspondante sur la surface.

Par Pextrémité Z de ave dS, je méne un arc infiniment petit Z7,,
normal & S ct dont la longueur sera dN.

Soit MM, I'arc infiniment petit de la surface de Klein correspon-
dant & l'arc ZZ, ct aboutissant, par conséquent, i extrémité M de
Iare ds.

Supposons d’abord la surface de Klein isotrope ; alors, si j"appelle ddn
la longucur de 'are MM, Pare MM, sera normal & d= et l'on aura

s oS dw (([, )2.

an AN T s,
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Soit « ln valeur de la fonction # au point M, ou ce qui revient au
méme point Z et
du du a
— = —= N\
u+ - dn=u+ N dN

sa valeur au point M, ou, cc qui revient au méme, au point Z,. On
aura

i du o

;,_” dq — ZI_’N dbo

Le théoréme de Green, appliqué dans le plan des Z, nous donne

(3) f SudQ = (3% ds,

ou en considérant deux fonctions « et ¢,
, (Iu du dv r/n v
(6 fesudo=fofgds — (% + T oy )42

Les intégrales sont étendues soit & tous les éléments dQ d’une certaine
aire plane, soit & tous les éléments dS du contour qui limite cette airc.
Les fonctions u et ¢ sont supposées continues, ainsi que leurs dérivées
du premier ordre.

Posons maintenant

Du—-AufE

. du dv du dv \ d
L )= (% 7% *+ s %) 7o

et

de telle sorte que
E(u, )= E(v, u),
E(u, u)>o.

Les équations (3) et (4) deviennent alors
(3 bis) fDudw M s,

(4 bis) ¢ Dudw =fvd—:¢lc ——fl‘](u,v)«lw.
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Ces équations représentent le théoréme de Green étendu a la surface
de Klein; mais la premicre est susceptible d’une interprétation phy-
sique remarcuable. Supposons que « représente la température d'un

. ([ll ' ) ey '
point de la surface; alors o teprésentera la dérivée de cette tempéri-

ture estimée suivant la normale & l'are ds.
Si la surface est supposée conductrice et qu’clle soit homogénce el
isotrope au point de vuc de la conductibilité calorifique, le produit

du
dn

représentera le flux de chaleur qui traverse I'élément ds pendant
I'unité de temps, pourvu que I'on choisisse convenablement les unités.
L'intégrale

représente alors la quantité de chaleur (ui entre dans laire fdw a
lravers son contour.

L’expression Du dw represente donc la quantité de chaleur cédée a
I'élément de surface dw par les éléments voisins de la surface.

Supposons maintenant la surface de Klein anisotrope.

D’abord 'arc MM, ne sera plus normal & l'arc ds.

Si I'on considére sur le plan des Z un cercle infiniment petit avant
pour centre le point Z, la figure correspondante sur la surface de
Klein sera une ellipsc infiniment petite, ayant pour centre le point M.
Alors les tangentes a I'arc MM, et & I'arc dz scront deux diamétres
conjugués de cette ellipse.

Nous n'aurons plus alors

MM, _ do
AN T dS?
mais nous pourrons poser
dn = 2N
ds

¢l nous aurons
adn
MM 1 = _b_,— ’

Journ. de Math. (5* séric), tome IV, — Fasc. If, 18¢8. 20
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a’ ety étant les longucurs des diamétres conjugués de notre ellipse
«ui sont dirigés respeclivement suivant les tangentes & MM, et i ds.
Ayant ainsi modifi¢ la définition de dln, nous aurons

du

_ dit
dn

ll’J’ = "T‘: tlS.

Nous conserverons les définitions de D et de E(u, ¢) et nous retom-
berons sur les équations (3 his) et (4 bis).

L'interprétation physique subsiste; si, en effet, la surface est sup-
posée conductrice, mais que la conductibilité ne soit pas isotrope, le
flux de chalenr gui traverse I'élément ds sera encore représenté par le
produit

du
Ry
dn {3,

la définition de dre ayant é1é modiliée comme nous venons de le dirve,
L' équation (3 bis) entralne comme conséquence

S Dudo == 0,

quand intégrale est étendue i la surface de Klein tout enti¢re et, en
effet, cette surface est fermce.

I interprétation physique de cetle équation est évidente @ la condue-
libilit¢ de la surface améne des échanges de chaleur entre ses diverses
parties, mais ne peat altérer la quantité totale de chaleur (ue posséde
la surface enticre,

IV. — La fonection L.
Nous considérons diverses quantilés
Z’ Z/, Z”

toutes fonctions rationnelles de Z, 7/, ct les fonctions corvespondantes

u, uw, u,

telles qu’elles ont ¢té définies dans le §11.
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Posons maintenant
¢ e

t=c"—.
cdw

On en conclurait, si la surface de Klein étail isotrope,

v__ ds?

P
o3t

Dans tous les cas on aura ¢galement

v

Paive dlY étant Vaire du plan des 4’ (qui corvespond & Faire /Q du plan

des Z; e, en effet, 'on a

. dst o ds 2 dst
(7 == i O = = - = =73
as? d>'2 d 8’2
On aurait de méme
"t - ﬂ“” (..m—" .
dw

La définition de le fonction U est done indépendante du choir de

la fonction L parmi les diverses forctions

Z, 7, 1, ...
I vient alors
) .
Du= Auz—ﬂ—‘ = 86“-(-19 = B¢
dw dw

et enfin
de

DU =8¢+ Dlog_-;

’ du N N M [} .
comme D log — esl une fonction comnue que je puis poser égale it — @,

dw
je puis éerire

(1) DU =8¢'— &,
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La définition de U ne dépendant pas du choix de Z, on devra aveir

do dae . dg’
—¢ = D]Og%-; = Dlogm = l)l()g?r«; ...
el par conséquent
' A’
Dlog -z =0, dlog - =0,

ce qu'il est d’ailleurs aisé¢ de vérifier.
Je dis maintenant que la fonction @ ne peut devenir infinie. Eneflet,

> 0 . lln . v e N N . .
elle ne peut cesser d'étre finie (que si log == est infini, ¢'est-d=dire si
dm ’

. o
7= ou ;,—7[, = 0.

Mais il faudrait en méme temps ue

I dy
 y —- =
OF Il(u %
ce qui enlrainerail
77 4/'/‘
/a =% ou ,-,./: =0,

10’y a done de doute que pour les points de la surfice de Kiein
¢qui correspondent aux points a I'infini ou aux points doubles de la
courhe

(2) S(L 1) =0,

Mais il faudrait encore que pour Loutes les fonctions 27 on et

Or c’est ce (qui n'arrive pas, pour un point a Uinfini, si on fait

I
Z”= 7

Z
ni pour un point double, si 'on fait

=R(Z, 1),
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le numérateur et le dénominateur de R s’annulant a la fois au point
double.

La fonction ® vst done: towjours finie. €. Q. F. b

Que dire maintenant de la fonction U.

Si on laisse de ¢dté les points de la surface de Klein qui corres-
pondent & un sommet de deuxiéme ou de troisiéme espéce du polygone
R,, on pourra trouver une fonction 7 telle (que

’”

v
w et 1 du

8
sotent finis. L.a fonction U est donc finie.

Si la fouction fuchsienne est de premicre espéce, la fonction U
sere done finie sur toute la surface de Klein et clle sera définie
per Udquation

(1 DU == 8¢ — @.

Supposons maintenant que ¢ soit un sommet de deuxiéme espéce
de IR, et soient Ay A’y A” les valeurs correspondantes de Z, 77 et 7
et I” le point correspondant de la surface de Klein.

Nous pourrons supposer que 'on a choisi la fonetion Z” de telle
sorte que

reste linig alors la différence

20— 2 r,
ur/+ lO"I/J”— Anl
n b

e, par conséquent, la différence

20— 2

U+ = logMP
n

resteront finies.

Une observation cependant; lorsque Z” tend vers A”, 'expression

" 2n—2 L "
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tend vers une limite finie et déterminée; mais qaand le point M se
approche de P, Pexpression

U+ 2222 logMP

(4 moins que la surface de Klein ne soit isotrope) reste finic, mais ne
tend pas vers une limite déterminée; sa limite dépend de la direction
de la droite MP. Si ; est le rayon d'un cercle trés petit situ¢ dans |e
plan des Z’ ¢t € le diamétre de Uellipse correspondante de la surface
de Klein dont la direction est la méme que celle de MP, c'est 'expres-
sion

L 282 o NP
g5

(ui tend vers unc limite déterminée quand MP tend vers o.
Posons

o =u 4+ T og |4 — A

il viendra

2-2n d‘.l"

A== Au = Be¥ S = 8o |1 — A" 7 L

On voit que la fonction ¢ satisfail & unc égqnation de la forme

A¢"=le” — du

ot 0 est une fonction donnée, constamment positive, mais devenanl
infinic pour 7" = A”.
Posons maintenant
” — ’yrd
’ dw

Si nous conservons aux lettres § et @ leur signification

2-2n

g "0 . _ 2"
=8 L"—A I ’ q}--—-l)log-g;,

il viendra
DV =le" —®.
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Au point I’ (correspondant au point Z¥ = A”), la fonction ) devien-
dra infinic, mais V et @ resteront finis.
Envisageons de méme un sommet de la troisi¢me espice; nous
choisirons «” de telle facon que
u + 2log|2” — A"| + 2loglog| 4" — A"
reste fini et nous poserons
d/ — u//+
0 =

—~ A’ + aloglog|Z"— A”|,
- A”] 2log—?|Z" — A”|.

Nous aurons alors

,Il= " # y y l/_ " —_— 'u —
A= Au"+ 28loglog |17 — A" | = — <8c A log’ Z,,_,Anl!),
el si nous posons encore
v flﬁ-
c=c do’
il viendra
DV = 0" —@ — 3 2¥ '

dw

Nous sommes ainsi conduits & changer la définition de U. Nous po-
SCrons

. fy)
U=u+ logzi‘; + I,

ot /i est une fonction uniforme qui reste finic en tous les points de la
surface de Klein, sauf aux points qui correspondent i des sommels de
deuxiéme ou de troisieme espéce de R,.

En un sommet de la deuxi¢me espéce, la différence

h-—22"2log|Z"— A"|

devra rester finie; en un sommet de troisiéme espéce, la dilférence
I —alog| 4" — A”| — 2loglog |2’ — A"

devra rester linic.
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Nous pourrons toujours choisir la fonction /4 de fagon i satisfairve &
ces conditions et méme de telle facon que la fonction 4 en dchors des
sommets de deuxiéme et de troisi¢me espéce, et les fonclions

2n—12 g 4 X 7 i 20 ”
b =——=log|L"— XN'|; I —alog|Z'— A"| -- aloglog|Z" — A"

dans le voisinage de ces sommelts, que ces diverses fonclions, dis-je,
aient leurs dérivées de tous les ordres finies ¢t conlinues.

Dans ces conditions la fonction U sera toujours finie ot elle satis-
Sfera a Uéquation
- : de
DU =8e¢'e” +Dlog 5~ + D/,
2 dw
ou ¢n posant
do
=8, — & = Dlog 5~ + Dk,
do
a équation
(1 bis) DU=(—0.
Les fonctions 0 et @ sont des fonctions donndes; la premicre est
loujours posilive, elle ne peut jamais s'annuler; clle ne peat devenir
infinie (u’aux sommets de deuxié¢me et de troisiéme espéces; la fone-

tion @ ne peut devenir infinie qu'aux sommets de troisicme espéee.
Aux sommets de deunxiéme espécee, 0§ devient infini connme

2—2n

IZn — Au l n
Aux sommets de troisitme espéce, O et @ deviennent infinies conme

(

77— A|log|Zr — A”])2.
Le rapport

v

0

reste donc fini; la limite de ce rapport est d’ailleurs ¢gale i
1 de"

clle est donc positive.
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Ainsi, il y a des sommets de troisicme cspixce, la fonction @ peut
devenir infinie, mais infinic positive; clle n'a done plus de limite su-
péricure, mais elle a toujours une limite inféricure.

V. — Maxima et minima.

La propriété fondamentale de I'expression D est la suivante : Si
la fonction u est maxima, Du est négatif; si la fonction « est minima,
Du est positif; ce qui signifie, au point de vue physique, qu'un point
ot la température est maximum peut céder de la chaleur aux points
voising, mais ne peut en recevoir.

Ixaminons la chose d'un peu plus prés, et pour cela reprenons
I'équation (3 bis) du paragraphe 11

(3 his) fDuclw:fz—: {5,

Si au point P la fonction « cst maximum, dans le voisinage de ce
point, les courbes u = const. scront de petites courbes fermées s’en-
veloppant mutuellement ct enveloppant le point P,

. du . .
L'intégrale | —ds, prise lc long d’unc de ces petites courbes, sera
> dn"? ;
R S du ours néeatif
loujours ncgative, car - scra toujours ncgatit,

L'intégrale f Dudw, ¢tenduc a I'aire limitée par une de ces petites
courbes, sera done négative.

Il faut donc qu’'a I'intéricur de chacune de ces petites courbes
u puisse prendre des valeurs négatives et, comme je puis supposer
cetle courbe aussi voisine du point I’ que je le veux, on pourra
trouver, aussi prés du point P qu’on le veut, des points ott Du sera
negatif.

Si la fonction Du est continue, elle ne pourra pas étre positive en I’;
clle pourra s'annuler en I, mais & la condition qu'il y ait dans le voi-
sinage de I des points ot elle est négative. Il peut se faire que Du
devienne infinie en P, mais toujours 4 la condition qu'il y ait dans le
voisinage de P des points ou clle soit négative.

Journ. de Math. (5 série), tome 1V. — Fasc. 11, 18g8, 21
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11 convient toutefois de s’assurer que, si Du devient infini, l'inté-
grale
[ 1Du|dw

reste finie. C'est ce qui arrivera dans le probléme qui nous occupe.
Nous avons vu que, aux sommets de la deuxiéme espéce, DU de-

vient infini de 'ordre de
' )

1
Y {

et aux sommets de la troisi¢me espéce, infini de Fordre de

1
MPilogiMP
[ 1D de
est du méme ordre que

f |DU
dMP [-__wgmv
f I ) MPlom NP’

Lintégrale

MPd(MP),

c'est-a-dire que

-
b' I) n

et on vérifie aisément que ces deux intégrales sont finies.
Considérons alors I'équation

DU =0¢"--,

Je suppose que 0 est toujours positif et ne peut s'annuler; je sup-
poserai en outre que O ct @ sont toujours finis (c'est ce qui arrive,
comme nous 'avons vu, dans le cas des fonctions fuchsiennes de la
premiére espéce).

Enfin, je supposerai d’abord que @ est toujours positif et ne peut
s’annuler.

Alors 0 et @, ne pouvant ni s'annuler, ni devenir infinies, admettront
chacune un minimum 0, et ®, et chacune un maximum 0, et @, ; toutes
ces quantités sont positives.
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D’autre part U, étant fini, aura un maximum U, et un mini-
mum U,.
Pour le maximum, on aura

DU<o
el, par conséquent,
el — P <L o,
ou a fortiori

0,0 — @, < 0.
Pour le minimum, on aura

DU > o,
d’ol
Heb — @ > o,
ou a fortiori

0,0% —®,> 0.
La fonction U satisfera donc toujours aux inégalités
(1) log®, — log 0, < U <L log®, — log,.
On peut obtenir des limites plus rapprochées en considérant le rap-
®
)

port ¢ les inégalités

he'"— @ < o, 0 —d >0

montrent que ¢" reste toujours compris entre le minimum et le maxi-

@
mum de 7

Ce résultat serait illusoire si @ n’était pas toujours positif.
Supposons maintenant que ® soit toujours positif, mais qu’on puisse
trouver une fonction v, telle que

® + Dy,
soit toujours positif.
Posons alors
U=V -+ 13
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I'équation devient alors
DV ="' — & — Dn,.

Les fonctions 0¢7, 5 4 Dy ¢lant toujours finies et positives, les
resultats préeédents peavent s'appliquer, et on voit que e¥ reste tou-
jours compris entre le maximum et le minimum de

P4 Dr,
Hel *

Si done v, ¢t v, sont le minimum ¢t le maximum de v, et si {, et 7,
sont le minimum et le maximum de

P D,
—_—

0
on aura

(2‘) '(o,,n.,—n. < P < C. NN,

Si 0 ct @ peuvent devenir infinis, les résultats préeédents subsistent-
ils? Dans les eas dont nous aurons & nous occuper, 0 ne pourra devenir
infini qu'aux sommels de deuxiéme et de troisieme espéces et @ aux
sommels de troisitme espéee.

Dans tous les cas, 'expression

o b
U]

restera finic et détermindée; cette expression devra étre négative pour
les maxima (sans quoi DU ne pourrait devenir négalif dans le voisi-
nage du point correspondant au maximum) et positive pour les
minima,

Si donc @ est toujours positif, ' sera toujours compris entre le

. . ¢

maximum et le minimum de -

Si @ n'est pas toujours positif, mais si ® + D est toujours posilif,
les inégalités (2) subsisteront.

Envisageons maintenant P'équation

(4) ])V:OCUV-'.!L
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Soient V, et V, le maximum et le minimum de V5 on devra avoir

PV, = <o,
DbV, — '.I,v>n,

ce qui montre que V reste compris entre le maximum et le minimumn
du rapport

¥,
0eb

Comme 00Y est essenticllement positif ct ne peut s'annuler, ce
résultal reste vrai, soit que ¥ soit constamment positif, soit que 4
puisse changer de signe.

Il reste vrai encore et n'est pas illusoire, quand § et méme quand ¢

. . e U .
peuvent devenir infinis pourvu que le rapport % demeure fini.

Je dis maintenant que P'équation (4) ne peut admettre deux solu-
tions: si elle en adinettait deux, Vet V', la différence V — V' satisfe-
it éguation

D(V - V)= 05V — V),

Cette équation est de méme forme que (4), mais 4 est nul. Sont
done également nulles la limite supéricure ct la limite inféricure entre
lesquelles peut vavier V. — V', d’aprés ce que nous venons de voir.
Done

V--V=o. C. Q. F. D.

De méme, I'équation

DU =0e' -

ne peut admettre deux solutions, car si elle en admettait deux, U ct
U +V, on aurait
DV = 0% —1).

51V, et V, sont le maximum et le minimum de V, on devrait avoir

e"'si,  e%Zn,
d’otr
V<o, V,20, V.2V2V
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ce qui entraine
V,=V=V,=o0. C. Q. F, D.

V1. — L’équation Du=1.
Je me propose d'intégrer I'équation
(1) Du =3,

ol u est la fonction inconnue qui doit étre finie et continue ainsi (uc
ses dérivées des deux premiers ordres, et la fonction 3 qui cst donnée.
(Z’cst comme si 'on demandait la température finale de chaque point
de la surface, en supposant qu’elle ne céde pas de chaleur au dehors
par rayonnement, mais que chaque ¢lément do de la surface est le
sitge d'une source de chaleur produisant dans I'unité de temps une
(juantité de chaleur — 4 dow.
Pour que le probléme soit possible, il faut d’abord (ue

~

(2) fq,(lw = 0,

Fintégrale étant ¢lendue a la surface enticre. En effet, nous avons
trouvé plus haut

(/.Du dow = o

ety d’ailleurs, P'équilibre thermique n’est évidemment possible que si
la quantité totale de chaleur fournic par les sources est nulle.
Supposons cette condition remplie. Pour résoudre notre probléme,
nous allons introduire une fonction qui joucra le méme vole que la
fonction de Green dans la théorie du potentiel.
Reprenons la courbe algébrique

(3) f(ly1')=o,

qui est la méme que la courbe (2) des paragraphes précédents.
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Considérons P'intégrale abélienne
(4) . _—_fn(z,z')dz,

ol R est une fonction rationnelle de Z et de Z,'.
Soient alors

(Z.=24 L =1, (L=1,, =1,
(L=U,,Z=1)), Z=U,2=UU))

qquatre points analytiques pris sur la courbe (3). Les deux premiers
(7.4, 7.), (4,,Z,) seront lcs limites inféricure et supérieure de linté-
grale (4).

Cetteintégrale elle-méme sera une intégrale abélienne de la troisiéme
espéce admettant pour points singuliers logarithmiques les deux points
analytiques (Ug, UY), (U,, U).

Done, sauf aux points analytiques (U,, U,), (U,, U}), la fonction J
sera holomorphe; dans le voisinage de (U, Uy), la différence

)+ log(Z, — U,) — log(Z,— U,)
el, dans le voisinage de (U,, U)), la différence
b —log(Z, — U,) +log(Z, — U,)

seront holomorphes en Z, et Z,.
Pour achever de définir Vintégrale (4), nous supposerons que les
partics réelles de ses 2 p périodes cycliques sont nulles.
L'intégrale J ne change pas quand on permute les deux points ana-
Iytiques
(Zny2,), (L, 1))

avee les deux points analytiques
(U Uy), (Ui, UY).

Clest le résultat bien connu dans la théorie des fonctions abéliennes
sous le nom de Vertauschung von Parameter und Argument.
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Je désignerai par M, P, M,, P, les points de Ja surface de Kicin qui
correspondent aux quatre points analytirues

(Z2,,2)), (L,2,), (U,U)), (L,,L,),
et par

GM,P;M,, D))

la partic réelle de Uintégrale J.
On voit que

1Z, -1, Z,-- U,
G G+ log ' 2 G - log |4—-
’ Rz, =n 7.,

seront des fonctions harmoniquesde X et Y (silonposeZ, == X + (Y ),
la premicre pour tous les points analytigques sanf pour Uy et U, fa
seconde dans le voisinage de U, la troisicme dans le voisinage de U,

Observons enfin que la définition précédente deveait dtre modifice
si I'un de nos quatre points analyliques venait en un point de la
courbe (3) ol

aq._.. df _
b7/ N R

(14

il conviendrait de remplacer alors par la fonction 77 la fonction 7
qui joue le role prépondérant dans notee définition; ou hien encore si
'un des quatre points analytiques venait en un point double de la
courbe (3); il faudrait remplacer 7 par

s  PULT)
7= ="

O, 1)

P et Q élant deux polynomes entiers s'annulant tous deux an point
J poly |
double.

Soient dw et dw, deux ¢léments quelcongues de la sarface de Klein;
soient M ct M, les centres de gravite de ces Sléments; soient P et P,
deux points fices cquelconques sur la surface de Klein, Soit %, une
fonction quelconque des coordonnées du point M.

Considérons I'intégrale

() v—:fﬂ(\l,I’;\l,,l',)?,//,m,,
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¢tendue a tous les ¢léments dw, de la surface de Klein. Clest une
fonction des coordonnées du point M.

Je dis d'abord que cette intégrale est finic, si la fonction ¢, est finie
elle-méme. Et, cn cffet, la fonction G ne peut devenir infinie que si le
point M, vient en M ou en P (elle s'annule si M sc confond avec P et,
par conséquent aussi, & cause de la Vertauschung, si M, s confond
avec P, ); mais si M, vient cn M ou cn P la fonction G devient infinie
logarithmiquement, de sorte que notre intégrale reste finic ct déter-
mincée.

Pour pousser I'étude plus loin, je divise la surface de Klein en deux
régions, I'unc &' réduite & une petite calotte entourant le point M,
I"autre S” comprenant le reste de la surface et je pose

e=v+¢,

’

" et ¢" représentant la méme intégrale étendue respectivement a §
ct §”.
Je suppose que le point M ne se confond ni avec P ni avee P,.
Considérons d’abord Pintégrale ¢”; si M, reste dans la région S
(ui ne contient pas le point M, les trois distances MM,, MP, MP,
restent finies ct1'on peut assigner une limite supéricure & la fonction G
ct & chacune de ses dérivées.

L’intégrale
f Hy, dw,,

oi H est une dérivée quelconque de G est non sculement finie, mais
uniformément convergente. Nous pouvons donc appliquer le procéd¢
de la différentiation sous le signe f ct nous voyons d'abord que toutes

les dérivées de ¢” sont finies. .
Il vient ensuite

D ”=fDG?,dw,=u,
puisque

DG =o.

Considérons maintenant ¢'; la porlion &' de la surface étant trés
Journ. de Math. (5 série), tome IV, — Fasc. I, 18g8. 22
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petite pourra étre représentée d’une facon univoque sur le plan des Z
et nous aurons

v =fG % Z:’;' dQ,,

dQ, étant 'aire de I'é¢lément du plan des Z correspondant 4 I'élément
dw, de la surface de Klein ct intégration é¢tant étendue & tous les élé-

ments d, de la portion du plan des Z qui correspond & la région §'.
Mais on a

G =log|Z,— U, |+,

H étant une fonction harmonique de X et de Y.
Nous aurons alors

¢, = [log|Z, — U, |3, 7o a0,

Nous voyons d’abord que 'on peut appliquer a lintégrale ¢, le
rocédé de la différentiation sous le signe |, de sorte que toutes les
P 5 I
dérivées de ¢, sont finies; d’aillcurs on a

) do
A"‘z =fAI{ J‘ - " da' = "
d'ou
,=o.
Ensuite les propriétés du potentiel logarithmique nous apprennent:
° Que ¢, cst fini ainsi que ses dérivées des K premiers ordres, si 7,
est fini ainsi que scs dérivées des K — 1 premicrs ordres;
o0 Quc
’ d(!)
AV‘ =— 2%y aa’

-

dw ssentant 1 ral Lo . doy and le
ct 7o reprcscn ant les valeurs que pl‘crmcn 7 ot -(Tl?; quand le
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point M, vient en M. On en conclut

Do, =—2a=3.

En vésumé, v est fini ainsi que ses dérivées des K premiers ordres si
% ost fini ainsi que ses dérivées des K — 1 premiers ordres, ct I'on a

Do = ~— 273,

J’ai supposé que M ne se confondait ni avec P, ni avec P,.

Si M se confond avee P, G et ¢ s’anniilent.

Il me reste i faire voir qu'aucune singularité ne se présente quand
M se confond avee Py, et pour cela je vais montrer que P'intégrale ¢ ne
dépend pas de la position du point P,.

Si nous remplacons I, par un autre point P,, ¢ se change en

f(;(M, P;M,, P,)s, do,.

Puisque
GM P M, P)H)=G(M,P; M, P,) - G(M,P; P, P,),
je vois que ¢ a augmenté de

fG(M, L; P, P,)7, do, = G(M,P; P, P,)fq,. do,.

Or, cetle expression est nulle a cause de la relation (2). Done,
¢ n'a pas changé, C. Q. F. D.

L résumé, lu solution de Uéquation (1) nous est donnée par la
Sormaude

(‘i) [ "‘.)L-‘/(j(M’ l,;M‘,l)|>?' dw'o
La solution dounce par I'équation (6) n’est pas unique; on peut

¢videmment y ajouter une constante arbitraive; a part cela, il 0’y en
a pas d’autre.
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Ce qui caractérise la solution particuli¢re (6), c'est qu’elle s'annule
au point P.

La solution (6) satisfait & unc inégalité qui nous sera utile dans la
suite.

Soient v unc fonction quelconque, toujours positive, ct 1, la valeur
de cette fonction au point M,. Soient

=4‘7la ?|=4"”]|'

On aura évidemment

| u]| < (max. de ¢|)flclmdm.

|Gl7|| (i(!).
S5

est une fonction de M ; la fonction sous le signefnc peut devenir infinie

L'intégrale

(que dans trois cas : 1° si le point M vient en M, ; 2°si la fonction v,
devient infinie; 3° si le point M vienten P,.

Afin d'exclure ce troisi¢me cas, je décrivai autour de P, une petite
courbe ferméc ct je supposerai que le point M ne pénctre pas a linté-
rieur de cette courbe fermée.

Lorsque le point M est voisin de M,, la fonction G devient infinie
de I'ordre de logMM, ; en outre, je supposerai (ue la fonction v, de-
vient infinie en certains points A qui correspondront aux sommets de

2—-2n
la deuxitme espéce, ct cela infinic de 'ordre de M, A * ; jesuppose
qu'il 0’y ait pas de sommets de la troisitme espeéce et qu'en tous les
autres points la fonction 1, soit finic.

Alors l'intégrale
|G|, dw,
_/ Tam

est finic et méme converge uniformément. Et, en cffet, dans le cas le
plus défavorable, c’est-a-dive si le point M coincide avec un point A et

si M, est trés voisin de M, la fonction sous le signe f sera infinie de
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I'ordre de

1-3n
.\[“‘_"— lﬂghl“n

et l'intégrale ne deviendra pas infinic. Nous pouvons donc assigner i
cetie intégrale une limite 3 et éerire

(7) lul < B (max.de|d]).

Celte inégalité est vraic pourva que M ne pénétre pas & l'intéricur
dela courbe (ui entoure le point I’,.

Mais nous avons vu que « ne dépend pas de la position du point P,
et ne change pas quand P, vient en I, ; nous aurons donc

(= his) |u| < 8" (max.de|? ),

pourvu (ue M ne pénétre pas a I'intéricur d’une petite courbe entou-
rant P,.
Si, alors, 8 est le plus grand des deux nombres 3 et 3”, nous aurons

(R) || < 3(max.de!y]),

quelle que soit la position du point M.
Ce résultat est vrai pourvu que la fonction 7 ne devienne jamais

o gr @ 2
nfinie que d’ordre 2 — ~< 2

C’est une condition a laquelle satisfuit la fonction 9e* quand il
1’y a pas de sommnet de troisiéme espéce.
VII. — L'équation Due=1nu— .
Consid¢rons I'équation
(1) Du =hyu — 5 — .

Je supposcrai la solution développable suivant les puissances de A
et je la mettrai sous la forme

= U+ c))+hu,+c,)+r(Us+c,)+....
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Les ¢, sont des constantes ct les u; s’annulent au point P.
J’aurai la suite d’équations

| Dug=—o,
. \ Du,=n(u,+¢,) — ¢,
(2) 1 Duy=n(u, +c¢,),
’ Du,='q(q,+c,),

....................

Pour que la solution soil possible, nous devrons avoir

0 =f9dw=f[1;(u,,+ Co) — Y] dw =f1;(u.+c,)dw=...,

ce qui nous donne la suite d’¢quations

| c,,fndw: f'.];dw —f'quodw,

(3) ) c‘f‘qdw=—f\qu,dw,

.........................

Si ces conditions sont supposées remplies, la formule (6) du para-
graphe précédent nous permeltra de calculer u,, u,, .. ..
Ainsi, pourvu que I'on ait

fq»dw:o,

nous pourrons calculer successivement, par les ¢quations (2) et (3).
d’abord u,, puis ¢, #,, ¢,y &y, €3y .. ..

Soient ¥y, ¥y - .- les maxima de |u, |, w,],....

Si la fonction v est supposée toujours posilive, on aura

]c,lfndw<fv;|u,|dw<7, rdw,
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3
-t

d’'oll

|L',|<*(.,
l”z'<‘{z’ |"'3|<Yaa

et, de méme,

L'inégalité (8) du paragraphe précédent nous donnera ensuite
va<< B(max. de|u, +¢,|) < 2837,

et, de méme,

73<’372a W< 29‘,’;,

¥

200 <15

La série

converge donc, pourvu que

el par conséquent, a cette condition, la série

([;) 27\"(&*4‘ C/,)

converge uniformément.

Si u cst la somme de cette série, u sera donc une fonction finie et
continue des coordonnées de M.

Nous aurons, d’autre part (puisque la séric converge uniformé-
ment),

/"r.udw =fr,(u,,+co)dw +7\fn(u.+c,)clw+...=o.

Nous pourrons alors, par la formule (6) du paragraphe précedent,
trouver unc fonction ¢ qqui satisfasse & I'équation

De =Mu—5—2d.

Je dis que cette fonction ¢ est identique & w.
Posons, en effet,

= (Uy+Co)+ At +c,)+...+ N(u,+¢,) + R,
0= (Uy4Co) + AUy +¢c) + ...+ N (1, +c,y) + 8,
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il viendra
DS,=AR,.

La série (4) convergeant uniformément, nous aurons
|R.| <K(223)",
K ¢tant une constante assignable; on conclut

|S. | < K(aAB)+'.

Quand ~ croit indéfiniment (2A8)" et, par conséquent, [R, | et |S,|
tendent vers zéro. La différence u — ¢ est ¢gale &

Uu—v= Rn— Sn_)"H'(“lHi +clu-|)< ' Rn|+ Isnl + 2)\””7/'1-'-

Elle tend donc vers zéro quand » croit indéfiniment et, comme eclle
ne dépend pas de z, elle est nulle. Donc « = ¢. Done u satisfait it
Péquation

Du=2Mu—9— M. C. Q. F. b

Cette démonstration suppose que v, 9, ¢ restent finis ou ne peuvent
devenir infinis qu’en certains points ((ui correspondraicnt aux som-

X . . . 2
mets de la deuxitme espéce) et seulement infinis d’ordre 2 — — < .

Je terminerai par la remarque suivante :

Si, dans unc certaine région de la surface de Klein, v, 5 et J sont
finies ainsi que toules leurs dérivées, il en sera de méme de w.

Soit, en effet, Dy =0, équation qu’on peut intégrer par la for-
mule (6) du paragraphe précédent.

Nous avons vu que, si dans unc certaine région ) est finie ainsi que
ses dérivées des K premiers ordres, ¢ sera finie ainsi que ses dérivées
des K + 1 premiers ordres.

Appliquons ce résultat & I'équation

Du = Mu-—hg — .

Comme u cst fini, le second membre est fini; donc « est fini ainsi
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que ses dérivées du premier ordre; donc le second membre est fini

ainsi que ses dérivées du premier ordre; donc ¢ cst fini ainsi que ses

dérivées des deux premicrs ordres, ct ainsi de suite... ¢, Q. k. b,
Supposons maintenant que I'on sache intégrer I'équation

(5) Du=vu—3,
ct proposons-nous d'intégrer
(6) Du-=(n+ny')u—r%.
Lies deux fonctions v et ' sont supposées toujours positives.

Noit
U=+ AUty 4+ N U;+. ..}

I’¢quation (6) nous donncra la suite d’équations

[ Du0: Ny — 7
VY Du, = nqu,+ ' u,,

Du,=nu,+'u,,

............ ve e e e

" Les équations (7) étant de la forme (5), nous saurons les intégrer
ct clles nous donneront successivement u,, u,, ¢, . ...
Les principes du paragraphe V nous donnent les inégalités suivantes :

luy| < max.dcl;il,
i

!
L, | < max.dellf‘%‘l ,

ol
|, | < max. del'—'—'ﬁ!,

1,

.. . . 1N
Soicnt alors v, le maximum de | u; | et B celui dclfl, il viendra
i

N BV Ta<<By,

Journ. de Math. (5 série), tome IV. — Fase, 1, 1898, 2)
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Donc la série

(8) U+ AU, +Nu,+ ...

converge uniformément pourvu que
A3 <.

J'ai suppos¢ plus haut que nous savions intégrer 'équation (5); je
précise cette hypothése en disant que nous savons lintégrer quelle

(fuc soit la fonction ¢, pourvu que le rapport ’%‘ soit limité. J'ai sup-

L 1 ‘r" H 1 1 'l '. L) g» ] " "
posé aussi plus haut que le rapport l T‘Id unc limite supéricure, elees)

celte limite supéricure que j'ai appelée f.
Soit alors « la somume de la séric (8); celte somme est finic ; nous
savons alors intégrer I'équation

De=nv +2Aqu —3,
puisque le rapport
e —gq '
7

est limité.
Je dis que l'intégrale ¢ de cette ¢quation est précisément égale i «.
Soient, en effet,

U= g+ A, +...+NMu,+ R,

O==Ug+ AU+ ...+ N U, + S,
on aura
DS, =9S,+ Aq'R,.
Or
IR, | <K(A3)"., K étant une constante.

Les principes du paragraphe V donnent cnsuite

AR,

|S, | < max. de "

<KOBF.
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Donc la différence

u—v=R,—S,— \"u,,,

tend vers zéro quand 2 tend vers I'=; elle est donc nulle, et u = ¢.
C. Q. F. b,

On démontrerait ensuite comme plus haut que si, dans une certaine
région, v, 9 et v sont finies ainsi que toutes leurs dérivées, il en est de:
méme de «.

Considérons maintenant I'équation

(9) Du=mnu—g¢,

el posons

Les A sont des constantes positives ; la fonction ¢, est assujettie
la condition unique

j:;.(l(»:o,

mais clle est d’ailleurs arbitraire.
Nous allons intégrer successivement les équations

Du ’-T:)\,Y]u — % _7\14'17
Du = dnu+ Mnu— 9,
(10) Du=(\+M)nu+Nnu—o,

Du=(N+0+..c+ 2 Ine+Anu — 5.

La premiére équation (1o) est de la forme (1); nous saurons donc
I'intégrer, pourvu que
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8 ¢tant la quantité qui figure dans l'inégalité (8) du paragraphe pre-

cédent.
Les autres équations (10) sont de la forme (6); on les rend iden-

tiques & I'équation (6) en changeant
pour la 2° équation (10),

our la 3¢ équation (o),
I

......................

- Ameny, wneny, AyenA,
neny, A,cnd,

. I I R AT T N

...................

(hy+Thy+.oo+ R dneny; neny, pour la pi*e équation (10),

hpen i,

Nous saurons donc intégrer successivement ces équations (10),

pourva que

- ! -
/‘2-/\ — /‘.3< " Ll R ]

maxde . - ——

"
max de — b
(X R FPXA

e

ot
1Ty, Ay < by =+ Dy, . [ T TR
Or, nous pouvons toujours satisfairc & ces conditions ¢l aux

relations
- - - - [}
/\‘+/\3+...—1" ,\I'::I’ /~I<T,/J’
19

en choisissanl Pentier p assez grand.
2 » Y H wop ) y ’ )0
Donc nous saurons intégrer Uéquation (), pourve que.

soit limité;

1* Le rapport | £
«c rapport .

2" Que v soil loujours positif el ne sannule pas;
3* Que y; soit partoul fini ou ne puisse decenir infini qu’en un
nombre limité de points (correspondant aux sommets de deuxicme

3\ AN (!
espiee) ef seulement d’ordre 2 — =<

L’intégrale u esl partout finie et continue.
Si, dans une certaine région, les fonctions données v et g sont finies

ainsi que toutes leurs dérivées, il en sera de méme de u.
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VIII. — Extension aux sommets de troisiéme espéoe.

Les résultats précédents s'appliquent, pourvu que la fonction 4 ne
devienne infinic qu'en un nombre limité de points et sculement

V]
d'ordre 2 — R

Cest la condition & laquelle satisfait la fonction Oe®, s'il n'y a pas
de sommets de troisiéme espéee. Mais aux sommets de troisiéme
espece, cette fonction ¢ devient infinie de la méme maniére que

1
devient infini pour . = o.
Nous sommes donc conduits &4 examiner ce qui se passe quand, cn
certains points (sommets de troisi¢me espéee), la fonction v; devient
infinie et cela de telle sorte que le produit

7 VK log? MK

tende vers une limite finic ct déterminée quand le point M se rap-
proche indéfiniment du sommet de troisitme espéce K.
Dans ce cas, 'intégrale
j JRUIAN
AT

considérée & la fin du paragraphe VI, n’est pas finic quand le point M
vient en K3 on ne peut donc pas lui assigner une limite supéricure 3';
on ne peut done plus éerire Uinégalité (8) du paragraphe VI

Si alors nous reprenons les équations (1), (2) et (3) du para-
graphe V11, nous pouvons encore former les fonctions u,, «,, u,, clc.;
mais nous ne pouvons plus écrire les inégalités

PN -~ 0"
7 . “r ar ‘) LY
V3=~ 29T S 2P RN

ni, par conséquent, afficmer que la série

S= 27\"(1/,.—1—(',,)
converge.
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Dailleurs, il est aisé de voir que
u‘ , az’ u” LN

deviennent infinics au sommet de troisiéme espice K et infinics res-
peetivement du méme ordre de grandeur que

loglog MK, log*log MK, log?*logMK, ....

Néanmoins, nous verrons plus tard que la série S converge en tous
les points de la surface de Klein, sauf aux sommets de troisieme
espéee, et que la somme de cette série tend vers une limite finie et
déterminée quand le point M se rapproche de 'un de ces sommets.

On pourrait dire, dans un langage abrégé mais peu correet, qu'aux
sommets de troisitme cspéce la somme de la séric est finie, bien que
chacun des termes soit infini.

Un exemple simple fera micux comprendre ma pensée.

Soit A un nombre positif, et considérons la fonction «*; nous pou-
vons la développer suivant les puissances de A et écrire

Mogaz  1tlogir . Mloghar

a.l.=l+__ _____ +-——-—+..-'f" =
] 1.2 1e2004M

Chacun des lermes devient infini pour z = o, mais la somme de la
série «* reste finic.

On pourra donc encore intégrer 'équation (1) du paragraphe VIl.

Mais, pour établir toutes ces propositions, nous rencontrerons bien
des difficultés. Ces mémes difficultés, non encore surmontées, se
retrouvent dans la méthode de M. Picard et dans toutes les méthodes
(’approximations successives.

Pour en triompher, nous allons procéder par étapes.

Supposons d'abord qu'il n’y ail qu'un seul sommet de troisicme
esplee, (ue nous appellerons K, et proposons-nous d'intégrer
I'équation

(1) Du =7%2.

Dans cetle équation, { et 3 sont deux fonctions données et la der-
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niére cst partout finic. Quant & § elle est partout positive ct clle est
finie, sauf au point K ou clle est infinic comme

I
MK?Tog? MK’

aux sommets de deuxi¢me espice, s'il y en a, ou elle devient infinic
comme v et au point P, oti elle pourra devenir infinie comme log MP,.
La solution de I'équation (1) nous sera donnée par la formule

u-_-fz,;,.c(M,K-,M,.P.)dw.,

analogue & la formule (6) du paragraphe VI.

Cela s’¢tablirait par des raisonnements tout & fait analogues a ceux
du paragraphe VI, mais qu'il est inutile de répéter ici.

Remarquons toutefois que la condition

f‘f,? dw = o

n'est plus ici nécessaire puisque la fonction « peut devenir infinic
pour M =D,.
Cela posc, on a ¢videmment

1 <~,'fc, |G(M, K3 M,,D,)|do,.

Studions l’intégralch.IG(M,K; M,P)|dw,.

C’cst unc fonction des coordonnées du point M qui ne peut présen-
ter de singularité que quand le point M vient en K ouen P,.

Qu’arrive-t-il d’abord quand M est voisin de K? PPartageons la sur-
face de Klein cn deux parties par une petite courbe fermée entourant
le point K.

Nous aurons d’abord la région S extéricure a la petite courbe fer-
mée; la portion correspondante de I'intégrale sera trés petite de 'ordre
de MK.

Considérons maintenant larégion §’ intérieure 4 cette petite courbe:
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si les deux points M ct M, sont dans cetic région, G sera de méme

ordre de grandeur que
log MM, kP,
MP, KM,
ou (ue
log MM,
® KM,
c'est-a-dire qu'on pourra trouver unc quantité § telle que

v e !

S P KM log kM, |
dw, < 3"KMd(KM,) e,

¢ étant 'angle de KM, et de KM.
Si donc nous posons, pour abréger,

KM, =5  KM=r,

T T ’J I' 1 ly

N T p Cot oo
MM, =g == i g2 —argcose,  b==0%%

notre intégrale sera plus petite que

[/ f

Nous supposerons que notre petite courbe fermée a pour équation

| o

log

(X}

J dzel:

s |

..’,::: “,

¢'est-i-dire qu'elle est I'intersection de la surface de Klein avee une
sphére de rayon R ayant son centre en K.

L’intégrale doit alors éire prise entre les limites o et 2% pour ¢,
o ¢t IR pour g; si 'on considére p ct ¢ comme les coordonnées po-
laires d'un point dans un plan, point qque nous appellerons encore M,
I'intégrale a intérieur d’un cercle de rayon 1, et dont le centre pourra
éLre encore désigné par K.

De méme nous regarderons 7 ¢t o comme les coordonndées polaives
d’un autre point que nous appellerons encore M; ct la distance MM,
de ces deux points, dans ce plan, sera encore égale & ¢.
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Nous partagerons alors la surface du cercle de rayon 1 en deux
régions, P'une telle gque

s , Hlow MM T MM,
2>z, MM, >KM,, ilof"i\'*.\'lﬂ log 8w

Pantre telle que

3<s MM, KM, log ,‘:::! log yiyi'

Ces deux régions scront séparées I'ane de I'autre par la droite =,
perpendiculaire au milicu de MK.

L'intégrale, étendue i la premiére région, est plus grande que I'in-
tégrale étendue i la seconde région.

En premier lieu, le champ d'intégration est plus grand; en second
licu, si nous envisageons deux points M, symétriques I'un de I'autre,
par rapport i %, et situés, I'un dans la premiére région, I'autre dans
la seconde, nous remarquerons que la valcur de

est plus grande pour le premier de ces points que pour le second, tan-
dis que la valeur de

<}
I3
1™

est la méme pour les deux.
Notre intégrale est donce plus petite que

dzd:

2 log?s |’

A
9

2/)'/‘| log

I'intégration ¢tant élendue i la premiére région seulement. Mais dans
cetle région on a

o [ = log © = log MM 1o, KMy MK
|logP —log,?_logh“ < log KM,

log(l + l:'\ld\> =lo g(l + ::)

Journ. de Math. (5 sévie), tome IV, — Fasc, 11, 1848, 24
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Donc notre intégrale est plus petite que

2b flog (1 + g) ﬂ%’

ou a fortiori plus petite que la méme intégrale étendue au cercle de
rayon R tout entier, c'est-a-dire que

.'.-.-:bfunlog<r + ';) ﬂﬁ%ﬂ

Décomposons I'intégrale de la fagon suivante
P g

] r tn. ‘“
[ =
to ‘0 iy tn‘

La lettre R, désigne une quantité que nous déterminerons plus
complétement plus tard, mais qui doit étre > r.

Considérons d'abord la troisiéme intégrale prise de R, i R: entre
ces limites on a

’ r r
L’intégrale est donc plus petite que

L dp L [ds r
P e <'J F<w®

Envisageons maintenant la seconde intégrale prise de » i R,: entre
ces limites on a

r<e, log(l + %) < log 2,

ct 'intégrale est plus petite que

) dp _ loga 1 1 log2
Ioglfpllog‘pl T a2 (log*l{, - log’r) < 2log'R,’

Venons enfin a la troisiéme intégrale prise de o a r; entre ces limites
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on a
- ve !.' — .“‘.‘ £ D I."
P Iog(l+P)..Iog(|+r)+log?<log).+logp

L’intégrale est donc plus petite que

dp rdg _ loga '
l"gnfr'llog’sl +fl°g? Filogz|  log'r  allogr]
Notre intégrale est donc plus petite que

1 +41:blog9 + anb
gtk log*r |logr ¥

[A __’; -~ ‘
4w b i+ anblog2

et cela quel que soit R,; en prenant, par exemple, R, =y, on voit
que notre intégrale est de I'ordre de grandeur de

[Togr] = [TogMK]

Supposons maintenant M trés voisin de I,.
Nous pouvons trouver une quantité positive H telle que 'on ait
constamment

|G| < 1 og MM, | + [log MP, | + log | KM, | + H,

et, en cilet, si I'une des distances MM,, MP,, KM, est trés petite (par
exemple MM, ), G est égal & == log MM, + une guantité finic.

Si deux de ces distances sont trés petites, par exemple MP, et KM,,
nous pouvons ramener au cas précédent en introduisant un point auxi-
liaire K’ et écrivant

GOM, K3 M, P )= G(M, KM, P+ GRL K M, P)).

Pour chacune des fonctions (i qui entrent dans le second membre,
une seule des distances est trés petite.
Or les intégrales

f[l?;.dw. /'nogM:.\l.rc,dw., [log | KM, |%,do,
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sont linies; I'intégrale
f [log MP, |5, ==[log MP, | (%, do,

est de Pordre de [log M, 1,
Dot cette conséquence : Pintégrale

[](iit,tlcoy,

est finie, sauf dans le voisinage du point K od clle est de Fordre de
] . . . )
—— o et dans le voisinage du point I, ot elle est de Pordre de
[Toz MR
logMP, .
11 existe done une quantité ' telle que

logMP, |

J1G o <t TR

el, par conséquent, telle que

dogMP
o ! arfy B L
(3) Juj < zyb l logMK !

Si nous posons mainlenant
. N
it =y

et si nous ohservons (u’on peut trouver une quantité ¢ telle que

1, <@ i logMK |
. 2T log WP
il viendra
[P ~ e PR NP
1) ylay (a=Ue),

Soit donc ¥ le maximum de [ 4|, nous pourrons lrouver une quan-
tité  ne dépendant que des points K et P, et telle que 'on ait tou-
jours

() v < ay.
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Considérons maintenant I'équation
(6) Du=hu+4

ct proposons-nous de lrouver unc solution z de celle ¢quation qui
s'annule au point K et puisse devenir au point I, infinic comme
logMP,.

Proposons-nous de développer cette solution suivant les puissances
de A ct soit

(7) W=t,+ hot,+ N, +....

Nous aurons, en introduisant unc série de fonctions 3,, 3, ..., la
strie d’¢quations suivantes :

Vo e oo

\?o—?’ I)uo—wa
Z?l':’;"o; Dlh:.,:?.;
Sea=mu; De, =32,

que I'on traitera comme I'équation (1).
Si alors |7, | est limit¢ et (ue y, soit son maximum, si v, est le
maximum de | %;| on aura, en vertu des inégalités (5) et (3),
3 N\ -
< oy < %Ko lup| < Bayi MK [log MP, |.
La série (7) est donc convergenle pourvu que

A <1

ct clle nous fournit la solution de l’équatibn (6).
SiPon avait cu

Judo = [tado=...= [tudo=... =0,

les fonctions u,, &, ... auraicnt été indépendantes de la position du
point T, ainsi que je I'ai expliqué dans le § VI; nous aurions done pu



190 . POINCARE.

affirmer que ces fonctions, et par conséquent la fonction u, demeurent
finies, méme au point P,. C'est le raisonnement de la fin du § V1.
Prenons maintenant 1'équation

(8) Du=tqu+ 5 + wi;

o et Y sont deux fonctions données; w est une constante indéterminée
(que je supposerai développée suivant les puissances de 2,

= the+ Ay + APy 4.,

etil s’agit de déterminer « et p. de fagon que u soit partout fini et s’an-
nule en K.

Je suppose que f ¢ dw ne soit pas nul.

Nous avons la suite d’équations
[? do + u, / Yo = o =% -+ Du, =Tz,
/.,‘uodo)—é-y., /'.}/(/(u:u; Cov=viug+ 1wy Du, =7z

/-r,u,zlw—i—y..,/'.hlw:n; =, + Uy Du,= g,

..................................................................

que l'on traitera comme I'équation (1); les propriétés de I'équation (1)
subsisteront, mais il y a plus; & cause de la relation

ftcp,,dw =o,

la fonction «; ne dépendra pas de la position du point P, de telle fa-
con qu'en choisissant convenablement la constante &', I'inégalité (2)
pourra étre remplacée par la suivante

b1
] < TiogMKT’

ce qui nous permet d’écrirg

| ] 1,4 dw | < €Y,
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¢’ étant une nouvelle constante, et enfin
| tokey | << € Yo
1 1 1]
en désignant par 2,7 la valeur de l j z}:dml-

¥|» nous
L]

Soit ' une quantité plus grande que le maximum de

avons
Z?h = N lUj~ + W{h

el nous pouvons trouver une quantité a ne dépendant que du point K.
telle que
g =a|logMK|.
1l viendra alors
Nn< (2 +ae ).

La série () converge donc pourvu que
Ma+2'e) <1, ¢ Q. E. b,

‘noncons le résultat obtenu.
On peut satisfaire & l'équation (8) et cela de telle fagon que u
sYannule en K et soit toujours fini, pourvu que les rapports

LAk <

¥ %il-¢
-

sotent limiles.
Soit maintenant ¢ une fonction définic de la facon suivante :
Tracons autour de K une petite courbe fermée, ct soit A la valeur
de Z qui correspond au sommel de deuxiéme espéce K.

A Tintérieur de la petite courbe, ¢ scra égal a log

1
77—\ l

A Dextérieur ¢ ne pourra s’annuler ni devenir infini.

‘nfin partout, sauf au point K, v est fini ainsi que ses dérivies des
trois premiers ordres.

Soit 4 un cxposant constant quelconque.

A Dintérieur de la petite courbe, on aura

Dot = Aot %; Avh = l'(':-'—)_log"'”l‘—'ji
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Faisons d'abord unc hypothése particuliére sur v et supposons qu'i
l'intéricur de la petite courbe v sc réduise &

) do
7 Aot Y duw
7.— A *log Z—-A'

Jappellerai n, cette fonction ¥ particuliére satisfaisant & celte con-
dition.
I est clair alors «(qu’on aura, & Uintéricur de la petite courhe,

Dt = hny et
st I'on suppose
7\ = /I(/' - |).
de puis done poser
D% = hn, et + o,

 étant nul & 'intérieur de la petite courbe et restant fini i lextérienr
de cette courbe, sauf aux sommets de troisitme espéce, o le rapport
!'
Y

y
]

Z ct, par conséquent, le rapport | £/ restent finis.
"

Supposons donc que P'on ait équation

(8 bis) Du=nnu+7+u},
of ,? est limité ¢t ot § est la fonction que nous venons de définir.
.

Dans cetle équation, @ est une constante indéterminée de sorte que
I'équation est de méme forme que Péquation (8). Mais nous devons
faire plusicurs remarques :

1° L'intégrale / {dw ne peut étre nulle; on a, en effed,

f",]ulco = — 7\‘/‘71.,“"!10),

et vjo ot ¢ sont essenticllement positifs.
2° La fonction ¢ dépend de A; clle est méme développable suivant
les puissances de A; cn effet, on trouve aisément

Dt = he* Do 4+ h(h - D)2 E (e ).
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On voit que /% est développable suivant les puissances de A, et qu'il
en est de méme de o* d Uextéricur dr la petite courbe, puisque dans

cette région o ne devient ni nul ni infini; il en est donc aussi de méme
de D¢,

A l'intérieur de la petite courbe ¥ est nul, ct & I'extéricur
'4) = Dt — 7\.7)09,'

sera développable suivant les puissances de A.
On pourra alors résoudre 'équation (8 bis) de telle fagon que u
s'annule au point K, pourvu que

N(a+a'e") <1,

Dans cette inégalité, « ne dépend que de la position du point K,
clle ne dépend donc pas de A; il en est de méme de la quantité ¢
!
d¢éfinie plus haut ; mais il n’en est pas de méme de 2’ ct de -:—,,
Ln cffet, «’ doit étre plus grand que le maximum de |§] et :— esl
égal & lf.}: dw l

Or nous avons

b= ht' Do +h(h —1)*2E(e, 0) — Ay,

¥
4

3 ) . . \ . T,
A Vintérieur de la petite courbe Y est nul; & Pextérieur 5 est
“
limité.
Nous avons

A=h(h —1);

cette ¢quation, considérée comme déterminant %z, admet deux ra-
cines, I'unc négative, 'autre positive (puisque nous supposons A po-
sitif). Nous prendrons la racine négative; cette racine est plus petite
que A cn valcur absolue.

Si alors ¢, est la plus petite valeur a I'extérieur de la petite courbe,
on pourra trouver une constante A telle que ”

\%\ < AN,

&
Journ. de Math. (5 série), tome IV. — Fasc. II, 18¢8. 2)
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Si maintenant nous envisageons

[hdo==2fn,e*do,

nous voyons que cette expression est plus grande en valeur absolue
que
A f e " dw,

P'intégrale étant étendue, non plus i la surface de Klein tout entiére,
mais a Pextéricur de la petite courbe, ct, en cffet, les ¢léments de
I'intégrale supprimés sont essenticllement positifs.

Si ¢, cst la plus grande valeur de ¢ & Pextérieur de la petite:
courbe, on aura, puisque / cst négatif,

i
>l

lf‘qo *do > lvf‘fr“, do

ct, par conséquent,

ou
|f~4, do i > BAet,
B étant une constante.
12”
I.a condition & laquelle doit satisfaire %,— est

1’5’, A ('o 4
rile ﬁ(a) '

Si, en cffet, cetie condition est remplie, on aura certainement

U

Y
v
b

2’ > max. de

Nous supposcrons

A< oy

ale” A /e \ 4
=5l P)
¢ B\,

oir /i, est la valeur de £ qui correspond & A, de telle sorte (ue

Ao="ly(hy—1).

A, C¢lanl une constante ct
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o 0 . . ﬂ't” . .
Alors la condition imposée i —- sera bien remplie, et cette quan-

1iLé est devenue indépendante de k.,
Alors on pourra satisfaire i I'équation (8 bis), pourvu que

N(a+a'e") <Lz .
Supposons donc qque nous ayons a la fois
A< R,y Ma+ad)<L, A=\,

1 s0il &' la solution de I'équation (8 bis); on aura, puisquc nous sup-
posons A =N,
Du' =hnot' + 9+

e la valeur de g ne sera pas infinie.
On a, d"ailleurs,
Dot ="k + .
Si donc nous posons
u=1u — p.v",

il viendra
(9) Du = Myu+3.

D’ailleurs « ne devient pas infini au point K, mais, au contraire, s’y
annule ; car ' et ¢* (I'exposant & étant négatif) s’y annulent I'un et
l"autre.

b
v

)

On peut done résondre I'équation (9 ), pourvu que | 1| soit limité.

Nous avons, il est vrai, fait une hypothése toute particuliére sur la
fonclion v, supposée égale i 7, ; posons done I'équation plus générale

(10) Du=nu+ g,

Jje dis qu'on saura ¢galement Pintégrer.
Posons, c¢n effet,
n= Mo+,

en attribuant it A une valeur assez petite pour qu'on ait

)‘<)\M )‘“<‘7
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et que, par conséquent, on puisse intégrer I'équation (g). Envisa-
geons I'équation

(11) Du=(+pn)u+7s.

On peut assimiler cette équation i I'équation (6) du paragraphe
précédent, I'équation (9) ¢tant elle-méme assimilée a Péquation (5)
du méme paragraphe.

A . o .
Le rapport y— est, d’ailleurs, limité.
10

On voit done, par le raisonnement du paragraphe précédent, (ue
I'on saura intégrer (11) pourvu que p. soit asscz petit; et ensnile, en
répétant. le raisonnement appliqué a 'équation (9) & la fin du méme
paragraphe, que'on sait encore intégrer (11), quelle quesoit Ia valeur
attribuce i p, ct en particulier pour g == 1.

On sait donc intégrer I'équation (r0).

Le théoréme une fois ¢tabli pour Ie cas oti il n’y i qu’un sommet de
troisitme espece, la méthode de M. Picard permettrait facilement de
le généraliser quel que soit le nombre de ces sommets.

Mais je préfere arriver directement au résultat; je suivrai une voie
peu différente de celle qui m’a servi dans le cas particulier traité
d’abord ct que je pourrais suivre encore, si je ne craignais de trop me
répéter.

Je supposerai deux sommels de troisitme espice K et K,.

La fonction v scra partout positive; elle ne deviendra infinic (u'aux
sommets de deuxitme ct de troisitme espéce; aux sommels de

o \ . . ] -
deuxiéme espéce, elle sera infinic de I'ordre 2 — ~; en K clle sera

infinic de 'ordre
I
MK¥log*MK’

et, de plus, développable suivant les puissances de MK ¢t de ' l——'——

ogMK
ct de méme en K.
La fonction { sera partout positive ct le rapport

§|log MK logMK, |

%
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sera limité, de telle fagon qu'au point K, par exemple, § sera de

I'ordre de
I
MK Tog* MK

On verrait alors, comme plus haut, qu’on peut trouver une con-
stante & telle que

 HlogMP,
f5|tlw.|G(\1 K; M,,P)[<b lzgmx ’

, 1 "blp|
Ju M PO <R |

Soil ensuite 3 une fonction satisfaisant aux conditions

(13) [lgdo=0; [30G(K,KiM,P)do,=0 |3]<y,

¢l soil

u=f?,Z.G(L\I, K;M,,P,)dw,.
A causc des relations (12), on aura également
e f %0 GM, K3 M, P)do,
= (2. LGM, K; My, Py)do, = [5,0,G(M,K,5 M, Py do,,

P, ¢tant unautre point arbitraire de la sarface de Klein. On pourra
donc trouver une constante &’ telle que V'on ait a la fois

o, | 108 MPy | ., |logMPy
lel <Y |pemx b 14I<VY|igm |5

o, |log MP, /o |logMP, |
el <Y |pemx |/ 121 <VY|Gemw |

‘n d’autres termes, u cst fini méme dans le voisinage de I, et de P,

¢t tees petit de Tordre de |logxMK|’ og ;41( K dans le voisinage de K
1
et K,.
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On aura donc, en choisissant convenablement la constante 47,

"A

w{ L]
lel< [Tog MK log MK, |

Posons
nu=7_¢;

1 S ) 1 wlle d 1 0 o Y ‘
soit Y le maximum de |$'|; et 5 celui de TTiog MK log MK | Nous
aurons
(13) Y<ay

inégalit¢ analogue a (5).
Cela posé, envisageons I'équation

(14) Du=lnu+?+94’+!‘,,‘v’

o1 9, 4, ' sont des fonctions données; u ct w’ des constantes indéter-
minées.

Peut-on l'intégrer de facon que u soit toujours fini?

Nous supposerons :

"~

() . .
%, Eé-','l';-sonl limités;;

2° Que les intégrales

1° Que les rapports

f‘;‘,dw’ f‘plG(l\a K, M, P)dw,

sont différentes de zéro;
Jécrirai, pour abréger, g au licu de G(K, K,, M,, I’,);

3° Que
f'l/dw =f?dw =o.

Nous supposerons u, . et i1’ développés suivant les puissances de A.

U=Ug+ Ny oy RS+ Ay ey W=+ Ay 4o



LES FONCTIONS FUCHSIENXES ET L'EQUATION Au =", 1)

Nous aurons la suite d'équations

?""f‘o'&::?o’ Duo=’;?o9

f nitgdo + p, f'{»"lw =0, Nu,+wy=%,

/?',gdw, + y..f&,gdw‘ =0,
nu, + w Y+ Y =8%, Du =15,

fﬁ"ed"’ + t*;f'lf'dw =0, nu+w¥=9,

f?':gdw. + y.,f'{;,gdw. =0,

Bien entendu, 4, ., %,, . .. représentent les valeurs que prennent
les fonctions ¢, %'y 37, ... quand le point M vient en M,.
On voil que 34, %,y 94y -- - NONL aUCUD FAPPOTL AVEC Py, 9,y s - - -
renfe 4 ”
OUAVEC 9y T 5§y o0
. o . ’ "
Soient Yo, Y4s Yay -+, los maxima de g4, 95y 7y - -

Jaurai d’abord
uy| < b,
|40l < | og MK Mo g MK, T

d’oir je conclus qque je puis trouver une constante ¢ telle que
{fnu,,dwi<cyo,

el comine f {’de est unce constante différente de zéro, je puis trouver
unc constante « telle que
(o] < ¢ Yo+

Si alors § et B sont les maxima de

‘ 'ﬁb” ' t q’l
{TlogMK logMK;| °© \EI
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on aura ’
] <G+ eBm
Or l'intégrale h = f {,gdw, cst unc constante finic, ct l'intégrale

= f 4, gdw, est une constante différente de zéro. On a donc

| [7 g do| < B+ B,
el
KB+ EB) m
Or

Ok R
Si 3" cst le maximum de |%'|, il viendra

, vy B e
%< [B+B+ep)iE o],
ou, cn posant

a=(B+ c'{i’)(l + !'-,73,1),

Y < aYes
on trouverait de méme
Y2 < &Yy
ou, plus généralement,
) . Vi < &Y gy
Nous voyons que la série
2
converge pour
A<,
el comme
"
Tk

| < [iogHiK, log MK, |’

il en sera de méme de la série

Elkuk.
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Tracons maintenant autour de K et de K, deux petites courbes fer-
mées. Soit d'ailleurs ¢ une fonction définic comme il suit.
Je désigne par A et A, les valeurs de Z correspondant aux deux
points K et K,.
A lintéricur de la petite courbe entourant K, on aura
¢ = log -/——_1_-\ '

A T'intéricur de la seconde pelite courbe, ¢ est partout nul.

A T'extéricur des deux courbes, ¢ ne peut ’annuler ni devenir infini.
Fnfin ¢ est partout fini ainsi que ses dérivées des trois premiers ordres.

Nous poserons ensuile

Cr=h(h—1r);

C étant la valeur que prend 1|4 — Al log? |Z — A | au point K et 4
élant la racine négative de cette équation du second degré; soit
Dt = hr et 4 0.
. .o e el

Je dis que la fonction é est limitée.

) . ) . ( .

En effet, ¢'est sculement au point K que le rapport 3 pourrait deve-

.

nir infini.

Or, dans le voisinage du point K, la fonction v, par hypothése, est
développable suivant les puissances entiéres croissantes (positives on
nigatives) de

’, r, l
(7—A), (Zoy—A) & —F—y
log | 7— A’

il en est de méme de

A )eyer—o ! A !
v log 77—-Al’ Dot log— IMZ—AI
et, par conséquent, de

0log*

L—A

~.—_...'.

Dans le développement de 0, les termes qui sont de I'ordre le plus
Journ. de Math. (5 séric), tome IV, — Fasc. 11, 18g8, 26
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¢leve, c’est-i-dire de 'ordre de

Z— Al2log2+4

|
Z—Al

se détruisent, et les termes de I'ordre immédiatement inféricur, c'est-
d-dire de 'ordre de

|Z — A2 log-3+* b—_'—xl,

-~

seront trés petils par rapport a { (puisque A cst négatif); donc

A1}

reste fini. C. Q. F. D,

Soit maintenant ¢ une fonction engendrée comme ¢, mais de telle
facon que le point K, jouc le role du point K ct inversement, ¢'est-
a-dire que PPon ait i l'intéricur de la premiére petite courbe

’

¢ ==0
et a I'intérieur de la seconde

=Ry

Soit €X' la quantité qui joue, par rapport a K,, le méme role que €
par rapport & K; soit enfin 2’ la racine négative de 'équation
Cr=Mh (k=)

cl posons
Do¥ =dqe? 400

o <
nous verrons encore (ue  cst limité.

4
Soient maintenant Y et ¢}’ deux combinaisons lin¢aires de 9 et
y =ab + 0,
' =00 +dby.

Je dis qu’on peut choisir les coefficients constants e, b, ¢, d de telle
facon que

, fq,dw=o, f&[/dwio, f'{a‘gdm,zo_



LES FONCTIONS FUCHSIENNES ET L'EQUATION Au = c*, 203

Pour que cela fit impossible, il faudrait en effet que I'on edt : ou bien

fode =fo'dw =0
'/‘Odwff)’,gdw, —ff)'dmff).gdw, =o.

Comme ¢ ct ¢ sont arbitraires sur une partie de la surface de Klein,
on pourra toujours s'arranger de facon que cela n’ait pas licu.
Seulement il importe de remarquer que § et ' dépendent de ; le

ou bhien

rapport entre le maximum de l%‘ ct If.]/.gdw,
maximum de %I et Ifs[/dwl dépendent aussi de ).

Il importe de rechercher si ces rapports ne deviennent pas infinis
(quand A sannule.

, et le rapport entre l¢

. . 6 ¢
Cherchons donc les limites de 5 et 5 pour A =o.

Pour ccla nous nous servirons de la formule
D¢t = Ao De + h(h — 1)¢* 2 E(¢, 0).
Si I'on tient compte alors de
Dt=mer+0;  Ch=h(h—1).

il viendra, en divisant par A ct faisant tendre A vers o,

<Dy E(v,¢) . H
—C= + C—— =y +lim;.

. , . 0 o
Si nous appelons 0, et 0, les limites de 5 et 5> nous voyons que les

6 9, ., . .
+ et 2 sont limitées; en cffet, dans le voisinage des points
»

4
K et K,, Do s'annule ct la différence

fonctions

chne) _

p3
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est, au plus, de 'ordre de
)

|Z — A log?

)
—
=%

¢'est-di-dire de I'ordre de §.
D’autre part, comme ¢ ¢t ¢ sont arbitraires sur une partie de la
surface de Klein, nous pourrons nous arranger pour que Pon n'ait pas

f 0, dw = f 0, do = o,
/0., Llwf(J'“‘.gdw, —-f():, (lwf.ﬂ‘,,,g do, = o,

¢’est-it-dive (que 'on peut s'arranger pour que les rapports dont il
¢1¢ question plus haut ne deviennent pas infinis quand A s"annule.
Formons alors I'équation

(13) Du=Ngu+o+ub+uwi.

C'est I'égquation (14), sauf qu'on a changé & en 27: elle est done
| 1)y | ]
intégrable pourvu que

Na<lr.

La quantité « a été définie plus haut; elle est sculement assujettic i
avoir une limite inféricure. Mais cette limite inféricure dépend de 7.
puisque ¢ et ¢ dépendent de A,

Toutcfois, elle ne deviendra pas infinie pour A = o, puisqu’il en esi
ainsi des deux rapports dont il a ¢1¢ question plus haut.

Donc, si nous faisons varier A de o & A,, cetle limite inféricure res-
tera plus petite qu'unc certaine quantité 3, ct il suffiva de prendee «
indépendant de A et plus grand que 8, pour que nous puissions aflirmer
que notre équation (15) est intégrable toutes les fois (ue

ah' < 1.

Soit u, la solution de cette équation (15), et soit maintenant |'équi-
tion

(16) Du=Nu+7%, j"{od(o:(‘).
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On résoudra cette équation en faisant
u=u,— !*(av/,_‘_ cv,lu) . !I.I(I)Vh—l'- ‘l‘,fln),

en ayant soin de faire
,\I = /\,

ctecla sera pcrmis pourvu que

N=r<Zh, N=i<:

On remarquera quelques différences entre la démonstration (ue jai
donnée dans le cas d'un seul sommet de troisiéme espéce et celle que
)i donnée dans le cas de deux sommets.

Dans la premiére, j'ai employé un détour en me servant de la fone-
tion auxiliaire 7,5 dans la sceonde, j'ai évité ce détour, mais jai dit
supposer que 7 était d’une forme particuliere, ¢'est-a-dire développable

. . . ’ v I ‘
suivant les puissances croissantes de Z — A, 4, — A . e Z=\] Cette
™ 4 -0
condition est d’ailleurs remplie dans les applications que nous aurons
A faire,
Faurais pu tout aussi bien faive le contraire, mais j'ai voulu donner

un exemple de deux procédés différents de démonstration.

SiI'équation (16) estintégrable pour /?dm = o, clle le sera égale-

ment quand cette condition ne sera pas remplie, car nous pouvons
tronver une fonetion ¢ telle que

{'r‘r dwZo.
Nous pouvons ensuite choisir la constante w de telle sorte que
y./v(Dv — M) do = — 'Ay.f*qv dw =J? do.

Nous pourrons alors intégrer ’équation

(16) Du=2tu+ |3 — w(De — hne)),
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qui satisfait i la condition

1% = (Do = Ane)}do = o.

L'intégrale de (16) est alors ¢gale & I'intégrale de (17) augmentée
de @

En résumé, ce que nous avons dit au paragraphe précédent de
I'équation (1) reste vrai quand il y a des sommets de troisiéme espécee ;
ce que nous avons dit dans ce méme paragraphe des équations (15),
(6) ct (9) reste donc vrai également.

Nous pouvons nous résumer en disant (ue I'équation

(17) Du=nu—g
est susceptible d’étre intégrée. Ce résultat n'est établi jusqu'ici qu'en
supposant que le rapport % est limité.

Je dis maintenant qu’il sera vrai encore pourvu que le rapport § soit
i

limit¢ ct partout bicn déterminé.
Nous avons, en cffet,

L/ . o ey [}
Le rapport 3 est fini, sauf aux sommets de troisiéme espéce; nous
z ’

n’avons donc qu’d examiner ce qui se passe dans le voisinage de l'un
de ces sommets. .

Nous avons supposé¢ plus haut que, dans ce voisinage, v est déve-
loppable suivant les puissances croissantes de

1
7 — A, Zo"‘Am m'

Nous supposerons qu'il en est de méme de 5.
PP q ¢

Si, alors, nous appelons a la valeur du rapport ? au sommet de
+
troisitme espéce K ct que nous posions

9:07}-{-?,,

le rapport f(l restera fini au point K.
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Supposons donc, pour fixer les idées, deux sommets de troisi¢me
+ . 2 . »
espéee K et K, ; soient a et a, les valeurs de Z aux points KetK,.
()

Soit ¢ unc fonction quelconque, finic et continue ainsi que ses déri-
vies des trois premicrs ordres et prenant les valeurs e et a, aux points
K ¢t K,; on aura

(18) D(u—v)=n(u—v¢)—(3 —nv+ D).

Comme le rapport

f-Q

—7v+ D¢

y
) ]

reste fini aux points K ct K,, on saura intégrer I'équation (18) et, par
conséquent, Péquation (1%).

IX. — Application du calcul des variations.
Javrive a I'étude de I'équation
(1) DU=0e"—-@

dont, nous I'avons vu, dépend le probléme de la formation des fone-
tions fuchsiennes.

Mais, avant de démontrer par des procédés rigourcux 'intégrabilité
de cette éaquation, je veux d’abord la faire pressentir par un de ces
apercus fondés sur le calcul des variations dont on fait quelquefois
usage en Physique mathématique.

Pour cela, je suppose d’abord que ® soit toujours positif, et je
donne a la fonction U un accroissement infiniment petit U.

J'envisage intégrale

(2) f3Udo(te"— @~ DU),

é¢tendue a la surface de Klein tout entiére.
L’intégration par parties donne

f&u DU do = _fE(U, 3U) do,
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de sorte que I'intégrale (2) devient

fdw|(onv—-q>)au +E(U, 3U)).
Or

(0" —@)3U = (0t —@dU);  E(U,3U) = L3EU, 1)

!
2

Notre intégrale (2) n'est donc autre chose (ue la variation 2J, en
posant

y= [ o [.;.E(L,l;)-l-ow'_. ol |.

La variation ¢J ne peut donc s’annuler sans que 1'équation (1) soit
satisfaite.
I’intégrale J admet-clle un minimum? E(U, 1) estessentiellement
positif; quant & I'expression
he* —@ U,

elle atteint son minimum pour
=0,

équation a laquelle on peul satisfaire, puisque @ ct ) sonl toujours
positifs.
Le minimum atteint est

d’(r—log%’)-

J >'/.llw(l)<l — |ng%’)'

Donc J a un minimum.

Donc on pent satisfaire & I'équation ().

Supposons maintenant que @ ne soit plus toujours positif, el soit
®, la valeur moyenne de @, de telle facon que

(l)ofdw =f<l)(lw.

Donc on a toujours
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Nous pourrons poser alors

OP=¢,+d,
et I'on aura

'/’(I’, dw = o,

Je dis qu'on peut satisfaire & I'équation (1), pourvu que @, soit

positif,
f‘l’, dw = o,

En effet, puisqu’on a
on peut trouver une fonction « telle que

De=—o,.
Posons alors
U=V 4
I'équation (1) devient
(1 his) DV = 0e*e* — @,.

On pourra résondre Péquation (1 bis) qui est de méme forme que (1),
car 0¥ est tonjours positif el B, est une constante positive.
Peut-on maintenant résoudre Péquation (1) quand

f@ dow < 0?
Non; en effet, on a

f DU do = o

el, par conséquent,

j.(I’ dw ::U[’O e dw>o.

Donc, la condition nécessaire et suffisante pour (u'on puisse résoudre
I'équation (1), c¢’est que

/ O el > o.

Journ. de Math. (3¢ séric), tome IV, — Fase. 11, 18¢g8, 27
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X, — L'équation DU = 6¢el — ¢,

Nous allons maintenant donner de ce résultat une démonstration

rigoureuse.
Envisageons d’abord I'é¢quation

(1) Du=0ct—5;
supposons qu’on sache l'intégrer et qu'elle admette comme intégrale
u=u,.
Iinvisageons ensuite I'équation
(2) Du=0ec*— 5 —n).

Je me propose de chercher & quelles conditions cette nouvelle équi-

tion sera intégrable.
Pour cela, je suppose u développé suivant les puissances de 7. ef

j écris
U=U,+ Nty + N, +....

Alors ¢“-% scra ¢galement développable suivant les puissances de 7.,
. ¢t je pourrai ¢crire

=14 A, + N, +~ N, +.. ..
+ MNw, 4+ M w, +.. ..
J'aurai ¢videmment

2 3

"
6

wy=-"s wy= =L 4w, n,,

u} "l wing
w,=— +uu,+ =2+ -
[ 24 1%y 2 2 ’

En général, les w scront des polynomes entiers par rapport aur u;
el les coefficients de ces polynomes seront tous positifs.
Alors u,, u,, ... nous scront donnés successivement par les équa-
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tions
(1) Duy=0c4—5,

_ ‘ Da,=0(:"~u.—z}:,
(3) | Duy =0 (u, + w,),

l Duy = 04 (u, + w,),

.......................

Nous avons supposé¢ qu’on savait intégrer I'équation (1). D’autre
part, d'aprés les paragraphes VII et VIII, on sait intégrer les équa-
tions (3).

Dans la premiére équation (3), 0, u, et sont connues, ct u, cst la
fonction inconnue; dans la seconde, 0, «, ct @, sont connues ct «, st
la fonction inconnue ct ainsi de suite.

Voyons maintenant 4 quelles inégalités satisfont les fonctions «,
ainsi formées.

(Quand «, atteint son maximum, Du, doit étre négatif; donc

u-‘< - (v.‘.
Au contraire, quand u, attcint son minimum, on doit avoir
Ilu > - w2c

Donc le maximum de «, est plus petit que celui de (—w,) et le
minimum de u, plus grand que celui de (— w,).

Donc le maximum de | &, | est plus petit que celui de |w, |.

On verrait de méme que le maximum de |u,| est plus petit que
celui de |w,| et, cn général, que le maximum de | u,| est plus petit
qque celui de [w,].

Pour la méme raison, le maximum de| «, | est plus petit que celui de

K3

Deto

(Rappelons que § et ¢* sont essentiellement positifs).
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Donc

max ‘.(I,J .

min ¢

max de | u, | <
Mais u, satisfait & I'équation
Du,=0e"— 2.
Quand u, atteint son minimum, on doit donc avoir
le—2>0

ct, par cons¢quent, si 3 est toujours positif,

. . el
min de ¢%> mmlﬂ;
d’ou enfin
max ‘
max |u, | < —-
min

e | S

|

Soit «), i, ..., U}, ... unc suite de constantes positives, soil wy
un polynome formé avee les &; comme o I'est avee les ;.

Comme les polynomes w, ont tous leurs coeflicients positifs, si Fon

supposc
u, > max|u, |, ©, > max | u,|, cees w, > max |,

on aura
Wy, > max | wy|,
et si I’on suppose
U= W,
on aura
@, > max |w; | > max ||,

de sorte que, de proche en proche, on aura

€)) w,=w,, W, > max [ wy |, ), > max | u,l.
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Posons maintenant
(5) v =AU, + MU, +...;
il viendra, d’aprés la définition des polynomes w et o,
=14 N, + N, + NV, +...
+ MW, + Mw, +...
ou, i cause de I'¢galité «, = w),
() ¢ =92¢+1— AU,
Comme «, n’cst assujetti qu'a étre plus grand que le maximum

de u,, je prendrai
¢
Y

max
(]
U = —-=:

De I'équation (6), je tirerai v en séric ordonnée suivant les puis-
sances de A, ct la limite de convergence de eette séric correspondra i
la valeur de A pour laquelle I'équation (6) a une racine double.

Or, en différentiant I'équation (6), je trouve

¢'= 2, v = log 2.
M, == log § —1.
Donc, la série (5 ) converge, pourvu que

hai,| < log § —1.
Donc, en vertu des inégalités (1),

UW=U,~+ AU, + N, + ..

converge absolument ct uniformément.
Il en est de méme de la série

A= (4 MUy + N Uy 4+ W, 4. ).
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En effet, les termes de cette série sont respectivement plus petits
«ue ceux de la séric convergente (i termes positifs et constants)

= (1 N+ Nl . N, ),
Formons donc les deux séries
0t — g — AN =V, +AV, + N2V, ...
.[V;de.+7\fv;de.+7wfv;(; do, +. ...
o1 j’ai écrit, pour abréger, G, au licu de
G(M,P; M, P,),

et oun V; est la valeur de la fonction V, au point M,.
La premiére de ces séries sera uniformément convergente, de sorte
(ue la seconde représentera I'intégrale

J =f(ow —o =), Gdw,,
ol
(Oc" — 5 — 49),
représente la valeur au point M, de la fonction
O — ¢ — 0.
On a done

DI =0¢"—¢ -0y,
D’autre part, on a

D [ViGdu,=V,=0e"—z,
Df\":de, =V, =0c%u, —,

D [ VIGdw, = V,=0c%(uy+ w,),
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‘n résumé, si nous posons, pour abréger,

fv;G d‘l,‘ =5 9‘,
on aura
Du,,= D‘r’k
ct, par conséquent,
Uy = Oy 4+ C‘,

(4 ¢étant une constante. Les deux séries
u=2)\"uk e', zlﬁvﬁ: J

sont convergentes et la convergence est uniforme, pourvu que M reste
en dehors d’une petite courbe entourant le point P,.
Soit donc « la somme de la premiére séric et J celle de la deuxiéme;

soit ¢ celle de la série 27\" C4, on aura

C=J+c¢
et, par conséquent,
Du=DJ =0e¢"— 5 — A.

Notre équation est donc satisfaite.

)
X sont

Cela suppose que $ est toujours positif ct que les rapports ;)-"' et §

limités ct partout bien déterminés.
L’équation

(7) Du=0e* - al

admet-clle une solution quelle que soit la constante positive a?
Oui, car elle admet pour intégrale

u=loga.
Soit maintenant 1'équation
(8) Du=10¢"-al — py,

¥

ot ¢ est une fonction toujours positive et telle que 7 soit limité,
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ist-clle loujours intégrable quelles que soient les constantes posi-
lives a ol 1?2 '

Changeons 1 en u + A, I'équation devient
(8 bix) Du=he'—ah —ud — 4y,
(qui se raméne & la forme (2) en posant
v=al +wd.
Comme g est essenticllement positif, nous avons

v

X |
min (lcl '—! > a.

=

)

Si donc I'équation (8) est intégrable, il en sera de méme de (8 bis)
pourvu que

7.
2

Y !
nmx‘é!l>|og’, - 1.
Si donc I'équation (8) est intégrable pour

[h== ks
elle le sera encore pour

e < < o+ (log - 1) —= -

max | ¥
nas !
0

el, par conséquent, pour

n
g < b < g+ ——

maws

N, ( l(){.',' ll = ];)'

0

et comme le nombre n peut étre pris aussi grand que Fon veut, elle
sera intégrable pour toutes les valeurs de . supéricures & .

Or P'équation (8)est intégrable pour g = o, puisqu’elle se réduit
alors & I'équation (7); elle est donc intégrable pour toutes les valeurs
positives de . C. Q. F. D,



LES FONCTIONS FUCHSIENNES ET L'EQUATION Au = ¢", 217

On peut conclure de la que I'équation
(') Dy = 0e" — o

est toujours inligrable pourvu :
1° Que la fonction 4 soit loujours positive ct ne puisse s'annuler;
2* Que cette fonction reste finic, sauf aux sommets de deuxi¢me el
de troisiéme espéces ot § devient iufini;

3¢ Pourvu, enfin, que le rapport g tende vers une limite déterminée

quand on se rapproche de 'un de ces sommets et que cette limite ne
soit ni nulle, ni infinie.

9
compris entre deux limites positives, de telle fagon que

-G

Dans ces conditions, cn cffet, le rapport I resiera constamment

g~ Y
| B>~
\ous poutrons poser
9= al + :I&
Alors J sera tonjours positif et le rapport %’ sera limité.

L’¢quation

Du=0c*— af — p.q.o

sera donc intégrable pour toutes les valeurs positives de w et, en par-
ticulier, pour la valeur 1. C. Q. F. b.

Dans le cas particulier des fonctions fuchsiennes de la premiére
espéee, il n'y a pas de sommets de deuxi¢me ct de troisitme espéce,
la fonction 0 cst toujours finie, et 'équation (1) est intégrable si la
fonction ¢ est loujours positive ct toujours finie. Elle I'est, en parti-
culicr, si 5 cst une constante positive.

Supposons maintenant que $ soit toujours finic, mais ne soit pas
toujours positive. Soit 9, la valeur moyenne de %, de telle sorte que

qofdw::fqdw.

Journ. de Math. (5 séric), tome IV. — Fasc. I1. 1898, 28
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Il existera alors une fonction ¢ (qui satisfern &
Dy =9, ~ 3,

puisque f(q;,—- 9)dw =o. (Cf§ VD).
11 existera une fonction w satisfaisant it

Dw:=0ee” — 2,
’

pourvu cfuc la constante 5, soit positive.
La fonction
U=y —+w

satisfera alors & .
De=0e—~~.

Douc, dans le cas des foncltions fuchsicnues de prewicre
espéee, cest-a-dire dans le cas ot O est loujours fini, siy laillours,
la fouction 3 est toujours finie, la condition nécessaive et suffisante
pour que Uéquation (v) soil intégrable, c’est que la valewr oy enne
rle 5 soil positive.

On peut généraliser ce résaltat pour le cas o il y i des sommets de
deuxiéme et de troisicme espece.

Supposons, cn eflet, que la fonction 5 soil loujours finie, sanf auy

sommets de deuxiéme ct de troisieme espice, o le rapport & tend

vers unc limile positive déterminée qui n’est ni nulle, ni infinie.
Supposons de plus que

,l.? dor > o.

11 est ¢vident qu’on peut poser

-Q

=+
ct cela de telle facon :

1° Que ¢, soil toujours positive;

2 Que 9, soit toujours finic;

3° Que
f?, dow = o.
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Alors le rapport %‘ tendra vers une limite finic ct différente de o

dans le voisinage des sommets et I’on aura

f?, do > o.

Donc on trouvera des fonctions ¢ ct w qui satisferont &

Do=—13,,

Dw=0ece” —5,.
La fonction

Uu=v+w

satisfait alors & I'équation (1),

Done Uéquation est intégrable aur conditions suivanies :

1° Si la valewr moyenne de 3 est positive;

2° Si le rapport (} tend vers une limite positice finie et différente
e o quand on se rapproche d’un sommet de dewxiéme ou de troi-
stéme espeéce,

Il subsiste encore une restriction dont je voudrais me débarrasser.

Le vapport ;’% doit étre fini aux sommets de deuxiéme et de troisiéme

espiee, et, de plus, en ces sommels, il ne doit pas s’annuler. Cette
restriction est essenticlle en ce qui concerne les sommets de troisiéme
esplce, mais elle doit disparaitre en ce qui concerne ceux de deuxiéme
l,‘Sl)CCL‘.

Soit, en elfet, 4 une fonetion (uelconque assujettie aux conditions
suivantes :

1* Sa valeur moyenne sera nulle; 2° elle est finie partout, sauf aux
sommels de deuxicme espéce; 3° aux sommets de deuxi¢me espéce,

! - . \
le rapport 0‘1 sera positif et différent de zéro; on pourra alors, en vertu
des principes du § VI, intégrer I'équation

Dy = q/

1) oy \ , 3 M ~ ’ N q ] .
On nc le pourrait pas si nous avions supposé que le rapport g était
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différent de o aux sommets de troisiéme espéce. L'intégrale
f»,p,(‘.(.-\l, P;M,,P,)dw,

ne scrait pas alors restée finie quand M scrait venu en un de ces som-

mets.
Soit, d’autre part, I'équation

(1) Du=0¢"—¢

ct supposons que % satisfasse aux conditions suivantes :
1° Ona

J'? dw > o0;

2 Le rapport * a partout une valeur finie et déterminée;

3° Aux sommets de deuxi¢me espice, celle valeur peut cétre posi-
tive, négative ou nulle;

4° Aux sommets de troisitme espice, clle sera positive et diffi-
rente de ztro.

Si nous posons
U— Av=uw,
il viendra

(Q) DW — O(’)‘"(}w ___ ? _ 7\'{‘

Nous pourrons prendre la constante positive N assez grande pour que,
aux sommels de deuxi¢me espéce, les rapports

¢+ M 3+ M
——

0 0er

est limiteé.

solent positifs, ct, cn effet, g est posilif, ’%

Aux sommets de troisi¢me espéce, ces rapports sont égaux i

¥, 5
0 0 e;.v

ct, par conséquent, positifs d'aprés 'hypothise.
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On pourra donc intégrer I'équation (9) ct, par conséquent, I'¢qua-
tion (1).

Fn résumé, voici les conditions pour que I'équation (v) soil inte-
grable ;

1* On doit avoir

f?dw>o;

2 Le rapport £ doit avoir partout une valcur finic ct déterminée;

3o Cette valeur, qui peut étre quelconque aux sommets de
deuxiéme espéce, doit étre positive et différente de zéro aux sommets
de troisiéme espéce,

XI. — Application aux fonctions fuchsiennes.

Nous venons de voir & quelles conditions peut s'intégrer I'éeuation (1)
du paragraphe précédent; or, au début de ce travail, nous avons mon-
ré que la formation des fonctions fuchsiennes dépend de I'intégration
d'une ¢quation de méme forme, y

(1) DU =0¢e"—®.

Voyons si clle satisfait anx condilions ¢noncées.
La fonction @ cst finie, sauf aux sommets de troisicme espéce, el en

(l) . ’ b * o 0
ces sommets la valeur du rapport g est finic, déterminée, positive el

différente de zéro; c’est ce que nous avons montré & la fin du § IV,
1l reste donc & vérifier que I'on a

f(I)dw>o.

Je rappelle que
dQ
— ® = Dlog~ + D2,

h ¢lant unc fonction partout finie, sauf aux sommets de deuxiéme ct
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de troisi¢me espéce et telle que la différence
(2) h—-(z-—%)log}Z-—A!

reste finic aux sommets de deuxiéme espéce et que la différence
(3) I — 2log|Z — A| — 2loglog|Z — A|

reste finic aux sommets de troisicme espéce.
Nous supposerons que Z est li¢ i Z' par unc relation algébrigue

F(Z,2)=o.

Cette relation représente une courbe algébrique dordre s je puis,
sans restreindre la géncralilé, supposer que cette courbe a ses e divec-
tions asymptotiques distincles et qu'elle n'a d’autre singularité que
des points doubles ordinaires.

Je puis supposer aussi que les sommets de deuxiéme ou de troisicme
espéce ne correspondent ni & un point double de la courbe, ni i un
point & l'infini, ni & un point ot la tangente est parvalléle & Paxe des Z
| c’est ce qui m’a permis tout & Pheuve d'éerive 2 — A et non 47—\
dans les formules (2) et (3)].

Cela pos¢, quand logZ—:: devient-il infini?

du . . . < C e g, ey
1* Quand T devient infini, ¢’est-i-dire quand le point Z, 2’ s ¢loigne

al'infini sur 'une des branches asymplotiques de la courbe;
2 Aux points ot la tangente est paralltle i Paxe des Z, ona

dZ

az ="
et, par constquent,

de o

do' =

dy’ . de
et, comme — est fini, — est nul;
dw dw
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3v Aux points doubles, on a, & la fois,

dF_df
dl. " dL T
. r ' . ”; ‘1“ » .
mais Z' est fonction holomorphe de Zct o reste fini.
Nous avons donc

Ly devient logarithmicquement infini en un certain nombre de points
singuliers ui se répartissent en quatre sorltes :
Premiére sorte. — Ce sont les i points & linfini de la courbe I'=o.

N

Dewxiéme sorte. — Ce sont les points ou %, = 03 leur nombre est
m(m —1)— 2d,
o ¢tant le nombre des points doubles, ou bien
2Mm+2p — 2,

p ¢lant le genve de la courbe.
Troisiéme sorte. — Ce sont les sommets de deuxiéme espéce.
Quatrieme sorte. — Ce sont les sommets de troisicme espéce.
I'ntourons chacun de ces points singuliers d’une courbe infiniment
petite. La surface de Klein se Lrouve partagée en deux régions; la ré-
gion inléricure 4 ces petites courbes cui est infiniment petite et la ré-
gion extérieure qui est finic.

L intégrale ftl) dw, étenduce i la région intéricure, est infiniment

petite. Lintégrale étendue a la région extéricure est

dn

‘Ddo= [DYdo= [% ds,
Jwdo= [Dy

en vertu de 1'équation (3 bis) du § 111 dn et do sont définis comme au
§ ITI, que la surface de Klein soit isotrope ou anisotrope.
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L’intégrale du troisieme membre est étendue au périmétre de toutes
les petites courbes; mais il faut observer que les dn positifs doivent
étre comptés vers Pextéricur de la région ot se fait intégration
double, c'est-a-dire vers I'intérieur de la petite courbe.

Considérons d'abord une petite courbe entourant un des m points
singuliers de la premicre sorte; ceux ot Z devient infini.

Nous prendrons

U I !
4~ 77
d'ou
de | dL 2
do’ i’ — |1

A T'intéricur de notre petite courbe nous avons donc

" 0"
v =4log|Z"| -log’(-l; —h.

dQ" . o . Ly
Or, IOgZ{’ZI + /i rveste fini; notre intégrale est done égale, en négli-

geant des infiniment pelits, &

dlog| 1",
A L) {
"f dn l3,

ou bien, toujours avec les notations du § 111,

dlog|Z"|
A —2—— S
‘|f AN’ dS ’

dS” et N” étant les arcs infiniment pelits qui correspondent sur le
plan des Z” aux arcs ds et dn de la surface de Klein.
Si nous posons
ZII= Pe“w

et si I'on suppose que la petite courbe a pour équation g = const.,
et correspond it un cercle sur le plan des Z”; cetie intégrale peul
s’écrire

dlogp _ — e R
_4 -—??-P(l(ﬁ_—-'—/'f(lw—— 8;..
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Jai mis le signe —, parce que les dN” positifs doivent étre complés
vers 'intérieur du petit cercle p = const.
Considérons maintenant une petite courbe entourant un des

2+ 2p — 2

points singuliers de la deuxime sorte.
SoitZ = A, Z'= A’ cc point singalier. Nous aurons

du du’
Y= — log%—, — logm —h.

I’autre part, on aura
Z—-A=(L—A)l,

Il étant une série ordonnée suivant les puissances de Z'— A’ ¢l ne
s‘annulant pas pour Z'= A’.
On en déduit
dl. v ,
(-;,I—‘, =(L/— A’)Il 9
I’ ne s’annulant pas pour Z'= A’.
fl vient donc

du d7, . , /
lOgW =2lOg‘ [—17[:,|= 2|ogl 7'— A | + 2'03’11,
d’oi
7' ’ ] dﬁ’
y=—2log|Z — A'| —2logll' — log = — f.
I.’expression

2logH' + log o2 +

reste finie; donc I'intégrale se réduit &
dlog|Z' — A’
—_— gf_‘i____l_ s,
dn

L. méme calcul montrerait que cette intégrale est égale & 4=,
Consid¢rons une courhe entourant un point singulier de la troisicme

Journ. de Math. (5° séric), tome 1V, — Fasc. I, 18¢8. 29
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sorte; il vient

h =(2 - %)logll— Al+ b,
I, élant fini et, par conséquent,
= (% ——-2) log|Z —A|— 1, - Iog:;—g:

h,+ log— étant fini.

Notre intégrale est donc égale &

(3 — 2) f dlog|Z —A| .
n dn

(dans cclte formule, la lettre # figure deux fois dans deux sens diffé-
rents; 2 est un nombre enties ct dn une longueur infiniment petite;
mais aucune confusion n’est i craindre ), c’est-a-dire, toujours d’aprés
le méme raisonnement, 4

4 ( 1 - '—).

. N ’l/

Passons enfin aux sommets de la quatricme sorte; on

h=2log|Z — A+ 2loglog|Z -- A|+ 1,
I, restant fini; notre intégrale se réduit done 4

dlog|Z—A| dloglog|7Z — A |
f T dn d f " dn la.

La premicre intégrale se réduit & 4. Quant & la seconde, st nous
posons
L—-A=gev

el si nous supposons que la petite courbe a pour équation ¢ = consl.,

clle se réduit a
d du
+ 2]‘ IOgIOg—PPdO)_.') v
dp loup

ct lend vers zéro quand p tend vers zéro.
L'intégrale se réduit donc finalement & 4x.
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120 résumé, nous trouvons :
1* Pour les m points de la premiére sorte :

—8m=;
2 Pour les 2m + 2p — 2 points de la deuxi¢me sorte :
Bm= + 8pr — 8=,

3 Pour les ¢ points de la troisitme sorte (sommets de la deuxiéme

espicce) ¢
in(1-25)

§* Pour les ¢ points de la quatriéme sorte (sommets de la troisicme
espice)
hq'=.
\ous avons donc linalement

'/‘d’rlw = /41:(2[)—- 24+q+ q’—-zll—l)»

Cousidérons le polygone fuchsien R,, et soit 2k le nombre de ses
colés, fo le nombre des cycles de sommets de premicre espéce, ¢ et ¢
ceax des cycles de sommets de deuxiéme et de troisi¢me espéce.

[.a somme des angles est égale a

27:(/t + 2 Il-l)

Le déficit angulaire ( proportionnel a la surface non cuclidicnne) est

an(k—1 - h-3 1)

k+1—h—q—q
) = 9
2

On a, d'autre part,

d'ot
k=2p—1+h+g+4q,
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ce qui montre que le déficit angulaire est égal i

fm(zp — +'/+’/'_Z:L¢)'

L'intégrale £® dw est donc égale au double du déficit angulaire.
Elle est donc positice. C. Q. F. D,
Done I'équation
DU=6=0d

peut sintégrer; donc, dans tout Lype fuchsien, il y a une équation
fuchsienne.

Le théoréme fondamental est démontré pour toutes les fonctions
fuchsiennes «qui w'existent qu’a Uintérienr du cercle fondamental; je
me réserve d’y revenir en ce qui concerne les autres fonetions fuch-
siennes et en particulier celles de la troisiéme famille,

XII. — Formation des équations fuchsiennes.
Soil

e

(1) - =v?(Z,Z’)

notre équation fuchsienne, ot 4 est une fonction rationnelle des deny
variables 7, et 7 liées par la relation algébrique

(2) S(L 1l y=o.
Les deux intégrales fondamentales de cetle équation seront

¢ = @, V=3 a,
! ds 3 ds
et Z sera une fonction fuchsiennc de s.
Si 'on ddésigne par o} ct ¢ les imaginaires conjuguées de v, et ¢,
on anra

=/, 0 = -0
L ds, 1T 20\ ds,
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1)’autre part, nous avons pos¢

ds ds -
d7'4 ?‘,‘i‘)(' - ::g) 2,

-3 dl,  [dl,
e ’:\/;— \/I.‘-:(] - ::o [}

=

d'on

ou bien

"
I.’exponenticlle ¢ * est unc fonction de Z et Z, et nous avons, dans ce
Mémeoire, appris 4 former cette fonction pour les couples de valeurs Z
¢t Z, qui sont imaginaires conjuguces.
Cela posé, il vient
"

die ’_d’vl 0 ey o,

= T
ou, & cause de I'équation (1),

dte 2 .

= ‘9 (Z, 1),

__ld‘u 1 t_i_lf ’_’
aa T\a@E) =¥

La fouction « est connue pour lous les couples de valeurs conjuguées
de Z et Z,, c’est-a-dire pour toutes les valeurs réelles de Xetde Y (en
posant Z =X +(Y).

On connalt donc aussi pour toutes les valeurs véelles de Xetde Y

les dérivées Z——-: t ;—f—;—; ct, par conséquent,

ou cenfin,

@7 =3\ax + iav
(_l_’ﬁ 1 ii_’_u _tzd’u (l’u)
azi = 3\ax T iaxay — av )

du 3 <du du )
H

Nous connaissons donc ¢ et, par conséquent, I'équation fuchsicnne est
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formée. Il est ais¢ de vérifier que 4 est fonction de Z sculement; en
cffet,

dg 1 dPu ! du du
dh, — " adiidl, " 2 dl dLdL,
Or 4
d*u L7 du
(-{/‘7‘»7‘-” = 2(/‘. /77,?(-17:,. = '),lf“lTZ.
Done
. =0, Co Q. Fu b
77 e Q. F. b,

On vérifierait facilement les autres propricéiés de la fonction 5.

Ces considérations peuvent nous permettre d’entrevoir une autre
démonstration de I'existence de I'équation fuchsienne.

Supposons que nous considérions les ¢quations d'un méme type
fuchsien; la fonction 9 qui y figurera ne sera pas enticrement arbi-
traire; clle dépendra seulement d'un nombre fini N de paramétres.

Les intégrales ¢, et ¢, dépendront de ces N paramdtres ct, en plus,
de quatre constantes d'intégration.

Si I'on forme de cette maniére I'expression

"
e =00 el

ce sera une fonclion de X et de Y qui dépendra de N + 4 paramétres.
Seulement la fonction ainsi définic pourrait n’étre pas uniforme sur la
surface de Klein; on la rendrait uniforme par des coupures.

On formerait ensuite P'intégrale du § IX et Pon répéterait le raison-
nement de ce paragraphe fondé sur le calcul des variations. Mais ceue
fois ce raisonnement serait rigoureux, parce que l'intégrale ne de-
pendrait plus d'une fonction arbitraire, mais d’un certain nombre de
conslantes arbitraires,

On serait done certain qu’elle a un minimum.



