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LW es intégrales de différenticlles totales de seconde espéce;

Par M. Exue PICARD.

Dans un premicr Mémoire (Journal de Mathématiques, 1885),
j’ai commencé I'étude des intégrales de différentielles totales, relatives
a une surface

f(:c,y,z_):o;

) entends par la les intégrales dc différenticlles totales de la forme
(1) [Pdz + Qdy,

ou P et Q sont des fonctions rationnelles de x, y et . Je m’étais uni-
quement occupé, dans ce travail, des intégrales de premiére espéce,
c’est-i-dire des intégrales qui restent finies pour toute valeur des
variables indépendantes.

J’ai continué cette étude, en m’occupant des intégrales de seconde
espece, que je définis comme il suit.

Considérons une suite continue fermée 4 une dimension de valeurs
de z et y, telle de plus que les valeurs initiales et finales de z soient
les mémes; nous pouvons appeler cycle une telle suite. L'intégrale (1)
sera dite de seconde espece, si Uintégrale prise le long de tout cycle
infiniment petit est nulle.

Il est évident alors que, en représentant par x,, y, un systéme quel-
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conque de valeurs de « et y, ct posant

=2+ A1),  y=yo+ (),

A ct @ élant des fonctions holomorphes quelconques de ¢ dans Ie voisi-
nage de £=o ct s'annulant pour cctte valeur, I'intégrale deviendra
une fonction dc ¢ présentant, dans le voisinage de ¢ = o, le caractére
d'unc fonction algébrique, c'est-a-dire développable cn série suivant
les puissances enticres ou fractionnaires de ¢ avec un nombre limité de
lermes a exposant négatif.

Une premiére proposition fondamentale cst la suivante :

Si la surface f est la plus générale de son degré, toute intégrale
de scconde espéce se réduit a une fonction rationnclle de x, y et s.
Ainsi, en faisant abstraction des fonctions rationnelles des coordon-
nées, il 'y a pas, pour une surface quelconque, d’intégrale de
seconde espécee; c’est ce que nous avions déja rencontré pour les in-
tégrales de premiére espéce.

La question qui s¢ pose alors est de reconnaitre si une surface pos-
sede des intégrales de scconde esptce autres que des fonctions ration-
nelles. La question est bien plus difficile a résoudre que le probléme
analogue pour les intégrales de premicre espéce. Sa solution forme
I'objet principal du deuxiéme Chapitre de ce Mémoire.

Dans lc troisitme Chapitre, je reviens sur les fonctions hyperahé-
licnnes et hyperfuchsiennes, dont je me suis occupé précédemment
dans différents Mémoires. On sait que toutes les fonctions de cette
nature, correspondant & un groupe donné, peuvent s’exprimer ration-
ncllement a I'aide de trois d’entre clles z, y, 5, lices par une relation
algcbrique

Sf(x,y,3)=0o0.

Or une telle surface présente précisément ce caractére remarquable
de posséder en géncral des intégrales de seconde espéce. Ceci m'a
permis de répondre 4 la question suivante qui m’avait longtemps pré-
occupé.

Peut-on, avee les fonctions hyperfuchsicnnes (ou hyperabéliennes),
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" engendrer toutes les fonctions algébriques de deux variables indépen-
dantes, ou, cc qui revient au méme, obtenir toutes les surfaces algé-
briques? La réponse, pour étre négative, nc m'en semble pas moins
preésenter quelque intérét.

Dans mon premier Mémoire, je m'étais borné au cas ot les surfaces
considérées ne présentaient que des singularités ordinaires. Dans une
Lettre récente, M. Neether veut bien me faire savoir que cette restric-
tion peut étre facilement levée. On trouvera d'ailleurs dans les Sitsungs-
beritchen de la Société d’Erlangen (séance du 15 février 1886), une
Note dans laquelle I'éminent géométre expose bri¢vement la méthode
dont il a fait usage. La méme méthode de discussion s’appliquera
¢videmment aux intégrales de seconde espéce.

CHAPITRE PREMIER.

1. Nous allons tout d'abord nous placer dans un cas trés simple, cn
examinant le cas ol I'équation de la surface serait de la forme

3= f(z, ¥ )
S ¢tant un polyndme.

La forme géncérale des intégrales de différentielle totale scra dans cc
cas

(1) \ dex+Qd)"

’” ) \\)\ ' M m ‘

P, Q ct M étant des polyndmes en x ct y.
Quand, partant d’un systéme de valeurs initiales (2, y,, 3, ), le che-
min d’intégration se termine en un point (x,y, 3), les diverses valeurs
que prend ainsi l'intégrale, quand le chemin varie, ne différent que de

quantités constantes; ce sont les périodes de I'intégrale. Considérons
en particulier le cas ol y resterait constant; I'intégrale se réduit &

Pdz
(2) fMVf(w,y)’

les périodes de cette intégrale sont évidemment en méme temps des



332 E. PICARD.

périodes de l'intégrale (1) par suite elles sont constanies, c'est-a-dire
(u'elles ne dépendent pas de la valeur arbitraire donnéc & y.

Cettec remarque, si simple, va étre fondamentale pour la suite; et
nous allons immédiatcment démontrer que si le polynome f(x,y) est
arbitraire, c'est-a-dire lc plus général d’'un degré m, il ne peut exister
d’aatres intégrales de seconde espéce que les fonctions rationnelles de
&, y et 3. Donnons en effct a y unc valeur arbitraire : I'¢quation

(3) S, y)=o0

aura m racines distinctes; si 'on considére 2 comme fonction de y,
pour chaque valeur singuli¢re de y, deux valeurs de x sculement de-
viendront égales. Soicnt, pour une valeur arbitraire ct nonsingulicre y,
de y,

xi’ ‘7"2’ M | xm

les racines de I'équation (3). On peut les supposer rangées dans un
ordre tel que, y allant de y, & unc certaine valeur singulicre y), de y
par un chemin convenable, «x, et z, deviennenl ¢gales; puis ensuite,
y allant de y, & une autre valeur singuli¢re convenable, z, et z, de-
viendront égales, et ainsi de suite pour z,, &y, ..., Zpu_y, L,} ¥ par-
tant de y, et arrivant ala premiére de ces valeurs singuliéres, les racines
varieront et deviendront

ot I'on aura

les autres racines ¢tant distinctes.

Tracons dans le plan de la variable # un contour ferm¢ simple C,
partant d’un point arbitrairc z, et revenant 4 cc point ct assujetti aux
conditions suivantes : il ne rencontre aucun des chemins décrits par les
racines x quand y varie, comme il a ¢t¢ indiqué dey, ay,; il comprend
sculement au début a son intérieur les deux racines z, ct x,, et, par
suite, pour la valeur finale y, de y, la seule racine double #', = z, ; il est
possible de satisfaire & ces conditions.
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Ceci posé, revenons 4 l'intégrale

/ Pdr ,
. M\/f(""a)’)

dont les périodes, comme nous I'avons dit, ne dépendent pas de .

Si nous faisons d’abord y = y,, au contour G va correspondre une
période de cette intégrale : je dis que cette période sera nulle. En cffet,
faisons varier y d’une manié¢re continue, ct par le chemin convenable,
depuis y, jusqu'a )7 ; la valeur de la période ne change pas : voyons
donc ce qu'clle devient 4 la fin. :

Or, pour y = y,, le polynéme f(z, y)a une racine double 2| = ),
qui est & l'intéricur du contour C, mais le point x = x/, ne peut étre
un point logarithmique pour 'intégrale

P

P(z, y,)dz

M(z, YoV F (@ 7%)

parce qu'alors I'intégrale (1) ne serait pas de seconde espéce. Done
Cintégrale, prise le long du contour C, est nulle, ct, par suite, la pé-
riode envisagée de I'intégrale (1) est également nulle, comme nous
voulions I'établir. Tl est d’ailleurs évident que toutes les périodes de
celte intégrale pcuvent étre obtenues en employant des contours ana-
logues & G par suite, nous pouvons affirmer que les périodes de l'in-
tégrale de différentielle totale de seconde espéce

f Pdr+Qdy

My /f(z,y)

sont nulles, et l'on en conclut alors immédiatement que cette inté-
grele est une fonction rationnelle de x,y et \f (z,y).

2. Nous avons simplement voulu montrer, dans le paragraphe pré-
cédent, que toutes les intégrales de seconde espéce, attachées a la sur-
face '

3*=f(=, Ih

étaicnt des fonctions algébriques, quand le polyndme f(z, y) était le
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plus général de son degré; mais on voit bicn facilement un cas tres
¢tendu ol la surface précédente n’aura pas d'intégrales de seconde
espéce (autres, bien entendu, que les fonctions rationnelles de «,
¥ 3), quoique le polyndme f puisse étre trés particulier.

Envisageons encore, & cet cffet, I'équation

f(z,y)=o,

le polyndme f n'étant pas nécessairement, d'ailleurs, irréductible. A
unc valeur arbitraire y, de y corrcspondent m valeurs de z, z,,
Zyy +.y X ct considérons les valeurs de y, pour lesquelles 'équation
précédente a une racine double; nous laissons par conséquent de coté
les valeurs pour lesquelles il y aurait unc racine d’un degré de multi-
plicit¢ supéricur ¢ deux. Désignons d'unc maniére générale par y,
une valeur de y pour laquelle I'équation a une racine double; deux
cas pourront s¢ présenter :
Ou bien on pourra disposcr les racines

Ly Lyy oovy Lp

de telle manic¢re que, y allant de y, & unc racine y/, par un chemin con-
venable, z, et z, deviennent égales, puis, y allant de y, & une racine y,,
une des racines ¥, ou z, deviendra égale & zy, ct ensuite on pourra
trouver un chemin tel de y vers une racine ¥, que une des racines x,,
X, %3 deviendra égale a la racine x,, ct ainsi de suite.

Ou bien cette disposition scra impossible, et alors les racines se par-
tageront cn un certain nombre 7 de groupes

G, G, .., G,

tels que pour chacun de ces groupes on puisse réaliser la disposition
qui vient d’étre indiquée; dans ces conditions, une racine d'un groupe
ne pourra devenir égale a une racine d’'un autre groupe que pour unc
valeur de y & laquelle correspondra une racine triple au moins de
I'équation

1 S y)=o.
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3. Ceci posé, il n’y aura certainement pas dans le premier cas
d’autres intégrales de seconde espéce que des fonctions algébriques
de z, y et 55 on peut en effet répéter, sans y rien changer, ce qui a été
dit au paragraphe précédent ct montrer ainsi que toutes les périodes sont
nulles. Dans lc cas ou le polynéme f(iz, y) serait irréductible, et ol
les lacets binaires fondamentaux relatifs & la fonction algébrique « de y
définie par I'équation (1) proviendraient seulement de racincs doubles,
la premiére circonstance se trouvera évidemment réalisée.

Pour ce qui est du second cas, nous pouvons remarquer que le
nombre des périodes ne pourra pas dépasser 7 — 1, r étant le nombre
des groupes Gj; les périodes provenant de deux racines d’un méme
groupc sont cn cffet nulles, d’aprés le raisonnement employé plus haut,
ctil nc peut subsister que des périodes provenant de racines n’appar-
tenant pas & un méme groupe, ce qui fait par conséquent au plus » — 1.

4. Considérons maintenant lc cas le plus général auquel peut étre
¢tendu le résultat trouvé pour les surfaces précédentes. Nous voulons
montrer quc, pour la surface la plus générale

f(z,y,3)=0

de degré m, les intégrales de seconde espéce sont fonctions ration-
nelles de x, y, s.
Soient, en cffet, une telle intégrale représentée par

dex—i— Qdy,

ou P ct Q sont fonctions rationnelles de z, y, 3; nous donnons a y
une valeur arbitraire, mais fixe, et nous envisageons l'intégrale

deav.

On voit, en raisonnant comme au § 1, que les périodes de cette
intégrale abélienne de seconde espéce ne dépendent pas de y : cette
remarque va nous conduire, comme précédemment, & la démonstra~
tion du théoréme énoncé.
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Considérons les deux relations

S(z,y,3)=0, J(z, ¥, 5) =_x0’

on peut les regarder comme définissant un point analytique (3, ),
fonction algébrique de la variable y.

Il y aura certaines valeurs singuliéres de y pour lesquelles deux va-
leurs de (z, x), et deux seulement (le polynéme f étant le plus général
de son degré¢) deviendront égales; soient, pour une valeur arbitraire
et non singuliére y, dey,

(Z,, .’E‘), (32, ‘7"2)’ ey (zm 'L'\)

les N déterminations de (3, ). On peut les supposer rangées dans un
ordre tel que, y allant de y, 4 une certaine valeur singuli¢re y, dey,

(3 2) et (3 )

deviennent égaux, puis ensuite y allant de y, & unc autre valeur sin-
guliére convenable,

(30 22) €t (34, &)
deviendront égaux, ct ainsi de suite pour

(za’xs) et (50934); ceey (zN—uxN--l) et (55 )3

y partant de y, et arrivant  la premiére de ces valeurs singuliéres y,,
les points analytiques (3, ) varieront et deviendront

, (z:” :1,", )7 (5;’ 1’;), ee iy (:'m x,v)v
et I'on aura

(%), x,) = (5, %),

les autres valeurs étant distinctes.
Ceci posé, les points analytiques (3, ,), ..., (3x, Zy), qui sont né-
cessairement des points de ramification de la fonction algébrique =
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de z définie par I'équation

S (@ 50, 3) =0,

doivent nécessairement jouir de la propriété suivante : on peul tracer
dansle plan des # un contour simple enveloppantseulement les points z,
ct x,, et tel qu'aprés un tour complet de la variable x le long de ce
contour, foule racinc z de I'équation précédente reprenne la méme
valeur.

Pour le démontrer, remarquons (ue I'équation entre x et 5

J(z, yyy3)=0
définit une courbe qui a au point

!

s=3,=3,
un point double dont les tangentes sont distinctes. Ceci est évident, en
langage géométrique, car y =y, représente un plan tangent & la sur-
face, x et z du point de contact étant précisément x| et 3.

Figurons maintenant dans le plan des x le point # = &', =, ; quand )’
varic d'une manicre continue de y, 4y, par le chemin indiqué, x| vient
en z, et x, en x,. Tout contour simple enveloppant les points x,, x,,
', et n’étant traversé par aucun des chemins décrits par les autres
racines (il est évidemment possible d’en former un) remplira la con-
dition cherchée, car la remplissant pour y =y, il la remplira pour
toutes les valeurs considérées de y, de y, 4 y,.

Ces préliminaires indiqués, nous envisageons maintenant la surface
de Riemann correspondant a la relation algébrique cntre z et x

(D f(m7yo,5)=0o

Nous allons tracer sur cette surface un systéme particulier de cou-
pures. Prenons comme premiére coupure la ligne fermée a,, dont nous
venons de parler, tracée autour des points analytiques (z,,3,),
(%, 3,); elle est évidemment une limite non compléte et peut, par

Journ. de Matkh. (4* série), tome II. — Fase. IV, 1886, ,l,l
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suite, &tre prise comme coupure. Prenons comme scconde coupure a,
une ligne fermée joignant, par rapport aux deux points (&, 3,),
(4, 34 ), le méme réle que a, par rapport aux deux premiers points
critiques; nous pouvons d’ailleurs nous arranger de maniére que a,
rencontre @, en un point. On continuera ainsi en obtenant les cou-
pures @, a,, ..., @y_,; 4 chacune de ces coupures correspondra une
période A, ces périodes n’étant pas toutes, d’ailleurs, nécessairement
distinctes. De plus, toutes les périodes d’une intégrale abélienne
de seconde espéce attachée a la courbe (I) seront réductibles a des
sommes de multiples des périodes A, car toute ligne fermcée tracée sur
la surface de Riemann se ramé¢nera & un point aprés avoir traversé une
ou plusieurs fois un certain nombre de coupures A.

Prenons donc une des coupures a, soit a,, et cherchons quelle peut
étre la valeur de la période correspondante; nous allons voir de suite
qu’elle est nulle pour I'intégrale

fmm

En effet, faisons, comme plus haut, varicr y d’'une manicre continue
de y, & y,, la période ne devra pas changer; or clle est nécessairement
nulle pour y =y, puisque les deux points de ramification (z,, 5,) et
(%4, 3,) disparaisscnt.

Nous pouvons donc affirmer que les périodes de 'intégrale

[Pdo+Qdy

sont nulles, et, par suite, comme nous l'avons ¢noncé, cette intégrale
est une fonction rationnelle de x, y, .

CHAPITRE 11.

5. Le théoréme qui précéde conduit immédiatement a se poser la
uestion suivante : Comment pourra-t-on reconnaitre si unc surface
algébrique posst¢de des intégrales de seconde espéce qui ne soient pas
des fonctions rationnelles, et comment pourra-t-on obtenir ces inté-
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grales quand elles existeront? Tels sont les problémes importants et
difficiles qui vont nous occuper dans ce Chapitre.

Prenons d’abord, comme nous 'avons fait dans la démonstration du
précédent théoréme, la surface

e 2=f(2,¥)
ct soit I'intégrale
dex +Qdy’
My/(z, )

P, Q et M étant des polyndmes en z et . On a la condition d'inté-
grabilité :

MPYL—QE) =2/, [M(F - )+ —PS|:

M(x, y) sera le produit d’un certain nombre de facteurs

[A (e, WIF[B(x, y)IP... [L(=, )],

les polyndmes A, B, ..., L étant irréductibles, et aucun d’eux,
comme on peut le supposer, n'étant divisible par y. Soit d’abord le cas

le plus simple ot
M=A%z,y)

la condition d’intégrabilité s’écrira
d af P 9 LY
Ay (P - Q) =2/ A(F ~53) + Q55 —«P 5|

et supposons que A(x, y) soit premier avec f(x, y). On voit alors
(ue
oA _p&A dA
L Sz dy
cst divisible par A (x, y).
Ceci posé, considérons l'intégrale

f P(z,y)dx
Ax/ f(a'y y)

en y regardant y comme un parameétre.
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P(x,y)

On peut, comme 1l est bien connu, retrancher de ——=22_— unec ex-
pEEs ' A%/ (7. y)
pression de la forme
WSz, ¥)
d.z: AT

A étant un polynéme cn x, telle que la différence ne contienne plus A
au dénominateur qu'a la puissance a — 1. Le polyndme A de x aura
ses coefficients qui seront des fractions rationnelles de . Nous pouvons

I'écrire sous la forme
A(x,y) ,
2 ()

Act 9 ¢tant des polyndmes. On aura alors nécessairement

Az, ¥) A (@)
P+(“'—l) t?(‘).) ()L‘f(’ ) o () \(’7.})

J0A
et, comme Q — i l’ cst divisible par A, il en résultera une iden-

tit¢ de la forme

oA I\ Ly )
Q+ (=)= (e, y) = DA, ).
Retranchons maintenant de

Pdr+Qdy
A*Vf (2, ¥)

'expression différentielle exacte

MBI 7).

(? ()/ )Aa-—l
la différence sera évidemment de la forme

Pidz 4+ Q,dy

V() AW (@)

Nous avons ainsi diminué d’une unité le degré de A ct introduil
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seulement au dénominateur le polyndme ¢(y). Nous pourrons évi-

demment continuer ainsi jusqu’a ce que nous arrivions & une différen-
tielle totale de la forme

Py_ydr + Qq_ydy,

puisque lintégrale proposée est de seconde espéce, il est nécessaire
(que o, et Q,_, soient divisibles par A(x, y), car cette différentielle
nous conduirait, dans le cas contraire, & une intégrale de troisitme
espiece. Nous avons donc une intégrale de la forme

/‘ Pdzr +Qdy
J VS y)
aprés avoir extrait de la proposée une partic algébrique. P ct QQ sont
des polyndmes en x ct y, et 7 (y) est un polyndme dépendant scule-

ment de ). La conclusion serait encore la méme, on le voit aisément,
si M avait plusicurs facteurs irréductibles au lieu d’un seul.

6. Considérons donc l'intégrale précédente, et, y étant regardé
comme un paramétre, arrétons-nous d'abord sur I'intégrale

f Pda .
W y)

on sait qu’cn retranchant de cette intégrale la dérivée d'une expression

de la forme
P (x)Vf

on pcut ramener le degré de P a é&tre m — 2, si m est, comme plus
haut, le degré de f.

lci les coefficients de P,(x) dépendront nécessairement de y, ct
ce seront évidemment des fractions rationnelles dc y, dont le dénomi-

N . 3 .
nateur scra %(y). Ecrivons donc cette derniére expression sous la
forme

Py ( «v,y)\/./’(w,.y)’
7.(0)
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ol P (z, y) est un polynéme. Considérons alors la différence

Pdr+Qdy _d[m(x, Iy ]
LOWF (2, 7) ()

clle aura la forme, ol nous gardons les mémes notations,

Pdzx +Q dy ,
Y(YINf (2, 7)

avec cette circonstance capitale que PP(.z, y) est au plus de degré m — 2
en .
La condition d’intégrabilité

montre de suite que Q(, y) sera, par rapport a x, de degré au plus
égalam —1.

Nous avons donc une intégrale ou les degrés par rapport & x sont
limités. Ecrivons cette intégrale sous la forme

P dx + Qdy
Vi, y) ’

P =ax™ 2 +a,a™+...4+ ap_a,

Q="0bex" "'+ bx"*+...+ by_y,

les @ et les b étant des fonctions rationnelles de y.
Prenons maintenant la condition d’intégrabilité

0 PL QY = ofa (- %9),

ct soit

S (2, y) =a"+9u(y)a"™" +...4 9u(y)-

Les deux membres de I'identité (1) vont étre des polyndmes en z de
degré 2/m — 2; nous aurons donc i égaler 2m — 1 coefficients & zéro,
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ct dans ces (am — 1) équations figureront les 2m — 1 fonctions de y,
@y, Gy ooy Bnoay Doy by ooy Dpoy.

Pour faire la discussion de ces équations, supposons m impair et
égal & 2p + 1.

En égalant d’abord & zéro dans I'identité (1) les coefficients de 222,
2m=3 ..., "', nous obtenons m identités, qui nous permettent d’ex-

£
primer, de proche en proche,
bO’ bi ’ MRS bl -1

i l'aide des a et de leur dérivée premiére. Portant ces valeurs dans les
(m — 1) autres identités que nous avons encore & éerire, ct qui sont
fournies par la considération des coefficients de z™-2, ™2, ..., x,,
nous obtiendrons (n — 1) équations linéaires et homogénes entre

day da da,,_
al), a” coey a,,,_,, ?l‘-y‘g’ ""d-‘}:) ceey ———c;;z

les coefficients dans ces équations étant évidemment des polyndmes
en y. Nous trouvons donc un systéme de (m — 1) équations linéaires du
premier ordre, aucuel doivent satisfaire les (m — 1) fonctions ration-
nelles @, @,, ..., @,_,; On pourra en tirer @,, @y, ..., @n_, €xprimées
linéairement au moyen de @, ct de ses dérivées, et quant & a,, il satis-
fera & une équation linéaire E d’ordre m — 1, dont les coefficients
seront des polyndomes cn ).

Nous nous trouvons donc ramencs & la question suivante : Aprés
avoir formé I'équation lincaire d'ordre 2p, & laquelle satisfait a,,
équation dont les coefficients sont des polyndémes en y, nous devons
chercher si Pon peut satisfaire & cette ¢quation cn prenant pour a,
unc fonction rationnelle de y. Cest I un probléme que I'on sait ré-
soudre.

Supposons donc que I'on ait trouvé une fonction rationnelle de y,
satisfaisant 4 I'équation précédente; on en déduira, pour @, a,, ...,
@n-2, des fonctions rationnelles de y, et par suite, pour b,, b
b"l—"

KIKKEX]
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7. Nous aurons donc ainsi une intégrale de différenticlle totale;
avant de discuter cette expression, nous avons & fairc unc remarque
importante sur I’équation linéaire E d’ordre 2p, dont il vient d'¢tee
(question. Nous pouvons retrouver cette équation en nous servant de
considérations bien différentes. Envisageons, 4 cet effet, I'intégrale

/’ (Apx™ 4@, x4, . .+ ayp_,y) dzj
\/f(xﬂ) ’

en considérant ) comme un paramétre arbitraire, et a,, @, ..., Gp-y
étant des fonctions pour le moment arbitraires de ce paramétre. Cett
intégrale a négcessairement 2p périodes, et ces périodes dépendront
de y. Cherchons & déterminer les 2p fonctions

Aoy Ay oory Qg

de telle maniére que ces périodes soicnt indépendantes de ), et soient
¢gales & des constantes a,, a,, ..., #,,. Pour une valeur arbitraire
donnéc & y, considérons 2p cycles donnant les 2p périodes, et soient

Pi,ia Pz.h seey P?p.c‘
les 2p périodes de I'intégrale

xm—‘—l d-l'

—Vf( x,y) ’

(i allant de 1 & 2p); on aura les 2p équations

aoPm +a|P2,1 +..ot am—apzp,c =a,,

h) > —
a P, +a,Dyy 4. i @poPypy =@,

I e L I I R R R R N ')

b ] —
aop.'2p+ a‘]. 2'2P+o . o+ am_QP,p'gP— a2p¢

On sait que le déterminant de ces équations n'est pas identiquement
nul, car ce sont les périodes de 2p intégrales distinctes de seconde
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espéce. On tirera donc de ces équations

Ay = “GQI.‘ -+ aaQa,c ...+ “aszp,n
ao = “| Q"z + oooooooooooo + aaPsz'a’

ez =%Qyap+.vereienie.. + 05, Qup2p3

les P et par suite les Q scront des fonctions de y, qui s’exprimeront
évidemment par des intégrales définies.

Revenons maintenant a I'équation E; quand a, satisfait & cette équa-
tion, on peut déterminer les a et les b de maniére 4 avoir une intégrale
de différentielle totale

‘Pdx + Qdy’
) V(@)

ot P =a,z™?+...+ a,_,, mais alors il est manifeste que les pé-
riodes de I'intégrale

/’(aox"‘”+. ot Apy)dre
vf(z,y) ’

qui sont nécessairement des périodes de I'intégrale (1), ne dépendent
pas de y.

On en conclut alors que ’équation E a pour intégrale générale

ay=0,Q,,+2,Q,,+...+ asz:p,l,
ot les a sont les constantes arbitraires.

8. Nous avons dit que I'équation E était d’ordre 2p; ce nombre est
une limite supérieure de I'ordre de I'équation qui pourra &tre moindre,
Considérons, pour une valeur donnée & i, les ap périodes

Pc,i) Pa.i’ sy Pzp,i;

cc sont des fonctions de y. Elles ont déja été étudiées, a ce point de
vue, par M. Fuchs, dans un intéressant Mémoire qui fait partie du
tome 71 du Journal de Crelle. Ces fonctions satisfont & une équa-

Journ. de Math. (f* série), tome 11, — Fasc. 1V, 1886. ['5
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tion linéaire dont les coefficients sont des polyndmes en y, et dont
Pordre d est au plus égal & ap. Les points singuliers de cette équation
différenticlle correspondent aux valeurs de y, pour lesquelles I'équa-

tion cn &
S(z,y)=o,

a des racines égales. Les 2p équations correspondant & i =1, 2, ...,
2p ont les mémes points singuliers, ct bien évidemment aussi le méme
groupe. L'équation E sera donc aussi d'ordre d, et ce nombre pourra
¢tre moindre que ap.

Ceci posé, supposons que I'équation E admette une intégrale ra-
tionnclle E,, et discutons I'intégrale de différenticlle totale correspon-

dante
= Pdr+ Qdy

VS (2, y) ’

qui sc trouve alors déterminée. On sait, par les éléments, que cette
intégrale peut se mettre sous la forme

TP(x, v)dr +/"Q(~to,}')d)’,
w V&) J, V(@)

Z, et y, étant arbitraires. Désignons d’une maniére générale par b les
valeurs de y, en nombre déterminé, pour lesquels I'équation en z

J(@ y)=o0

a deux ou plusicurs racines égales.

Les deux systémes de valeurs finies de (, y) pour lesquelles I'inté-
grale 1, fonction des deux variables z et y, puisse devenirinfinie sont
ceux dans lesquels la valeur de y cst égale & une quantité b. Considé-
rons donc un tel systéme de valeurs

y=6b6 z=a,
a n'étant pas égale & unc racine multiple de 'équation

f(z, b)=o.



INTEGRALES DE DIFFERENTIELLES TOTALES DE SECONDE ESPECE, 347

En mettant en évidence la puissance de (y — b) figurant au déno-
minateur des coefficients de P et Q, nous écrirons l'intégrale sous la
forme

1 *Py(z, y)dx + f’ Q(zony)dy |
=0 i@y J, (r—0V (@)

Or la premitre expression ne présente aucune difficulté, aucun loga-
rithme ne pouvant s’introduire, car I'intégrale

N *Py(x,v)dx
n V(2:)

présentera, dans le voisinage de  =a, y =, le caractére d’une
fonction algébrique, puisque « n’est pas racine ou est seulement racine
simple de I'équation f(z, b) = o.

Considérons maintenant la seconde intégrale, qui ne dépend que
de y; le point y = b pourrait étre un point critique logarithmique;
la période polaire correspondante se calculera aisément, et ’on remar-
quera qu'elle ne dépend pas de la valeur de x,, car les périodes de la
seconde intégrale sont, comme nous I'avons déja utilisé plus d’une fois,
indépendantes de la valeur de . On devra écrire que cette période
polaire est nulle, et nous obtiendrons ainsi de nouvelles conditions qui
devront nécessairement étre remplics pour que l'intégrale soit de
scconde espéce.

Les conditions précédentes étant remplics, I'intégrale

fr’jP dz + Q dy
v/ (2,7)

aura certainement les caractéres d’une fonction algébrique des deux
variables indépendantes x et y, dans le voisinage de tout systéme de
valeurs finies de z et y, sauf aux points (r =ea, y =b), que nous
n’avons pas encore étudiés, oli @ désigne une racine multiple de I'¢-

quation
S (=, b) =o,

points qui sont nécessairement en nombre limité. Mais ces systémes de
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points en nombre limité ne donneront naissance & aucune difficulté.
On voit, en effet, que I'intégrale prise le long d’un cycle fermé infini-
ment petit tracé dans le voisinage de ce point est nulle, car on peut
toujours, par le cycle fermé, qui est a4 une dimension, faire passer un
continuum & deux dimensions, ne contenant pas le point z =a, y = b.
Il n’y aura alors sur ce continuum, & l'intérieur du cycle, aucun point
singulicr logarithmique de I'intégrale, donc elle sera nulle.

Ainst, en résumé, nous savons reconnalire si la surface

2=f(x,y)

admet des intégrales de différenticlles totales de seconde espéce, et
troucer les intégrales a Uaide desquelles on peut linéairement
Sormer toutes les auires, a une fonction algébrigque preés.

9. Il nous faut maintenant examiner Ic cas général d'une surface
donnée par une équation

/(w,y,z):o.

Nous avons cu besoin, dans les paragraphes précédents, de nous
servir des 2p intégrales de seconde espéce auxquelles on peut ramener
toutes les autres. On ne fait pas généralement de pareilles réductions
pour les intégrales ahéliennes attachées & une courbe dont I'équation
n’a pas la forme hyperelliptique. Il est donc indispensable d’ouvrir ici
une parenthése pour combler cette lacune.

Considérons la courbe algébrique d’ordre m

f(zy)=o0,

pour laquelle nous supposons, comme on le fait habituellement dans
la théorie desintégrales abéliennes, que les m directions asymptotiques
sont distinctes et différentes del'axe des y. On sait que les intégrales
abéliennes attachées a cette courbe se raménent aux deux types

(T) fP(x,y)dx Q(x,y)dr

5 Sy
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P et Q étant des polynémes. Nous allons d’abord supposer que la
courbe proposée n'a pas de points doubles.
Considérons d’abord la seconde intégrale

(I) Q(z, y)dz

(z—a)f;’

la réduction de cette intégrale se fera immédiatement, si I'on suppose
que la droite z = & n’est pas tangente  la courbe. Je dis en effet qu'on
peut alors retrancher de I'intégrale une expression de la forme

A, y)

(z—ay*-?’

ol A(x,y) est un polyndme convenablement choisi en x et y, de telle
sorte que cette différence soit une intégrale de méme forme, mais ot
sera remplacé par « — 13 en effet, il suffit évidemment pour cela que

(2) P(z,y)— (e =DMz, y) [,
puisse se mettre sous la forme
(x — )P, (z,y).

Or nous n'avons qu'a choisir A(z,y) de telle sorte que, aux mémes
’
points de rencontre

(a,b,), (a,b,)), ..., (a,b,)

de x = a avec la courbe, le polynéme (2) s’annule; comme tous les
points de rencontre sont simples, ce polyndme sera nécessairement de
la forme

(z = a)P(z,y) + f(2,y)Pa(z,y);

on pourra prendre simplement pour A un polynéme en y, A(y), de
degré égal & m — 15 les conditions précédentes donneront ses valeurs
pour y =b,,b,,..., by,

L'intégrale (1) se trouve donc ramenée 4 une autre de méme forme,
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mais ou « est remplacé par a — 15 en continuant de proche en proche,

on arrivera a
Q(z, y)dz
(x —a) f,’.

si 'intégrale considérée est de seconde espéce; il en sera de méme de
cette derniére; par suite Q(z, y) devra s’annuler aux m pointsde ren-
contre de z = @ avec la courbe et I'on aura, par suite,

U2I) — P (a,y);

Pintégrale aura donc la forme

P(a:,)')dx’
fy

P(z,y) étant un polynéme.

Il nous faut maintenant reprendre l'intégrale (1) en supposant que
x = a soit tangente a la courbe /. Soit (y = b, x = a) le point M de
contact, et la droite rencontrera la courbe en (m — 2) autres points
M, M,,..., M;,,, que nous pouvons supposer distincts. Considérons

'expression
Mz y) .
(® —a)®’

on peut faire passer la courbe A(z,y)= o par chacun des points M,,
M,, ..., M,_,. Soit (&, D,) le point M,.
Le développement de l'intégrale commence par lc terme

! Q(a, b))

a—1 (z—a)*1fy’

—

on peut choisir A de maniére qu'il en soit de méme pour l'expression

Mz, 7)
_ (# —a)*
il suffira que
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supposons remplie une condition analogue pour les points

(a@y0,), ...y (@ bys).

Passons au point (a, b); on a dans le voisinage de z = a

y—b= p(w—a)’:'+...,

L)
développement procédant suivant les puissances de (x — a)*. Le pre-

mier terme du développement de l'intégrale (1) sera

(x—a) ¢
A étant un coefficient facile A calculer.

Supposons encore que A(x,y)s’annule pour z =@,y = b, le pre-

mier terme du développement de lﬁg); sera
(#—a)

dar
"5_5 )
1

(@—a) 3

A . .
Posons I\ = A nous venons d'imposer un certain nombre de con-
* 98 ]

ditions au polynéme A(z,y), on pourra évidemment les remplir. Il
suffirait de prendre pour cela un polyndme en y, les conditions précé-
dentes reviennent a

MDY =A(b,)=..=A(bp_y) =0,

et les dérivées N'(b), N'(b,), ..., N (bp-y) doivent avoir des valeurs

données; on suppose que g{; nesoit pasnul en M,, M,, ...,M,,_,, mais
c’est évidemment une hypothése permise.
Supposons donc A(z, y) satisfaisant aux conditions précédentes, et

envisageons la différence

Uz y)dz Mz, y)
(z—a)fy, (z—a)*
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Elle sera de la forme
Qi(z,y)dx
(z—ay=1yfy

on peut le démontrer comme il suit : la différence considérée semble
se présenter sous la forme

f Qu(z, y)dz ,

(x_a)dﬁ-lf;’

or,dans le voisinage de z = a, y = b,, le développement de l'intégrale

comimence par un terme en donc

t .

Q(z0)
(z—a)

a une valeur finie pour x =a,y =1b,, ¢t de méme en (q,d,),...,
(@, bm_, ). Pareillement, en (a, b), le développement de I'intégrale com-

1 .
mencera par un terme en ————; il faut donc encore que
o6 — =
(z—a) 1

Q,(-T,J’)
(z—a)

ait une valeur finie au point # = @,y = . On en conclut que ce quo-
tient peut étre considéré comme un polyndme en z et y. En effet, dans
le voisinage de toute valeur finie x =z, y =y, (répondant i un
point de la courbe), on peut mettre I'expression précédente sous la
forme d’une série procédant suivant les puissances croissantes de
x — x, ety — y,. Nous n’avons a faire la vérification que pour le
couple # = a,y = b; or, en remplacant y par son développement sui-

(]
vant les puissances croissantes de (z — a)?, on aura

Qy(z, y)

(z—a) = o, (x — a)“'-i-.. .

1
Mais, d’autre part, on pourra remplacer (x — a)* par une série or-
donnée suivant les puissances croissantes et entiéres dey — b. On
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voit donc que I'expression considérée pourra toujours s¢ mettre sous
la forme d'une série procédant suivant les puissances croissantes de¢
& — x, et y — y,; ce quotient est donc un polynéme en z ct y (théo-
réme dd & M. Neether); nous nous en servons sous la forme que lui a
donnée M. Halphen 4 la page 22 de son grand Mémoire Sur les courbes

gauches algébrigues (Journal de UEcole Polytechnigue; 1882).
On voit donc que I'on a

Q(z,y)dr _ Mz, y) Qi(z,y)dr
(z—a)fy™ (z—a)* (w—ap-'fy’

en continuant de proche en proche, nous arrivons &

Q(@,y)dz
(xr—a)fy

11 est manifeste que les raisonnements précédents ne s’appliqueront
pas, du moins sous la méme forme, & « ==1. Si, comme nous avons i
le supposer ici, I'intégrale considérée est de seconde espéce, il faudra

que Q(x, y)s'annule pour ¥ =a,y =2b,, b,, ..., b,,_,. Retranchons
encore de cette intégrale unc expression

Az, .)')’
(z—a)

A(«w,y) s'annulant pour x=a, y = b,, by ..., bp_y. On a aussi
A(a@, b)= o, ct de plus le cocfficient du premier terme

o\
" 96

(@ —a)f

de cette expression est égal au coefficient correspondant dans I'inté-
grale. 1l s’ensuit que la différence

Q(z, y)dr (=, ¥)

(z—a)f, r—a
sera de la forme
fP(a:,y)dw )
Iy

Journ. de Math. (4¢ série), tome Il. — Fasec. 1V, 1886.

B
(@p}
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Nous arrivons donc & cette conclusion, que par unc soustraction
convenable d’'une fonction rationnelle de x et y, on peut ramener le
second type d’intégrales (T)au premier, et dans les calculs & effec-
tuer, pour faire cette réduction, tous les coefficicnts de x et y n’en-
trent que rationncllement.

10. 1l nous reste donc & considérer

fP(x, yyde
/5

P(«, y) ¢tant un polyndme. Soit p le degré de ce polyndéme, et sup-
posons d’abord

pZa2m—3;
on peut retrancher de I'intégrale un polynéme
Ay y)

de degré p — m +- 2, tel que les m déterminations de I'intégrale dans
le voisinage de x = =, et les m déterminations de A(x, ) dans le voi-
sinage de ce méme point, commencent par le méme terme en £P-"+%;
ceci est évidemment possible : il suffira de prendre pour A(.,y) un
polynéme homogéne ou figureront un nombre p — m + 3 de coeffi-

cients arhitraires, ct ayant

p—m~+3-m;

on pourra le déterminer de maniére & satisfaire aux m conditions
prescrites. Si 'on considére alors la différence

P(z,y)dx _ .
f_" y/a Az, y),

on voit qu’elle sera de la forme

P\(z,y)dz
Ll el P A Ll
fy
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ott P,(x, y) est seulement de degré p — 15 en continuant ainsi de
proche en proche, nous arrivons a l'intégrale

P(z,v)dx
g
Sy

ou P(x,y) est-de degré 2m — 4. Comptons les coefficients réelle-
ment arbitraires restant dans cette intégrale, en ne considérant pas
comme distinctes les deux intégrales dont la différence serait un poly-
néme en z et y. Dans P(z, y) figurent

(am —3)(am —2)
3

coefficients, mais nous pouvons retrancher de I'intégrale

)\(.’L’,y),

ou A est un polynéme arbitraire de degré m — 2 qui peut s’écrire

/zx_ o _a o
dr dy dy oz do
Sy ’

. . ’ m(m—1
et qul contient alors au numérateur (——)

— 1 paramétres arbi-

traires. Le numérateur de I'intégrale ne renfermera plus alors quc

(am—3)(am—2) [(m—:)m _ ['J

2 2

paramétres, et 'on peut encore réduire ce nombre, car le numérateur
ne changera pas si'on en retranche le produit

M(zyy) Sy )

ot A, est un polynéme de degré m — 4, ce qui diminue encore le
nombre précédemment trouvé de

(m—3)(m—2)
—
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En définitive, le nombre des paramétres réellement arbitraires sera

(am —3)(am— 2) _ m(m—1) r— (m—3)(m—2) —

m—aom-+1.
2 2 2

Si, d’autre part, nous voulons que I'intégrale soit de seconde espece,
nous aurons & ¢crire que le point « n'est pas un point critique lo-
garithmique, ce qui donne (m — 1) conditions. Il nous reste donc en
résumé, dans l'intégrale de seconde espéce, un nombre de cocfficients
récllement arbitraire qui est égal a

m*—a2m+1—(m—1) ou (m—1)(m—2),

et nous rctombons précisément sur le nombre 2p (p étant le genre),
puisque ici
__(m—1)(m—2)

p=—

ainsi, en retranchant de l'intégrale de seconde espéce considérée une
fonction rationnelle de et y, fonction dont les coefficients sont cux-
mémes des fonctions rationnelles des coefficients figurant dans
I'intégrale, on pecut exprimer I'intégrale par une combinaison lincaire
de 2p intégrales particuliéres de seconde espéce.

11. Nous avons supposé¢ dans cc qui préctde que la courbe

f(@y)=o

n’avait pas de points doubles; supposons maintenant que la courbe ait
un certain nombre dc points doubles. Nous aurons & discuter I'inté-
grale

Q(x, y)dx

(x—a)f]

la droite « = a, passant par un point double de la courbe proposée,
dont les coordonnées sont @ ct b. Deux branches distinctes de courbes
passent au point (&, b), et, pour chacune de ces branches, le dévelop-

pement de l'intégrale commence par un terme cn 5+ Nous

1
@—a)
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allons retrancher de I'intégrale une expression de la forme

(l) )‘(‘r’f)

A(x,y) s’annulant pour z = a, y = b. Soient

y:b+y.(x-a)+...,
y=b+p®=—-a)+...,

les développements relatifs aux deux branches de la courbe passant
par le point double.

Les coefficients de (‘5,‘:_1‘;‘)‘& dans le développement de I'expression (1)

scront
)\ 2 a) , O\
da TP o g T o

D’autre part, dans le développement de l'intégrale, ces coefficients
auront certaines valeurs A et B; nous pouvons choisir A(z, y) de telle
sorte quc

7)) 2

A ok
da 1 =5

=4, Ja -+ b

I
(z —a)*!
ment de P’expression (1) et dans le développement de I'intégrale; en
¢erivant qu'ils sont égaux, nous aurons deux relations entre

Considérons encore les cocfficients de dans le développe-

N DN oY
da’ daddb’ I

Soient maintenant(a, b, ), (@, b,), ..., (@, b,_;) les (m — 2) autres
points simples de rencontre de la droite x — @ avec la courbe. Choi-

sissons le polyndme \ de telle sorte qu'en chacun des points A(z, y)
’ 3 1 .
s'annule, que le coefficient du terme en F—aR dans (1) soit nul, ct

enfin que le coefficient du terme en soit ¢gal au coefficient

CETE
du méme terme dans le développement de l'intégrale. On peut évi-
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demment satisfaire & toutes ces conditions; il arrive alors que, pour la
différence

Q(z, v)dz _ 2z, y)

(z—a)tfy = (@—ay=V

les deux développements dans le voisinage de x = a, y = b commen-
I .
cent par un terme en T et dans le voisinage de x = a, y = b,

le développement commence également par un terme du méme degré.
Or cette différence sera de la forme

Q.(a:,')')dm .
(x_ a)ﬂ-f-!f;,

d’aprés ce qui précéde, le quotient

Ql(x’.}’)

(x — a)?

aura une valeur finie pour x =@, y = b;(i =1, 2,..., m — 2) et pour
x = a, ¥y = b, sur I'une et I'autre branche,

-~

Qs(x,y)

(z—a)*

aura une valeur finie. Je dis qu'alors 9‘——’—!—) . peut sc mettre sous la

(z—a)
forme d'un polynéme en x et Y3 on pourra, en effet, détermincr les
coefficients A, A’, ... de maniére i écrire

U2 = A(e —a)+ A(y - B)
+ A" —a) + A"(2 —a)(y — b)+ A™(y — b)* +

pour l'une et P'autre branche passant par le point (&, b); le quotient
précédent a donc le caractére d’une fonction entiére au point z = a,
y = b (voir HaLpren, loc. cit.). Il en est évidemment de méme pour

(x=a,y =1b;) ct par suite, d’aprés le théoréme déja invoqué de
M. Neether, on aura

(Qw" (f ,a'); Z = Qn(xy}’)-
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I.a différence considérée est donc de la forme

Qi(x, y)dr |
(x—a)*1f)’

elle a donc la méme forme, mais « est remplacé par « — 1. En conti-

nuant ainsi de proche en proche et en supposant que I'intégrale est
de seconde cspéce, on arrive & l'intégrale

Q(z,y)dz
Iy

aprés avoir retranché une fonction rationnelle de z et y. La réduction
de cette intégrale sc fera absolument comme dans le premier cas, en
tenant compte seulement de plus que Q(x, y ) = o passe par les points

doubles de /. Le nombre des paramétres réellement arbitraires sera
donc

(m —1)(m —2)—2d ou bien ap.

Nous arrivons donc & la méme conclusion que I'on peut ainsi for-
muler : soit

[R(z,y)da

unc intégrale quelconque de seconde cspéce; on pourra exprimer
celle intégrale par une fonction rationnelle ¥ de x et y, et par une
somme de 2p intégrales particuliéres de seconde espéce de la forme

i=tp

ZAfQi a},Y)da:

ot Q est un polyndme d’ordre 2m — 4. De plus, et c’est la le point
esseatiel, les coefficients de ¥ et les cocfficients A; s'exprimeront
rationnellement a Uaide des coefficients qui figurent dans R.

12. Aprés cette digression indispensable sur les intégrales abé-
liennes, revenons a I'intégrale de seconde espéce

f Pdx + Qdy,
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P et Q étant des fonctions rationnelles de z, y, 3, et I'on a
(1) f(z,y,3)=o0.

Envisageons d'abord 'intégrale abélienne

f Pds

attachée & la relation (1) entre 5 et x, ou y cst considéré comme un
paramétre. D’aprés ce qui précéde, nous pouvons trouver 2p inté-
grales particulicres de seconde espéce

fQi(“" Y)d‘” fQ,(x, y,..)da: vy fQ!p(-T}.z’,s)dx’

o Q,, Q,, ..., Q,, sont des polyndémes en x, y, 5 de degré 2m — 4,
cn désignant par m le degré de P'équation (1), ct par p le genre de
cette relation algébrique entre # et z; et I'on pourra écrire

fl’dw:a. Q“’”+ fQ" +. +a.,,fQ*" + Nt y, 3),

@,y sy - . .y Gy, étant des fonctions rationnelles de y, et A une fonction
rationnelle de z, y et z; ccci est une conséquence immédiate de la
méthode de réduction exposée dans les paragraphes précédents.

(eci posé, retranchons de f Pdzx + Qdy la fonction rationnelle

Az, y,5):

nous aurons la différentielle totale

f Rdx + Sdy;

et I'on aura
(2) fRdx: a.fQ’f‘fx +.ot a,,,fQ’/’i:fm;

comme nous I'avons déja dit plusieurs fois, les périodes de l'intégrale
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' [Rda,
ol y cst considéré comme un paramétre, ne doivent pas dépendre de

ce paramétre. Nous avons donc d’abord & rechercher si 'on peut deé-
terminer des fonctions rationnelles

abélienne

Ay Qzy ...y Qgp

de y, de telle sorte que les périodes de la somme ( 2) ne dépendent pas

de y; les polynémes Q sont & considérer comme connus ct parfaite-
ment détermines,

On peut toujours déterminer des fonctions a,,a,, ..., a,, de y,
telles que I'expression ( 2) ait ses périodes indépendantes de y. Pour

une valeur arbitraire donnée a y, considérons 2p cycles donnant les 2p
périodes
Pc.i’ Pﬁ,h AR P‘.’p,i

de Pintégrale de seconde espéce

,'d.‘l,‘ .
-——Qf: (i=1,2,...,2,).
Sil'on veut que les périodes de I'expression (2) soient des constantes
%,y Ogy - - .y %apy ON devra déterminer les a de telle sorte que

>
al, ,+a,l,, +---+aﬂpP|,np =0,
@Dy 4+ a,Py s ...+, Py =y,

D R R I R R R I I A

aPyp 4+ Pyp o+ o+ a3, Pop = 2p;

le déterminant de ces équations du premier degré en @,,a,, ..., a,,
n’est pas nul, car les périodes P sont les périodes de ap intégrales dis-
tinctes de seconde espéce (c’est-i-dire des intégrales dont aucune com-
binaison linéaire n’est une fonction algébrique). On peut donc tirerde la

a|=a¢Q|,| “l"a:Qz,a +"'+a2pQ2p,l7
ay=a,Q,, """%Qn,z +. o+ “2pQ2p,2’

e s csacssse D R I I N R R R

a’P= a‘ Q|,2P+ a3Q2,2P+° o aﬂPQ’P.!p'
Journ. de Math. (4 série), tome II. — Fasec. 1V, 1886. /l7
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Les P et par suite les Q sont des fonctions de y qui pourront évidem-
ment s'exprimer au moyen d’intégrales définies.

La question qui se pose maintenant est donc la suivante : peut-on
déterminer les constantes a,,%,, ..., ,, de telle sorte que les fonc-
tions de y

Qyy Ay ovy Qypy

définies par les égalités précédentes, soient des fonctions rationnelles
dey?

43. 1l serait impossible de répondre & la question précédente, en
partant des expressions données pour a,, @,, . . ., &,,; mais nous allons
montrer qu’on peut ramener la question posée  la recherche des inté-
grales rationnelles d’une équation différentielle linéaire.

Considérons d'abord, a cet effet, une quelconque des intégrales de

seconde espéce
f Q 1d.2‘
S

Pl,i’ Pz,iy sy Psp,i'

et ses 2 p périodes

Ce sont des fonctions du paramétre y, et elles ont été étudides & ce
point de vue par M. Fuchs dans un Mémoire qui est la suitc de celui
que nous avons cité plus haut (Jourral de Crelle, t. 73, p. 324).
M. Fuchs établit entre autres résultats, dans ce beau travail, que ces
périodes satisfont & une équation différentielle linéaire dont les coeffi-
cients sont des polyndmes en y; cette équation sera, en géncral,
d’ordre 2p, mais elle pourra étre d’'ordre moindre.

Nous ferons d’abord la remarque évidente que les différentes équa-
tions linéaires qu’on obtient en faisant successivement { = 1, 2, ..., 2p
ont méme groupe G, et toutes les substitutions de ce groupe effectuées
sur

Pa,h Pe,la vey Psp,i

sont a coefficients entiers et 4 déterminant 1. On en conclura de suite
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que le déterminant
P, P, ... Py,

P, P, ... Py,

L) DR e

Piop Posp oo Papap

des équations du premier degré donnant a,, @, ..., @,, est une fonc-
tion rationnelle de y, puisque toute substitution du groupe commun
des équations linéaires laisse invariable ce déterminant

Ceci posé, considérons les expressions

Ql.” Q!,I’ AR ] QSP,H

qui figurent dans a,, qui sont les mineurs du premier ordre du déter-
minant précédent, correspondant & la suppression de la premiére ligne
horizontale. A chaque substitution du groupe G correspond évidem-
ment unec substitution linéaire effectuée sur les expressions Q, et celles-ci
satisfont 4 une équation linéaire d’ordre au plus égal & 2p, et dont les
coefficients sont des polynémes en 2. On pourra former cette équation
linéaire, que je désignerai par E, et sa considération va nous donner
immédiatement la solution du probléme proposé.

Nous avons en effet & rechercher si I'on peut déterminer les con~
stantes a, de telle sorte que

@, Q,,, + %Qz.q +"'+a:pQ2p,|

soit une fonction rationnelle de y. Or cecirevient & rechercher si I'équa-
tion différentielle linéaire E, & coefficients rationnels et & intégrales
réguliéres, peut étre vérifiée par une fonction rationnelle de la variable y.
La solution de ce dernier probléme est bien connue, et I'on voit qu’on
peut décider si les constantes peuvent étre choisies de telle sorte que a,
soit une fonction rationnelle de y. Les constantes & étant choisies,
s'il est possible, de telle sorte que a, soit une fonction rationnelle dey,

il en résultera pour
Qyy A3y covy Cgp

des expressions qui seront fonctions rationnelles de y. En effet, prenons,
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par exemple, 1'expression de a,

ach,2+ “2Q2,2 +.o0t “2anP,‘2 :

elle satisfera 4 une équation linéaire qui aura méme groupe que celle
i laquelle satisfait @, ; donc a unc intégrale rationnelle de la premicre
correspond une intégrale rationnelle de la seconde.

La question posée & la fin du paragraphe précédent peut donc étre
complétement résolue a l'aide de I'équation E, et nous pouvons supposer
que nous ayons un certain nombre dc systémes linéairement iridépen-
dants de

Ay Gy evry Qapy

fonctions rationnelles de y; chacun d’eux nous fournira une intégrale

['aaQ:-i- a3 Qu+. ..+ 2y, Qyp dz,
VA

dont les périodes ne dépendront pas de y.

[%

14. 11 faut maintenant rechercher si nous pourrons former des inté-
grales de différentielle totale, correspondant aux intégrales que nous
venons de trouver. 1l en est effectivement ainsi, comme nous allons le
faire voir. Désignons par

SR(z,y,3)dx

unc intégrale, comme on vient d’en trouver une au paragraphe précé-
dent, dont les périodes ne dépendent pas de y. Peut-ontrouver une frac-
tion rationnelle S(z, y, z), telle que

R(z,y,s)dr + S(z,y,35)dy
soit une différentaelle totale d'une fonction de z et y ? 1l faut que

5 _ o
oz — oy’

' 3 dR ) _* 9 . . 1
en désignant, bien entendu, par o la dérivée partielle, par rapporta y,
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de R considérée comme fonction de x et y seulement, et non ladérivée
partielle, par rapport a y, de R(z, ¥, 5). On aura alors

rdR d <&
s=/ b;dy=$f“ R(z,y, s)dx.

L’intégration précédente est faite, par rapport & x, en donnant 4 y une
valeur constante, d’ailleurs arbitraire, et z, est une constante fixe. Or
I'équation

f(%oyyy3) =0

donnera, pour z, m valeurs 3,,3,, ..., 5,,. L'intégrale ne se trouvera
définie, & des multiples prés des périodes, que si I'on sc donne la valeur
initiale ct la valeur finale de 5. Pour éviter toute ambiguité, considérons
la somme

[ R@y e+ [ Reaydot+ [ Ry, s

Yoo ¥y 0 LosSm

y ayant une valeur constante, d'ailleurs arbitraire. En un point arbi-
traire (x, y, 5) de la surface

Sf(z,y,3) =0,

cette somme a une valeur déterminée, 4 un multiple prés des périodes,

et par conséquent
d =m sz
% [2 f -'R(a:, ¥y 3) dx]

aura une valeur unique en chaque point x, y, 3, puisque les périodes
des intégrales ne dépendent pas de y. Par suite, cette expression sera
une fonction rationnelle de z, y et z, car les points singuliers de cette
fonction de z et de y ne peuvent étre des points singuliers essentiels.
Nous prenons maintenant la fraction rationnelle S(z, y, 3),

i=m =
d %3
N%%@=$@[Ef N%%@W}

g Y >0, 5 V
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sa dérivée partielle par rapport a z sera

-,:—‘ ‘—%, [mR(z,y, 3)]:

ce sera, par conséquent, la dérivée partielle par rapport a y de la fonc-
tion R. Nous aurons donc une intégrale de différentielle totale

SR(z,y,3)dx+ S(x, y,z)dy,

R et S étant des fonctions rationnelles de z, y et 3.

Nous avons donc trouvé toutes les intégrales de différentielles
totales attachées a la surface

f(x,y’ z)-‘—'o’

qui peuvent #tre des intégrales de seconde espéce.

Ces intégrales ne se réduiront certainement pas & des fonctions
rationnelles de z, y, 3. Cela résulte immédiatement de la maniéreméme
dont elles ont été formées; car, laissant y constant, on a 'intégrale

JR(=,y,3)dz,

dont toutes les périodes ne sont pas nulles.

" Mais il pourrait arriverque les intégrales qui viennent d’étre trouvées
ne fussent pas de seconde espéce, c’est-a-dire que les périodes le long
de certains cycles infiniment petits ne fussent pas nulles. On aura &
faire sur chacune de ces intégrales une discussion analogue a celle qui
a été faite au § VIII. L’étude de P'intégrale ne présentera pas de diffi-
cultés dans le voisinage de tout point simple oud’un point qui soit une
singularité ordinaire pour la surface (voir mon Mémoire Sur les inté-
grales de premiére espéce, t, 1, 4° série de ce journal), et, comme je
Pai rappelé dans 'Introduction, I'étude des singularités quelconques
pourra se faire en suivant la voie indiquée par M. Naether.

Ainsi, en résumé, apreés des calculs qui pourront étre fort longs, mais
qui peuvent étre régulicrement effectués, nous pourrons décider si
une surface algébrique donnée posséde des intégrales de seconde
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espéce et trouver loutes les intégrales distinctes de seconde espéce,
c'est-a-dire celles pour lesquelles aucune combinaison linéaire n'est une
fonction rationnelle de z, y et z.

CHAPITRE IIIL

15. Nous allons considérer dans ce Chapitre une classe de surfaces
admettant des intégrales de seconde espéce, et cette étude nous con-
duira & une remarque importante relative aux fonctions hyperfuch-
siennes ct aux fonctions hyperabéliennes, dont je me suis occupé dans
différentsMémoires (Actamathematicaet Journal de Mathématiques).

Nous allons raisonner sur les fonctions et groupes hyperfuchsiens;
des considérations toutes semblables seraient applicables aux fonctions
ct groupes hyperabéliens.

Envisageons un groupe hyperfuchsien G pour lequel nous suppo-
serons que le domaine fondamental n’a aucun point commun avec
I'hypersphére limite. Nous avons précédemment défini ce que 'on doit
entendre par la connexion de troisiéme espéce, relative i ce domaine
fondamental (Journal de Mathématiques, 4° série, t. 1, p. 20). Soit
ps + 1 lordre de cette connexion; nous aurons alors p, substitutions
du groupe

En 22’ ceey Ep.’
qui correspondront aux p, coupures i trois dimensions, faites dans le
polyédre fondamental. Toutes ces substitutions sont évidemment hyper-
boliques, et il en est de méme de toutes les substitutions du groupe g’
ayant les substitutions précédentes comme substitutions fondamentales;
le groupe hyperfuchsien g’ est un sous-groupe contenu dans le groupe
initial g.

Ceci posé, considérons un groupe G, isomorphe du groupe g, et
dont toutes les substitutions, qui sont linéaires et sont effectuées sur

deux lettres, soient représentées par un tableau de coefficients de la
forme ‘
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on peut prendre arbitrairement le coefﬁclent a dans les substitutions
correspondant &

» 2n 229 ceey 2

Py?

et pour toute substitution elliptique de g, la substitution correspon-
dante dans G se réduira & la substitution unité, c’est-d-dire que @ sera
nul. Envisageons donc ces deux groupes isomorphes g et G; soient

u. o M1u+N1"+P1 M’l¢+NgV+Pg
") "Mu+Nv+P Mu+Nv+P

une substitution quelconque de g, et

I a

0o 1

le tableau des coefficients de la substitution correspondante dans G.
Je dis que I'on pourra former deux fonctions uniformes et continues
de u,v

G(z,v), G,(u,0),

telles que
/ G (Miu +N1u+P’, M’u'f-N,""i‘Pz)
Mu+Ne+P °~ Mu+No+P
- =(Mu+ No+P)y»"[G(u,v) + aG,(u,v)),
)

Mu+Nv+P  Mu+Nv+P

' G, (M1u+Niv+P, Myu + Nyo + P,)
\ =(Mu+Ne+P)y"G,(u,vr).

16. Nous obtiendrons des fonctions satisfaisant aux conditions
précédentes, en formant les séries suivantes.
Désignons par
(u, Oy Ui’ v,'),

le dénominateur commun de U; et V;, étantM;u + N;¢ + P; une sub-
stitution quelconque du groupe g et

I Q;

o 1
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la substitution correspondante de G5 formons alors les deux séries, cn
représentant par R(, ¢) et R, (, ¢) deux fonctions rationnelles de «

et ¢, (ui restent finies & 'intéricur ct sur la surface de hypersphére
limite

G (o)=Y [R(U, V) — aR, (U, V)| ALrE N‘w T

. 1
(li(ll,(’) ZZB'(U" Vl) (x\l;tt+N19+l’i)“"‘,

les sommations étant étendues & toutes les substitutions du groupe g5 le
nombre m, quifigure dans ces formules, est un entier positif. La seconde
séric cst convergente pour m 2 2 [voir mon Mémoire Sur un groupe
de substitutions lindaires (Acta mathematica, t. 1)] et, i Paide de
considérations présentant une grande analogic avec celles dont a fait
usage M. Poincar¢ dans ses études sur les séries zétafuchsiennes (Acta
mathematica, t. V, p. 233), on montrera que la seconde série est con-
vergente pour une valeur suffisamment grande de P'entier m, la limite
d¢pendant uniquement du groupe hyperfuchsicn.

1l cst facile de voir ce que deviennent les fonctions G et G,, quand
on cffectue sur & et ¢ une substitution du groupe hyperfuchsien; les

deux séries _
- 1
2 R(U» Vi) (Myu + Nyo + Py
i

el

1
2 R. (Uh V,-) (Mjte + Njo 4 Py)im

sc reproduiront multipliées par (Mu + No + P)* sil'on fait sur u, v
la substitution '

Myu+N,v+P, Myu~+ Nyv 4P,
(1) (l, ' Mu+Nv+P 1\114-+N(’+1’) ou (u,0,U, V),

ct désignons par @ la quantité figurant dans la substitution corres-
pondante du groupe G. Il faut voir ce que devient la série

1
"‘“(V, 9) :Za;R.(U;, Vi) (Myu + N”,_*_p[)sm; L

Journ, de Math. (4° série), tome 1l. — Fasc, 1V, 1886, 48
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apres la substitution (1) : le terme marqué par I'indice i dans la série
se trouve remplacé par un autre terme, et on a la séric

O(U, V) :::2 a,-R,(Uj, VJ) (M/u +N;$’+l’/)”"‘ (l\lu _*_N‘)_*_l)'):lm:

d’autre part, la série initiale pouvait s'écrire

1
z ale(Uj’ VJ) (Mu+N, v+ pj)am’

ct I'on a manifestement @, + ¢ = a; ou @;= a; — a.
Ecrivant donc

H(U V)-—Z(a, —-a)R, (U,,V,)(

on aura

(Mu+Ne+P),

M/u+va+l’ »e

0(U, V) =(Mu + No + D)™ [0(z, ¢) — aG, (1, )],

ct, par conséquent, les fonctions G(u,¢) ct G,(x,¢) satisfont aux
relations (7°) du paragraphe précédent.

47. Considérons maintenant la fonction

(u, ),

o(u,0) = —,777)
on aura, pour toute substitution («, ¢, U, V) du groupe,
"?(U’ V)= v(u,¢) + a,

et I'on peut prendre arbitrairement (§15) p, des quantités a, & savoir
celles qui correspondent aux substitutions %,, 2,,..., 2.

On sait, d’autre part, que toutes les fonctions hyperfuchsiennes, rela-
tives au groupe g, peuvent s'exprimer rationnellement 4 l'aide de trois
d'entre elles, x, y, 5, qui sont lices par une relation algébrique

[z, y,z)=0:

c'est de cette surface que je voudrais maintenant m’occuper.
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Ona
dod 0'5
= 5+ au =Zdv;
dy ou % 9 O

donc
by oy dxdy_dede
. du dv _ dv du du dv  dv du
T T Y T Y T TR
du dv  dv du du d dv ou

les cocfficients de dx et dy sont des fonctions uniformes de u et ¢.
Elles resteront d'ailleurs invariables pour toute substitution du groupe:
ce scront des fonctions hyperfuchsiennes de u ct ¢, et par suite des
fonctions rationnelles de x, y et .

On a ainsi

dy =P (z,y,3)dr+Q(z,y, s)dy,

P et QQ ¢tant des fonctions rationnelles de , y, 5. La fonction ¢(«,¢)
considérée comme fonction rationnelle de x ct y sera donc une intégrale
de différentielle totale
relative & la surface f.

Cetie intégrale scra une intégrale de seconde espice. 1l est impos-
sible en effet qu'un cycleinfiniment petit donne une période différente
de zéro; car & tout cycle correspond une substitution du groupe hyper-
fuchsien. Si le eycle est infiniment petit, cette substitution devra néces-
sairement étre elliptique, et par suitc la valeur correspondante de a
sera nulle.

On voit donc que ¢ st une intégrale de seconde espéce, ct elle pos-
sede p, périodes qui peuvent d'ailleurs étre choisies arbitrairement.
Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant, qui exprime une pro-
pri¢té remarquable de la surface

S(z,y,5)=o0.

La surface f posséde des intégrales de seconde espéce. Le nombre
de ces intégrales linéairement indépendantes (c’est-a-dire pour les-
quelles aucune combinaison linéaire n’est égale & une fonction ration-
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‘nelle de x, y et 5) est égal a p,, et le nombre des périodes de ces inté-
grales de seconde espéce est également représenté par p,.

On voit, par I'énoncé précédent, que la surface f jouit d'une pro-
pri¢té bien remarquable ct bien spéciale, et nous pouvons cn conclure,
relativement aux fonctions hyperfuchsicnnes, une conséquence, qui,
pour étre négative, ne m’en parait pas moins présenter quelque intérét,

On sait que M. Poincaré a démontré que les coordonnées d'une
courbe algébrique quelconque

S(z,y) =0

peuvent s’exprimer par des fonctions fuchsicnnes d’un paramétre, ct
c’est la certainement un des plus heaux résultats que présente la
théorie des fonctions fuchsicnnes. Une question analoguc se pose d'elle-
méme pour une surface

Sz, y,3)=0;

on se demande naturcllement si 'on peut exprimer ses coordonnées .z,
¥, 5 par des fonctions hyperfuchsiennes de deux paramétres. Le théo-
réme que nous venons de démontrer permet de répondre & cette ques-
tion, ct la réponse est négatice. On vient de voir en effet que les sur-
faces correspondant & un groupc hyperfuchsien avaient, en géndral,
des intégrales de seconde espéce, ct nous savons que cetie propricté
n'appartient pas 4 unc surface algébrique prise arbitrairement. Les
fonctions hyperfuchsicnnes conduisent donc & une classe spéciale ct
remarquable de surfaces algébriques.

Paris, 15 avril (880,




