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Sur le principe de la moindre action,

Par M. JOUROVSRY,

Professeur 4 I’Ecole Polytechnique de Moscou.

1. Lethéoréme de la moindre action a été complété par M. Serret ('),
qui a démontré que la variation du deuxiéme ordre de I'action est
essentiellement positive. L’analyse du savant géométre étant assez dif-
ficile, il m'a semblé qu'une démonstration plus élémentaire du théo-
réme ne serait pas dépourvue d’intérét.

2. Soit donné un systéme de n points i p liaisons dans sa position
initiale @, @,, ..., soumis & l'action des forces ayant une fonction po-
tentielle U. Examinons deux mouvements extrémement voisins de ce

systeme : af, a,f,, ... et ab, a,b,, ... pour lesquels la constante 4,
dans I'intégrale des forces vives

(1) U—-F+h=o,

est la méme, F étant la somme des forces vives.
En désignant, avec M. Thomson, par (a, f) 'action dans le premier
mouvement et par ¢ le temps de ce mouvement, écrivons

(2) (a,f):[tdet

ou, 4 cause de la formule (1),

(a,f) =f (U+ F+ &) dt.
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Déterminons la variation (a, &) — (a, f),

(a, 1))—(a,f)=/'2Fa¢+f'§’(‘—’~U S + %gé‘y+ ifo*.:)d;

0
dx ddz dy d3y  ds do..)
+f ym (dt o T ar T aa )

Intégrons par parties :

t

dr déz dy dly dsdis
f E”‘(:zz—“dz +m7r+az7zr)"‘
! dx dy ds
. Em — 0 + =% 6‘y+765

_L[ Em(dt S+ =2 7 6y+ u,@ )(lt.

lod“xzo, /’&x=6‘/tw—ll%if-3l,
8/’ /Z:-i—d‘l / +8/ l =y cos« ds,

formule dans laquelle ¢ veprésente la vitesse du point £, Js I'élément fb.
et « un angle entre ¢ et ds. Il vient ainsi

dr ddr dydo’Sy ds dés
[Zm(dt aw tad T & dt)dt

:Emvcosa d‘s—l 2l ot
—[ 2m< 20w+ Tk dy + G503 du,

et la variation devient

Mais on a

(a, b)— (a, [) :zmv cosuds
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L'intégrale est nulle & cause de la formule générale de la Dynamique,
et nous lrouvons

(3) (a, b)— (a, f) = Zmv cosxds.

Ainsi, pour que

(a, b)=(e, f),
il faut et il suffit que les éléments fb, £,b,, ... satisfassent I'équation
(4) -~ Imycosx0s=o.

Nous nommerons les éléments fb, £, b, ... les lignes de I'égale action.

3. Comparons l'action (a, e, d) dans un mouvement réel avec I'ac-
tion (a, b, d) dans un mouvement quelconque, compatible avec les
liaisons et satisfaisant a I’équation (1), la constante £ étantla méme dans
tous les deux mouvements, '

Soient b, b,, ... les positions simultanées des points du systéme dans
le second mouvement. Construisons les trajectoires ab, a, b,, ... d’'un
mouvement réel auxiliaire ayant aussi des points simultanés 4, b,, ...
et la méwme constante 4. Ce mouvement auxiliaire sera entiérement fixé,
puisque nous aurons pour la détermination de 3n — p composantes
arbitraires des vitesses initiales 37 — p — 1 équations exprimant que
les points du systéme passent en méme temps en b, b,, ... et une
équation (1).

Construisons pareillement les trajectoires ac, a,c,, ... du mouve-
ment auxiliaire pour les/ points simultanés ¢, ¢,, ... et pour tous les
autres points simultanés du mouvement abd, a,b,d,, ....

Eliminons maintenant d¢del’action (a, b, d) i V'aide de la formule (1),
comme le fait M. Jacobi,

(5) (a,, d)= [V2(U+h)VEmdP,

oudl, di,, ...sont les éléments des trajectoires abd, a,b,d,, ... par-
courues dans le temps dt.
Soient

dl=be, dly=0byc, ...
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Menons par les points b, b,, ... les éléments
So=29s, fb =3,

des lignes de I'égale action pour les mouvements auxiliaires, les points
[ fis . étant placés sur les trajectoires ac, @, ¢, ..., et posons

ﬁ::dc, f;c‘sz“

Nous avons
di* = de® + 5s* — 2 dg ds cosa.

Multiplions par la masse m et prenons la somme étendue sur tous
les points du systéme,

Smdl*=3Imde*+ Smds® - 23mde dscosa.
Par I'équation (4),
Emde dscosa = dl, Emy dscose = o,

dt, étant I'élément du temps dans lequel les points du systéme parcou-
rent les arcs infiniment éloignés /¢, fi¢c,, .... On aura

Emdl* > Emds?,

on

(6) V2(U +h)yEmdE>y2(U + h)yYEimds*.

Mais nous avons

Va(U + k)yImde* = (f, ¢)=(a,c) —(a, f) =(a,¢)— (@, b)=d(a, b),

et la formule (6) devient

V2(U + A)Y2mdP > d(a, b).

Prenons de toutes les deux parties I'intégrale étendue sur tous les
éléments des lignes abd, a,b,d,, ....

(7) SV2(Uxk)EmdlE> (a,e d),

ou par (5), -
b (a, b, d)>(a, e, d). C. Q. F. D.




