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Théorie générale des polygones étoilés ; 

PAR M. GEORGES DOSTOR. 

INTRODUCTION. 

Les polygones réguliers étoilés trouvent leur emploi dans les arls 
professionnels, dans les arts décoratifs et quelquefois en Architecture. 

L'existence de ces figures constellées n'était pas ignorée des anciens. 
Pythagore avait connaissance du pentagone étoilé, qui, sous le nom 
ϋ'ΰγιθά, était regardé par ses disciples comme l'emblème du salut et de 
la santé (sanitalem Pythagorœ) ('). 

L'étoile pentagonale des Grecs reparaît dans la Géométrie de Boèce, 
est citée dans les Commentaires de Campanus sur Euclide, et se 
trouve étudiée dans les écrits de Lucas di Borgo (2), Peletier du 
Mans (3), Clavius (4) et Ramus. Tous ces auteurs reconnaissent, avec 
Campanus, que, dans le pentagone étoilé, la somme des cinq angles est 
égale à deux angles droits, comme cela se présente pour le triangle. 

Bradwardin (5) fut le premier qui eût étendu la théorie du pentalplia 

(') Encyclopedia unicersa Alstedii, lier bon , liber XV, 1620; in-4°-
(') Euclidis opera a Campano interprète fidissinta translata, Lucas Paciolus enten-

dant. Venetiis, i5og; in-fol. 
(J) Démonstratif) in Euclidis elementa Geometrice, libri sex. Lyon, ι55η; in-8°. 
(*) Euclidis elementorum libri Xf'1. Romaj, 15^4 > in-8°. 
(*} Geometria spcculativa Thome Bradwardini, etc. Parisiis, 1496; in-fol. 
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aux polygones rayonnés d'un plus grand nombre de côtés, qu'il 
appelle polygones égre'dients (egredi, se porter en dehors). 

Cette théorie n'a été réellement constituée qu'entre les mains de 
Répler ('), qui vint y ajouter la célébrité de son nom, en l'asseyant 
sur des considérations analytiques. Dans l'inscription des polygones 
réguliers, convexes et étoiles, le grand astronome détermine par l'ana-
lyse le rapport des côtés au diamètre du cercle circonscrit et en 
déduit une construction géométrique pour chacun d'eux; il calcule 
en même temps la valeur des angles des divers polygones réguliers 
étoilés qu'il considère. 

Après Képler, la science des polygones éludés retombe dans l'oubli. 
Ce n'est qu'en 1809 que l'illustre Poinsot (a) la ressuscite, lui donne 
un corps complet et l'érigé en doctrine définitive. 

Dans son remarquable Mémoire, le savant académicien considère 
les polygones sous le rapport de la situation relative de leurs sommets 
et détermine, d'une manière générale, la somme de leurs angles. Il 
démontre qu'il existe autant de polygones de η côtés et à périmètre 
continu qu'il y a de nombres premiers avec η depuis 1 jusqu'à 

" ^ ' ('), et il essaye de prouver en même temps que, dans les poly-

gones de η côtés et de l'espèce p, la somme des angles est égale à 
2(71 — 2p) angles droits (*). Ce n'est que par un raisonnement intuitif 
et pour ainsi dire expérimental que Poinsot établit ce théorème et 
le généralise en l'étendant aux polygones irrégidiers. 

Nous nous proposons, dans celte rédaction : i° de chercher le 
nombre des polygones étoilés à périmètre continu de η côtés et d'en 
déduire le nombre des polygones étoilés de an côtés; 20 de déterminer 
d'une manière générale, facile mais rigoureuse, la somme des angle 
d'un polygone étoile quelconque; 3° d'établir quelques théorème: 
utiles sur les polygones étoilés qui sont réguliers; 4° de calculer les 
côtés des principaux de ces polygones; enfin, 5° de donner laTormule 

(1 ) Harmonices mundi librt F, Linen Austria, 161g; in-fo!. 
(*) Journal de VEcole Polytechnique, 1810, t. V, cahier X, p. 16 à 48· 
(3) Loc. cit,, p. ai, 
(')-Zoc. rr'/., p. il. 
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qui fournit la surface d'un polygone régulier étoilé à périmètre continu 
ou à périmètre composé, de tirer de cette formule les conséquences 
les plus importantes et d'en présenter des applications. 

Nous avons lieu de penser que cette exposition résume la théorie 
complète des polygones étoilés, dont on ne s'est guère occupé depuis 
les travaux de Poinsot. Le professeur A. Amiot (' ) et MM. Rouché et 
de Comberousse (*) sont les seuls auteurs français qui aient exposé 
les idées de Poinsot, sans toutefois les développer. Celles-ci n'ont pas 
eu plus d'écho à l'étranger. 

§ 1. — NOMBRE DES POLYGONES ÉTOILES DE Η COTÉS 

ET DE 2 11 CÔTÉS. 

1. THÉORÈME I. — Etant donnée une courbe convexe et fermée, 
divisée en η parties consécutives, lorsqu'on joint les points de division, 
à partir de l'un d'eux, dans le même sens de ρ en ρ par des droites, on 
forme un polygone à périmètre continu de η côtés, si les nombres η 
et ρ sont premiers entre eux, et l'on n'en forme qu'un. 

Ce principe élémentaire est d'une démonstration facile. 

y. Définition /. — Le polygone obtenu est dit étoilé et de l'espèce p. 
Les polygones convexes sont de la première espèce. 

3. Remarque I. — Il est évident que le périmètre de notre polygone 
étoilé sous-tend np divisions consécutives de la courbe on ρ fois la 
courbe elle-même. 

4. Remarque II. — Si l'on parcourt, dans le même sens, la suite 
des côtés d'un polygone étoilé, on trouvera un même nombre a de 
sommets à droite de chaque côté du polygone et aussi un même 
nombre h de sommets à gauche de chaque côté, et, si η désigne le 

(') Leçons nouvelles de Géométrie, 2e édition, ι865; I" Partie, p. 267 et suiv. 
(') Traité de Géométrie, 4" édition, 1879; Ire Partie, p. 168 et siiiv. 

Journ. de Math, (3* série), tome VI. — NOVEMBRE 1880. 44 
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nombre des côtés du polygone et p son espèce, on aura 

η = 2 a -+- b ; 
ρ = a 4- ι ou» = » + i. 

Nous prendrons toujours, pour désigner l'espèce de notre poly-
gone, le plus petit des nombres a -+- ι, b + κ. 

Ainsi le polygone étoilé de η côtés et de l'espèce ρ a ρ — ι sommets 
d'une part de chacun de ses côtés et « — ρ — ι de l'autre part. 

On en conclut que : 

Si, dans notre courbe, nous joignons les points de division d'abord 
de ρ en p, puis de η — ρ en η — ρ, nous obtiendrons deux polygones 
étoiles de même espèce. 

5. Remarque III. — Si les nombres η et ρ, au lieu d'être premiers 
entre eux, avaient un facteur commun d ('), le polygone formé par la 

jonction des points de division de ρ en ρ n'aurait que ^ côtés et son 

périmètre sous-tendrait £ fois la courbe. 

6. Définition II. — Dans ce cas, si l'on joint les points de division 
de ρ en ρ, successivement à partir des points i, a, 3, ..., d, on formera 

d polygones étoiles de ~ côtés et de l'espèce^· 

On peut encore admettre que l'ensemble de ces d polygones con-
stitue un polygone de η côtés et de l'espèce p·, mais alors les côtés ne 
forment plus une ligne brisée continue. Nous dirons donc que le po-
lygone résultant est à périmètre composé, mais non étoilé proprement 
dit. 

Ainsi l'hexagone de deuxième espèce se compose de deux triangles, 
superposés sans coïncider, et placés en sens inverses. 

7. THÉORÈME II. — Il existe autant d'espèces de polygones de ιι côtés 
qu'il y a d'unités dans la nwitié du nombre qui exprime combien il y 
a de nombres entiers inférieurs α η et premiers avec n. 

{') Le nombre d est supposé le plus grand commun diviseur entre η et p. 
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En effet, si ρ est premier avec h, η — ρ le sera aussi, et, comme les 
deux polygones étoiles de η côtés qui correspondent aux nombres ρ 
et η— ρ sont de même espèce (n°4), le principe se trouve dé-
montré ('). 

L'un de ces polygones est toujours convexe ; les autrès sont étoiles. 
Ainsi il y a deux espèces de pentagones, trois heptagones, deux oc-

togones, deux ennéagones, cinq endécagones, deux dodécagones, 
quatre pentédécagones, etc. 

Si η est un nombre premier absolu, il existera—espèces de poly-
gones de n côtés à périmètre continu, car tous les nombres entiers, 
inférieurs à n, seront premiers avec n. 

L'espèce la plus élevée des polygones de n côtés est " ' ou " -
suivant que n est un nombre impair ou un nombre pair. 

S. THÉORÈME III. — Lorsque n est un nombre impair, il existe au-
tant d'espèces de polygones de m côtés à périmètre continu, qu'il γ a 
d'espèces de polygones de n côtés à périmètre continu. 

Soit ρ un nombre entier inférieur à la moitié de n et premier avec 
n. Il existera un polygone à périmètre continu de n côtés et de l'es-
pèce p. 

Puisque ρ est inférieur à la moitié de n, 2ρ sera moindre que n ; par 
suite, n — 2p sera un nombre entier positif et plus petit que n ou que 
la moitié de 2η. 

Or je dis que n — 2ρ est premier avec an. 
En effet, n étant impair, n — ap sera aussi impair. Il s'ensuit que 

tout facteur entier commun à n — 2p et 2η ne saurait être qu'un 
nombre impair, qui, par suite, diviserait n. Ce facteur, divisant n — 2ρ 
et n, diviserait leur différence 2ρ et par conséquent p. Donc ρ et n ne 
seraient pas premiers entre eux. 

Aiusi, à chaque nombre entier ρ inférieur à la moitié de n et pre-
mier avec n correspond un nombre entier n — 2p inférieur à la moitié 
de an et premier avec a h. 

Réciproquement, à chaque nombre entier q inférieur à la moitié n 

(' ) POIITSOT, Journal de l'École Polytechnique, 1810, t. V, cahier X, p. ai. 
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de a n et premier avec in correspond un nombre entier " ? infé-
rieur à la moitié de η et premier avec n. 

Car q, étant premier avec 2n, est un nombre impair; comme η est 

supposé impair,
 ?

 ? est un nombre entier évidemment moindre que 
la moitié de n. 

D'ailleurs q, étant premier avec in, l'est avec n; donc - ' q est 

aussi premier avec n. 
11 s'ensuit que, si n est un nombre impair, à toute espèce de poly-

gone de n côtés correspond une espèce de polygone de m côtés, et 
réciproquement. 

9. Définition III. — Nous appellerons polygones correspondants 
deux polygones à périmètre continu, l'un d'un nombre impair n de 
côtés et l'autre d'un nombre double 2« de côtés, dont les espèces sont 
respectivement ρ et n — ip. 

Il s'ensuit que : 

Lorsque n est un nombre impair, deux polygones à périmètre con-
tinu, Γ un de n et Vautre de 2« côtés, sont correspondants, si la double 
espèce du premier, augmentée de l'espèce du second, donne une somme 
égale à n. 

10. THÉORÈME IV. — Lorsque n est un nombre pair, il existe deux 
fois autant de polygones à périmètre continu de in côtés, qu'il y a de 
polygones à périmètre conlitiu de n côtés. 

Soit, en effet, ρ un nombre entier inférieur à la moitié de n et premier 
avec n. 11 existera un polygone à périmètre continu de n côtés et de 
l'espèce p. 

Or le nombre p, étant premier avec le nombre pair η, est nécessai-
rement impair; par suite, il est aussi premier avec in. 

Mais, ρ étant premier avec η, η — ρ l'est aussi, non seulement avec n, 
mais encore avec in; de plus, η — ρ est évidemment moindre que n 
ou que la moitié de ara. 

Donc, si n est pair, à chaque polygone à périmètre continu de 
m côtés et de l'espèce ρ correspondent deux polygones à périmètre 
continu de 2» côtés et des espèces respectives/» et n — p. 
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La réciproque est évidente. 
Il s'ensuit que le nombre des polygones à périmètre continu de 

2η côtés est double du nombre des polygones à périmètre continu de 
H côtés. 

11. Définition IV. — Nous appellerons polygones conjugués deux 
polygones à périmètre continu, d'un nombre doublement pair in de 
côtés, dont la somme des espèces est égale à n. 

§ II. — ÉVALUATION DE LA SOMME DES ANGLES DANS LES POLYGONES 

QUELCONQUES, A PÉRIMÈTRE CONTINU OU A PÉRIMÈTRE COMPOSÉ. 

12. Définition I. — Considérons le polygone étoiléÀBCDEFG [fig. ι ), 
que nous supposerons quelconque. Nous donnerons le nom d'angle 

Fig. ι. 

saillant à tout angle, tel que GAB, qui est compris entre deux côtés 
consécutifs GA et AB. 

15. Dfinilion II. — Les côtés GA et AB d'un angle saillant sont 
généralement rencontrés par tous les autres côtés du polygone. Les 
points d'intersection A' et E', les plus rapprochés du sommet A, sont 
les sommets de deux angles AA'G et AE'F, qui s'appuient respective-
ment sur les deux côtés de l'angle GAB. 
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Ces deux angles AA'C et AE'F peuvent être appelés des angles ren-
trants du polygone ABCDEFG. 

14. Remarque. — Dans ce paragraphe, nous ne ferons aucune dis-
tinction entre les polygones ; ils peuvent être à périmètre continu ou 
à périmètre composé. Nous considérerons même la suite non inter-
rompue de toutes les espèces des polygones de η côtés, qui naturelle-

ment sont au nombre de " ou de —» suivant que η est impair ou 
pair.. 

L'inspection de la fig. ι fait voir |que les angles rentrants du po-
lygone ABCDEFG sont opposés par le sommet aux angles saillants du 
polygone A'B'C'D'E'F'G', dont les côtés ont les mêmes directions que 
ceux du premier, mais dont l'espèce est inférieure d'une unité à celle 
de ce polygone. 

45. THÉORÈME I. — La différence entre les sommes des angles sail-
lants de deux poljrgones quelconques, ayant le même nombre de côtés, 
mais étant dedeux espèces consécutives, est constante et égale à quatre 
angles droits. 

Désignons, en général, par 2
CtC

 la somme des angles saillants dans un 
polygone de c côtés et de l'espèce e. 

Considérons les deux polygones A'B'C'... et ABC. .. [fig. a), 

ayant η côtés, et se trouvant le premier de l'espèce ρ — ι et le second 
de l'espèce immédiatement supérieure p. 

Fig. 2. 
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Tirons les droiles AF, FD, DB... ; .nous formons un polygone 
convexe de η côtés AFDB Sur les η côtés de ce polygone s'appuient 
les η triangles AFE', FDB', DBF',dont les angles au sommet Ε', B', 
F', ... sont égaux aux angles saillants du polygone A'B'C'D'... de 
l'espèce ρ — ι (n° 14). Nous avons donc 

Σ„^, -+- E'AF -+- E'FA -+- B'FD -+- B'DF+ ... = an angles droits, 

d'où nous tirons 

Ση,ρ-, - nn - (E'AF -+- E'FA +· B'F.D -+- B'DF -h ...), 

en désignant par π la mesure de deux angles droits. Or la somme des 
angles entre parenthèses égale la somme des angles du polygone con-
vexe AFDB..., moins la somme 1

Λφ
 des angles saillants du polygone 

étoilé ABCD... de l'espèce p. Puisque la somme des angles d'un po-
lygone convexe de η côtés est égale à η — a fois deux angles droits 
ou égale à [n — i)n — nu — απ, nous aurons 

Vp-, = nu—{nu - απ — Σ„,
ρ

), 
ou 

Ση,ρ—\ — 2π -t- Σ
η>

ρ. 

Nous en tirons l'égalité 

(1) Σ
Πι

ρ_ j Σ
ΠιΡ

 — 2 π, 

qu'il fallait établir. 

16. COROLLAIRE. — Dans tout polygone étoilé, la différence entre 
la somme des angles rentrants et celle des angles saillants est con-
stante et égale à quatre angles droits. 

17. Remarque. — Dans cette démonstration, nous n'avons fait au-
cune restriction sur la nature de nos deux polygones étoilés, qui 
peuvent être, l'un ou tous les deux, à périmètre continu ou à périmètre 
composé. 

18. THÉORÈME II. — Dans tout polygone étoilé île η côtés et de l'es-
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pècep, la somme des angles (saillants) est égale à autant de fois deux 
angles droits qu'ily a d'unités dans le nombre η des côtés, diminué du 
double nombre 2ρ de l'espèce (1 ), c'est-à-dire que 

(II) 2„
iP
 = (n — ·ιρ)π. 

En effet, la relation (1) nous donne 

Ση,ρ— Ση,ρ—, 27Γ. 

Si nous attribuons à ρ successivement les valeurs 

1,2,3I,p, 

et que nous ayons égard à l'expression 2
;ίι

, ~{n— 2)π, nous aurons la 
suite des égalités 

Σ„,, = ηπ — 2 7Γ, 

Ση, 2 — Σ
η

,\ 2 π, 

Σ
η
,ι —- 2,,^ 2 κ, 

· * » 
Σ

η
,ρ— I — Σ

η
φ^ 2 7Γ, 

Ση,ρ ™ Ση,ρ^-ι 2Κ. 

Ajoutons ces ρ équations membre à membre et supprimons les 
sommes 2„

i2

, ..., 2„
iP

_,, qui seront communes aux deux membres 
de l'équation résultante; nous obtenons l'égalité 

Σ„,ρ—ηπ — ζπρ 
on 

Σ
α

,ρ—[η - -spjn, 
qu'il fallait établir. 

19. COROLLAIRE I. — Si η est pair, l'espèce la plus élevée sera mar-

quée par le nombre " ^ — (n° 7); par suite, on aura 

( 111 ) 2^= [h - (« - a)]T = a s. 

(') PouisoT, Journal de l'École Polytechnique, 1810, t. V, cahier X, p. 251. 
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Si «est impair, l'espèce la plus élevée sera marquée par le nombre 

(n® 7) ; par suite, il viendra 

(IV) 2 , =[« — («— ι)1π — π. 

On en conclut que : 

La somme des angles d'un polygone étoile de l'espèce la plus élevée, 
parmi ceux d'un même nombre de côtés, est égale à quaire angles 
droits, ou égale à deux angles droits, suivant que le nombie des côtés 
du polygone étoile' est pair ou impair. 

Ainsi, la somme des angles du triangle, celle des angles du penta-
gone de deuxième espèce, ou de l'heptagone de troisième espèce, de 
i'ennéagonc de quatrième espèce, du pentédécagone de septième 
espèce, etc., est la même et toujours égale à deux angles droits. 

De même la somme des angles de l'octogone de troisième espèce, du 
décagone de quatrième espèce, du dodécagone de cinquième 
espèce, etc., est aussi la même et égale à quatre angles droits. 

20. COROLLAIRE II. — Lorsqu'un polygone a un nombre de côtés 
simplement pair un, et que ρ est moindre que η et premier avec η, 
nous avons 

^
2Λ

.
Π
-2Ρ = [ 2 η — a(«— 2ρ)\π— 4/ιπ. 

Donc la somme des angles du polygone étoilé de 2« côtés et de l'es-
pèce η — a ρ est indépendante du nombre des côtés et ne dépend que de 
l'espèce ρ du polygone. Cette somme est égale à 2 ρ fois quatre angles 
droits. 

Puisqu'on a 
2>n,p~\ii — 2/2)τι =? ηπ — opr.. 

il vient 

(V) 2 2
Π
φ -t- 2*2π.π—3ρ — 2«J7. 

Ainsi, lorsque η est impair, les angles de dieux polygones correspon-
dants, dont l'un a η côtés, sont tels, que la double somme des angles 

Journ. de Math. (3· série), tome VI. — NOVEMBRE 1880. 45 
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du premier polygone, augmentée de la somme des angles du second, est 
indépendante des espèces de ces deux polygones et ne dépend que du 
nombre de leurs côtés. Cette somme est égale à η fois quatre angles 
droits. 

21. COROLLAIRE III. — Lorsqu'un polygone a un nombre de côtés 
doublement pair m et que ρ est inférieur à la moitié de η et premier 
avec H, on a 

Zîn,„-P= [an - i(n — ρ)]τ: = ιρπ. 

Donc, la somme des angles du polygone étoile de in côtés et. de l'es-
pèce η — ρ est indépendante du nombre des côtés et ne dépend que de 
l'espèce du polygone. Celte somme est égale à ρ fois quatre angles 
droits. 

Puisque l'on a 
2s

n,p - (3W — 2P)n — 2Ηπ ~ 2/"o 
il vient 

(VI) l
2n

,p + Σ
2
„,

α
_ρ = ιηπ. 

Ainsi, lorsque η est pair, la somme des angles de deux polygones 
conjugués est indépendante de leurs espèces et ne dépend que du 
nombre m de leurs côtés. Cette somme est égale à η fois quatre angles 
droits. 

22. THÉORÈME III. — Dans tout polygone, la somme des angles 
extérieurs, que l'on obtient en prolongeant tous les côtés dans le même 
sens, est égale à autant de fois quatre angles droits qu'il γ a d'unités 
dans l'espèce du polygone. 

En effet, la somme des angles, tant extérieurs que saillants, est égale 
à autant de fois deux angles droits que le polygone a de sommets ou 
de côtés. Si le polygone a η côtés, cette somme sera ηπ. 

Mais, si le polygone est de l'espèce p, la somme des angles saillants 
sera 

2„,p— (η — ιρ)π. 

Nous avons, par suite, pour la somme Ε des angles extérieurs, 

Ε = ηπ — Σ„φ — ηπ — (« — ζρ)π — ηπ — ηπ -+- aρπ. 
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Donc il vient 

(VII) Ε = ρ2π. 

Ainsi, dans le pentagone de seconde espèce, la somme des angles 
extérieurs est égale à huit angles droits. 

§ III. — LE» POLYGONES RÉGULIERS ÉTOILES. 

25. THÉORÈME I. — Dans tout polygone régulier étoile de η côtés et 
de l'espècep, 

i° Chaque angle saillant est égal à Γ excès de deux angles droits 

sur ̂  d'angle droit; 

2° Chaque angle rentrant est égal à l'excès de deux angles droits 

sur —- d'angle droit. 

i° Car, les η angles saillants étant égaux entre eux et valant en-
semble (n — 2ρ)π, chacun d'eux vaudra la n""°* partie de cette somme, 

ou
 Î2—En désignant l'un quelconque de ces angles par «, on a 

donc 

(I) a. = n— VIL— a droits — — d'angle droit. 

2° De même les η angles rentrants, étant les angles saillants du po-
lygone de η côtés et de l'espèce ρ — ι, valent ensemble [72 — a(p — ι )]π, 

et, puisqu'ils sont égaux entre eux, chacun d'eux vaudra ———■— ·. 

En représentant l'un quelconque de ces angles par β, on a, par con-
séquent, 

(II) β — π —
 n

 = 2 droits — „ ~ d'angle droit. 

24. COROLLAIRE. — Les deux formules (I) et (II) nous donnent 

Λ (ip — 1 ) r. 2ρπ π 
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Donc, dans tout polygone régulier étoile de η côtés, la différence 
entre un angle rentrant et un angle saillant est égale à la n'e"" partie 
de deux angles droits. 

25. THÉORÈME II. — L'angle au centre d'un polygone régulier 
étoilé, de η côtés et de l'espèce p, est égal à la n'e"'e partie de ρ fois 
quatre angles droits. 

En effet, soient Ο le centre d'un polygone régulier étoilé {fig. 3), 

AG un de ses côtés et Oi la perpendiculaire abaissée du centre Ο sur 
ce côté. 

Dans le triangle rectangle OÀi, l'angle OAt est la moitié de l'angle α 
du polygone régulier, et l'angle AOi est la moitié de l'angle au centre 
de ce polygone. Or les deux angles OAi et AOf sont évidemment com-
plémentaires; par suite, si nous désignons par y l'angle au centre, nous 
aurons 

« 7 π 

d'où nous tirons 
y — n — v.. 

Fig. 3. 
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Mais la formule (i) nous donne 
:JS

7 

π — &. = ; 
donc nous avons 

( Π11 ν = -Ρ = - 2 π. 

26. COROLLAIRE. — Celte formule prouve que : 

Le périmètre d'un polygone régulier de l'espèce ρ sous-tend ρ fois la 
circonférence, ce que nous savions déjà (n° 3). 

27. Relations entre le côté, le rayon et l'apothème d'un polygone 
régulier étoile. Représentons, en général, par 

le côté, le rayon et l'apothème du polygone régulier étoilé de c cotés 
et de l'espèce e. Dans le triangle rectangle OAt {fig. 4)> l'hypoténuse 

C
(f

. Hf/' Pc,e 

Fig. 4. 

OA est le rayon du cercle circonscrit, le côté Oi est le rayon du cercle 
inscrit, et le second côté Ai est le demi-côté du polygone régulier. Ce 
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triangle donne 
A.Î—OA sinAOi, 
Oi = OA cos AO i, 
Az' = OztangAO/. 

Supposons que le polygone ait η côtés et soit de l'espèce p. L'angle 
AOi étant le demi-angle au centre, on aura (u° 25) 

AO/ = — ; 

par suite, les trois égalités précédentes reviennent à 

(IV) 

— ^Bg^sin 

>\p = B„,p cos^-. 

c^= 2/·
Λι#>

 tang — · 

28. Polygones réguliers de η côtés inscrits dans le même cercle. — 
Soit R le rayon de ce cercle. La première des relations (IV) nous 
donne 

Cnjt = a R siu 

C
n
,
p
-, = aRsin^-i π; 

nous en tirons 

(V) c»,.= . 

Par la seconde des égalités (IV), nous avons 

r„iP— R cos 

r„
iP
_

i
 = Rcos^—-π, 
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d'où il nous vient 

COS 7Γ 

Ces deux dernières relations nous donnent 

f'm.p-1 η η ti_ 

Otl 

rn.p — r ^ ri 

Mais, puisque 

C
Bi

, = aRein^> C„
j2p

= aRsin > 
on a 

Λ _ 2C„r, 

Donc il vient 

(VIII '"■ι-1 j 2^°·' 

29. THÉORÈME IV, — Les cote's de deux polygones réguliers corres-
pondants sont ceux de l'angle droit d'un triangle rectangle

t
 dont l'hy-

poténuse est le diamètre du cercle commun, qui est circonscrit aux 
deux polygones. 

Représentons par R le rayon du cercle circonscrit à deux polygones 
réguliers, l'un d'un nombre impair η de côtés et l'autre d'un nombre 
double 2η de côtés, qui sont des espèces respectives ρ et η — ip (n° 9). 
Tes côtés de ces deux polygones seront (n° 27) 

(0 
C„„= a R sin — ι 

C
3
„,„-3

P
— aRsin " 2/V 
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Or ii est aisé de voir que 

η — 2ρ π ρπ 
par suite, il vient 

(2) Ca/ϊ,π—ί/j '—2R COS —- ■ 

Elevant au carré les deux côtés (1) et (a), et ajoutant, on obtient la 
relation 

(VIII) c„%+c2v„_2r=4Ra, 

qui démontre la proposition énoncée. 

30. Remarque. — La relation précédente permet de calculer les 
côtés des polygones réguliers d'un nombre impair η de côtés 
lorsqu'on connaît ceux des polygones réguliers de 2 η côtés, et réci-
proquement. 

31. Première application. — Les côtés des deux pentagones réguliers 
peuvent ainsi s'obtenir au moyen des côtés des deux décagones régu-
liers, que l'on sait être 

C
(0

,, = [R(\/5 — 1), C
IOi

, =: |R(\/5 + t). 

Car on a (n° 29) 

Ct
1
 = 4R2-Cf

0
,, = 4R2-iRa(V5-t-.)2=|Rï(.o-2V

/5), 

C2,* = 4R2-C*
0il

 = 4R2-|R2(\/I>- I)2 = -[R2(.O + 2V'Î.), 

d'où l'on tire les valeurs suivantes. 

C5( = ̂ Ryto—2\/5, Cs ?2
 = | Ryio-t-2^5, 

pour les côtés des deux pentagones réguliers, l'un convexe et l'autre 
éloilé. 

32. Deuxième application. — Si l'on connaît les côtés des quatre 



THÉORIE GÉNÉRALE DES POLYGONES ÉTOILES. 361 

pentédécagones réguliers, on pourra aussi calculer les côtés des quatre, 
polygones réguliers de trente côtés, qui leur sont naturellement cor-
respondants. 

Les côtés des quatre pentédécagones réguliers s'obtiennent pair un 
procédé très simple, qui se trouve exposé au n° 43. Ces côtés sont 

C
)5j

7 = {R( V^10 — + \ji5 + ^3 ) > 

C
(5i)

 = |K( v/io + —V'd), 

C
im

 = |R(-\/IO - 2V/5 + V/T5 + V/3), 

C
I5

,, = |R( s/'
0 + W3 — v/l3 + V3)-

Substituant ces valeurs dans la formule (VIII), on trouve de suite, en 
effectuant les calculs, que 

C30J = {11^36 — 4^5
 —

 4v'3 y/io-t-ay 5 ~ 1R(V'
3

\/IO — 2y'5 — \/5 — 1), 

C

3O,7 = |R\/36 -T-4^5 —4^3^1° — 2V'5 = |R (V'3V/IO + 2y5 - v'
5
 + ι ), 

C»o.i, = {R V
36

 — 4 V
5

 + 4 V'3 V
10

 +
 2

 v'5 = 1R ( v'3 \/1 ο — 3
 v

/5 + v'5 + 1 ). 

C
3
o,i3 = tRV'3^ -+■ 4v'5 + 4V3\/10 — 2v'3 = ïR(ν'3\/to-+-2y/5-t-v5—') 

sont les côtés des quatre polygones réguliers de trente côtés, qui sont 
inscrits dans le cercle de rayon R. 

On trouvera au n° 44 un procédé plus simple et plus rapide pour 
obtenir ces côtés, et où se trouve évitée l'extraction des racines carrées. 

33. THÉORÈMEV. —Etant donnés deux polygones réguliers, l'un d'un 
nombre impair η de côtés et l'autre d'un nombre double m de côtés ; 
si ces polygones sont correspondants et des espèces respectives ρ et q, le 
produit de leurs côtés sera égal au rayon commun R multiplié par le 
côté du polygone régulier qui a autant de côtés η que le premier de 
ces polygones et qui est de la même espèce q que le second. 

On a (n° 27) 

C„„— 2Rsin —, C
2n

„= aR sin —, 

Journ. de Math. (3e série), tome VI. — DÉCEMBRE 1880. 4^ 
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d'où l'on tire 

C.
#
XC

im
 = ÎR! s'm?* sin ~· 

Puisque les deux polygones sont correspondants, il vient la re-
lation (ll° 9) 

*p -4- q = m» 
d'où l'on tire 

q = n— %p, 
et par suite 

sin— = sin· - π = sin( —ι — cos 

Le produit de nos côtés devient, par conséquent, 

G„j,x C2n?= 4Rssin — cos— = aR'sin—— =R.aRsin -—— π 

Oil 

(IX) C^ y^R.aR sin ̂  = R χ C
nî

, 

ce qu'il fallait prouver. 

34. Application. — Ainsi l'on a 

Q,s X Cie,i — R X c
5>1

, 
Cs,, X C

j0il
 — ft x fi, , — ft χ C5i,. 

ou 

^Ry/io-t-av^X R(v^5 — i) = Rx ̂ R^ίο — α\/5, 

| Ry/io— a\/5 χ ^(^5-4- i) = RX {Rv/io -+- 2^5, 

c'est-à-dire 

(V 5 — i)^io-t-a^5 = ayTô— a y/5, 

(V5-t- i)v/ ίο — a \/5 = ay/Tiu-t- ay^5, 

ce qu'il est d'ailleurs bien aisé de vérifier. 
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35. THÉORÈME VI. — Les côtés de deux polygones réguliers conjugues, 

inscrits dans le même cercle, sont ceux de l'angle, droit d'un triangle 
rectangle, dont l'hypoténuse est le diamètre du cercle circonscrit aux 
deux polygones. 

Soit, en effet, 

(3) C
2n

^,= 2Rsin^ 

le côté d'un polygone régulier ayant un nombre doublement pair 2/1 
de côtés et étant de l'espèce p. Le côté de son conjugué, parmi ceux 
de Ά η côtés, sera (n° 11 ) 

C2„ n~B= 2R sin - -π 
ou 

CM._,== 2Rein 
On a donc 

(4) C,aRcos^· 

Élevant au carré les deux côtés (3) et (4) et ajoutant, on obtient la 
relation 

(X) C^+C|„.„_, = 4»2· 

36. Application. — Connaissant les côtés de l'une des moitiés des 
polygones réguliers d'un nombre doublement pair 2 η de côtés, on 
peut, au moyen de ce théorème, calculer les côtés de l'autre moitié des 
polygones réguliers de un côtés. 

37. THÉORÈME VII. — Le produit des côtés de deux polygones ré-
guliers conjugués est égal au rayon multiplié parle côté du polygone 
régulier d'un nombre de côtés deux fois moindre, mais de même espèce 
que l'un ou l'autre des deux premiers polygones. 

Puisqu'on a 

aRsin^» C, aRcos^» 
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on obtient, en multipliant, 

C2„i(,x C2re „_p = 4RÎS'" ~ cos —■ — 2R2 «in 

Or nous savons que 

2R sin — aR sin —~Ρ π = C„
>p
= C„

in
_

p
.; 

donc il vient 
X ^in,n—p— H X ^ '71 ,p — R X ^-'n.n —ρ · 

§ IV. — INSCRIPTION DANS LE CERCLE DES POLYGONES RÉGULIERS DE 

CINQ, HUIT, DIX, DOUZE, QUINZE, TRENTE, SOIXANTE ET CENT VINGT 

CÔTÉS. 

38. Dans tout ce paragraphe, nous ne considérons que les poly-
gones réguliers à périmètre continu. 

39. Pentagones réguliers. — Il existe deux pentagones réguliers, 
l'un convexe et l'autre étoilé. Ce dernier est de deuxième espèce. 

En appelant toujours R le rayon du cercle circonscrit à nos poly-
gones réguliers, on a de suite 

(I) 

C
5i

, = aRsin g = aRsin36° = -R^/io — ay^o, 

C
5i2

 = aRsin ~ — aRsinya0 = ;-R^io-+-ay/5. 

On en déduit 
^,i + C2

6i2
=5Ra. 

Ainsi, la somme des carrés des côtés des deux pentagones réguliers 
est égale au quintuple carré du rayon. 

40. Octogones réguliers. — Il y a aussi deux octogones réguliers, 
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dont l'étoile est de troisième espèce. On a donc 

C8i) — aRsin ^ = 2R y ^ ^ = Ry2 — y/a, 

C8>, = aR sin-^ =2Rcos^ = 2R y —= Rya + y/2. 

On en tire 
CL. + ct^iR2. 

Donc, dans les deux octogones réguliers, la somme des carrés des 
côtés est égale au carré du diamètre du cercle circonscrit. 

41. Décagones réguliers. — On compte deux décagones réguliers, 
dont l'étoilé est de troisième espèce. Les côtés de ces deux polygones 
s'obtiennent en divisant le rayon en moyenne et extrême raison, et 
ont pour valeurs les deux solutions fournies par cette division. Ces 
côtés sont ainsi 

(II) 
C

10
,i = 2Rsin = ^R(s/5 — 1), 

C
l0i3

 = 2Rsin^ = iR(N/5 + i). 

On en conclut d'abord 
C)0,( ̂  C(0,3 b2) 

puis 
0,3 C|0,1 ®·· 

Ainsi : i° le rayon est moyen proportionnel entre les côtés des deux 
décagones réguliers ; 2" il est égal à la différence des côtés de ces deux 
décagones. 

On a encore 
C?„, 14-C»

0I1
 = 3R». 

La somme des carrés des côtés des deux décagones réguliers est 
égale au triple carré du rayon. 
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42. Dodécagones réguliers. — Il y a, outre le dodécagone régulier 
convexe, un dodécagone régulier étoile, qui est de cinquième espèce. 

Les côtés de ces deux polygones sont 

G,21 = aRsin — = aRsin 15°, 

C.j. = aRsin — = aR cos — — aRcos i5°. 
Puisqpe 

siniô^y/'—c°-— = £\/
a
 - VÎ = Va), 

cosi5
0
=yA±—= ~\/2 + y/i = 1(^6 + Va), 

on a 

C
13>1

 =|R(V6 — Va) =Rv/a — V3, 

C,
J>5

 — ̂ -R^ô-f-Va) — Ry^a -+- V3· 

Ces expressions donnent 

C„.,XC
IM

 = R·, CJ
2
,
1
4-C?

2i5
 = 4R1. 

Ainsi : i° le rajon est moyen proportionnel entre les côtés des deux 
dodécagones réguliers; a0 la somme des carrés des côtés des deux do-
décagones réguliers est égale au carré du diamètre du cercle circon-
scrit. 

43. Pentédécagones réguliers. — Il existe quatre polygones régu-
liers de quinze côtés, dont les trois étoiles sont des espèces 2, 4 et 7. 
Les côtés de ces polygones sont donc 

(>) 

G,
5

. = aR sin ^=1 

C
15

,
a
= aRsin^, 

C
l5i

,= aRsin^, 

C,5i, = aRsin 
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Les sinus des quatre arcs 

π îi: 4π ηπ 

peuvent aisément se calculer en valeur de sinus et cosinus d'arcs plus 

Fig. 5. 

.A D C M L 

simples que l'on connaît déjà, car on a 

t ν π π π 17r 3π π r. π ηπ 3π π 

Si Ton observe que 

sin^ = cos^ = -ι cos77 = sin χ = -vo, 

sin — = 7 (\/5 — ι), cos — = sin -r- = 7 \/io -+- 2 γ'δ 

sin — = 4 (JE η- 1), cos — = sin ~ =ri\/io—a\/5 

et que l'on substitue dans les égalités (1), après y avoir développé les 
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seconds membres suivant les identités (2), on trouvera de suite que 

(I«) 

— -f-R^ γ/1 ο -f- 2^5 — \/15 -f- fô ) , 

C't5,2= ÎR(— s/10— 2^5 + 4" V'·5)· 

C)5i4 = ^R( y/io + + — 

C,
5
,
7
=|R( V^

10 — 2V5 + V^> +v/3) ('). 

La comparaison de ces expressions nous fournit les deux relations 

Ctà.i + C(Ô,4 — iHV^10 + 2V^ — CJ.ÎÎ 

Cf 5,7 5,2 2 H ° 2 1^5,1 · . 

Ainsi : i° la somme des côtés des deux pentédécagones réguliers des 
espèces 1 et 4) inscrits dans le même cercle, est égale au côté du pen-
tagone régulier étoilé qui est inscrit dans ce cercle; 20 la différence 
des côtés des deux pentédécagones réguliers des espèces η et 2, inscrits 
dans le même cercle, est égale au côté du pentagone régulier convexe 
qui est inscrit dans ce cercle. 

Les formules (III) nous fournissent aussi les égalités 

C)5,l X C|5,4 0 R X L
I0 I

, 

Ci 5,2 X Lj 5
ï7

 2 R" ( 4~ 0 —' R X ^10,3* 

Donc : 1° le rayon est la quatrième proportionnelle au côté du déca-
gone régulier convexe et aux côtés des deux pentédécagones réguliers 
des espèces 1 et 4 > 20 il est aussi la quatrième proportionnelle au côté 
du décagone régulier étoilé et aux côtés des deux pentédécagones ré-
guliers des espèces 2 et η. 

Si l'on élève au carré les quatre valeurs (III), et que l'on ajoute les 
résultats, on trouvera que 

C?Sll + q6,2 + Ch.4 + C(6,7=7Ra. 

(1 ) Ces côtés se trouvent calculés par la Géométrie pure, d'une manière fort élégante, 
dans le Traité de MM. Rouché et de Comberousse, 4* édition, 1" Partie, p. I73. 
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Donc, la somme des carrés des côtés de quatre pentédécagones régu-
liers, qui sont inscrits dans le même cercle, est égale à sept Jois le carré 
du rayon. 

44. Polygones réguliers de trente côtés. — Comme la moitié de 
3o est un nombre impair, il existe aussi quatre polygones réguliers 
de trente côtés (n° 8), dont les trois étoiles sont des espèces 7, xi 
et i3. 

Les côtés de ces quatre polygones sont 

Développant et effectuant les substitutions convenables, on trouve que 

La comparaison de ces expressions nous fournit les deux relations 

qui prouvent que : 

10 La différence entre les côtés des polygones réguliers de trente 

C3Q,, = aR sin ^ = aRsin — gj, 

C»o,7 = aRsin g = aRsin (j -

C
10i1l

 = 2Rsiii-~-= aRsin H- g]> 

C
3
.,

13
=aRein^- = aRsin (? + £). 

(VI) 

c
3
„., =iR(v/3o -6N/5-v;5-0, 

C
30>7

 — -jR^^/do -t- ύ\5 — \J5 1), 

Cj„,H — -fR(v/3o — 6y'5 + V5 4- 1), 

Cao,i3 — tRÎV'^O -t- β V 5 -H V 5 — I ) -

^3(J, 1 I - ^30,1 2^(V^ 0 
^30,13 ^30,7 2®-(V^ 0 

Joiirn. de Math. (3*· série), tome VI. — DÉCEMBRE 1880. 47 
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côtés et des espèces 11 et 1, inscrits dans le même cercle, est égale au 
côté du décagone régulier étoile' qui est inscrit dans ce cercle. 

20 La différence entre les côtés des polygones réguliers de trente 
côtés et des espèces i3 et 7, inscrits dans le même cercle, est égale au 
côté du décagone régulier convexe qui est inscrit dans ce cercle. 

Les mêmes formules (IV) nous donnent aussi 

^30,1 Χ- O
30>(

, 4^~(^ ^Ιϋ.ί) 
CJO.TX C30>)S = |RS(6 + 2V5) ~c?o,3· 

On en conclut que : 

10 Le côté du décagone régulier convexe est moyen proportionnel 
entre les côtés des deux polygones réguliers de trente côtés, des espèces 
1 et 11. 

20 Le côté du décagone régulier étoile' est moyen proportionnel entre 
les côtés des deux polygones réguliers de trente côtés, des espèces 7 
et i3. 

Nous avons, en vertu du théorème du n° 29, 

Cso.i -- 4R2 — cf
6i7

, C?
0i7

 = 4R2-cjv,, 

C30lII=4R2 — C?5,2> 

et par suite, en ajoutant, 

C30.I -1- ^3 0,, -H , +- C|
0ti3 

= i6Rs — (CJ6il -f- CJ6 2 + CJ6i4 4- CJ6i7) = 9R2. 

Donc, la somme des carrés des côtés des quatre polygones réguliers 
de trente côtés qui sont inscrits dans le même cercle est égale à neuf 
fois le carré du rayon. 

45. Polygones réguliers de soixante côtés. — Il existe huit poly-
gones réguliers de soixante côtés, dont les espèces sont 1, 7, 11, i3, 
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17, 19, 23 et 29. Leurs côtés seront donc 

C
eM

 = 2R sin ^ = 2Rsin^--^j. 

C
e

,,,, =2Rsin =2Rsin^ —yjjj 

C,
0ill

= aRsin^=
 2

Rsin — γ§)> 

C,0il3= 2Rsin-^ = 2Rsin^ — 

'-'60,20 — 2Rsin^ = 2Rsin^-T-^Y. 

Ceo,2j ~ 2R sin = 2 R sin ̂  -+- > 

GEO, IO — aRsin^ = 2Rsin^-T--^Y 

Ce
0
,
(7

= 2Rsin^ = 2Rsin^-l-—j· 

Développant et substituant, on obtient les valeurs 

''66,1 = iRV2[(v3 + i)(V5 — Ο - (v3 — Ov^io + ayS], 

'*oo,7 = iIW2[(v'3-+- I)\/io — 2^5 — (v'3 — 1)(vô -H 1)], 

C'oo.n — β ®V2 [( V3 — ') v' ' 0 2
 V

3
 "i~ (ν

3 + 1) (v'5 — 1 )], 

Ceo.n = |R ν'2 [(V3 ') (</5 -ι-1) — (v'3 — 1) \J 10 — 2 y 5], 

C.e,n = iRV2[(V'3 -+- i)v/io — 2^5 + (v'3 — 1) (v'5 -+-1)], 

'-:«..i» = iRV'2[(V3 + OV*10 ·+· 2V'3 — (V3 — 0(v3 — θ], 

Ceo,î> = iRv^[(V3 — ι)\Λ° — 2v3 + (y/3 -h i) (v'3 -t-1)], 

C,
0
.J, = iRv'2[(V3 + i)v^

10
 -+-

 2 v'5 ·+- (V
3

 — ') (v'5 - j)]· 

Les huit polygones réguliers de soixante côtés à périmètre continu 
sont conjugués deux à deux; nous avons par suite, en vertu du théo-
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rème dn n° 35, 

Ceo,i + CL.29 — CL,? -h CJ
lli23

 —/|R2, 
GIo,!C2

rj
,
ie
 = G|

0
,
13

-H Cl„,
17
 ̂  4R2-

On en conclut que : 

La somme des carrés des côtés des huit polygones réguliers de soixante 
côtés,quisont inscrits dans le même cercle, est égale à seizefois le carré 
rayon. 

46. Polygones réguliers de cent vingt côtés. — Ces polygones sont 
au nombre de seize. On pourra calculer les côtés de ces polygones en 
suivant la même méthode. Il suffira de faire usage des identités sui-
vantes : 

77 π η ττ π 7 π 

ητΐ 77 77 *2 3 77 77 77 

! 1 77 77 π IC) ΤΓ 77 π 

1 3 77 77 77 1 ^ 77 77 77 

3Ϊ77 3 π ητζ τ· 3r 7π 

3 ^ 77 377 77 5377 3 Τ7 77 

Ίΐ7Γ 3 77 77 4977 ^ Χ 77 

43~ 3Γ _ -^ 47" . 

47. Ce mode de calcul, comme l'on voit, fournit toutes les valeurs 
que donne Ja résolution de l'équation binôme χ" — ι — ο. Il a l'avan-
tage d'être |>lus élémentaire et surtout plus facile. 
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§ V. — SURFACE DES POLYGONES RÉGULIERS ÉTOILES. 

48. Surface du polygone régulier de η côtés et de l'espèce ρ en 
valeur du rayon du cercle circonscrit. — Considérons le polygone ré-
gulier ABC... EFG (Jig. 6), qui a η côtés et dont l'espèce est p. 

Fis- 6. 

Joignons le centre Ο à un sommet A de ce polygone, ainsi qu'aux, 
deux sommets voisins A' et E' du polygone régulier de η côtés et de 
l'espèce ρ —- ι, qui sont situés sur les côtés issus du sommet A dans le 
polygone de l'espèce p. 

Du centre Ο abaissons en même temps la perpendiculaire Oi sur le 
côté \G. 

La droite OA sera le rayon R du cercle circonscrit à notre polygone 
régulier; la droite Oi sera le rayon r du cercle inscrit, et la ligue Ai 
sera le demi-côté ^C du polygone régulier. 

La surface de notre polygone se composera évidemment de η qua-
drilatères, tels que AA'OE', ou de 2 η triangles, tels que A ΑΌ. En dési-
gnant, en général, par S,.,,, la surface du polygone régulier qui a c côtés 
et qui est de l'espèce e, nous avons ainsi 

S
N

_P = M. A A'O. 
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Le triangle ΑΑΌ est parfaitement déterminé, car nous y connais-
sons le côté AO, qui est le rayon R du cercle circonscrit, ainsi que les 
deux angles OAA' et AOA'. 

L'angle OAA' est en effet la moitié de l'un des η angles saillants de 
notre polygone régulier; il a donc pour valeur (n° 23), 

OAA' = - — 

L'angle AOA' est égal à la différence entre les demi-angles au centre 
AOi et A'O i des deux polygones réguliers de η côtés, qui sont le pre-
mier de l'espèce ρ et le second de l'espèce ρ — ι ; il vient, par 

suite (n° 25), 

AOA' ~p— — p-—1 π — -· 

On sait que la surface d'un triangle en valeur du côté a et des deux 
angles adjacents Β et G est exprimée par la fraction 

a'sin Β sinC 

Comme nous avons a = R et 

sin Β = sinOAA' = sin ( - — — ) = cos — > 

sinC = sinAOA'= sin-, 

sin(B + C) = si η ( + - I =s cos —— - π, 

a η fois la surface du triangle AA'O sera 

(1) S„iP = nR2 "pZl-1"" 

Telle est l'expression de la surface du polygone régulier de η côtés et 

de l'espèce p. 

49. Remarque. — Dans le calcul précédent, nous n'avons établi 
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aucune restriction sur la nature du polygone régulier. La formule (I) 
est ainsi générale et convient aussi bien aux polygones réguliers à péri-
mètre composé qu'aux polygones réguliers à périmètre continu. Elle 
s'applique donc indistinctement à tous les polygones réguliers, qu'ils 
soient étoilés ou pseudo-étoilés. 

50. COROLLAIRE 1. — Si nous posons ρ = ι dans la formule pré-
cédente, le facteur de nRs deviendra 

= - 2 sin - cos - = - sin — > 
et nous aurons 

S„ , = -nR'sin—, 

pour Y expression de la surface des polygones convexes de η côtés. 

51. COROLLAIRE II. — Si l'on fait p=i dans la même formule, 
elle deviendra 

S„
 2

 — nR! tang - cos — · 

52. Surface d'un polygone régulier en valeur du rayon rdu cercle 
inscrit. — La seconde des formules (IV) du n° 27 nous donne 

R= r Substituant dans l'expression (I), nous obtenons, après 
réduction, 

(II) S„ ρ == wra " · 

55. COROLLAIRE I. — Si nous faisons ρ = ι dans cette formule, 
nous aurons 

S„
>(
 = nr1 tang -

pour la surface du polygone régulier convexe de η côtés, en valeur du 
rayon du cercle inscrit. 
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54. COROLLAIRE II. — Si nous posons ρ — 2 djns la formule (II), 
nous trouvons que la surjace des polygones réguliers de η côtés et de 
la deuxième espèce est exprimée par 

S,,,2 — nt'tang - see *-- · 

55. Remarque. — Supposons que ces derniers polygones soient 
circonscrits à un même cercle. Si leurs côtés sont dirigés suivant les 
mêmes droites, la différence D„ de leurs surfaces sera égale à la somme 
de η triangles que l'on forme en prolongeant, de deux en deux, les 
η côtés du polygone régulier convexe. Cette différence est donc 

D„ = η r2
 tang ^ ^séc — r ^ · 

Ainsi, si les deux pentagones réguliers sont circonscrits à un même 
cercle de rayon r, la différence de leurs surfaces sera 

D
s
 — 5 r*\J 2$ — io\ji. 

56. Surface d'un polygone régulier en valeur de son côté, — La 
troisième des formules (IV) du n° 27 nous donne 

r = - cos · 

Mettant cette valeur dans (II), nous trouvons que 

(III) s..,= \nV ■ 

57. Surface d'un polygone régulier en valeur des rayons R et r des 
cercles, l'un circonscrit et l'autre inscrit. — La formule (I) peut 
s'écrire 

S„ „ — wR.Rcos 5 
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et, comme on a R cos — = r, il vient aussi 

(IV) S„,p= nRr -A— ■ 

58. COROLLAIRE I, — Si nous faisons ρ = ι dans cette expression, 
nous aurons 

S„ , = nRr sin 

pour la surface des polygones réguliers convexes de η côtés. 

59. COROLLAIRE II. — En posant ρ = 2 dans la même expression, 
on trouve 

2 = «Rr tang ^ 

pour la surface des polygones réguliers de deuxième espèce. 

60. Surface d'un polygone régulier en valeur du côté et du rayon 
du cercle circonscrit. — Dans la formule (I), remplaçons l'un des fac-

leurs R par sa valeur en fonction de C; elle devient 

(V) S,,/· — ^ «CM " 

61. COROLLAIRE I. — Posant ρ = ι, on trouve 

S„ , = - η CR cos -

pour la surface du polygone régulier convexe de η côtés. 

62. COROLLAIRE II. — En faisant p — 2, on obtient 

I — tang* = -, /iCR ~ ■ 

Joum. de Math. (3e ftérie)
t
 tome VI. — DÉCEMBRE 1880. 48 
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63. Surface d'un polygone régulier en valeur du côté et du rayon du 
cercle inscrit. — Dans la formule (II), remplaçons l'un des facteurs r 

par son équivalent i C cot ̂  ; nous aurons aussi 

(VI) S„.,= -«rC 

64·. COROLLAIRE I. — Si l'on fait ρ = t, on aura la formule connue 

S<M — ^n''C 

pour la surface du polygone régulier convexe de η côtés. 

65. COROLLAIRE II. — En posant ρ — 2, on trouve 

S„ 2 = 7 nrC séca --

pour la surface des polygones réguliers de deuxième espèce. 

66. Puisque nous avons 

sm - = sin π = sin — cos π — sin c π cos — > 

la formule (II) peut s'écrire 

Sn>/J = nril —- -— ) 

OU 

(Vil) S„,
p
 = nr

2
 (tarig~ - tangA^. 

Or les deux triangles rectangles AO/ et A'Oi (Jig. η) nous donnent 

Àt'=r tang^p K'i — rtang^-A, 
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d'où nous tirons 

AA' = rotang
p
-~ - tang^----π). 

L'expression (VII) devient ainsi 

S« ,p — nr.kk! — «.2AA'.|r. 

Mais η fois 2 AA' ou η fois (AA' + GG') représente évidemment le péri-

Fig. 7. 

mètre apparent du polygone régulier étoilé. Donc on peut dire que : 

La surface d'un polygone régulier étoilé a pour mesure le produit 
de son périmètre apparent par la moitié du rayon du cercle inscrit. 

Cette proposition devient d'ailleurs évidente par l'inspection directe 

de la figure, puisqu'on a 

surf. ΑΑΌ = AA' .·|Οι = A A'.-j r, 
et, par suite, 

2 η surf. AA'O = n{AA' -4- GG'){ r. 

67. THÉORÈME I. — La surface d'un polygone régulier, qui a un 

nombre impair η de côtés et qui est de l'espèce la plus élevée ----1> est 

la moitié de la surface du polygone régulier inscrit dans le même 
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cercle, qui a un nombre double an de côtés et qui est aussi de l'espèce 
la plus élevée η — a. 

Si nous appelons R le rayon du cercle circonscrit à nos deux poly-
gones réguliers, la surface du premier polygone sera (n° 48) 

S =nr 5 7 

pendant que celle du second polygone régulier sera 

2/),«—S 2WR -

Or ces deux expressions ont même dénominateur cos π. Au 

numérateur de la première se trouve le facteur 

cos π = cos ) == sin — > 

pendant que le numérateur de la seconde contient le facteur 

η — ι /π 7τ\ . π 

Il s'ensuit que les deux fractions ont aussi même numérateur. Donc 
on a 

η "~~T — 2°2Λ,λ—2» 
ce qu'il fallait prouver. 

68. COROLLAIRE. — Si l'on donne à η successivement les valeurs 3, 
5, i5, 17, ..., 

pour η — 3, on aura = ι, 2ti = b, n — a — 1, 

» n = 5, » —-— = a, 2 n — 10, n — a = 3, 

» 72= i5, » =
 7' 272 = 30, 72 — a = 13, 

» 72 = 17, » —= 8, 372 = 34, 72 — a = l5, 
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Ainsi le triangle equilateral est la moitié de l'hexagone régulier qui 
est inscrit dans le même cercle; la surface du pentagone régulier étoilé 
est la moitié de la surface du dodécagone régulier étoilé ; le polygone 
régulier de quinze côtés et de la septième espèce est la moitié du poly-
gone régulier de trente côtés et de la treizième espèce, etc. 

69. THÉORÈME II. — La surface d'un polygone régulier, qui a un 
nombre pair a η de côtés et qui est de l'espèce la plus élevée η — ι, est 
à la surface du polygone régulier inscrit dans le même cercle, qui a un 
nombre double 4« de côtés et qui est aussi de l'espèce la plus élevée 

m — ι, dans le rapport de cosa — à cos ~ ■ 

En effet, la surface du polygone régulier de 2 η côtés, qui est de 
l'espèce η — ι, a pour expression 

sin — COS π Sin SID — 

OU 

= nR5 tang^· 

La surface du polygone régulier de 4 «côtés qui est de l'espèce m — \ 
a pour expression 

= 4«RA 4" ]" = 4«It2 4" 
OU 

$An,2n-i -- 3nR2 tang ~. 
On a done 

^4«,2n—I if - if W · -, Û 
ou 

S4B, 7n_| if 
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70. THÉORÈME III. — Lorsque deux polygones réguliers, l'un d'un 

nombre impair η de cotés et de l'espèce la plus élevée " y- > et l'autre 

d'un nombre double -in de côtés et aussi de l'espèce la plus élevée η — ι, 
sont circonscrits à un même cercle, le rapport de leurs surfaces est égal 

a acos2 — 

En vertu de la formule (II) du n° 5a, nous avons 

S nr1—1 5- == η/1 r-, 

Sa/i n—3 = 3ΛΓ2 — __ == 2ΛΓ2 —5 

nous en tirons 

Sm·^ a sin'— 2 sin2 —-

OU 

—— = a cos2 — · 

71. Proposons-nous, comme application, de calculer les surfaces 
des polygones réguliers étoilés de cinq, huit, dix, douze et quinze 

côtés. 

72. Pentagone régulier étoïlé. — Nous poserons η — 5, ρ = a dans 
la formule (I) du n° 48; elle nous donnera 

S5, = 5R2 — *- = 5R* 5 , IO-

Mais, puisque 

im — = j{\ß — i )j sin — io 4 ro 
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il nous vient 

sin — sin — = T> 
d ou nous tirons 

—0— = 4sin — · 

L'expression de notre surface devient ainsi 

S5 2 — 20R2 sin ~ sin2 — 

ou 

S
5
.
2
 = R

S \/7θ - 2 y/F (y/5 - I )2 

= |R2
 v/(io-2y^)(3-y/5)

5
 = fRV(5-V5)(7-3v^)· 

La surface du pentagone régulier étoile inscrit dans le cercle de 
rayon R est donc 

(0 S
5>2

 = |R2V'5O— 22y/5. 

73. Octogone régulier éloilé. — Puisque η = 8, ρ = 3, il vient 

S8 3 = 8R2 —- = 8R2 -, 

et, comme 

cos 7 =—> 2 Sill 3=1 — COS 7 = — > 

nous aurons 

s
83=

4R
2
^

:

^ 

OU 

(a) S
s>s

 = 4R2(V2 — Ο 

pour la surface de l'octogone régulier étoilé. 
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74. Décagone régulier étoile. — En posant ««= ιο, ρ 3 dans 
notre formule, nous obtenons 

S,o 3 = ioR2 = ioR2 ^ 

Cette surface est donc double de celle (n° 71) du pentagone régulier 
étoile qui est inscrit dans le même cercle, ce que nous savions d'ail-
leurs (n° 67). Nous avons ainsi 

(3) S
)0i3

 — ^R2y/So — 22 \β. 

75. Dodécagone régulier étoilé. — Nous avons, dans ce cas, /1 = 12, 
ρ = 5 ; il nous vient, par suite, 

S„,= raR2——7—' - = 12R2 -■· 

Mais 

sin z. = - 5 2 sirr — = ι — cos ?. = ι — sin ^ = -

Donc nous avons 

(4) S
12

,
5
 = 6R2(

2
-V3). 

76. Pentédécagone régulier convexe. — En faisant η — 15, ρ = ι 
dans la formule (I), elle nous donnera 

S,
5

, = i5R2sin-^cos~ — — R2sin ̂  ~ RC
(5

,. 

Si nous remplaçons C
1S>2

 par son expression (III) du n° 43, nous 
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trouverons que la surface du pentédécagone régulier convexe est 

(5) S
)5;

, = ̂ R2(^i5 + ^3 — y^io — 2^5)· 

77. Pentédécagone régulier étoile de deuxième espèce. — Posons 
η = ι5, ρ — a dans (I); il nous vient 

S15i2 = i5Ra —5 = 15Ra - =: - Rc's-lC^: 

Il suffira de substituer à C
t5i)

, C
30)ll

 et C
30il3

 leurs valeurs obtenues 
aux nos 43 et 44 pour avoir l'expression numérique de S

)5>3
. 

On procédera de la même manière pour déterminer les surfaces des 
deux autres polygones réguliers étoilés de quinze côtés. 

78. Notre formule (I) nous permet aussi de calculer la surface des 
polygones réguliers étoilés à périmètre composé. 

Ainsi supposons que, de deux carrés qui coïncident, l'un ait tourné 
d'un huitième de circonférence autour du centre commun. Il en résul-
tera un octogone étoilé de deuxième espèce, dont la surface sera 

Se 2 = 8R2 — M = 8R2 8 4 

ou, puisque sin ^ — 2 si η ^ cos 

S8 j = 16R2 sin2 5. 

On a 

2 sitr - = 1 — cos ·> = : 
donc il vient 

s
8
,
2
 = 4R2(2-\/2). 

Joura.de Sfaïk. (3e série), tome VI. — Décembre 1880. 49 
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La surface du carré inscrit dans le même cercle étant 2 R2, la somme 
des quatre triangles extérieurs sera égale à 

4Ra(2 — vM ~ 2R2 = 2R2 (3 — 2^2) — 2 R2 (^2 — i)2 

ou a 

2(Ry2 -- R)2. 


