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THEORIE GENERALE DES POLYGONES ETOILES. 34?3

Théorie générale des polygones étoilés;

Par M. Georees DOSTOR.

INTRODUCTION.

Les polygones réguliers étoilés trouvent leur emploi dans les arts
professionnels, dans les arts décoratifs et quelquefois en Architecture.

L'existence de ces figures constellées n’était pas ignorée des anciens.
Pythagore avait connaissance du pentagone étoilé, qui, sous le nom
d’oybet, était regardé par ses disciples comme 'embléme du salut et de
la santé (sanitatem Pythagore)(').

L’étoile pentagonale des Grecs reparait dans la Géométrie de Boéce,
est citée dans les Commentaires de Campanus sur Euclide, et sc
trouve étudiée dans les écrits de Lucas di Borgo (?), Peletier du
Mans (*), Clavius (*) et Ramus. Tous ces auteurs reconnaissent, avec
Campanus, que, dans le pentagone étoilé, la somme des cinq angles est
égale & deux angles droits, comme cela se présente pour le triangle.

Bradwardin (*) fut le premier qui efit étendu la théorie du pentalpha

(*} Encyclopedia universa Aistedii, Herbonz, liber XV, 1620; in-4°.

{?) Euclidis opera a Campano interprete fidissimo translata, Lucas Paciolus emcn-
davit. Venetiis, 1509; in-fol.

(%) Desonstratio in Euclidis elementa Geometrice, libri sex. Lyon, 1557; in-8°.

(*) Euctidis elementorum libri XPI. Rome, 1574; in-8°.

{*) Geometria speculativa Thome Bradwardini, etc. Parisiis, 1{g6; in-fol.
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aux polygones rayonnés d’un plus grand nombre de cotés, qu'il
appelle polygones égrédients (egredi, se porter en dehors).

Cette théorie n’a é1é réellement constituée qu’entre les mains de
Képler ('), qui vint y ajouter la célébrité de son nom, en I’asseyant
sur des considérations analytiques. Dans l'inscription des polygones
réguliers, convexes et étoilés, le grand astronome détermine par I'ana-
lyse le rapport des cotés au diamétre du cercle circonscrit et en
déduit une construction géométrique pour chacun d'eux; il calcule
en méme temps la valeur des angles des divers polygones réguliers
étoilés qu’il considere.

Aprés Képler, la science des polygones étoilés retombe dans Poubli.
Ce n'est qu'en 1809 que P'illustre Poinsot (?) la ressuscite, lui donne
un corps complet et l'érige en doctrine définitive.

Daus son remarquable Mémoire, le savant académicien considére
les polygones sous le rapport de la situation relative de leurs sommets
et détermine, d’une maniére générale, la somme de leurs angles. 1
démontre qu’il existe autant de polygones de r c6tés et a périmétre

continu qu’il y a de nombres premiers avec n depuis 1 jusqu’a
n—1

(*), et il essaye de prouver en méme temps que, dans les poly-

gones de 7 cotés et de 'espéce p, la somme des angles est égale a
2(n — 2p) angles droits (*). Ce n'est que par un raisonnement intuitif
et pour ainsi dire expérimental que Poinsot établit ce théoréme et
le généralise en I'étendant aux polygones irréguliers.

Nous nous proposons, dans cette rédaction : 1° de chercher le
nombre des polygones étoilés a périmétre continu de n cotés et d’en
déduire le nombre des polygones étoilés de 2n cOtés; 2° de déterminer
d’une maniére générale, facile mais rigourecuse, la somme des angle
d’un polygone étoilé quelconque; 3° d’établir quelques théoréme:
utiles sur les polygones étoilés qui sont réguliers; 4° de calculer les
cotés des principaux de ces polygones; enfin, 5° de donner laformule

{*) Harmonices mandi tibri F. Lincii Austriz, 161g; in-fol.
(?) Joarnal de I’ Ecole Polytechnique, 1810, t. V, cahier X, p. 16 2 48.
(3) Loc. citay p. 21,

()

*)-Loc. eit., p. 22.
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qui fournit lasurface d’un polygone régulier étoilé & périmétre continu
ou a périmétre composé, de tirer de cette formule les conséquences
les plus importantes et d’en présenter des applications.

Nous avons liea de penser que cette exposition résume la théorie
compléte des polygones étoilés, dont on ne s'est guére occupé depuis
les travaux de Poinsot. Le professeur A. Amiot (') et MM. Rouché¢ et
de Comberousse (*) sont les seuls auteurs frangais qui aient exposé
les idées de Poinsot, sans toutefois les développer. Celles-ci n’ont pas
eu plus d’écho a 'étranger.

§ 1. — NOMBRE DES POLYGONES ETOILES DE 2 COTES
ET DE 272 cOTEs.

1. Tutorime 1. — Etant donnée une courbe convexe et Jermée.
divisée en n parties consécutives, lorsqu’on joint les points de division,
a partir de Uun d’eux, dans le méme sens de p en p par des dioites, on
Jorme un polygone & périmétre continu de n cotés, si les nombres n
et p sont premiers entre eux, et Uon n’en forme qu’un.

Ce principe élémentaire est d'une démonstration facile.

2. Définition I. — Le polygone obtenu est dit éfoilé et de espéce p.
Les polygones convexes sont de la premiére espece.

3. Remarque I. — 1! est évident que le périmétre de notre polygone
¢toilé sous-tend np divisions consécutives de la courbe ou p fois la
courbe elle-méme.

4. Remarque II. — Si I'on parcourt, dans le méme sens, la suite
des cotés d’un polygone étoilé, on trouvera un méme nombre a de
sommels i droite de chaque coté du polygone et aussi un méme
nombre & de sommets 2 gauche de chaque coté, et, si n désigne le

V) Legons nouvelles de Géométrie, o° édition, 1865; 1'® Partie, p. 267 et suiv.
*) Traité de Géometrie, 4° ¢dition, 18793 I*® Partie, p. 168 et suiv.

(
(

Journ. de Math, (3¢ série), tome V1. — Novemsre 1880, 44
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nombre des cotés du polygone et p son espéce, on aura

n=2+a-+1b;
p=a+rtoup=>b+1.
Nous prendrons toujours, pour désigner 'espéce de notre poly-
gone, le plus petit des nombresa + 1, b + 1.
Ainsi le polygone étoilé de n cotés el de ’espéce p a p — 1 sommets
d’une part de chacun de ses cotés et n — p — 1 de I'autre part.
On en conclut que :

Si, dans notre courbe, nous joignons les points de division d'abord
de p en p, puis de n — p enn — p, nous obtiendrons deux polygones
étoilés de méme espéce.

5. Remarque 111. — Si les nombres n etp, au lien d’étre premiers
entre eux, avaient un facteur commun d ('), le polygone formé par Ia

. . i . « s . Py . n o .,
jonction des points de division de p en p n’aurait que - cotés et son

périmétre sous—lendraitgfois la courbe.

6. Definition I11. — Dans ce cas, si 'on joint les points de division
de p en p, successivement a partir des points 1, 2, 3, ..., d, on formera

d polygones étoilés de S cotés et de l’espéce"—’l-

On peut encore admettre que I'ensemble de ces d polygones con-
stitue un polygone de n cotés et de I'espece p; mais alors les cotés ne
forment plus une ligne brisée continue. Nous dirons donc que le po-
lygone résultant est @ perimétre composé, mais non étoilé proprement
dit.

Ainsi 'hexagone de deuxiéme espéce se compose de deux triangles,

superposés sans coincider, et placés en sens inverses.

7. Takorime I1. — 7l existe autant d’espéces de polygones de n c6tés
qu'il y a d’unités dans la moitié du nombre qui exprime combien il y
a de nombres entiers inférieurs a n et premiers avec n.

{*) Le nombre d est supposé le plus grand commun. diviseur entre # et p.
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En effet, si p est premier avec 1, n — p le sera aussi, et, comme les
denx polygones étoilés de n cdtés qui correspondent aux nombres p
el n— p sont de méme espéce (n°4), le principe se trouve dé-
montré ().

L’un de ces polygones est toujours convexe ; les autres sont étoilés.

Ainsi il y a deux espéces de pentagones, trois heptagones, deux oc-
togones, deux ennéagones, cinq endécagones, deux dodécagones,
quatre pentédécagones, etc.

Si n est un nombre premier absolu, il existera ”—:—' especes de poly-

gones de n c6tés A périmeétre continu, car tous les nombres entiers,
inférieurs a n, seront premiers avec n.

1 , , » n—1 n-—~3

L’espéce la plus élevée des polygones de n cotés est ot ——>
suivant que n est un nombre impair ou un nombre pair.

8. Takortme UI. — Lorsque n est un nombre impair, il existe au-

tant d’espéces de polygones de 2n c6tés & périmétre continu, il y a
d’espéces de polygones de n cotés & périmétre continu.

Soit p un nombre eutier inférieur 4 la moitié de n et premier avec
n. 1l existera un polygone 4 périmétre continu de n cotés et de 1es-
pece p. .

Puisque p est inférienr 3 la moitié de n, 2p sera moindre que n; par
suite, n — 2p sera un nombre entier positif et plus petit que 7 ou que
1a moitié de 2n.

Or je dis que 2 — 2p est premier avec an.

En effet, n étant impair, » — 2p sera aussi impair. 1l s’ensuit que
tout facteur enlier commun & n — 2p et 22 ne saurait étre qu'un
nombre impair, qui, par suite, diviserait n. Ce facteur, divisant n — 2p
et n, diviserait leur différence 2p et par conséquent p. Donc p et n ne
seraient pas premiers entre eux.

Aiuvsi, a chaque nombre entier p inférieur 4 la moitié de r et pre-
mier avec n correspond un nombre entier 7 — 2p inférieur a la moitié
de 272 et premier avec an. ' ‘

Réciproquement, 4 chaque nombre entier g inférieur 4 la moitié »

(1) Porxsor, Journal de i’Ecole Polytechnique, 1810, t, V, cahier X, p- 21.
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infé-

. . om—
de an et premier avec 2n correspond un nombre entier — 1
rieur & la moitié de n et premier avec x.

Car ¢, étant premier avec 2n, est un nombre impair; comme n est

Il—f’
2

supposé impair, est un nombre entier évidemment moindre gue

Ja moitié de n.

n—
7 est

D’ailleurs ¢, étant premier avec 2n, l'est avec n; donc

aussi premier avec n.

1] s’ensuit que, si n est un nombre impair, 4 toute espéce de poly-
gone de n cotés correspond une espéce de polygone de 2n cdlés, et
réciproquement,

9. Définition I1I1. — Nous appellerons polygones correspondants
deux polygones i périmétre continu, I'un d’un nombre impair 2 de
cOtés et autre d’'un nombre double 27 de cOtés, dont fes espéces sont
respectivement p et n — 2p.

Il s’ensuit que :

Lorsque n est un nombre impair, deux polygones a périmétre con-
tinu, Uun de n et Uautre de an cétés, sont correspondants, si la double
espece du premier, augmentée de l'espéce du second, donne une somme
egale a n.

10. Tatonime 1V. — Lorsque n est un nombre pair, il existe deux
Jois autant de polygones a périmétre continu de 21 c6tés, qu'il y a de
polygones & périmétre continu de n cétés.

Soit, en effet, p un nombre entier inférieur a la moitié de . et premier
avec n. Il existera un polygone & périmeétre continu de n cotés et de
Pespéce p.

Or le nombre p, étant premier avec le nombre pair 7, est nécessai-
rement impair; par suite, il est aussi premier avec 2x.

Mais, p étant premier avec n, 2 — p ’est aussi, nonseulement avecn,
mais encore avec 271; de plus, n — p est évidemment moindre que 7
ou que la moitié de an.

Donc, si n est pair, 4 chaque polygone a périmétre continu de
2n coiés et de I'espéce p correspondent deux polygones & périmétre
continu de 271 cOtés et des espéces respectives pet . — p.
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La réciproque est évidente.

Il s’ensuit que le nombre des polygones a périmétre continu de
2n cotés est double du nombre des polygones a périmétre continu de
1 cotés.

A1. Définition I¥. — Nous appellerons polygones conjugués deux
polygones a périmétre conlinu, d’'un nombre doublement pair 27 de
cotés, dont la somme des espéces est égale a n.

§ H. — EVALUATION DE LA SOMME DES ANGLES DANS LES POLYGONES
QUELCONQUES, A PERIMETRE CONTINU OU A PERIMETRE COMPOSE.

A2. Définition I. — Considérons le polygone étoilé ABCDEFG ( fig. 1),
que nous supposerous quelconque. Nous dunnerons le nom d’angle »

Fig. 1.

saillant 4 tout angle, tel que GAB, qui est compris entre deux cotés
consécutifs GA et AB.

13. Définition I1. — Les cotés GA et AB d’un angle saillant sont
généralement rencontrés par tous les autres c6tés du polygone. Les
points d’intersection A’ et E/, les plus rapprochés du sommet A, sont
les sommets de deux angles AA'C et AE'F, qui s’appuient respective-
meut sur les deux cotés de 'angle GAB.
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Ces deux angles AA’C et AE'F peuvent étre appelés des angles ren-
trants du polygone ABCDEFG, '

14. Remarque. — Dans ce paragraphe, nous ne ferons aucune dis-
tinction entre les polygones ; ils peuvent étre &4 périmétre continu ou
4 périmétre composé. Nous considérerons méme la suite non inter-
rompue de toutes les espéces des polygones de n c6tés, qui naturelle-
n—1 n-——2

ou de
2 2

ment sont au nowmbre de ssuivant que 2 est impair ou

pair. .

L’inspection de la fig. 1 fait voir !que les angles rentrants du po-
lygone ABCDEFG sont opposés par le sommet aux angles saillants du
polygone A’B'C’'D'E'F'G/, dont les cotés ont les mémes directions que
ceux du premier, mais dont 'espéce est inférieure d’une unité a celle
de ce polygone.

15. Tarortme 1. — La différence entre les sommes des angles sail-
lants de denx polygones quelconques, ayant le méme nombre de cétés,
mais étant dedeux espéces consécutives, est constante et égale a quatre
angles droits. :

Désignons, en général, par 2., lasomme des angles saillants dans un

polygone de ¢ cotés et de 'espéce e.
Considérons les deux polygones A'B'C/... et ABC... (fig. 2),

Fig. 2.

ayant n cOtés, et se trouvant le premier de l’espéce p — 1 et le second
de I'espéce immédiatement supérieure p.
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Tirons les droites AF, FD, DR...; nous formons un polygone
counvexe de n cotés AFDB. ... Surles 7z cotés de ce polygone s’appuient
les z triangles AFE', FDB', DBF’, ...\, dont les angles au'sommet E/, B',
F’, ... sont égaux aux angles saillanis du polygone A’B'C'D'... de-
Vespéce p — 1 (n° 44). Nous avons donc

Zpp1t+ KAF +-EFA+BFD +BDF+...—an angles droits,
d’oli nous tirons
2pp+=nn —(E'AF + EFA + B'FD + B'DF + . )

en désignant par m la mesure de deux angles droits. Or la somme des
angles entre parenthéses égale la somme des angles du polygone con-
vexe AFDB..., moins la somme 2,p des angles saillants du polygone
étoilé ABCD... de P’espéce p. Puisque la somme des angles d’un po-
lygone convexe de n cotés est égale 2 n — a fois denx angles droits
ou égale d (n — 2)mn = nn — ax, nous aurons
Sppi=nn—(AR —an — 3

mn)s
ou

2y p—t = 2T - Zap
Nous en tirons I'égalité
(I) Zppos — Zpp=2m,
qu'il> fallait établir.
16. Cororrarre. — Dans tout polygone étoilé, la différence cntre

la somme des angles rentrants et celle des angles saillants est con-
stante et égale a quatre angles droits.

17. Remarque. — Dans cette démonstration, nous n’avons fait au-
cune restriction sur la nature de nos deux polygones étoilés, qui

peuvent étre, I'un ou tous les deux, a périmétre continu ou & périmétre
composé.

18. Tukorime 11. — Dans tout polygone étoilé de n c61s et de Ies -
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péce p, la somme des angles (saillants) est égale a autant de fois dewr
angles droits qu'ily a d’unités dans le nombre n des cétés, diminué du
double nombre 2p de Uespéce ('), c’est-a-dire que

(1) Z,p=(n—2p)m.
En effet, la relation {I) nous donne
20p= Znp_y — 2T.
Si nous attribuons a p successivement les valeurs
1,2,3, ., p— 1,0

et que nous ayons égard 3 expression 3, , =(n — 2 )7, nous aurons la
suite des égalités

2,y =nRr -— 27,
Zny =2, — 2T,
2y =2 27,

Ajoutons ces p équations membre 3 membre et supprimouns les
SOMIMES Z, 1, Zpas - - o1 Sppor, QUi seront communes aux deux membres
de V’équation résultante; nous obtenons I'égalité

Z,,=nm — 27p
on

Zap=(n— 2p)m,
qu'il fallait établir.

19. CoroLraire . — Si n2 est pair, espeéce la plus élevée sera mar-
n—12
2

quée par le nombre (n° 7); par suite, on aura

(1) ={n—{n—2)r=azn.

1
n, ;("'—!)

(1) Porssor, Journal de U'Ecole Polytechnique, 1810, t. V, cahier X, p. 22.



THEORIE GENERALE DES POLYGONES ETOILES. 353

Si z est impair, I'espéce la plus élevée sera marquée par le nombre

":' (n°7); par suite, il viendra

(1) n‘;("_”:[n—(n— D]z ==

On en conclut que :

La somme des angles d’un polygone étoilé de 1 ‘espéce la plus élevée,
parini ceux d’un méme nombre de cltés, est égale a quatre angles
droits, ou égale & deux angles droits, suivant que le nombie des cétes
du polygone ctoilé est pair ou impair.

Ainsi, la somme des angles du triangle, celle des angles du penta-
gone de deuxiéme espéce, on de I'heptagone de troisiéme espéce, de
Iennéagone de quatriéme espéce, du pentédécagone de sepliéme
espece, elc., est la méme et toujours égale a deux angles droits.

De méme la somme des angles de I'octogone de troisiéme espéce, du
décagone de quatriéme espece, du dodécagonc de cinquiéme
espece, elc., est aussi la méme et égale 4 quatre angles droits.

20. Cororrami Il. — Lorsqu’un polygone a un nombre de cotés
simplement pair 2n, et que p est moindre que n et premier avee n,
DOUus avons

Zopn-sp=[2n — 2(n — 2p)jn = 4pn.

Donc la somme des angles du polygone étoilé de an cétés et de Ies-
péce n— ap est indépendante du nombre des c6tés et ne dépend que de
lespéce p du polygone. Cette somme est égale & 2p fois quatre angles
droits.

Puisqu’on a

Zpp={n —2p)n =nn — apr,
il vient

(V) 22,5+ Zap pogp= 247

Ainsi, lorsque r est impair, les angles de deux polygones correspon-
dants, dont l'un a n cbtés, sont tels, que la double somme des angles
Journ. de Matk. (3* série), tome VI. — Novemsre 1880. 45



354 G. DOSTOR.

du premier poly gone, augmentée de ln somme des angles du second, est
indépendante des espéces de ces denx polygones et ne dépend que du
nombre de leurs c6tés. Cette somme est égale & n fois quatre angles
droits.

21. Cororraire HI. — Lorsqu’un polygone a un nombre de cotés
doublement pair 2n et que p est inférieur 4 la moitié de n et premier

avec n, on a
z?n,n—p — [Qn - 2(” _ P)] Tw—=2pTW.

Donc, la somme des angles du polygone étoilé de 2n c6tés et de I'es-
péce n — p est indépendante du nombre des cotés et ne dépend que de
Uespéce du polygone. Cette somme est égale a p fois quatre angles
droits.

Puisque 'on a

Zgnp={(3n— 2p)r = 2anmw — 2px,
il vient .

(Vl) ) zzn,p"l‘ Ezn,n-—p: 2nr.

Ainsi, lorsque n est pair, la somme des angles de deux polygones
conjugués est indépendante de leurs espéces et ne dépend que du
nombre an de leurs cétés. Cette somme est égale a n_fois quatre angles
droits.

22. Tueorkme III. — Dans tout polygone, la somme des angles
extérieurs, que I'on obtient ¢n prolongeant tous les cotés dans le méme
sens, est égale & autant de fois quatre angles droits qilil y a d’unités
dans Uespéce du polygone.

En effet, la somme des angles, tant extérieurs que saillants, est égale
a autant de fois deux angles droits que le polygone a de sommets ou
de cotés. Si le polygone a n cotés, cetle somine sera nn.
Mais, si le polygone est de U'espéce p, la somme des angles saillants
sera
2, p=(n—2p)n.
Nous avons, par suite, pour la somme E des angles extérieurs,

E=nn-3,,=nn—(n—2p)n=nr—nr-+ apn.
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Donc il vient

(vir) E=pan.

Aiosi, dans le pentagone de seconde espéce, la somme des angles
extérieurs est égale & huit angles droits.

§ lIl. — LEs POLYGONES REGULIERS ETOILEs.

23. Tatorime 1. — Dans tout polygone régulier étoilé de n cétés et
de Uespéce p, '
1° Chaque angle saillant est égal & Uexcés de deux angles droits

sur 4 ‘angle droit;
n

2° Chaque angle rentrant est égal d Uexcés de deux angles droits
q 8 5 1

sur ie—1) d’angle droit.
n

1° Car, les n angles saillants étant égaux entre eux et valant en-

semble (n — 2p)m, chacun d’eux vaudra la ™ partie de cette somme,
(n— 2

ul pl=
n

o - En désignant I'un quelconque de ces angles par a, on a
done
(1) o =n— 2% — 3 droits — 12 d’angle droit.

n n

2° De méme les  angles rentrants, étant les angles saillants du po-
lygone de n cotés et de 'espéce p — 1, valent ensemble [n — 2(p —1)] =,

. . . , n—a(p—1)ln
et, puisqu’ils sont égaux entre eux, chacun d’eux vaudra [——{—ilm

En représentant I'un quelconque de ces angles par 3, on a, par con-
séquent,

(1T) B=rn— ﬂp_:‘)_" — 2 droits — ﬂﬁ”——-_") d’angle droit.

24. CororLraIrRE. — Les deux formules (I) et {II) nous donnent

ﬁ_a:f_(_zf,;:)_x;w:z.

n n
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Donc, dans tout polygone régulier étoilé de n cotés, la différence
entre un angle rentrant et un angle saillant est égale & la n'*™ partic
de deux angles droits.

25. Tneorime Il. — Langle au centre d'un polygone régulier
dtoilé, de n cétés et de Uespéce p, est égal @ la n'™ partie de p fois
quatre angles droits.

En effet, soient O le centre d’un polygone régulier étoilé (fig. 3),

Fig. 3.

AG un de ses cotés et Oila perpendiculaire abaissée du centre O sur
ce coté. '

Dans le triangle rectangle OAi, 'angle OAi est la moitié de ’angle «
du polygone régulier, et Pangle AOi est la moitié de 'angle au centre
de ce polygone. Or les deux angles OAi et AQi sont évidemment com-
plémentaires; par suite, si nous désignons par y 'angle au centre, nous

aurons

PR
+
W =2
il
YK
-

d’ou1 nous tirons



THEORIE GENERALE DES POLYGONES ETOILES. 357

Mais la formule (1) nous donne

a2pre
T - ¢ = _p_; *

n M

donc nous avons

N apn
(11} =222 =L q,
n 1
26. Cororrame. —- Celte formule prouve que :

Le périmétre d’un polygone régulier de Uespéce p sous-tend p fois la
circonfeérence, ce que nous savions déja (n° 3).
27. Relations entre le coté, le rayon et 1 ‘apothéme d’'un polygone
regulier €toilé. Représentons, en général, par
Cc.e~ Br,e* rc,e
le coté, lerayon et Papothéme du polygone régulier étoilé de ¢ cotés
et de l'espéce . Dans le triangle rectangle QA (fig. 4), hypoténuse

Fig. 4.
A

B G

OA est le rayon du cercle circonscrit, Je cté O7 est le rayon du cercle
inscrit, et le second co1é Ai est le demi-coté du polygone régulier. Ce
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triangle donne
Ai=0AsinAOI,
Oi=0A cosAQi,
Ai=0OitangAOi.

Supposons que le polygone ait n cotés et soit de 1'espéce p. L'angle
AOi étant le demi-angle au centre, on aura (n° 25)

.

A0 =E7,
n

par suite, les irois égalités précédentes reviennent 4

/ . *
Cpp= QR,,',,sm"—n-,
- pr
(IV) Tap = R,p cO8 —>

. p=
Cup= 25y, tang =

28. Polygones réguliers de n cotés inscrits dans le méme cercle. —
Soit R le rayon de ce cercle. La premiére des relations (IV) nous
donne

. . p=w
C.p,= 2Rsin -
. —_—1
Crpoi= 2RsinZ i
nous en tirons
. kid
smn E’-’—
7 —
(V) Cop= > Crpi-
s1n T

Par la seconde des égalités (IV), nousavons
P
—_—

n

p—1

n

r.p= Rcos

I'mp-1=Rcos ,
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d’ot il nous vient

COSE—ﬂ
(V) Top = — 7 It
COS T

Ces deux derniéres relations nous donnent

—1 . p—1 .om
cos £ = sin? ™ 2 8in —
Ta p—t Caps _ n n I3
— = — = 3
r C,, T . pT . o2pm
e e cos 25 sin £ sin 2/
1 n n
ot
2sin =
sin —
TPap—t C-,p—l I
r, —C . 2pn
np n.p sin 2"
n

Mais, puisque

.om . 2pTw
C,,=2R stn—»  Cpap=2Rsin el

ona

2 sin —
"2 2C,,

. 2pE ¥
sin 248 =P

Donc il vient

(VIU Tapr __ Cop 4 2(},,,..

’ Tn,p Cn.p C".’p
29. TuroriMe IV. — Les cdtés de deux polygones réguliers corres-

pondants sont cenx de I'angle droit d’un triangle rectangle, dont I’ hy-
poténuse est le diamétre du ceicle commun. qui est circonscrit anx
dewx polygones.

Représentons par R le rayon du cercle circonscrit 4 deux polygones
réguliers, I'un d’un nowmbre impair n de cotés et Pautre d’un nombre
double 27 de cotés, qui sont des espéces respectives p et n— 2p (n° 9).
Les cotés de ces deux polygones seront (n° 27)

5 C.,=2Rsin f?»
(1)

: L on—2p
( Cinno2p= 2Rsin —a T



i

360 G. DOSTOR.

Or il est aisé de voir que

® pr
2 n
par suite, il vient

re,

(2) Canp-2p= 2R cos —

Elevant au carré les deux cotés (1) et (2), et ajoutant, ou obtient la
relation

(VIII) C2,+ C2, .y, = 4R7,

qui démontre la proposilion énoncée.

30. Remarque. — La relation précédente permet de calculer les
cotés des polygones réguliers d’'un nombre impair n de cotés
lorsqu’on connait ceux des polygones réguliers de 27 cotés, et réci-
proquement.

31. Premiére application. — Les ctés des deux pentagones réguliers
peuvent ainsi s'obtenir aw moyen des cétés des deux décagones régu-
liers, que Uon sait étre

Cro= ;'R(\/.B - l)’ Cios = %R(\/B +1).
Car on a (n° 29)

C2. = 4R*—C}, ;= 4R*~ {R*(y5+1)*= { R*(10 - 2V5),
€2, =4R*—C},, = 4R — {R (V5 — 1) ={R* (10 + 2v}),

d'ou Pon tire les valeurs suivantes,

G, =1By10o—2y5, C,.=4iRy10+2y5,

pour les cotés des deux pentagones réguliers, I'un convexe et l'autre
éloilé.

32. Deuxiéme application. — Si 'ou connait les cotés des quatre
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pentédécagones réguliers, on pourra aussi calculer les cotés des quatre .
polygones réguliers de trente cétés, qui leur sont naturellement cor-
respondants.

Les cotés des quatre pentédécagones réguliers s’obtiennent par un
procédé trés simple, qui se trouve exposé au n° 43. Ces cOiés sont

Cis R( \/10 —2\/§+\/}~5+\/§)1
Conn—=4R( VioT 2B+ yiB— i),
Cis —‘R( \/lO——2\/5+\/——+\/3)

Cis ( \/|o+2\/5—\/15-}—\/’))

Substituant ces valeurs dans la formule (VIIT), on trouve de suite, en
effectuant les calculs, que

Cao = 4RV36 — 4v5 — 4y 10+ 2v5 = 1R ({3410 — 2y 5 — 5 — 1)
Cao = 1RY36 4+ 4y5 —hy3V 10— 2y5= 1R (y3V/ 10+ 2y5 — 5+ 1),
Caoni= $RY36 — 4y5 + 4¢3V 10+ 2v5 =R (y3V/10 — ay5 4 y5 1),
Caos=+RY36 + 435+ 4y3V 10— 2y5 =R (y3V/ 10+ 2y5 -+ yE—1)

2

STEY

sont les cotés des quatre polygones réguliers de trente cotés, qui sont
inscrits dans le cercle de rayon R.

On trouvera au n° 44 un procédé plus simple et plus rapide pour
obtenir ces cotés, et 011 se trouve évitée I’extraction des racines carrées.

33. TriorimMEV. — Etant donnés deux polygones réguliers,l'und’un
nombre impair n de c6tés et I’autre d’un nombre double 2n de cétés ;
si ces polygones sont correspondants et des espéces respectives p et g, le
produit de leurs cbtés sera égal au rayon commun R multiplié par le
coté du polygone régulier qui a autant de cétés n que le premier de
ces polygones et qui est de la méme espéce q que le second.

On a (1°27)

- . pr . . qw
C,,=2Rsin —> Cyng=aRsin e

Journ. de Math. (3¢ série), tome V1. — Dicesprz 1880, 46
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d’ot1 'on tire
_ 2., PT . 9T
Crp > Capg=4R?sin = sin 2~
Puisque les deux polygones sont correspondants, il vient la re-
lation (n° 9)

2p+q=mn,
d’ott Fon tire .

g=n—2p,
et par suite

sin 17 = sin 2= 22 4 =sin(E - ﬁf) = cos 2Z.
2n 2N 2 »
Le produit de nos c6tés devient, par conséquent,
. PO & rr a.:, 2P° . m—2p
Coup X Cypg=4R sin©-cos = aR¥sin - =R.2Rsin —— T
ou
. ™

(IX) Cup>< Cavy=R.2Rsin I" = R < G,

ce qu’il fallait prouver.,

34. Application. — Ainsil'on a

Cs2xCioy=Rx Cs.is
Cs,i X Gy =Rx Cs, =R <G, ,.
on

%R\/|o+2\/—5-><éR(\/§— 1) =RxtRy{10 — 2y,
. tRyio—2yhx ;R(\/§+l)=ﬁx—;—ﬂ\/xo-+—~27§,

c'est-a-dire

(V5 — 1)\/|o+2\/§= 2\/10—~2\/—5,
(V5+ l)\/m—-n\/gz 210+ ay35,

ce qu’il est d’ailleurs bien aisé de vérifier.
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33. Triorkme VI. — Les cétés dedeux poly gones réguliers conjugucs,
inscrits dans le méme cercle, sont ceux de l'angle droit d’un triangle
rectangle, dont I’ hypotéruse est le diamétre du cercle circonscrit aux
deux polygones.

Soit, en effet,

. . pm
(3) C,,w,_.zﬁsmﬁ
le coté d’un polygone régulier ayant un nombre doublement pair 27
de cotés et étant de I'espéce p. Le coté de son conjugué, parmi ceux
de 2n cotés, sera (n° 11) ’

. n - p
Capnp= 2R sin .
ou
—_— 3 T p1r
Czrz.n—p - 2R 1341 (; —_— E) .
On a donc
. _ pr
(4 ) (‘2n.n~p =akR cos').n

Elevant au carré les deux cotés (3) et (4) et ajoutant, on obtient la
relation

(X) C

2n,r'+ an.n—-p = 41{2'

36. Application. — Connaissant les cotés de I'une des moitiés des
polygones réguliers d'un nombre doublement pair 21 de cétés, on
peut, au moyen de ce théoréme, calculer les cdtés de I'autre moitié des
polygones réguliers de 2n cotés.

37. TratoriMe VII. — Le produit des cités de deux polygones reé-
guliers conjugués est égal au rayon multiplié par le c6té du poly gone
régulier d’un nombre de cétés deux fois moindre, mais de méme espéce
que l’un ou !’autre des deux premiers polygones.

Puisqu’on a

- . x . L4
Canp= 2Rsm,_';—n, Caonpnp = chosZ-n,
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on obtient, en multipliant,

. . 9. PT P __ 20 PF
Conp X Copp = 4 R%sin T COS ;‘-_2}1 sin —

Or nous savons que
. T (el /4 4 5
2R sir p;— = 2R sin —”L n=0,,=0C, 3

donc il vient

C:n,p > Czn,n—p= R < Cn,p = R x Cn,n—p‘

§ TV. — INSCRIPTION DANS LE GERCLE DES POLYGONES REGULIERS DE

CINQ, HUIT, DIX, DOUZE, QUINZE, TRENTE, SOIXANTE ET CENT VINGT
cOTES.

38. Dans tout ce paragraphe, nous ne considérons que les poly-
gones réguliers & périmétre continu.

39. Pentagones réguliers. — 1l existe deux pentagones réguliers
8’ 8 pentag J
l'un convexe et I'autre étoilé. Ce dernier est de deuxiéme espece.

Eo appelant toujours R le rayon du cercle circonscrit 2 nos poly-
gones réguliers, on a de suile

‘ C;, = 2Rsin g = 2Rsin36° = ;X;R\/IO — l(/i

(1) { L
( Csa= 2Rsinn—51—r = 2Rsin72°=;;R\/10 + 2y5.

On en déduit
€2, +C? ,=5R%

Ainsi, la somme des carrés des c6tés des deux pentagones réguliers
est égale au quintuple carré du rayon.

40. Octogones réguliers. — 1l y a aussi deux octogones réguliers,
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dont Vétoilé est de troisiéme espece. On a donc

=
1— cos - LS
Cs,,:sting =2RY\ - - \/2-\/2,
3 - 1+ cos% ——
Css = 2R sinT{:chos§'=2B wﬁ-;w:R\/z%—\/z.

On en tire
G2 + Gfm, = 4R2.

Donc, dans les deux octogones réguliers, la somme des carrés des
cotés est égale au carré du diamétre du cercle circonscrit.

41. Décagones réguliers. — On compte deux décagones réguliers,
dont I'étoilé est de troisieme espéce. Les cotés de ces deux polygones
s’obtiennent en divisant le rayon en moyenne et extréme raison, et

ont pour valeurs les deux solutions fournies par cette division. Ces
cotés sont ainsi

. T 1 i

) s C,o,‘zzﬁsml—S:;R(\/B—n),
. 3n -

( C.M:QRsmﬁziR(\/5+u).

On en conclut d’abord
Cio X Cios = RY,
puis
Clo,s - C“).l =R.
Ainsi : 1° le rayon est moyen proportionnel entre les cétés des deux

décagones réguliers; 2° il est égal a la différence des cdiés de ces deux
décagones.

On a encore
Ct,. +Ci, ,=3R%

La somme des carrés des c6tés des deux décagones réguliers est
égale au triple carré du rayon.
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42. Dodécagones réguliers. — 1l y a, outre le dodécagone régulier
convexe, un dodécagone régulier étoilé, qui est de cinquiéme espéce.
Les cotés de ces deux polygones sont

. T .
Ciay = stmE = 2Rsin15°,

.. 5
C,,; =aRsin g =akR cos% == 2R cos 15°.
Puisque
1— cos30° 1

et = I A G ya),

P T a

cosxS":\/Eﬂ@ = i\/ﬂ + \/3: %(\/E +y2),

2
on a

Cia, =4R(v6 — ya) =R\/2 — 3,
iR

Ces expressions donnent
Ciaa X Cu.s = R?, C?s,x + C?g,z, = 4R*.

Ainsi : 1° le rayon est moyen proportionnel entre les c6tés des deux
dodécagones réguliers; 2° la somme des carrés des cotés des deux do-
décagones réguliers est égale au carré du diamétre du cercle circon-
scrit.

43. Pentédécagones réguliers. — 1l existe quatre polygones régu-
liers de quinze cotés, dont les trois étoilés sont des especes 2, 4 et 7.
Les cotés de ces polygones sont donc

~ . 3
s == 2R sin =
(h.l n 157
« 27

sq = sSIn —
Ch', 2R sin 5’

(1) o
Ci; = 2Rsin-l§,

iz,

C,5; = 2Rsin E
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Les sinus des quatre arcs

Fig. 5.

(2) o _T_ = 2_75_3:: * 411_1': T YL LE
576 10 51w 6 5765 5710t E

K ™ . T
81116_0055: ) Cosgzslng_:—v\i,
Sin——:l( /’g— 1) cosizsin E1::.1\/;0 —I_—;;\/‘g
o 4 A ? 10 5 4 ’
. 1 T 1./ o
sml—zzz(\/5+1), cos == sin :Z\/Io—z\/:\,

¢t que I'on substitue dans les égalités (1), aprés y avoir développé les
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seconds membres suivaut les identités (2), on trouvera de suite que

Cis,y :%R( Vo +?V_§ - \/—Ig -+ \/3)’
o) Crsa=tR(—y10— 2y5 + V15 +y3),
C,5,4=%R( \/]0"*";—\/_3"’”'\/‘1_5‘—"\/3-)’

La comparaison de ces expressions nous fournit les deux relations

Cn..i + C‘IS,! = ‘;‘R\/;:;;/§ == Ls,29

Ainsi : 1° la somme des cotés des deux pentédécagones réguliers des
espéces 1 et ly, inscrits dans le méme cercle, est égale au cété du pen-
tagone régulier étoilé qui est inscrit dans ce cercle; >° la différence
des c6tés des deux pentédécagones réguliers des espéces 7 et 2, inscrits
dans le méme cercle, est égale au c6té du pentagone régulier convexe
qui est inscrit dans ce cercle.

Les formules (I11) nous fournissent aussi les égalités
Cis X Cysu = %R‘(\/E - I) =R <Gy,
Cisa X Cpy = 1R (yh+1) =R x Cio,se

Donc : 1°le rayon est la quatriéme proportionnelle au c6té du deéca-
gone régulier convexe et aux cotés des deux pentédécagones reguliers
des espéces v et f; 2° il est aussi la quatriime proportionnelle au coté
du décagone régulier étoilé et aux cotés des deux pentédécagones ré-
guliers des espéces 2 et 7.

Si'l’'on éléve au carré les qunatre valeurs (1II), et que 'on ajoute les
résultats, on lrouvera que ‘

C?s.l ~+ Cig. + C?s.é + 0555,7 = 732'

(') Ces cotés se tronvent calculés par la Géométrie pure, d'une maniére fort élégante,
dans le Traité de MM, Rouché et de Comberousse, 4¢ édition, I'* Partie, p. 173.
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Donc, la somme des carres des cotés de quatre pentédécagones régu-
liers, yui sont inscrits dans le méme cercle, est égale a sept fois le carré
du rayon.

44. Polygones réguliers de trente cétés. — Comme la moitié de
3o est un nombre impair, il existe aussi quatre polygoues réguliers
de trente cotés (n° 8), dont les trois étoilés sont des especes 7, 11
et 13.

Les cotés de ces quatre polygones sont

Cso.y = 2Rsin §~5 = 2R sin (g g),
C,p, = 2Rsin g—: = 2Rsin (% — {%>,
Cio,ss = 2Rsin 13%1-: 2R sin <g + %),
Csp,10 = 2Rsm%7t = 2Rsin <§ + f:;)-

Développant et effectuant les substitutions convenables, on trouve que

G:su,n - C‘JO,I = éR(\/E; -+ ]) = Cyy,
Cions — ‘301:7}3(\’/5“ |)=C|o,n
qui prouvent que :

° La différence entre les cétés des polygones réguliers de trente

Journ. de Math. (3¢ série), tome V1. — DEcemsas 1380, 47



370 G. DOSTOR.
cBtés et des espéces 11 et 1, inscrits dans le méme cercle, est égale au
c6té du décagone régulier étoilé qui est inscrit dans ce cercle.

2° La différence entre les cétés des polygones réguliers de trente
cotés et des espéces 13 et 7, inscrits dans le méme cercle, est égale au
c6té du décagone régulier convexe qui est inscrit dans ce cercle.

Les mémes formules (1V) nous donnent aussi

On en conclut que :

1° Le cété du décagone régulier convexe est moyen proportionnel
entre les c6tés des deux polygones reguliers de trente cotés, des espéces
retrx.

2° Le cété du décagone régulier étoilé est moyen proportionnel entre
les cotés des deux polygones réguliers de trente c6tés, des espéces 7
et 13.

Nous avons, en vertu du théoréme du n° 29,

V2 . a H 2 — 2 2

(’30.1 - [IP‘ - Cxa.'n 30,7 —'4R - Cm,u
F] — 2 ab) 2 — 2 v

Cso.n—[lR _(‘15.2’ Csu,ia"'[lR _(-‘15,1’

et par suite, en ajoutant,

€l + Clo.7 + Cgo.n + Cgo.ia
=16R* — (Cfb,l—‘_cfﬁ,ﬂ + Cig  + 035,7) = 9R2'

Donc, la somme des carrés des cotés des quatre polygones réguliers
de trente cOtés qui sont inscrits dans le méme cercle est égale a neuf
Jois le carré du rayon.

4b. Polygones réguliers de soixante c6tés. — 1l existe huit poly-
gones réguliers de soixante cotés, dont les espeéces sont 1, 7, 11, 13,
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17, 19, 23 et 29. Leurs coOtés seront donc
7 ’ 9

Caop = 2Rsin & = 2Rbln<% g;’\
Ceor = 2Rsin %g = 2Rsin (% - %),
Ceoiv== 2R Sinlt%r = 2RSm(1Zr -%),
Cgoi3= 2R sin % = 2R sin (% — %), »
Copno= 2Rsin% = 2R sin (% —+ -‘%%r).
Cso,z: = 2R sin 330: = 2Rsin (-Z -+ -?—575),
eore= 2R sin 20 = 2R sin (% -+ "_5)
Coon= :!Rsin-l-g—;—r =2R sm<£ + %)

Développant et substituant, on obtient les valeurs

60! —i [V‘5+1) \/5_"') (Vg—l)\//lo+2\/F]v
Cear =4R [\/3)—}—1\/10——2\/-5
(Ioou:'i _[\/ —1

val(v3
\/10—2\/5+(v5—1)(v5+1

W

(V3 -+ 1)

Coopr = 1R z[( )

Coone=4BYV3[(y3 + 1)V10 + 2y — (V3 —1
(V3 —1)V10 —
(V3 +1)

l\J

N |

ﬂﬂ |‘.l""

+
341
3 4
Coo2s = LRV2[ (V3 I\/IO———QV5+(\/3+1
Coone = $Rv2[ (V3 + 1)V 10 4+ 2y5 + (v3 —1

(\/5—{—1 ,

Les huit polygoues réguliers de soixante coOtés & périmétre continu

sonl conjugués deux 4 deux; nous avons par suite, en vertu du théo-
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réme du n° 35,
(OHH +C§u.29 :Cgo,v +C§n,23 = 4R?,
C‘Zo.u'*‘ C:,,,‘9=C§0,13+C§0’”:; 4R%.

On en conclut que :

La somme des carrés des cotés des huit poly gones réguliers de sotxante
cotés, qui sont insct its dans le méme cercle, est égale a seize fois le carré
rayon.

46. Polygones réguliers de cent vingt cétés. — Ces polygones sont
au nombre de seize. On pourra calculer les cotés de ces polygones en
suivant la méme méthode. Il suffira de faire usage des identités sui-
vantes :

™ T™ ™ 201 ki3 ™
T TR e =5 G
777 ™ k3 237? ™ kil

Y20 — 8 T8 Ta0 8 T 15’
L kis ™ 1911’ ™ ™
190 "8 3" 120 813
13x T L 17w s =

20 T8 T 6o’ vao 8 T
31 3 kg 597’ 3 i
0 8 60’ 120 8 o’
3777 3n w 53= 3r 1
6 T8 T8 dse 8 TR
M 37 =  for _ 3r =
Tao T F 307 6o TF TTE
3= 3= = dgm 3= 7
120 8 6o 1920 S 6o

47. Ce mode de calcul, comme I'on voit, [ournit toutes les valeurs
que donne la résolution de I’équation bindéme x* — 1 == o. Il a I'avan-
tage d’étre plus élémentaire et surtout plus facile.



THEORIE GENERALE DES POLYGONES ETOILES. 373

§ V. — SURFACE DES POLYGONES REGULIERS ETOILES.

48. Surface du polygone régulier de n cétés et de Uespéce p en
valeur du rayon du cercle circonscrit. — Considérons le polygone ré-
gulier ABC...EFG(fig. 6), qui a n cotés et dont I'espéce est p.

Tig. 6.
A

B G

Joignons le centre O i un sommet A de ce polygone, ainsi qu’aux
deux sommets voisins A’ et E du polygone régulier de n cdiés et de
I'espece p — 1, qui sont situés sur les c6tés issus du sommel A dans le
polygone de Vespece p. '

Du centre O abaissons en méme temps la perpendiculaire O sur le
cOl6 AG.

La droite OA sera lerayon R du cercle circonscrit 4 notre polygone
régulier; la droite Oi sera le rayon r du cercle inscril, el la ligue A
sera le demi-c61é £ C du polygone régulier.

La surface de notre polygone se composera évidemment de » qua-
drilatéres, tels que AA'OE’, oude 2n triangles, tels que AA’O. En dési-
ghant, en général, par S, lasurface du polygone régulier qui a ¢ cotés
et qui est de I’espéce e, nous avons ainsi

Snp= 27.AAO.



374 G. DOSTOR.

Le triangle AA’O est parfaitement déterminé, car nous y connais-
sons le coté AO, qui est le rayon R du cercle circonscrit, ainsi que les
deux angles OAA’ et AOA’.

L’angle OAA’ est en effet la moitié¢ de I'un des n angles saillants de
notre polygone régulier; il a donc pour valeur (n® 23),

{

OAA =T . P7,
2 n
L'angle AOA’ est égal 4 la différence entre les demi-angles au centre
AOiet A'Oi des deux polygones réguliers de 7 cotés, qui sont le pre-
mier de l'espéce p et lé second de Pespéce p—1; il vient, par
suite (n° 25), '
AOA =FPF P~ 1o .=T.
n n n
On sait que la surface d’un triangle en valeur du coté a et des deux
angles adjacents B et C est exprimée par la fraction

a’sinB sinC
2sin{B + C)
Comme nous avons a = R et

sinB = sinOAA’ = sin (g — B—TE) = cospn—“,-

n
. . . ki3
sinC = sinAOA’' = sin—»

sin(B + C)=sin{Z— PT LT = cos™ " m,
2 n n n

an fois la surface du triangle AA'O sera

. T pr
: sin -’;cos w
. 2 ORI
(1) Sup=nR* —
cost——
n

Telle est I'expression de la surface du polygone régulier de n cotés et
de I'espéce p. '

49. Remarque. — Dans le calcul précédent, nous n’avons établi
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aucune restriction sur la nature du polygone régulier. La formule (1
est ainsi générale et convient aussi bien aux polygones réguliers a péri-
metre composé qu’aux polygones réguliers & périmétre continu, Elle
s'applique donc indistinctement a tous les polygones réguliers, qu’ils
soient étoilés ou pseudo-étoilés.

50. CoroLraire 1. — Si nous posons p =1 dans la formule pré-
cédente, le facteur de nR? deviendra

. T 1w

Sin — oS —

n n I . T ™ T . 7
o= 2=~ 281N - COS - = - Sif—

coso 2 n n 2 11

et nous aurons
T . 2T
S,,,= -nR?sin =",
4 2 n

pour Uexpression de la surface des polygones convexes de n cétés.

51. Conrorramre II. — Sj lon fait p =2 dans la méme formule,
elle deviendra

k3 27
S,.=nR*tang - cos 2=.
n,2 g” n

52. Surface d’un polygone régulier en valeur du rayon rdu cercle
inscrit. — lLa seconde des formules (IV) du n° 27 nous donne

R = fp:. Substituant dans Pexpression (1), nous obtenons, aprés
€0S ——
n

réduction,
.
sin ;
() Spp=nrt- . .
Pt _
n

™
COSP—- €Os -
n

33. Cororraire I. — Si nous faisons p =1 dans cette formule,
nous aurons

J—— T
Sy, = nr? tang -

pour la surface du polygone régulier convexe de n c6tés, en valeurdu
rayon du cercle inscrit,
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84. Cororraire II. — Si nous posons p == 2 dgns la formule (IT),
nous trouvons que la surface des polygones réguliers de n cétés et de
la deuxiéme espéce est exprimée par

T , 2T
$E¢ o

S, .= ni’tan
m3 g n

|13

55. Remarque. — Supposons que ces derniers polygones soient
circonscrils 2 un méme cercle. Si leurs c6tés sont dirigés suivant les
mémes droites, la différence D, de leurs surfaces sera égale 4 la somme
de n triangles que 'on forme en prolongeant, de deux en deux, les
n cbtés du polygone régulier convexe. Cette différence est donc

. T , 27
D,=nritang-(séc— —1}-
n gn n

Ainsi, si les deux pentagones réguliers sont circonscrits 4 un méme
cercle de rayon r, la différence de leurs surfaces sera

D, = 512\/a5 — 10y5.

56. Surface d’un polygone régulier en valeur de son cété. — la
troisiéme des formules (IV) du n® 27 nous donne

Mettant cette valeur dans (1I), nous trouvons que

r pT
1 sn ",; cos —n-
(III) S,,’,, = - nC2 S
4 sin? i cos £t ”
n n

57. Surface d’un polygone régulier en valeur des rayons R et r des

cercles, lun circonscrit et Uautre inscrit. — La formule (1) peut
s écrire .
. T
P ISID;
Sn_,; = nR.Rcost= ———-—,
n B —1

cos’

T
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T

et, comme on a R cosZ” = r, il vient aussi

n
. ®
sin ;
(V) S,,=nRr————.
p—1
cos ™
n
58. Cororrare I. — Si nous faisons p = 1 dans cette expression,
nous aurons
. T
S,,,= nRrsin oy

pour la surface des polygones réguliers convexes de n cétés.

89. Cororraire II. — En posant p = 2 dans la méme expression,
on trouve

B k3
S,..= nRrtang -
pour la surface des polygones réguliers de deuxiéme espéce.

60. Surface d’un polygone régulier en valeur du c6té et du rayon
du cercle circonscrit. — Dans la formule (I), remplagons 'un des fac-

c . .
teurs R par sa valeur ———en fonction de C; elle devient

2sin™—=
n
. 3 kg
sin 7—- CcOos P
LI n n
(v) S,,==-nCR ——
J =, o
Cos — 4
n
61. Cororramre I. — Posant p = 1, on trouve
1 . T
S, =-nCR cos-
2 n

pour la surface du polygone régulier convexe de n cotés.

62. Cororraire II. — En faisant p = 2, on obtient

S,2= énCR tangg cot?;75 = —2—nCR (1 — tang? g) =

Journ. de Math. (3¢ série), tome VI. -~ Dgcemsre 1880, 48
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63. Surface d’un polygone régulier en valeur du c6té et du rayon du
cercle inscrit. — Dans la formule (11), remplagons I'un des facteurs r

[ 1 pr .
par son équivalent - G cot —; nous aurons aussi

T

: sin ;
(VI) Spp= ;G —— ——
i sinZ" cos? "l e

n n
64. Cororraire I. — Sil'on fait p = 1, on aurala formule connue
H
Sp= 3 nrG

pour la surface du polygone régulier convexe de n coiés.
65. Cororrare Il. — En posant p == 2, on trouve
1 . 2 7
S,2= Zm‘L séc o
pour la surface des polygones réguliers de deuxieme espéce.
66. Puisque nous avons
pP— P
’

.oT - © —1 . ™ —1 . 1
s1n -~ = si1n (1—7— N A TL’) = Sll]P—- COSP———-Tr — SID —— T COS —
n n n n n n n

la formule (11) peut s’écrire

sin E; sin I—'-%l T
Sy,p= ni® —
cos?Z  cos?
n n
ou
_ 2 prw p—1_\
(Vil) A Sy,p = nr (tang - — tangt— n) .

Or les deux triangles rectangles AO7 et A’Oi (fig. 7) nous donnent

. P . p—1
Ai=rtang— A'i=rtang——n,
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d’ot1 nous tirons \
. ‘ N
AA =r(1angOT -- P,
ang = -- tang " —=
I’expression (VII) devient ainsi
S

wp=Nr. AN =n.2AA" L.

Mais n fois 2AA’ ou # fois (AA’ -+ GG') représente évidemment le péri-

Fig. 7.

B G

métre apparent du polygone régulier étoilé. Donc on peut dire que:

La surface d’un polygone régulier étoilé a pour mesure le produit
de son périmétre apparent par la moitié du rayon du cercle inscrit.

Cette proposition devient d’ailleurs évidente par l'inspection directe
de la figure, puisqu’on a

surf, AA'O = AA’ .1Gi = AA' 4T,
et, par suite,
ansurf. AA'O = n{AA"+ GG} §r

67. TakoriMe I. — La surface d’'un polygone régulier, qui a un
. . ’ . » , s 21
nombre impair n de cotés et qui est de U'espéce la plus élevée — - est

la moitié de la surface du polygone régulier inscrit dans le méme
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cercle, qui a un nombre double 2n de cétés et qui est aussi de Uespéce
la plus élevée n — a.

Si nous appelons R le rayon du cercle circonscrit 2 nos deux poly-
gones réguliers, la surface du premier polygone sera (n° 48)

. T n—1i
sin = COS ——— 1
. n
S ...=nR*——nn-——,
n,— n— 3
2 CO§ — —— ¥
an

pendant que celle du second polygone régulier sera

. T n 2
1M -—Cos -~ — 7

an 2n
S‘.'u,n-a = 2nR?-— =3
n—:
cos - —- - w
2n
. A . . n—3
Or ces deux expressions ont méme dénominateur cos —— 7 Au

numérateur de la premiére se trouve le facteur

n ¥ kg kis . T
COS§ ——— Tt == COS§ (— _ *) == 81N —
on 2 2n an

pehdant que le numérateur de la seconde contient le facteur

ki

n-—z3 ki N s
CO$ —— 7 = cos|- — — ) == sin -
n 2 n n

1l s’ensuit que les deux fractions ont aussi méme numérateur. Donc

on a

— 1
sn, R—r iS’”-”"z’
2

ce qu'il fallait prouver.

68. CoroLrarre. — Sil'on donne a n successivement les valeurs 3
H
5, 15,17, ...,
— .
pourn=3, ovn aura —— =1, 2n=6, n—a=1,
n—1
v n=35, » S =2, 2n=10, n—a2=23,
5 == =3
» n=15, » s =7 2m=30, n—a=13,
n—1I
» n=17, » =8, an=234, n—a=15,....
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Ainsi le triangle équilatéral est la moitié de 'hexagone régulier qui
est inscrit dans le méme cercle: 1a surface du pentagone régulier étoilé
est la moiti¢ de la surface du dodécagone régulier étoilé ; le polygone
régulier de quinze cotés et de la septieme espéce est la moitié du poly-
gone régulier de trente cotés et de la treiziéme espéce, etc.

69. Tutorime II. — La surface d’un polygone regulier, qui a un
nombre pair 2n de cbtés et qui est de Uespéce la plus élevée n — 1, est
ala surface du polygone régulier inscrit dans le méme cercle, quiaun
nombre double in de cétés et qui est aussi de Lespéce la plus élevée

k3 3
an — 1, dans le rapport de cos® — @ cos ——.
? 4n 2n

En effet, la surface du polygone régulier de 27 cotés, qui est de
Vespécen — 1, a pour expression

. T n— A 2
sin 2— cos T sSIn —— s1p ~—
n an a2n a2n
Sonney = 2nR* - — = 2npR> 22 27,
' n—2 . ™
cOos e sin —
2n n
ou
™
—_— 2 —_—
Son,n—y = nR tang o

La surface du polygone régulier de 4 n cotés qui est de Pespéce 27— 1
4 pour expression
n—i

.n " o 2 . ™ . ™
Sip -— €O§ ————— sin —sin -, -
— 2 4n 4n __ a 4n 4n
Sln,‘_‘n—| — 4nR e —— 4nR ——
2an—3 e
cos —,—— T sin —
4n 2n
ou
S = 2nR? tang
Ain, 2p—t = g 4”
On a donc
tang —— cos —-
S?p a—y 2n . 1 _ 4,1
St 2tang B 1 — tang? ©08? —— ~-sin? -, -
4 g 4n 4
ou
cos? —
Sln.n—l 4
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70. TusonimeIIl. — Lorsque deux polygones réguliers, Uun d’un
nombre impair n de cotés et de Uespéce la plus élevée f'——:—' » et Uautre

d’un nombre double 2 n de cotés et aussi de Uespéce la plus élevée n — 2,
sont circonscrits & un méme cercle, le rapport de leurs surfaces est égal

N ™
a2c0s8* —-
2n

En verta de la formule (1I) du n° 52, nous avons

. T . T
. sin — sin—
n
S .= nr*— _— .
n 27 n—1 n—3 . = . 3n
2 cos ™ cos 7 sin —- sin —
2n zn
. T . T
sin — sin —
n
S.n na== 2012 —r=anrt ——- ;
2n,n—2 — — 5 i T . 3“7
€o0s 7 COS T sin — sS1p —
- n n xn
nous en tirons
., . k) ™
C J— sin?—~ 4sin?-— cos?—
n n 2a 2n
= — bl
S I 4 W, T
ma-t o sin? — 2.8in?
2n 2n
ou
S" n—r
: T
—2 = 20082 —-
| - an

71. Proposons-nous, comme application, de calculer les surfaces
des polygones réguliers étoilés de cing, huit, dix, douze et quinze
cotés.

72. Pentagone régulier étoilé. — Nous poserons n = 5, p = 3 dans
la formule (1) du n° 48; elle nous donnera

siuﬁcoss?-lr in © sin
S, BRI 8 _ gpa Bt
5,2 — - T =R
cos g sin?’—"r
10

Mais, puisque

in ™ = L5 — in3% .= 1(y§
s1n!—6_4(\/§ 1), 51n[0__4(J5+1),
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il nous vient

.7 . 3m
sin — Sin — — —»
10 10 4

d’ou nous tirons
1 - ki3
gy = 48ID —
. 3= 4 10
sin —-
10
I’expression de notre surface devient ainsi

™

S5 = 20R*sin 5

Ssa= 5 R* Y10 — 25 (V5 —1)°
=38 \/(10— 2y3) (3 VB)" = § R*/(5 — vB) (7 — 3v5).

La surface du pentagone régulier étoilé inscrit dans le cercle de
rayon R est donc

(1) S50 = 5R2y/50 — 22V5.

73. Octogone régulier étoilé. — Puisque n = 8, p = 3, il vient

sin - cos 3= sin?L
8§78 8
S =8R? ———— =8R? -3
08 o cos
8 4
et, comme
4 2 . g T T 2 —\2
cos- == ‘/—, 2siu?; =1 — cos, = . \/—>
4 2 8 4 2

nous aurons
_ 2'3“\/; . l/_z
Sea= 4227V
ou

(2) Ses = 4R*(y2—1)

pour la surface de 'octogone régulier étoilé.
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74. Décagone régulier étoilé. — En posant ne 10, p =3 dans
notre formule, nous obtenons

. o 3x N
sSin -— COS —- sm E sin 5‘
10 10
Sios=10R*— " — 10R? __ .
. ™ - ™
cOos — sin —
5 10

Cette surface est donc double de celle (n® 71) du pentagone régulier
étoilé qui est inscrit dans le méme cercle, ce que nous savions d’ail-
leurs (n° 67). Nous avons ainsi

(3) Sias = 2R?/50 — 22 y5.

75. Dodécagone régulier étoilé. — Nous avons, dans ce cas, n = 12,
5;

p = 3; il nous vient, par suite,
5 ™
sml—2 cos; sm’;;
Sip5=12R*— "~ —= = 12R*— -
' cos4‘” sin o~
12 6
Mais
1 T S —\/3'
sing =, 2sin’ - =1—cosyp=1—sing="-—
Donc nous avons
(4) 8,5, = 6R2(2 —y3).
76. Pentédécagone régulier convexe. — En faisant n=15, p =
dans la formule (I), elle nous donnera
— 15R?sin " cos = = P Resin 2T = 10
S50 = 15R3sin 15008 = =~ R*sin 5 =3 RC,;..

Si nous remplagons C,;, par son expression (I11) du n° 43, nous



THEORIE GENERALE DES POLYGONES ETOILES. 385

trouverons que la surface du pentédécagone régulier convexe est
5ouf —F . T
(5) S.§,,=%R2(\/15+\/3—\/10—2\/5).

77. Pentédécagone régulier étoilé de deuxiéme espéce. — Posons
n =15, p = 2 dans (I); il nous vient

sin T cos 27 sin — sinﬂ
f— 2 v-_,.¥ 57,,15, —_ 2 _L’i 30 —_ E qm",ca""l i
Sis2=15R o =15R sin_‘3" =—R o
AT 3

Il suffira de substituer 4 C,;,, C;,,, et Cy,,, leurs valeurs obtenues
aux n® 43 et 44 pour avoir I'expression numérique de S, ,.

On procédera de la méme maniére pour déterminer les surfaces des
deux autres polygones réguliers ¢toilés de quinze cotés.

78. Notre formule (I) nous permet aussi de calculer la surface des
polygones réguliers étoilés a périmétre composé.

Ainsi supposons que, de deux carrés qui coincident, 'un ait tourné
d’un huitiéme de circonférence autour du centre commun. Il en résul-
tera un octogone étoilé de deuxiéme espéce, dont la surface sera

sin = cos =~ sin = sin -
in T ooos 2T Tn T
8 8 8
Ss,a =8R? -2 —7. =88R ——4
k3 ™
cos cos -~
8 8
: - T .® T
ou, puisque sin Z = 25In Bcos 3’
- ™
Sg,0 = lﬁstlnzg.
On a
L, T T 2 — o
251[)2— =1 — COS- = ,,7___\_/_:
8 4 2

donc il vient
Sso = 4R? (2 —y2).

Journ. de Matk. (3¢ aéric), tome V1. — Dicemsre 1880, 49
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La surface du carré inscrit dans le méme cercle étant 2 R?, la somine
des quatre triangles extérieurs sera égale &

4R*(2 —ya) = 2R?= 2R*(3 — 2y2) = 2R2(y2 —1)*
oua

2(Ry2-- R)%.



