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Sur les propriétés d’une courbe qui roule sur une droite;

Piz M. H. RESAL ().

1. Déterminer la forme d’une courbe telle que, si elle roule sur une
droite, un point relativement fixe de son plan décrive une courbe
donnée, tel est le probléme que je me propose de résoudre.

Yai déja traité cette question, dans un cas particulier, dans une
Note insérée anx Comptes rendus des séances de U Académie des
Sciences du 2 juillet 1857 et ayant pour titre : Sur la gérération de la
courbe méridienne d'une surface de révolution dont la courbure
moyenne varie suivant une loi donnée.

Je croyais avoir la priorité dans lamaniére de poser la question enme
plagant 4 un point de vue général; mais, aprés avoir terminé mon tra-
vail, j’ai trouvé dans le Tome VI, 1™ série, de ce journal (1841, p. 319)
une Note de Sturm, ol P'auteur dit notamment : « On peut, en gé-
néral, déterminer la courbe qu’il faut faire rouler sur une droite pour
qu’un certain point de cette courbe mobile décrive une autre courbe
donnée par son équation différentielle. » Sturm n’est pas allé plus loin,
mais il n’en a pas moins la priorité.

Quoi qu'il en soit, jé crois que la méthode semi-géométrique et semi-
analytique que je vais exposer, et qui me conduit i quelques appli-
cations curieuses, dont il serait facile d’augmenter le nombre, n’est
pas sans présenter quelque intérét.

(*) Javais complétement perdu de vue cette Note, qui remonte A 1877 et quiest le
résumé d’une conférence faite aux éléves de 1"Ecole Polytechnique en 1878,
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2. Le rayon de courbure d’une courbe dont I’équation est donnée
ve dépendant évidemment que d’une seule variable, on peut coucevoir,
lors méme que cette équation serait une équation différentielle d’un
ordre plus ou moins élevé, que I'on puisse prendre pour la variable
la portion de la normale a la courbe limitée par une droite fixe.
C'est cette droite que nous prendrons pour directrice du roulement
de la courbe mobile.

3. Soient (fig. 1)

A le point de contact de la courbe cherchée avec la droite directrice;
C son centre de courbure;

p = AC son rayon de courbure;

m le point de son plan qui doit décrire la courbe donnée;

Fig. 1.

R = mK le rayon de courbure de cette derniére courbe;

r=mA sa normale;

¢ I"angle qu’elle forme avec AC;

m x une droite de direction fixe dans le plan de la courbe mobile
" menée par le point m;

I son intersection avec la directrice du mouvement.

Nous cousidérerons comme constante la vitesse angulaire instan-
1anée o de la courbe mobile autour dn point A.
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Le centre des accélérations du plan de cette courbe coincide avec le
cenire de courbure C ().

1 . wlr? - . ey .
I’accélération normale R du point m, dirigée de m vers K, étant

égale a la composante, suivant sa direction, de »? Gm, on a la relation

w!,d
= w?(r—pcosgy),
d’out
1_ 1 pcosg
(1) R—7
or on a
N

Alx =G+ go®— o

?
7

d’ot, pour Fangle de contingence de la courbe roulante,

d(6 —y)
el, en désignant par ds I'élément d’arc de cette courbe,
- ds
P= o=y

Si I'on remarque que ds cosp = rdf, I'équation (1) devient

11 L]
R 7 rde—gq)
d’ou
i
(2) A=

do r-——R.

(*) En effet, si on désigne par « la vitesse du centre instantané A, la distance du
centre des accélérations, qui est situé sur la direction de AC, & A est égale, comme

on le sait, & —: mais, si dx désigne l'angle de contingence et ds 'élémént d’arc de
- .

la courbe mobile, on a

ds da
u = —
dt’ at’
d'on
u ds
; =ua (I—z = p,

ce qu’il fallait établir,
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4. Avant d’aller plus loin, nous ferons remarquer que P’équation (2)
permet de résoudre facilement le probléme proposé dans le cas ou
r=mR ('), m étant un nombre entier ou fractionnaire, positif ou
négatif; on a, en eflet,

dn 1
a9

2
m—1

d’ol, en choisissant la direction de O de maniére que g soit nul
avec 0,

(3) ¢:—Ill'9—|.

{*) Prenons pour axe des z la droile A laquelle est limitée la normale r, et appelons
« langle que forme la tangente A Ja courbe avec I'axe des x et ds I'élément d’are.
Nous avons, en admettant, pour fixer les idées, que la courbe tourne sa concavité vers
I'axe des z,
1 da

A= T reosz, dy=—— dssinz,
s

et la relation R = mr devient

dae __ cosa
ds~ my
ou
. e cosz
sing— == — .
dy my
On tire de la
((;) ¥y =¥,cos"x,

¥, étant la valeur de y correspondant A « = 0.
Si l'on remarque que :
dr — — dy tanga,
I'équation (@) donne

() = myof(cos‘“’z—cos"'a):lt.

Lintégration ne pourra s’effectuer que dans les conditions connues, en dehors des-
quelles il pourra étre avantageux d’avoir recours au roulement d’une courbe auxi-
liaire pour tracer celle que P’on veut obtenir,

11 n'est pas besoin de faire remarquer que, en supposant m == —1, les équations (a)
et (), par 'élimination de «, conduisent trés rapidement A celle de la chatnette.
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On déduit de 1

Y tango=— tang —-
rds ange=— L gm—ml-,

uis, en désignant par r, la valeur de r correspondant i § = o,
puis, g par r,

(4) re== l'.,cos""',—"—“—l
L'hypothése de m = 1 est inadmissible d’aprés I'équation (4), ce qui
était visible a priori.
Pourm =12, ona
1= r,cos0,

¢quation d’une circonférence d'un diamétre égal a r, rapporiée a P'un
des points de la courbe, ce qui devait étre, puisque la relation R = 2r
caractérise la cycloide.

St m = 3, 'équation (4) donne

T, r
re= =4 2cosh,
2 2

Fig, 2.

ce qui représente une courbe que l'on tracera facilement (fig. 2) en
' . . . I3 o T
décrivant ¢’abord un cercle d’un diamétre égal a = et augmentant de

celle longueur les rayons vecteurs partant d’'un méme point de sa
circonférence.
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Pourm=—1, 0na
_ ar

T +c059‘

équation d’une parabole rapportée a son axe et 4 son foyer; la courbe
est ainsi une chalnette, comme on devait le prévoir, puisque cetie

courbe est caractérisée par la relation r=— R.
Pourm —=—2,0na
Ty
T cos? g
3
Fig. 3.

e \

¢quation qui,représente une sorte de folium (fig. 3) dont Ja tangente
. o1 9
forme avec le rayon vecteur un angle égal a go°®+ 5

Nous ne pensons pas qu'il soit intéressant de pousser plus loin les
applications de la formule (4).

5. Proposons-nous maintenant d'intégrer I'équation (2) en sup-
posant, conformément & ce que nous avons dit deés le début, que R soit
une fonction donnée de r. Nous avons

d1
- 4logeosy

e

dy  de dr dy .
@ = Varras = U a tAM8Y T

et 'équation précilée devient

dlogcosg '
dr — T r=R
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d’ou
dr

(5) cosy :Vﬁe"fm,

C étant une constante arbitraire positive.
On déduit de ta

dr ezf
tango = — = \/a
doa

(6) | b= [ ——F .
SV

6. Supposons que R soit constante ou que la courbe que 'on veut
tracer soit un cercle. Il vient

: 6: __i____.
(7) fr\/(r_n)x-l
[N

Posons, en désignant par y une autre constante substituée 2 C,

dr
r—R
— 1

vC =R,
puis
(8) #{(r_m =u,
d’ou
(9) r=R(r+ yu).

L’équation (7) devient
N ' du
10 6 = e —————t ]
( ) 7‘]‘(1+7u)~/u’———1
Pour effectuer I'intégration, posons encore

o' — 1= (u—zp

Journ. de Matk. (3¢ série), tome VI. — Avrin 1880. 16
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d'otr

1 1
(x1) u:;(s+;).
et !

du = —(1-—-—;‘,)dz
L’équation (10) devient
dz

(12) 6 =29 25—"‘;@;:‘-7)

Nous avons maintenant trois ‘cas a distinguer:
1° y¥* < 1. L’équation ci-dessus donne

6= —a dz
S
7 7
— b . dz _ dz
e
. 7 i

d’ou, en désignant par A une nouvelle constante arbitraire,

z+1+¢ )
(13) : 1 g
= —a
7
en posant, pour abréger,
a=Y1—7
7

De I'équation (13) on tire

Ae? 41
z=-1+ 3 "

At — 1

ou, en vertu des formules (8) et (11),

[

R &
PO’ 1 RO . ES S N
T Ad— 1 Aed
Ty T_s
Ae? — g

équation qu’il nous parait superflu de discuter.
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2® y*=1. L’équation (12) donne, dans ce cas,

2

¢ étant une constante arbitraire. On déduit de 1a

= R/ 1, 2 ! .
r—.R+2< 1+9+:+ 1 2
BEREET
3°y*>1.0na
z==— - —tang\/ 1 — (0 +¢),
d’ou

On conviendra qu’il est plus simple d'employer le compas pour
tracer une circonférence que de construire les courbes ci-dessus pour
les faire rouler ensuite sur une droite.

7. Supposons maintenant que 'on veuille tracer la courbe méri-
dienne de la surface de révolution dont la moyenne courbure est con-

’ ., I . . .
stante et égale a x - Nous aurons, en prenant pour droite directrice

I'axe de la surface,

d’oul

La formule (6) nous donne alors

dr dr
f= — Y D
fr\/r(r_c2K)_l ‘/— r{rir—2K)—=C
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Si l'on pose

on trouve

6=— G i ,
f\/r+%——(z‘/§+‘5—a>

d’ou, en désignant par ¢ une constante arbitraire,

6 + ¢ = arc coOs ————

et

re=
|—\/1+%cos(9~1—6)

En choisissant convenablement la direction de 1'axe ma, on peut
faire en sorte que ¢ = 180°, et alors il vient

o

c
K .
P — .

C
[ I+Ecosﬂ

On voit ainsi que la courbe donnée peut étre décrite par le foyer
d’une conique qui roule sur une droite, théoréme auquel Delaunay
est arrivé synthétiquement (Journal de Mathématiques pures et ap-
pliquées, t. V1, 1™ série, p. 30g).

Pour que r soit positif, ce qu'exige la natare de la question, il
faut que Cet K soient de signes contraires. Si K est positif et C négatif,
la courbe roulante est une hyperbole. Si K est négatif, la courbe rou-
lante est une ellipse.

. . . C .
Eofin, siK est infini, g restant fini, la courbe roulante est une para-
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bole dont le foyer, comme on devait le prévoir, décrit une chainette.

8. Lacourbe élastique rapportée 2 deux axes rectangulaires est re-
présentée en général par Péquation ’
- b
g=ay+bx+ec,
a, b, ¢ étant des constantes.

En choisissant convenablement la direction des axes et la position
de origine, cette équation se raméne 4 la suivante :

1
(l"/l) R =ay.
Soient « I'angle que forme la tangente au point (x, y) avec Vaxe

des x pris pour droite directrice, ds I’élément d’arc de la courbe
donnée; nous avons

1 da  dy .
R‘:-‘“‘Z, Z;Z—Sll]“, ]:—FCOSQ,
par suite
ela
(15) &= ar,
d’oll
d*a .
It; =asing.

En multipliant par da, intégrant et désignant par m une constante,
on trouve

(16) Z—:: = 2a(m — cosa).

La constante m se déterminera par la condition que cette équation
et 'équation (15 ), mise sous la forme

de
(15" Z = arcosa,

A da . . :
donneront les mémes valeurs de Z Pourune valeur déterminée «, de «
correspondant A r = r,, d'ou

ar;
{17) M = Cosa, -+ —* cos*a,.
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Les équations (16) et (15’), qui reviennent aux suivantes,

|-

= aa(m — cosa),

=

= — arcosa,

-

donnent, par I'élimination de cosa,

r_ 1 1
i__;_ r—=—|—24ﬂ1,

'le signe + dun radical n’étant pas admissible, puisque lR doit s’an-

nuler aveca.
On déduit de 1a

I — 1 | i I
r—R r yi+zamr
On peut toujours supposer que a est positif, car autrement il suffirait

de changer le sens des y positifs. On peut d'ailleurs choisir «, de ma-
niére que m soit positif, Soit donc

1
2am = 435

nous aurons

dr = logr rdr
TR %8 T
'zv]+K;

"SiI’on pose

il vient . _

r2
rdr _ du ___llo u-——x_ll \/'+—K__’—l
—a Juw—1 2 R =i ’
vl—!—i—f”l

” I+E

par suite




ROULEMENT D'UNE COURBE SUR UNE DROITE. 127

L’équation (6) nous donne alors

" VEET

expression que I’on peut mettre sous cette forme plus simple,

dar :

N B

. e K2 . s :
en remplacgant par A? le coefficient arbitraire <’ qui doit étre essen-

(16)

tiellement positif.
Si, en désignant par ¢ une nouvelle variable auxiliaire, nous posons

rz
=

r={(v*+ 20)K?,

d’ou
la formule (16) devient
(0 +1)do _ vdv _ dv
= fo(v+2)\/W——1_ ot \hiot 1 fo(u+2) \/h’v’-l’

expression que I'on sait intégrer, mais qui conduit & un résultat trop
compliqué pour qu'il nous paraisse utile de I'écrire.

9. Supposons maintenant que la courbe donnée soit la méridienne
de la surface capillaire de révolution. Nous prendrons pour droite di-
rectrice la perpendiculaire en un point quelconque de I'axe comprise
dans le plan de la section considérée.

L’équation de la courhe dont il 's’agit pent se mettre sous la forme
suivante,

{17) ;—{+;=3aj+2b,

a et b étant des conslantes.
Nous avons, en conservant les notations du numéro précédent,
da .

. 1 da
dy = — dssina, R g = sine g
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par suite
ysinade— cosady = (3ay?+ 2by)dy,

d’ou, en désignant par m une constante arbitraire,

—ycosg=ay’+by*+m
ol1 encore ‘

(18) rcos?a == — ar® cos®o + br*cos’a + m.

L’équation (17), mise sous la forme

(19) —'ﬁ+-:-=—3arcosa+-ab,

et I'équation (18), par I’élimination de cosa, conduiront 4 une équa-
. S . I f s ' -
tion du troisiéme degré en - On voit ainsi que, en général, 6 dépendra

d’une transcendante trés complexe.
Nous nous bornerons & considérer la branche de la famille des
courbes en question, pour laquelle m est nul.

L’équation (18) donne alors
—arcosa = % + b,
et V'équation (19)
—b.

MW

I
R
‘On a, par suite,
T a—br 2 b
r_—n—(l—_—br,—w—:Jf,—_Tr’

’f dr-

- (1 — br}’

f\/ 1 —br) ".

L’intégration ne pourra s’effectuer que dans certains cas particuliers,
notamment lorsque I’on aura & = o, ce qui n’est pas étonnant pulsque

et I’équation (6) dev1ent

alors on auraR = —, cas qui a été étudié plus haut.



