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Sur la forme canonique des congruences du second degré

et le nombre de leurs solutions;

Par M. Canme JORDAN.

Nous nous proposons de donner ici la solution de la question sui-
vante, dont nous avons examiné ailleurs quelques cas particuliers
(Comptes rendus, 19 mars 1866; Traité des Substitutions, n* 197-200
et 259-260) :

Déterminer le nombre des solutions de la congruence duw second
degré a m inconnues

(1) @y X% 4ot QX2+ by 2y 2 +...=c¢ (mod. M).

1. La question se raméne immédiatement au cas ou le module M
est une puissance d’un nombre premier.

Soit, en effet, M = P*P%,..., P, P, étant des facteurs premiers dif-
férents. Soient ,..., &, un systéme de solutions de la congruence (1);
Efyerry En les restes de la division de xy..., Zp par P*; 0y,eey 0
les restes de leur division par P%,...; on aura évidemment

(2) a, 82 4.4 apk2 + b,k B +...=c (mod. P?),
(3) a0 et Ak + banyns +..=c (mod. P}),

Réciproquement, soient &,,... un systéeme quelconque de solutions
¢] =13 2 om y q

de la congruence (2); 74;..., 4, UD systeéme de solutions de la con-

gruence (3), etc. On sait qu'on pourra déterminer d’une seule ma-
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niére un systéme d’entiers x,,..., m inférieurs 4 M et satisfaisant aux
conditions

x,=§, (mod. P)=1y, (mod. PH)=...,

et ces entiers satisferont évidemment 2 la congruence (1); d’ou cette
premiére conclusion :

Le nombre des solutions de la congruence (1) est égal au produit
des nombres de solutions des congruences (2), (3), etc.

Nous supposerons donc & I'avenir que M se réduise 3 P}, P étant
premier. Deux cas seront 4 distinguer, suivant que P sera impair ou
égal a 2.

PREMIER CAS : P PREMIER IMPAIR.

2. Soit P* la plus haute puissance de P qui divise a la fois tous les
coefficients du premier membre de la congruence considérée. En la
mettant en évidence, la congruence prendra la forme

(4) fl@yye s Xm)=P @, 4.0 b, Xat =c{mod. P?),

et 'un au moins des coefficients @,,..., @n» Bys,... sera premier & P. 1l
est permis de supposer que l'un des coefficients @y,..., a,, des carrés
des variables est premier a P. En effet, si 'on avait

a,:==...=a,==0 (mod.P),

mais b;, $o (mod. P), par exemple, on pourrait poser Xy=: ay 4+,
et 'on aurait, pour déterminer les nouvelles variables Z;, &', Xs;. .-
une congruence analogue & (4), mais ot le coefficient du terme en X'
serait @, + by, -+ @3, nombre premier aP.

Soit donc a,Z o0 (mod.P). On pourra déterminer des entiers A.,.... /4,
satisfaisant aux congruences

a2a,k,==b,, (mod.P*) (p=2, /)R
13 e i P

et prenant pour nouvelle inconnue 1a quantite

X| e i o k2 Lo —i—..."‘.“f#mxm?
47
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la congruence .prendra la forme
P*a, X} +Pof, (Xayeees Xpp)=c (mod. PY.

Si la fonction f (xs,..., %,) 0'est pas identiquement congrue 4 zéro,
on pourra opérer sur elle comme sur f, de maniére 4 faire disparaitre
les rectangles d’une seconde variable. ‘

Poursuivant ainsi, on voit qu'on pourra faire disparaitre les rec-
tangles de toutes les variables. Mettant alors en évidence les puissances
de P qui peuvent diviser chaque coefficient, on pourra mettre la con-
gruence sous la forme

5 | 2= P(A Xi+ ...+ A,X2) -+ PR(B, Yi+ ... +B,Y2) +...
=c¢ (mod.P).

3. Lenombre » des variables qui figurent explicitement dans cette
congruence peut étre inférieur & m. Dans ce cas, chacune des m —
variables restantes prenant les valeurs de zéro 4 P> —1, cette variation
n’influera pas sur la valeur de la fonction ®. Donc le nombre des
solutions cherchées sera égal 2 PM»—" Q, Q étant le nombre des so-
lutions de la congruence (5), ot 'on ne considére plus d’autres va-
riables que celles qui y figurent explicitement.

On peut supposer que les exposants a, f3,... soient rangés par ordre
de grandeur croissante. Mais alors la congruence (5), & n variables, ne
peut avoir de solution que si ¢ est divisible par P*, Soit ¢ = P*d et
A — a = p.. On pourra poser

(6) Xy=x, +Pta,..., Y, =y +P'¥,...,

Zyyeees Jay--. €tant des entiers moindres que P¥, et «|,..., Fisee. des
entiers moindres que P~

Chaque systéme de solutions de la congruence (5) donnera évidem-
ment un systéme de solutions de la congruence

(7) Ael+...+A, x4 Pie B.yi+...+ By +...=d (mod. P¥),

et réciproquement, 4 chaque systéme de solutions de cette congruence
sorrespondront P** systémes de solutions de la congruence (5), qui
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* . .
s’obtiendront par les relations (6) en y donnant a x',..., ¥;... tous
les systémes de valeurs possibles moindres que P*. On aura donc

Q = P*R,
R étant le nombre des solutions de la congruence (7).

4. Examinons donc cette derniére congruence. Ses solutions pour-
ront étre partagées en deux classes : 1° celles ot I'un au moins des en-
tiers a,,..., &, est premier 4 P; 2° celles ot r,=...==x,=o0 (mod.P).
Soient respectivement S,, T, les nombres de systémes de solutions de
chaque classe. On aura

R= Sp_—l—Tp_.

Solutions de ia premiére classe. — SOt XLyyeey Lpy Figerey Fgseo- UN
systéme de solutions de la premiére classe; et soient

x,=x,+PH1E, (p=1,2,...,P);
(8) Fe=Je+ P g (6=1,2,...,9);
Ly Jhye.. btant < P¥, et &y, 0gy... < Pj onaura évidemment

(9) Ay i4..+A,2+PE(B, yi+...+ By y})+...=d (mod. P*~').

D’ailleurs «',..., &, ne sont pas tous nuls par hypothése. Donc
T yeiy Lyy Piseers Fyse-- estlun des, S, systémes de solutions de
premiére classe de la congruence (g). '
r _» . r 4 14 14 9
Réciproquement, SOit &'y youey Lpy Fygeers Fyoreee I’'un quelconque de
ces S, , systémes de solutions; on aura une relation de la forme
p—_ ?

A XA +PE(B, ik By R+ =d +eP¥! (mod. P¥),

€L Xyyeeny Lpy Fiyerss Voo Satisferont & la congruence (7), sil'on dé-
termine les entiers &,,..., &y Wyyeeey 1gy-+-, de telle sorte que I'on ait

(10) 2A, X8+ 24,08, =e (mod. P).
47..
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Or, par hypothése, I'un au moins desentiers &} ,..., &, , par exemplex’,,
est premier 4 P. La congruence (ro) détermine &,, aprés qu’on aura
choisi arbitrairement les n—1 autres quantités &;,..., &y Wy50ee; Ngyeees
ce qui pourra se faire de P*~' maniéres différentes.

On aura done

S,=P™'§, = Pz(”"”Su__z = .., = Pp—hi-ig

11 reste 4 déterminer S,, c’est-2-dire le nombre des solutions de pre-
miére classe de la congruence

(1) A&i+...+A, x2+PPA(B, yi+ ... +B,y2)+...=d (mod.P).

Or on peut donner 4 chacunedes n— p variables ¥,,..., ¥4... une
valeur quelconque sans altérer la valeur (mod. F) du premier membre
de cette congruence; on aura donc

S, =P"?U,
U étant le nombre des solutions de premiére classe de la congruence
(12) A2 A,x2=d (mod.P).

Or nous avons déterminé (Comptes rendus, 19 mars 1866, ou Traité
de Substitutions, n® 197-200) le nombre total des solutions de la
congruence (12). Ce nombre sera égal 3 U sidZo (mod. P); aU—+1
dans le cas ott d=o0 (mod. P); car dans ce cas on a une solution de
seconde classe x, =...= x, = o.

Posant, pour abréger, suivant la notation de Legendre,

(—1YA... Ay —y (— 1) Aree. Agryid _'v,
P - Y3 P - ?

on aura, d’aprés. les formules de I'endroit cité :
1° Si p=2let dZo (mod. P),

U=P2I—|_Pl—;lv;
2° Si p=2al+1etd%o (mod. P),
U=P¥+PH';
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U+1=P"" (PP— P)y;
f° Sip=2l+1etd=o (mod. P),

U+ 1= P%

5. Solutions de la seconde classe. — Posons x,=Px, . Onaura &
déterminer le nombre T, de solutions de la congruence

(13) P*A, &+ 4 Apx))+-PH4(B, 32 4. +-B, ¥ 2)+...=d (mod. P¥),

ol yy,... ¥ varientde 0 4 P* —1, et &',..., &, de 04 P*' —1 seule-
ment. Si I'on faisait varier les p quantités x',..., &, non plus de o
4 P! —1, mais de 0 &4 P*—1, il est clair que le nombre des solutions
de la congruence (13) deviendrait P? fois plus considérable; on aura

donc
Ty, =P7PYV,

V étant le nombre des solutions de la congruence (r3), o toutes les
variables varient de 0 4 P*—1.

Soit ¢ le plus petit des exposants 2, § — a,.... La congruence (13)
n’aura de solutions que si & estdivisible par P2. Soit d’ailleurs d=Pd,.
On aura, comme on P’a vu plus haut, :

V = Ppi=n W,
W étant le nombre de solutions de la congruence

P (A, P+ A, X)) +PES(B, y i ..+ B, y2) +...
(x4) =d, (mod.Pr-?),

Cette congruence contient dans son premier membre un groupe de
variables dont les coefficients sont premiers & P. Elle est donc ana-
logne 4 la congruence (7), et ses solutions pourront étre partagées en
deux classes; le nombre des solutions de premiére classe s’obtenant
directement; les solutions de seconde classe se ramemant & celles d’une
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nouvelle congruence par rapporta un module P¥-®-<moindre que P#~%.
On poursuivra cette réduction jusqu’a ce qu’on arrive 4 une congruence
ayant pour module P ou l'unité, auquel cas le nombre des solutions
s’obtiendra immédiatement.

Nous laisserons au lecteur le soin d’écrire la formule définitive qui
résulte de cette méthode.

6. L’analyse qui précéde repose essentiellement, comme on a pu le
voir, sur la propriété des congruences du second degré mod. P* (P pre-
mier impair) de pouvoir se réduire par un changement de variables 4
la forme canonique (5). Mais les diverses expressions que donne cette
formule en y faisant varier «, f3,... p, ¢,... Ay, Ay, Byyol, By,
sont elles-mémes réductibles & un moindre nombre. On peut, en effet,
faire en sorte que les coefficients dans chacune des suites A,,..., A,
B,,..., B,,... se réduisent tous 4 I'unité, sauf 'un d’eux, qui pourra,
suivant le cas, se réduire 4 I'unité ou & un nombre N choisi arbitrai-
rement parmi les non-résidus quadratiques de P.

Pour le démontrer, considérons 1’expression

(15) AX2 4.+ A X2,

Supposons que, parmi les coefficients A,,..., A,, il y en ait p qui soient
non-résidus de P; si ce nombre p est >>1, on pourra I'abaisser de
deux unités par un changement de variables.

Soient en effet A, et A, non-résidus; et soient R un résidu quel-
conque; @, ¢ un systéme de solutions de la congruence

(16) Aja®+ A c*=R (mod. P),

on aura a2 o0, cZo (mod. P), car si a était congru 4 zéro, on au-
rait A,c*==R, ce qui est absurde, A, étant non-résidu.
Posons maintenant

(17) X,=ax,+ bx,, X,=cx,+ dx,,

I'expression (15) deviendra

(A,a?+Agc2) a2+ 2(A,ab+ Ayed)x x,
4+ (A B2+ Apd?)xl 4.+ A X2,

(:8) j
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On peut, sans annuler le déterminant de la substitution (17), poser
(19) Ajab+ A ed=o (mod. P).

En effet, ce déterminant sera égal a

A;c’d . (A[ az-- Azci)d

ad — bc=ad + Aa yws

Rd
== e >
=3,20 (mod. p).
Supposons donc la condition (19) remplie. L’expression (18) trans-
formée de I'expression (15) sera, comme cette derniére, une somme de
carrés; mais les coefficients des deux nouvelles variables x,, 2, seront
devenus des résidus. En effet, le coefficient de x, est égal & R, et celui

de x, &
Ajcrd?

ey
Aja

AlAlel2

A’ 62+A.2d2EA’ Azaz

+ A d*=

2

qui est évidemment un résidu.
On pourra donc préparer I’expression

A X2 A X .+ AKX

de telle sorte que tous ses coefficients soient des résidus, sauf I'un
d’entre eux A,, pour lequel il y aura indécision. Cela posé, on saura
déterminer des entiers k,,..., k, satisfaisant aux relations

2 — A R
A.2]£'2=I,..., ‘A'PA,P=I'
On pourra de méme satisfaire 4 la relation
2 .
A k=0,

6 étant égal & 1 ou 4 N, suivant que A, est résidu ou non.
Posant maintenant

X|=k‘x"-.., XP= A’pxp’
’expression considérée prend la forme
bx?+ 2l 4.+ x2,

ce qu’il fallait démontrer.
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SECOND CAS : P =2,

7. Soit 2* la plus haute puissance de 2 qui divise tous les coeffi-
cients de la congruence cousidérée. Mettant ce facteur commun en
évidence, la congruence prendra la forme

S (@ryer ey @) = 2%[@, X2 .o F B+ b2 X, Xa+...] = (mod. 2Y).

On peut supposer que les coefficients ..., a,, des carrés des variables
sont tous pairs, sauf deuzx d’'entre eux tout au plus.

Supposons, en effet, qu’on ait a,, a,, a, impairs. Si 'un des coef-
ficients b,,, b5, b.3, par exemple b,,, est pair, on pourra poser

&Iy = &Ly + Xy,

et obtenir ainsi entre les variables x,, x,,..., x,, une nouvelle con-
gruence équivalente 4 la proposée, mais ot le coefficient de a3 serale
nombre pair @, + b,; + a;.

Si bys, b,3, by sont impairs, on posera

= A Xy X=X+ X,
et, aprés cette substitution, le coefficient de x3 sera le nombre pair
a4 ay+ @+ b2+ b5+ by

On pourra distinguer ici trois cas :

8. Premier cas. — Tous les a sont pairs. L'un des coefficients 5,
par exemple b,, sera impair. Soit 2° la plus haute puissance de 2 qui
divise a,. Remplagons &, par une nouvelle variable y,, définie par la-
relation

{20) Xy =Y+ 200
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La congruence prendra la forme
2 [d| 2+ by yat ar yi+..]=c (mod. 2),

en posant ,
a, =a, + 2by+ 2%0a,,

B, = byt 27 a,.

On voit immédiatement que &, sera impair et que &, sera divisible
au moins-par 2¢*'. Par une suite de transformations analogues, on
augmentera progressivement le degré de la puissance de 2 qui divise
le coefficient de la premiére variable, jusqu'a ce que ce coefficient,
étant divisible par 2, devienne congru i zéro (mod. 2%) et puisse
étre supprimé. On pourra ensuite, par un procédé analogue, faire
disparaitre le carré de la seconde variable. ‘

1l nous est donc permis de supposer @,=a,==o0 (mod. 2*), avec
b,»==1 (mod. 2); mais alors on pourra déterminer des entiers k..., £,
satisfaisant aux relations

byy=k,b, (mod. 2*).

Prenant alors pour variables indépendantes, au lien de x,, x,,

celles-ci
X=b,3%, + bay X5+ ...+ D21y,

y= a4k x3-+...+ by 2,

la congruence proposée deviendra
2*xy + 2% f1 (Xgye. .y Xp)=c (mod. 2",

et Pon aura ainsi un groupe de deux variables séparées des autres,
et ne figurant plus que par leur rectangle.

9. Deuxiéme cas. — Tous les a sont pairs, sanf a,. Chacun des
coefficients b,z..., by sera pair. En effet, si b,; par exemple était im-
pair, on n’aurait qu’a poser &y = X'y + x, pour rendre pair le coeffi-
cient de 22 et retomber sur le premier cas. Cela posé, on pourra dé-

Tome XVII (2¢ séric’ — Novenpre 1872. 48
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terminer des entiers £,,..., k,, par les relations

2a,k,=0b,,;

et prenant pour variable z =, 4 k,a,+..., la congruence prendra
la forme

2°a,2° + 2*f, (X4,..., x,)=c (mod. 2}),

ou la variable z est séparée.

Troisiéme cas. — a, et a, impairs. Chacune des quantités b,,...,
bimy bagy.n.s by €st paire; car si b,, était impair, on pourrait rendre
pair le coefficient de x? et retomber ainsi sur le deuxiéme cas.
Au contraire, b,, sera impair; car, il était pair, il suffirait de poser
%y = &'y -+ 2, pour rendre pair le coefficient de x2.

Cela posé, soient k,, /, des entiers déterminés par les relations

2a,ky+ b,,l,=b,,,
b,2kp+2a2lPEb2p,

(21)

(dont le déterminant est impair). Prenons pour variables, aulieu de x,
et x,, les suivantes
u=x 4k, +,..., v=a,+ Lx;+....
La congruence deviendra

2%(a, t? 4 bysuy + a, 0°) + 2%f i (@3y0er, p)=c '(m()d. 2}),

10. Nous obtenons ainsi dans chaque cas un mode de réduction de
la fonction f & une forme plus simple; opérant de méme sur la fone-
tion f, & n — 1 oun — 2 variables, on arrivera évidemment & mettre
la congruence sous la forme ~ '

(22) 25+ 283+ ... =c (mod. 2),

P'une quelconque des suites 3,,... pouvant étre composée de trois
parties :
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1° Une somme de rectangles
Ly Y1t Xpps
" 2° Une somme de carrés, multipliés par des coefficients impairs,
| Az +Ayz2 3
3° Des groupes de trois termes 4 coefficients impairs, tels que
B,u? +C,u,0, +D,02,..., B2+ C,u9.+ D02

D’ailleurs la suite considérée pourra ne pas contenir a la fois ces
trois sortes de termes; auquel cas un, ou méme deux des nombres p,
g, ryse réduirait 4 zéro. Mais si tous trois s’annulaient i la fois, la suite
ne contiendrait plus aucun terme et s’évanouirait.

Si nous convenons de poser 5, = o toutes les fois que p n’est pas
Fun des nombres «, 8,..., il est clair que la congruence (22) pourra
s’écrire

g=h—r
(23) 2 F3,=c (mod 2}),

p=0

expression qui pourra étre considérée comme la forme canonique des
congruences du second degré (mod. 2b).

En ‘faisant varier la répartition des indices entre les diverses
suites 3,,... et entre les trois parties de chacune de ces suites, ainsi
que les coefficients A,,..., A, B;, G;; D,,... qui les multiplient, on
obtiendra beaucoup de formes diverses; mais plusieurs d’entre elles
pourront se ramener les unes aux autres par un changement d’indices.
Pour éliminer les formes réduites qui font ainsi double emploi, il sera
nécessaire d’assujettir celles que I’on conserve 4 certaines conditions
que nous allons indiquer.

11. 1° Aucune des suites 3, ne doit contenir 4 la fois des termes
de deuxiéme espéce, Az?--..., et des termes de troisieme espece,
Bu?+ Cuy +Du?+....

Nous allons montrer, en effet, que les formes réduites ou cette cir-

48..
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constance se présenterait se raménent 3 d’autres qui ne contiennent
plus de termes de troisiéme espéce.
Posons, en effet,

2=z 4+ 0w +evy, wu=az-+u, v=27+v,
. . . 7 T '} .
substitution permise, car son déterminant = 1 (mod. 2); 'expression

Az?+ Bu*+ Cuy + Do®
sera transformée en ,
(A+ 4B+ 4G + 4D) 2%+ (A0°+ B)u*+ (As2 + D) ¢
(2Ad + 4B+ 2C) g2+ (2As +2C+4D)2'o' 4 (2Ad + C)ud' o',

Posons maintenant

2A0 + 4B +2C=0 (mod. 2}),
2Ae +2C+ 4D=0o0. '

Ces congruences donneront pour ¢ et ¢ des valeurs impaires (A, B,
C, D étant impairs) qui, substituées dans les coefficients de »’*, ¢2,
u'v', rendront les deux premiers pairs et le dernier impair. En opérant
comme au n° 8, on pourra donc remplacer &', ¢’ par deux nouveaux
indices x, ¥ qui ne figurent plus que par leur rectangle dans 'expres-
sion de Z,. '

Si 3, renfermait d’autres groupes de termes de troisiéme espéce,
on les ferait disparaitre de la méme maniére, en leur substituant de
simples rectangles. ‘

12. 2° La suite 3, ne peut contenir plusieurs groupes de termes de
troisiéme espéce.
Soit, en effet,

2o=B,ul+ C a9+ D, v} + Byuj + Cotsy 02 + Dyof 4.0 .

Nous allons montrer que par une transformation convenable on
peut remplacer les six termes ci-dessus écrits par une somme de deux
rectangles. :
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Posons
Gy=x+z+u v,=y-+3s-+1U,

substitution permise, car son déterminant =1 (mod. 2). Il viendra

Zp=AxT 4 doy PP+ Lop 28+ dog U WY + CX2
Sy XU + Sy )3+ S5 yu -+ 0,21,
en posant
&= B, 4+ By+ GCo+ Dy, &;= D+ By+ Co+ Dy,...,
% = C, +2By,4+2C,+2D,, w,= Cy+2B,+2C,+2D,,
e =2B,+ C,+2B,+ C,, e,=2B,+ C,+2D,+ C,,....

1l résulte de ces expressions que &b, dojyeee, @, Sy,... SONE paIrs, et
W, 1%, impairs. On pourra donc, en opérant comme au n° 8, rempla-~
cer x, 7 par deux nouveaux indices x', y, choisis de telle sorte que
leurs carrés disparaissent de I'expression de %, laquelle se réduira a
la forme

f
S, =Wy +ex s+ xu+ S i+ Sy
b fon B - oy 2 b 2L,
e, &,, €,, €; étant des fonctions linéaires entiéres de e, e, ) €

et, par suile, des nombres pairs.
Posant maintenant

X, =X+ 5+ Su, =k,
= ¥+ ki+ lu, < =wl

il vient
Sp= &y ¥y (dor — k) 2+ (Mg — €y l) 2"+ (W — gyl — k) zu;

les coefficients de z2, u?, dans cette expression, étant pairs et celui
de zu impair, on pourra, par une derniére transformation (n° 8), faire
disparaitre les carrés et mettre 2, sous la forme

Iy Y1+ L2 ) e
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13. 3° X, ne peut contenir plus de deux termes de seconde espéce.
Soit, en effet,

Z = A,z Azl Ayz2 ...,

Nous allons montrer qu’on peut, par une transformation convenable,
réduire le nombre des termes de seconde espéce.
Posons :

Ly =x+2, Z=y-+3 5=z—ke—ly,
ou £, I sont des entiers impairs, déterminés par les relations
A=Ak, A=Al

(cette substitution est admissible, car son déterminant 1 + % -+ [ est
impair) : il viendra

Z=A(1+E) 2 +aklxy+ A, (1 + 1) 2+ (A + Ay + A,) 225

mais, dans cette expression, tous les coefficients sont pairs, sauf celui
de z°. On pourra donc mettre 2 en facteur commun dans les trois pre-
miers termes de cette expression, et reporter ces termes dans la
suite 3,,,, de telle sorte que, des trois carrés mis en évidence dans >
il n’en reste plus qu’un. )

On remarquera que, & et [ étant impairs, I'expression

2(A!£_':_kx2+kle+A21+"yz)

2

pourra se ramener a la forme 22y par un changement de variables si

1+ & 112

I'un des entiers » —— est pair; dans le cas contraire, 2 la forme

2(Bu?+ Cuv -+ Du?).

14., D’aprés ce qui précéde, on peut admettre que 2, se réduira i
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'une des quatre formes suivantes :

(24) Ses

(25) S+ Az?,

(26) So+ Az + A, 23,

(27) S+ Bu?+ Cuv + Do?,

S, désignant unesomme de rectangles, telle que z, ¥, +...+ x, 7,
(le nombre p de ces rectangles peut d’ailleurs se réduire & zéro), et A,
A,, B, G, D étant des entiers impairs.
On peut d’ailleurs exclure le cas ou 3,_, serait de la forme (26).
En effet, si ’on avait

21 =S+ A2+ A, 22,
on n’aurait qu’a poser
z=727+2, z =7z,
- pour changer I'expression 2 5,_, en
28, + A2+ 2477, + (A+A,)2{]=2""(S)_,+A%?) (mod. 2,

expression analogue & la précédente, mais qui ne contient plus quun
seul carré.

Nous allons maintenant passer 4 un second ordre de conditions, en
cherchant quelles limitations on peut imposer aux valeurs des coeffi-
cients A, A,, B, C, D.

15. Premier cas. — Admettons d’abord que 3, soit de la forme (27);
on pourra y supposer B = C = D = 1. Nous allons montrer, en effet,
qu’on peut atteindre ce résultat par un changement de variables.

Posons
v=ou + fv,

(28) v=qyu' + dv'.
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1l viendra ‘
Zp=8, + A'u*+ Bu'v + Cv?,
expression qui remplira les conditions voulues si I'on a
A'= Ac® +-Bay + Cy*=1
(29) B =2Aaf + B(dx + fy)+2Cyd=1 } (mod. 2%,
C= AB*+BfBd + Cd*=1
auxquelles il fandra ajouter la suivante:

(30) ad — ByZo (mod. 2),

. pour que la substitution (28) soit admissible. Mais cette condition dé-
coule des trois autres. En effet, pour qu'elle ne fit pas satisfaite, il
faudrait qu’on et

« et (B pairs, d’ou B’ pair,

e ety id. A id.
detf id. B id.
ety id C id.
a, B, 7, ¢, impairs, B id.

ce qui serait contraire aux relations (29). Il ne nous reste donc qu’a
satisfaire & celles-ci. :

Or ces congruences sont satisfaites si A =1 par lesvaleursa = d=r,
B=+7=o0, et nous allons montrer que, si 'on peut y satisfaire
pour X = p, on pourra y satisfaire pour A = p. + 1. o

Soit, en effet, a, §, 7, & un systéme de solutions pour lequel on ait

‘=1 =r1+4e2t
B'=1 } (mod. 2%, =1+ f2* ) (mod.2").
“Cl=n =1+ gao¥ ‘

CopregE 4y
Remplagons «, 8,7, & par a+ 2*e, f+ 2*f,...; pour que ces
nouvelles valeurs donnent

A'=B=C=1 (mod.2"*"),
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il faudra que I'on ait

L+ e2t+ o¥B (ay' -+ y2') I
I -+ f2¥ 4 2¥B («d'+ da'-+ '+ BY)

I + g 2%+ 2¥B(df'+ (97)

1 ) (mod. at*!),

I

I

ou, ce qui revient au méme,

(31) B (ay + 2) =e
(32) B (2d"+ 0+ g+ By )=/ (mod. 2).
(33) B (95+ fd") =g

Or a, 3, v, 0 satisfaisant, comme on I'a vu, & la relation (30), B et &
ne seront pas pairs tous deux 4 la fois. Donc la relation (33) permet-
tra toujours de déterminer I'une des quantités ', &' en fonction de
Iautre. Cela fait, o ety seront déterminés sans difficulté par les con-
gruences (31) et (32), dont le déterminant par rapport a ces variables
est le nombre impair a8 — 7.

16. Deuxiéme cas. — Supposons maintenant que X, soit de la
forme (25) : on pourra supposer A < 8.

Nous allons en effet donner le moyen de transformer au besoin
cette expression en une autre semblable, ou le coefficient A soit rem-
placé par a, reste de la division de A par 8.

Soit A = a + e2°, e étant impair et p étant au moins égal & 3,
puisque A — a est divisible par 8. Posons

z= (14 a2f7")2';
Az sera changé en A’z, et 'on aura

A= (a+ e2?)(1+ a2t =a + (e +ao) 2f +aa2® > +...

Si donc on détermine « par la relation

e+ae=o0 (mod.2),
on aura
A=a (mod. 2#},

A
Tome XVII (2¢ série). — Novemzre 1872 4y
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et, par suite,
Al=a + ¢ 2°

¢’ étant impair et ¢ > p. Renouvelant cette maniére de procéder, on
transformera A’z? en A”z"2, A” étant de la forme

a+e'2% >0

et, continuant ainsi, on arrive a faire en sorte que le coefficient du
carré ne différe de @ que par des multiples du module 2*, lesquels
peuvent étre négligés.

On pourra donc supposer que A est < 8 et, par suite, se réduit a
I'un des quatre nombres 1, 3, 5, 7.

17. De nouvelles limitations seront possibles si 2o €t 3g., sont
eux-mémes de la forme (25) ou de la forme (26).

1° Si 2, est de la forme (25), on pourra supposer que le coeffi-
cient A du carré contenu dans 3, est congrui 1 (mod. 4).

Soit, en effet,

2, =8,+Az, Z,.,=8. +LL,
et admettons que A=3 (mod. 4). Nous poserons
| z2=2 42§, {=¢-—AZ,
substitution qui transformera

23, 4+ 2P 3, =20 (§,+ Az*+ 285 -+ 268°%)
en :
§2°[Sp+ (A +2A%) 22 + 28, + 2(% + 24)8),

expression de méme forme, mais ot Ie coefficient de 22 est égal 2
A+ 20A’=A+28=A+2=1 (mod. 4).
2° 8i 3, est de la forme (26), auquel cas 'on aura

2, =8, +A2% 3, =S, + AL+ A, L2,
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on pourra de méme supposer A =1 (mod. 4); mais si de plus on a
&+ dy=2 (mod. 4),

on pourra supposer A ==1.

En effet, le changement de variables du numéro précédent permet
de transformer P'expression proposée de telle sorte que le coefficient
de la nouvelle variable qui figure dans 2, devienne

A+ 24A°=A+ 24 (mod. 8).

On pourra de méme changer ce coefficient én A + 24, (mod. 8), ou
par deux transformations successives en A + 24 —+ 24 (mod. 8).
Cela posé, parmi les quatre nombres

Ay A—I—QJL)’ A+2eqa,, A.+ 2&%'{"20}‘9{,

il est aisé de voir qu'il y en aura aumoins un égal a 1 (mod. 8); et
Pon pourra par une transformation nouvelle, indiquée ci-dessus, le
réduire & son résidu minimum 1.

3° Si 3,., est de 'une des deux formes (25) ou (26), on pourra sup-
poser A < 4 (mod. 8).

Soit en effet, pour fixer ces idées,

T, =8,+ Az%, 3= Sp.+ ENS
Si A > 4 (mod. 8), posons

— o hal, (=§ — AZ.

~
<

Les termes 2° (A 22 4+ 4A.3%) contenus dans la somme 2?2, + 20+° 3, ,
seront transformés en

2°[(A + 4AA2) 22+ 4 (A + 4AR2) 8],

expression analogue  la précédente, mais ot le coefficient de z'* est
égala
A+ 4AA2=A+ fA=A+ 4<4 (mod. 8).
4g..
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18. Troisiéme cas. — Supposons que 3, soit de la forme (26). On
pourra supposer

AZA, (mod. 4), A<4, A<S.

En effet, si 'on avait A > A, (mod. 4), on n’aurait qu’a changer z
en z, et réciproquement pour renverser le sens de l'inégalité.
En second lieu, nous allons montrer qu’on peut supposer

A<4 (mod. 8).
Soit en effet '
A=/4+a (mod. 8),

a étant < 4. Posons

z2=2'+ 2A,7,, 7 =23, — 2A%.

L’expression ,
Az*+ A, 7}

sera transformée en une expression analogue
(A -+ 4A2)22 4+ (A, + 4A%) 22
Mais A}=1 (mod. 8), d’otr
A+ 4A? EA-!—Z;E e (mod. 8).

L'expression transformée jouit donc de la propriété annoncée, que le
reste de la division de son premier coefficient par 8 soit < 4.

Cela posé, la transformation du cas précédent, appliquée successi-
vement aux deux termes Az?, A, z2, permettra de réduire leurs coeffi-
cients & leurs résidus (mod. 8), ce qu'il fallait démontrer.

19. La considération des suites Zor1s Zpia permet d'introduire de
nouvelles limitations. :

1° 8i 3,,, ne se réduit pas & zéro, on pourra faire en sorte que A se
réduise 4 V'unité. :

Supposons d’abord que 2,44 contienne un carré A§*; nous avons
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vu qu’on peul supposer dans ce cas A=r1 (mod. 4); d’ailleurs A < 4;
donc A =1. :

Supposons, en second lieu, que 3,,, contienne un rectangle tel
que xy. La substitution

: I
x=x—Az — A, %,
y=y —Az—A<z,
z =z + _!_J,.."
z, =2z, 4+ & + y

de déterminant impair, opérée sur I'expression
23, + 2fH 5o, = 2f[S, 4 AZ® + A, 2+ 2(xy + ... )],
la transforme en une expression analogue
2,[S;, + (A + 2A%)2? + fAA, 22+ (A, + 2A%)z]
+ A+ A)x? + (2A +2A, +2)xy = (A+ Ay +... ]

Les termes en &', y’, ayant leurs coefficients pairs, peuvent étre joints
aux autres termes de 3,.,. D'autre part, soit £ un entier tel que
T'on ait

(A, + 2A2)k=AA, (mod. 2%),

4
-’

et faisons 2, + Az = 2. Les autres termes de I’équation précédente
pourront se mettre sous la forme

(34) So + (A + 2A® — 4A*)2? + (A, + 243})52.
Or on a, A et A, étant impairé, ainsi que £,

A, + 2A=A,+2 (mod: 8),
A+ 2A% — fi2=A — 2 (mod. 8).

On pourra donc, en appliquant les transformations indiquées plus
haut, mettre I’expression (34) sous la forme

S+ (A —2)z + A, +a)zi.
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Or, par hypothése, on avait A <C4; si donc il différait de I’unité, il
était égal 4 3; donc A — 2 =1. Il est donc prouvé que Ion peut
ramener 4 'unité le coefficient du premier carré.

Supposons enfin que 3., ne contienne ni rectangle ni carré isolé,
mais soit de la forme z* + uv + ¢2. On emploiera la substitution
déterminant impair

[/2

v — Az — A7,
of — Az — A7,
z =37+ u + ¢,
2y =32,+ u 4+ ¢,

[4

qui transformera 2%, + 2f*' 2| en

20[S, + (9A + 6A%)2* —12AA, 22 4 (9A, + 6Af)z',2r
+ A+ A +2)u?+ (2A + 2A, 4+ 2)wv + (A+ A, + 2)02].

Les termes en #/, ¢’ ont ici encore des coefficients pairs, et devront
étre comptés dans la suite Z,,,. Quant aux termes en 2/, 2|, si I'on

pose
(A + 6A%)k=3AA, (mod. 2}),

7+ k7, =12,
ils prendront la forme
(35) (9A + 6A%)z"* + (9A, + 6A2 — 4A*) 5],
On a d’ailleurs

9A +6A*=9gA 4+ 6=A — 2 (mod. 8),
9A, + 6A — fl2=gA, + 2=A, + 2,

et 'on pourra, par une transformation convenable, mettre P’expres-
-sion (35) sous la forme

(A—2)2* + (A, + 2)z2,

ce qui démontre notre proposition.
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2° 8i 3, est de la forme (25) ou de la forme (26), on pourra sup-
poser A et A, < 4; car on les abaisserait au besoin au-dessous de cette
limite, par la transformation indiquée (r° 17).

20. Enfin, si 5,_, est de la forme (25) ou (26), on peut admettre
que A et A, soient égaux & P'unité; car il suffirait pour les y réduire
d’effacer les multiples de 2* dans Iexpression 2"~ 3,_,.

De méme, si 3, est de la forme (25) ou (26), on pourra supposer
Aet A, < 4.

21. La détermination du nombre de solutions de la congruence
F=ax}+ ...+ apxl + byx,2, + ... =c (mod. 2?)

peut maintenant se faire sans difficulté.
Ramenons cette congruence, par un changement de variables, 4 sa
forme canonique

(36) ' F=Z32f3,=c (mod. 2%).

Soit n le nombre des variables qui figurent explicitement dans la
congruence transformée. On verra, comme au n® 3 :

1° Que le nombre des solutions cherchées est égal a 2*"-7(Q,
Q étant le nombre des solutions de la congruence (36), ot I'on ne
considére plus que les variables qui y figurent explicitement;

2° Que si 3, est parmi les sommes 3,, 3,,... la premiére qui ne
s’annule pas, on aura Q = o toutes les fois que ¢ n’est pas divisible
par 2% Soient, au contraire, ¢ = 2°d, A — a = p.; on aura

Q=2""R,
R étant le nombre des solutions de la congruence

(37) 3y + 2344 + ... =d (mod. 2*).

Cela posé, nous allons montrer que la détermination de R peut tou-
jours se ramener 4 un probléme analogue, mais pour un module < 2¥
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22. On aura en général

3, =8, + &,

8, étant une somme de rectangles, telle que x, ¥, + ... +x,), €L &
se réduisant soit & zéro, soit & I'une des formes Az?, Az®+ Az},
u* +uv + v*. Nous supposerons, pour plus de généralité, que p ne
soit pas nul, et nous distinguerons deux espéces de solutions, suivant
que Vune des variables y,,..., ¥, est impaire, ou qu’elles sont toutes
paires.

Le nombre des systémes de valeurs de y,..., ¥, (mod. 2%} qui ne
soient pas toutes paires a la fois est évidemment égal & 27 — 2(B=1p,
L'un quelconque de ces systémes étant choisi, et y,, par exemple,
" étant supposé impair, la congruence (37) déterminera sans difficulté
la variable &, en fonction des  — p — 1 variables restantes, qui
seront arbitraires et pourront étre choisies chacune de 2 maniéres
distinctes. Donc le nombre total des solutions de premiére espéce sera

(2¥F — 2(@-—')1')211("—-1)—4),
Passons aux solutions de seconde espéce. Posons
Fi=0Y15 Jp =2 Ze=Zun + B J BT
la congruence deviendra
(38) &+ 23, +...=d (mod. 2%).

Les nouvelles variables ¥',,..., 7, ne doivent plus varier ici que de
zéro 4 2% — 1; mais, le premier membre de (38) ne changeant pas
de valeur (mod. 2*) lorsqu’on augmente de 2*—! une des quantités
Fire+s I il est clair qu’on pourra étendre leur champ d’excursion
jusqu’a 2% — 1, pourvu que I'on divise par 2 le nombre des solutions
obtenues dans cette derniére hypothése.

On est donc ramené 4 chercher le nombre Q' de solutions de la
congruence (38), ol toutes les variables se meuvent de zéro 4 o — 1.

23. Premier cas : 6 = 0. — Le nombre Q' sera nul lorsque d sera
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impair. Si d est un nombre pair 2d’, Q' sera égal (21) 4 2"R', R’ étant
le nombre des solutions de la congruence

(39) 3 Sepe 4+ ... =d’ (mod. 2¥7),

otl les variables ne se meuvent plus qu’au-dessous de 2*".

La congruence (39) est analogue 4 la congruence (37), mais son
module est moindre. Le probléme est donc réduit, comme nous I'avons
annoncé (21); de telle sorte que nous pouvons passer & I'examen des
autres cas.

Q4. Second cas: & = Az?. — Si d est pair, la congruence (38) ne
pourra étre satisfaite que si z est un nombre pair. Posons donc

= 27, zc'x+2 = Zyua + Az®
On aura 4 satisfaire & la congruence
23+ 43, + ...=d (mod. 2*),

ou, ce qui revient au méme, a celle-ci
d
2

(40) 3.+ 23, +...=~ (mod. 2¥*),

ot la variable 2z’ se meut au-dessous de 2*~'. On peut d’ailleurs faire
la méme supposition pour les z — 1 autres variables, pourvu qu’on
multiplie par 2*~' le nombre des solutions trouvé. Cela posé, la con-
gruence (40) ayant un module moindre que la congruence (37), le
probléme est encore réduit.

98. Soit, au contraire, d impair; z sera impair, et la valeur de A z?
restera la méme (mod. 2*) pour deux valeurs de z congrues entre elles
suivant le module 2*~*. On aura donc Q' = 2Q,, Q, étant le nombre
des solutions que I'on aurait, en supposant que z ne variat plus qu'an-
dessous de 2%, les autres variables &, y,... continuant 4 se mouvoir
jusqu’a 2%,

Tome XVII (2¢ série). — Noveusne 1872. 50
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Supposons maintenant . > 3, et posons
2=z 42" x=a'+E2, y=y'=n*", d=d + §2*",
Z étant < o', &, ', L, d < o et £, 8, u,..., O égaux i zéro
ouar.

SiI'on suppose que z, x, 7,... est un systéme de solutions de la
congruence

(41) Az® + 23+ ...=d (mod. 2*),

il est clair que 2/, a', 5",... satisferont a cette congruence pour le mo-
dule 2. Réciproquement, soient 7, x'y y'y. .. undes Q,_, systémes
de solutions relatifs & ce dernier module;

D=d(mod. a* ") = d' + ¢’ 2+

la valeur correspondante du premier membre de (41) : on vérifie sans
p

peine que z, x, y,... satisferont a la congruence pour le module 2*,

quels que soient &, 1, ..., si 'on détermine ¢ par la relation -

(A + d")=¢" (mod. 2),

ce qui est toujours possible [*].
Chacune des 7 — 1 quantitésZ, 7,... étant susceptible de deux valeurs,

on aura
Qu= 2" Quy = ... = 2BEQ,.

26. 1I ne reste donc plus qu'a calculer Q,.
Elfacons dans la congraence (41) tous les multiples de 8, il viendra

Az 4 a3 4+ 45,..=d (mod. 8),
ou, plus simplement, z* étant congru 4 1 (mnod. 8),

(42) 23, + 43, =d— A (mod. 8).

[*] Si p nétait pas > 3, le terme g222—5, que renferme le développement de A 22,
ne serait plus zéro (mod. 2*), ce qui troublerait le raisonnement.
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Soit £ le nombre des variables qui figurent explicitement dans cette
équation; les autres variables prenant les diverses valeurs de o & 7,
sauf z, qui varie de o 4 3 seulement, il est clair que I'on aura

Q, = 239" R,

R étant le nombre des solutions de la congruence (42), en ne tenant
plus compte des autres variables.

" Cela posé, soient respectivement Tj, U, les nombres de solutions
des congruences

(43) 5., =b (mod. 4),
(44) 3.2=c (mod. 2),
il est clair que 'on aura

R =Y T,
la sommation s’étendant i tous les systémes de valeursde b, ¢ (mod. 8,
qui satisfont 4 la congruence
(45) 2b 4+ fe=d — A (mod. 8).

Or il est aisé, pour chaque systéme de valeurs de b et de ¢, de cal-
culer T3, U,.

QY. Calculons d’abord T;. Soit r le nombre des variables contenues
dans 3_,.. Leur champ d’excursion est de o & 7; mais on peut évi-
demment ne les faire varier que de o & 3, pourvu qu’on multiplie
par 2" le nombre des solutions que nous allons trouver.

" On aura, dans le cas le plus général,

Zn=38+58
$ étant une somme de rectangles telle que
o e SRR S o I
et & une expression de 'une des formes

Az, A4 Apz3, Wt 4 wv 0 \
50.
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-

Supposons d’abord que I'on ait simplement

r

za-i-x = S'
Les solutions de la congruence
- X, Yy A+ e+ Xgy,=b (mod. 4)

sont de deux sortes : celles pour lesquelles y,,..., 7, ne sont pas tous
pairs, et dont le nombre sera égal & (27 — 27) 2%~ (car les systémes
de valeurs non paires de 7,,..., ¥, sont en nombre 2% — 27, et,
I'un d’eux étant donné, on pourra déterminer une des variables
Z,5..., Xy en fonction des g — 1 autres qui resteront arbitraires), et
celles pour lesquelles ..., ¥, sont pairs. Il n’y a aucune solution de
cette seconde sorte si b est impair. Si b est pair, on posera

[ 7
Ji=2Y 5.0 Fy=2743
la congruence deviendra

r ' P b
(46) 2,7+ xyyp== (mod. 2),

2
et le nombre de ses solutions sera évidemment égal 4 27 fois le nombre
des solutions qu’elle aurait en supposant que x,,..., &, de méme
que ¥4y..., ¥ D€ variassent que deo i 1.

. . . g . b . .
Ce dernier nombre s’obtient aisément. Si 5 est impair, I'un des
entiers ¥\ ,..., 7, devra étre impair, et 'on aura (27 —1) 2~ solutions,
.y . . b - .
toutes de premiére espéce. Si -~ est pair, il faudra y ajouter les 2? solu~
tions de seconde espéce, correspondant & y, =...=y, (mod. 2).

Soient, en second lieu, $ = 0, & = A, z2. On aura i satisfaire a la
b 2 ] 1%

relation
A,z2=b (mod. 4),

laquelle sera impossible si 5 =2 (mod. 4) ou b=A, + 2 (mod. §),
et admettra deux solutions si b=o0 ou =A,. '
Soient maintenant 8 = o0, & = A,z}+ A,2z}. Si b est impair et
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A,ZA, (mod. 4), on aura, en posant z, pair, z, impair, 4 solutions
pour b= A,; en posant z, impair, z, pair, 4 solutions pour b = A,;
si A,=A,, ces 8 solutions se concentreront sur cette seule valeur
de b.

Si b est pair et A, Z A;, d’ou A, + A, =0, on aura 8 solutions pour
b ==o0, aucune pour b= 2; mais si A,=A,, on aura 4 solutions pour
b==o, 4 pour b=2.

Soient encore $ = 0, & = u® + u¢ -+ v%. On aura 4 solutions si
b=o, 6 si b est impair, aucune si b= 2.

Soit enfin 3, — 8 + &. La congruence

§ + 5==b (mod. 4)

aura évidemment un nombre de solutions représenté par

U
ST,
T;, T, désignant respectivement les nombres de solutions des con~
gruences

s=f, &=y (mod.4),

et la sommation s'étendant 3 tous les systémes de valeurs de 3 et de
tels que I'on ait

B+ y=b (mod. 4).

98. Le calcul de U, se fait comme le précédent, mais plus simple-
ment. On aura d’abord U,= 2*U,, s étant le nombre des variables
contenues dans 3., et U, le nombre des solutions de la congruence (46)
lorsqu’on ne les fait plus varier que de 0 & 1.

Si 3.0 se réduit a la forme x, y, + ... 4+ . ¥, la congruence

Sere=c (mod. 2)

n’aura de solutions, si ¢ est impair, qu’en supposant que y,, . Jg e
soient pas pairs 4 la fois. Ces solutions seront en nombre (2° — 1)2™".
Si c est pair, on aura, en outre, 2° solutions de seconde espéce & ajouter
aux précédentes pour former U..

Si Sppp = Xy ¥y + o Xy AZ (ou + Az* + A’z*), on voit,
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en remarquant que Az?*==z (mod. 2), que la relation (44) définit =
en fonction des s — 1 autres variables restantes, qui demeurent arbi-

traires. Donc U, = 2.
Enfin, si 2,,, =x + .+ &,y + 17 - uy + 0%, on aura
’ o2 § 1 tJt 1

ut Uy +*=u-+uv+ov=(u-+1)(¢ +1) —1 (mod. 2);
d’ou, en posant & +1=ap(, ¥ + 1=y,
Xy i+ oo+ X Jen=c—1 (mod. 2),
congruence dont le nombre de solutions est connu par ce qui précéde.

29. Tl resterait a examiner les cas o1 . = 2 ou p = 1; mais la ma-
niére de les traiter est suffisamment indiquée par ce qui précede.

30. Troisiéme cas: & = Az* + A,z}. — Nous distinguerons plu-
sieurs sortes de solutions, suivant que les variables z, z, seront paires
ou impaires.

Si 5, est pair, on posera z, = 23,, z, étant une nouvelle variable
dont le champ d’excursion est de 0 4 2¥—' — 1, mais peut étre poussé
jusqu’a 2* — 1, pourvu qu’on ait soin de diviser par 2 le nombre des
solutions obtenues dans cette nouvelle hypothése. Posant alors

- 2. r
2‘0:+2 -+ A-| Z‘ - Ea+:'.7

on aura a résoudre la congruence

Az + 23, + 43, +...=d (mod. 2),

question déja traitée (n> 24 i 29).
Si 2z, est impair, mais z pair, on posera z = 27, et I'on aura &
résoudre la congruence

Avsf+ 2%, +4(3p. + AZ) +...=d (mod. 2),

ol z, est supposé impair; question déji traitée (n°* 24 2 29).
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Soient enfin z et z, impairs. Si p > 3, on raménera, comme au
n° 25, la question au cas ou p. = 3, et la congruence

Az A 22 + 23 + 43, ,=d (mod. 8)

se réduit, en remarquant que z*=zi=r1, a

23, 4+ 43=d— A — A, (mod. 8),

congruence analogue i celle déja traitée au n°® 26.
Nous passons ici encore sur les cas o p < 3, car ils sont implici-
tement résolus par ce qui précéde. ‘

31. Quatriéme cas : & =u® + uy -+ v*. — Supposons d’abord
d impair; I'une au moins des quantités z, ¢ sera impaire. Soient dans
ce cas u, ¢, &, ¥,... les variables contenues dans la congruence

donnée

(47) U 4+ uy + 0* + 23, + ... =d (mod. 2*).

Posons

u=uw'~+u, 2%, o=0'4-0, 2", xr=a'+x,*,..., d=d'+d, 2>

w, v, x ..., d étant < 2%, et uy, v,y Xy,..., d; étant égaux & 0 ou
A 1. Si &, v, x,... est un systéme de solutions pour la congruence (47),
il est clair que o/, o', 2',... satisferont 2 la méme congruence relative-
ment au module 2*~'. Réciproquement, soient &, ¢/, x',... un systéme
de solutions pour le module 2#—*; on aura

w? 4wy + o+ ...=d (mod. 2*!) =d + d2*' (mod. 2¥),

et u, v, x,... sera un systétme de solutions de la congruence pour le
module 2%, si 'on a

w'v, +¢v'u, =7 (mod. 2),

relation qui pourra toujours servir 4 déterminer 'un des enticrs ¢,
ou u,, car &' ou ¢ est impair. Tous les entiers de la suite z7,, v, a'y,...
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sauf celui dont il s’agit, pourront étre pris 4 volonté égaux & o ou
4 1. Donc, si 'on désigne par ¢ le nombre des variables de la con-
gruence (47), par Q, le nombre de ses solutions pour le module 2%,

on aura
Q.= 27 Qu .y = 26-NE-NQ,,

Or, si p =1, la congruence (47) se réduit a
1?4+ uy + v* =d (mod. 2) =1 (mod. 2),

et 'on aura ses solutions en posant x=1et¥ =0 ou 1, ou u = o0,
9 =1, avec &, ¥,... arbitraires, soit 3. 2% solutions. Donc Q,=3.2".

32. Supposcns maintenant d pair; « et v devront étre pairs. Posons
donc '
u=oaw, v=2¢, Zg.+ul+uv+vi=3_;

on aura & résoudre la congruence

23, + 43, +...=d (mod. 2%),
ou

N R

Sess + 230, + ... == (mod. 2¥7"),

Dans cette congruence, les £ — 2 variables autres que #/, ¢’ se meu-
vent de o & 2% — 1; mais on peut borner leur champ d’excursion
2¥=' — 1, pourvu qu'on multiplie par 2~ le nombre R des solutions
trouvées dans cette derniére hypothése.

1l ne reste donc plus qu’a trouver R, nombre des solutions d’une
congruence prise suivant le module 2*—*. Donc le probléme, ici encore,
se trouve réduit. ‘

33. Comme exemple numérique, cherchons le nombre des solu-
tions de la congruence

2322 + 212y + 2y + 2y + bzx + 22 4 22,7, + fa v
+ 2uz -+ 5u® + 1200 + 4v* =12 (mod. 32).

1l faut commencer par la ramener 4 sa forme canonique. Pour cela,
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remarquons que le coefficient de xy est impair, et celui de y? pair.
Enremplacant y par y + ax, le coefficient de x* deviendra

A =23+ ara—+ 24%

et Pon pourra le rendre congru a zéro (mod. 32). A cet effet, on se
rappellera la remarque faite plus haut que si, pour une certaine va-
leur a; de a, on a A = 27, i étant impair, A sera pour ¢, -+ 2° de la
forme 2°i, ¢ étant > p.

On posera donc successivement
= 0, dou A=1;
1, d'ot A= 46 = 2i;
I+ » =3, d’ot A = 104 = 8i;
=3 4+ 8 =11, dou A=16i;
=11+ 16 =37=—15 (mod. 32).

(24
[74
74
24
[74

Remplagant donc y par y — 5 dans la congruence donnée, elle
deviendra

xy+ 2y +3y+ 2422, + ... =12 (mod. 32),
ou, en remplagant x par x — 23) — %,
xy+ 22+ 22,y + 4w+ 20Uz + 502 4rauv+4v*=12 (mod. 32).

Les variables x, ¥ sont déja isolées. On isolera la variable z, dont les
rectangles ont des coefficients pairs et le carré un coefficient impair,
en la remplagant par z — z; la congruence devient

xy 4+ 22+ 20,y + 4o, 4+ 4t 4 1200 + 4v*=12 (mod. 32),

et, en remplacant y, par y, — ¢, en remarquant, d’autre part, que
les termes 4u? - 12uv -+ fiv* peuvent étre ramenés a la forme
4(u® + up -+ v*) par une transformation opérée sur les indices «
et ¢ (n° 15), transformation dont il nous suffit d’avoir le résultat sans
avoir besoin de V'effectuer, on raménera la congruence a sa forme
canonique )

(48) zy+ 2 + 2x,), + 4(8° + uv + v?) =12 (mod. 32).
51
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54. Cherchons maintenant le nombre N de ses solutions.

Si y est impair, z, x,,... seront arbitraires et 2 déterminé, ce qui
donne 16.32° solutions de premiére espéce.

Pour avoir les solutions de seconde espéce, on devra changer y en 2y,
et leur nombre sera L N,, N, étant le nombre des solutions de la con-
gruence

(49) 2* + 2(x, 7, + ay) + 4(4® + uv 4~ v*) =12 (mod. 32).

Or z est nécessairement pair; changeons-le en 2z; on aura N,=2°N,,
N, étant le nombre des solutions de la congruence

(50) >y, +xy + 2(u® + uv + v +2*)=6 (mod. 16).

Cette nouvelle congruence ne satisfait plus aux conditions imposées
a nos formes canoniques; mais nous pourrons, par des transformations
d’indices (qu’il est inutile d’effectuer pour notre objet actuel), trans-
former #® + uy + 2 + 2% en

(1+4+ 4+ 4)2% + Au'® + Bu'v' + Go?,

A et G étant pairs et B impair (n° 41); puis remplacer ces trois der-
niers lermes eux-mémes par le produit de deux nouvelles variables
X35 ¥» (0°8); enfin supprimer les multiples de 8 dans le coefficient
de z* (n° 18), ce qui réduira la congruence (50) i la forme

Xy + xy + 2(x, ¥, 4 52)=6 (mod. 16).

Cette congruence a (16[2 — 8?)16* solutions de premiére espéce
(> 71 non pairs a la fois), et 2°N, solutions de seconde espéce, N,
étant le nombre des solutions de la congruence

Xy + X,y + 2,7+ 522=3 (mod. 8).

Or cette congruence, n’ayant de solutions que si ¥, 7,, 7. ne sont pas
tous pairs, en aura en tout (8° — 4°)82.
Récapitulant ces résultats, on aura

N =16.32° -+ 25[ (162 — 82)16* - 25(8% — 4°)8°] = 35. 225,




