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Sur la forme canonique des congruences du second degré 
et le nombre de leurs solutions; 

PAR M. CAMIIXE JORDAN. 

Nous nous proposons de donner ici la solution de la question sui-
vante, dont nous avons examiné ailleurs quelques cas particuliers 
(<Comptes rendus, 19 mars χ 866; Traité des Substitutions, nos 197-200 
et 259-260) : 

Déterminer le nombre des solutions de la congruence du second 
degré à m inconnues 

(1) atscl + ...-{- a
m

x*-h b
{2

x,x
2
 =c (mod. M). 

i. La question se ramène immédiatement au cas où le module M 
est une puissance d'un nombre premier. 

Soit, en effet, M = P'P^',..., Ρ, P, étant des facteurs premiers dif-
férents. Soient x

t
,..., x,

n
 un système de solutions de la congruence (1) ; 

E1,ξ,
η
 les restes de la division de se,,..., x

m
 par Ρλ; v?,,...,nm 

les x'estes de leur division par P'i1,... ; on aura évidemment 

(2) «ι ξ2
+

...
+ α;η

ξ2 ξ
2

(mod. Ρλ), 
(3) λ,y?j4-...4- bi2-etri2+---=c (mod. Pj·), 

Réciproquement, soient ξ,,..·., ξ
ιη

 un système quelconque de solutions 
de la congruence (a); ÏJ,,..., ·η

η
 un système de solutions de la con-

gruence (3), etc. On sait qu'on pourra déterminer d'une seule ma-
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nière un système d'entiers xt,..., xm
 inférieurs à M et satisfaisant aux 

conditions 
χ

9
 = ξ

9
 (mod. Ρλ)=ϊ3

ρ
 (mod. P^) ==..., 

et ces entiers satisferont évidemment à la congruence (1); d'où celte 
première conclusion : 

Le nombre des solutions de la congruence (1) est égal au produit 
des nombres de solutions des congruences (2), (3), etc. 

Nous supposerons donc à l'avenir que M se réduise à P\ Ρ étant 
premier. Deux cas seront à distinguer, suivant que Ρ sera impair ou 
égal à 2. 

PREMIER CAS .* Ρ PREMIER IMPAIR. 

2. Soit P" la plus haute puissance de Ρ qui divise à la fois tous les 
coefficients du premier membre de la congruence considérée. En la 
mettant en évidence, la congruence prendra la forme 

(4) f{x
i
,...,x

m
)=Pa[a

l
x\ + ...+a

m
xl-+-b

{;i
x

l
x

2
-{-...]=c[moà.19>), 

et l'un au moins des coefficients a
t
,...,a

m
, b

{2
,··· sera premier à P. 11 

est permis de supposer que l'un des coefficients aa
m

 des carrés 
des variables est premier à P. En effet, si l'on avait 

a, L·—...ΞΞΞa
m

ΞΞο (mod. Ρ), 

mais b
l2

<o (mod. Ρ), par exemple, on pourrait poser χ
2

=ξ^?χ
2
 χ,, 

et l'on aurait, pour déterminer les nouvelles variables x
i
,x'.

1
,x

3
...., 

une congruence analogue à (4), mais où le coefficient du terme en x'f 
serait a, ■+· b

i2
 -+- a

2
, nombre premier à P. 

Soit donc a
t
 >0 (mod. I3). On pourra déterminer des entiers k

2
,....A,

r 

satisfaisant aux congruences 
?.a

{
k

9
^b

l?
 (mod. P"A) (ρ = 2, 3;.....,m 

et prenant pour nouvelle inconnue la quantité 

X1 =.~h xj -f- fc
2x_2 ■+·. ■ · ~t~ A

m
x

m
t 

Tome XY11 ( A" séria). — NOVEMBRE. 187a. 4? 
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la congruence prendra la forme 

Ρ*Λ,Χ? + Ρα/« (^a,~>,x
m
)=c (mod. Px). 

Si la fonction^ x
m

) n'est pas identiquement congrue à zéro, 
on pourra opérer sur elle comme sur f de manière à faire disparaître 
les rectangles d'une seconde variable. 

Poursuivant ainsi, on voit qu'on pourra faire disparaître les rec-
tangles de toutes les variables. Mettant alors en évidence les puissances 
de Ρ qui peuvent diviser chaque coefficient, on pourra mettre la con-
gruence sous la forme 

f Φ = Ρα(Α
1
Χ?+...+Α

ρ
Χ*) + ρβ(Β,γ2+...+Β

ΐ
Υ|)+... 

(5)( ==e (mod.Px). 

3. Le nombre η des variables qui figurent explicitement dans cette 
congruence peut être inférieur à m. Dans ce cas, chacune des m — η 
variables restantes prenant les valeurs de zéro à Ρλ — i, cette variation 
n'influera pas sur la valeur de la fonction Φ. Donc le nombre des 
solutions cherchées sera égal à PX(m-n) Q, Q étant le nombre des so-
lutions de la congruence (5), où l'on ne considère plus d'autres va-
riables que celles qui y figurent explicitement. 

On peut supposer que les exposants a, /3,... soient rangés par ordre 
de grandeur croissante. Mais alors la congruence (5), à η variables, ne 
peut avoir de solution que si c est divisible par Ρα. Soit c = Ρad et 
λ —· α = p.. On pourra poser 

(6) x,=^ + p^;,..., Y^J. + P^,..., 

x1,... y1,>··· étant des entiers moindres que Ρ**, et /
1V

.. des 
entiers moindres que Pa. 

Chaque système de solutions de la congruence (5) donnera évidem-
ment un système de solutions de la congruence 

(7) + (mod. P^), 

et réciproquement, à chaque système de solutions de cette congruence 
•orrespondront Pe" systèmes de solutions de la congruence (5), qui 
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s'obtiendront par les relations (6) en y donnant à x't,..., γ\ι·>· tous 
les systèmes de valeurs possibles moindres que Pa. On aura donc 

Q = Pa"R, 

R étant le nombre des solutions de la congruence (7). 

4. Examinons donc cette dernière congruence. Ses solutions pour-
ront être partagées en deux classes : i° celles où l'un au moins des en-
tiers x

t
,..., xp est premier àP; 20 celles o\ix

{
=...=xp=o (mod.Ρ). 

Soient respectivement S^, Τμ les nombres de systèmes de solutions de 
chaque classe. On aura 

R = Sjj. + Τμ. 

Solutions de la première classe. — Soit a:,,..., xp, j-,,..., un 
système de solutions de la première classe; et soient 

(8) 
l Xp — x^-hW-*^, (p 

\ Jrc==y
e
 + ̂ ~tVn (ff = r,2,...,7); 

x[,étant < pf-', et|
pj

 ·η
σ}

... < Ρ; on aura évidemment 

(9) A
1
a:'

1
s+...-hAX2-+-PP(B

i
y/-

)
-...-f-B

?
7'

1
2)4-...=rf(mod.Pi-'). 

D'ailleurs x\,..., x'
p
 ne sont pas tous nuls par hypothèse. Donc 

x\,..., x'
p

, yiv.., fqt— est l'un des] S^_
4
 systèmes de solutions de 

première classe de la congruence (9). 
Réciproquement, soit x\,..., x'

p
, j\,..., jr'q,... l'un quelconque de 

ces S^_, systèmes de solutions; on aura une relation de la forme 

A ,*■?-+-...+A
P

IC'
I

!-T-PP(B
1
7'

1

2+... 4-B
?
j'2) + .. =d+e^-K (mod. Ρ*1), 

et a?
n

..., x
p

, 7,,...,7
?
,... satisferont à la congruence (7), si l'on dé-

termine les entiers ξ,,..., ξρ, tiο···5 Ά?»···» ^e tel'e sorte que l'on 

(10) 2k
i
x'

i
^,

x
 +...~>τ2λ

ρ
χ

ρ
ζ
ρ
 = β (mod. Ρ). 

47-
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Or, par hypothèse, l'un au moins des entiers χ\,...,χ'

ρ
, par exemple^, 

est premier à P. La congruence (ro) détermine ξ,, après qu'on aura 
choisi arbitrairement les η—ι autres quantités ξ2,···, ζΡ, vj,,—, —, 
ce qui pourra se faire de Pn_l manières différentes. 

On aura donc 

8μ=P"-« S^, = P2("-,)Sîi_2
 = ... = ρίμ—<)(«—Î)S,. 

Il reste à déterminer S,, c'est-à-dire le nombre des solutions de pre-
mière classe de la congruence 

(11) A
l
a?2 + ...+A

p
x2+PP-a(B

1<
7f + ...-hB

?
j2)-K..s=i/ (mod. P). 

Or on peut donner à chacune des η— p variables y,,..., yg,... une 
valeur quelconque sans altérer la valeur (mod. Ρ) du premier membre 
de cette congruence; on aura donc 

S, = P"--PU, 

U étant le nombre des solutions de première classe de la congruence 

(12) A,a:2+...4- Apx* = d (mod. P). 

Or nous avons déterminé (Comptes rendus, 19 mars 1866, ou Traité 
de Substitutions, nos 197-200) le nombre total des solutions de la 
congruence (12). Ce nombre sera égal à U si ο (mod. P); à U-+-1 
dans le cas où d= o (mod. P); car dans ce cas on a une solution de 
seconde classe χ

{
=...= χρ = ο. 

Posant, pour abréger, suivant la notation de Legendre, 

|^(—
1

 )^Ι· · · A/J ^ P X)FA|... A
A

/4.|TTJ _v', 

on aura, d'après- les formules de l'endroit cité : 
i° Si p — il et d^-o (mod. P), 

U = P«-1 — P'-'v; 

20 Si ρ — 2Z4- 1 et d%o (mod, P), 

U= P2'+ PV; 
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3° Si/) — 21 et d= ο (mod. Ρ), 

U 1 = Ρ2'"' 4- (Ρ' - Ρ'""') ν ; 

4° Si ρ — il +1 et ί/= ο (mod. Ρ), 

U + ι = Ρ2'. 

5. Solutions de la seconde classe. — Posons xç = Vx\. On aura à 
déterminer le nombre Τμ. de solutions de la congruence 

( 13) P2(A<x'I-h... + A
p
x'p)4-Ρ^"α(β+...-\-Bqy?l)+...=d(mod.Pt1), 

où^-
lv

.. fq varient de ο à P^— 1, et x\·,..., x'p de ο à P1*-1 — 1 seule-
ment. Si l'on faisait varier les ρ quantités x\,..., x'p, non plus de ο 
à P^_1 — 1, mais de ο à P^—1, il est clair que le nombre des solutions 
de la congruence (i3) deviendrait Pp fois plus considérable; on aura 
donc 

Τμ = P-'V, 

Y étant le nombre des solutions de la congruence (r 3), où toutes les 
variables varient de ο à Ρ·1— 1. 

Soitd le plus petit des exposants 2, β — α,.... La congruence (ι3) 
n'aura de solutions que si d est divisible par Ps. Soit d'ailleurs d—V°d

K
. 

On aura, comme 011 l'a vu plus haut, 

v=ps"W, 

W étant le nombre de solutions de la congruence 

Ρ8-ί(Α
1
^+...+Α^;!)+Ρ^(Β

)7
2 + ... + ΒΐΛ

2)+... 
( 1 4 )=d

K
 (mod. PM). 

Cette congruence contient dans son premier membre un groupe de 
variables dont les coefficients sont premiers à P. Elle est donc ana-
logue à la congruence (7), et ses solutions pourront être partagées en 
deux classes; le nombre des solutions de première classe s'obtenant 
directement; les solutions de seconde classe se ramenant à celles d'une 
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nouvelle congruence par rapporta un module Pi1-8-6 moindre que PP1-8. 
On poursuivra cette réduction jusqu'à ce qu'on arrive à une congruence 
ayant pour module Ρ ou l'unité, auquel cas le nombre des solutions 
s'obtiendra immédiatement. 

Nous laisserons au lecteur le soin d'écrire la formule définitive qui 
résulte de cette méthode. 

6. L'analyse qui précède repose essentiellement, comme on a pu le 
voir, sur la propriété des congruences du second degré mod. Ρλ (Ρ pre-
mier impair) de pouvoir se réduire par un changement de variables à 
la forme canonique (5). Mais les diverses expressions que donne cette 
formule en y faisant varier a, β,... ρ, q,... A,,..., Ap,B1,... Bq..; 
sont elles-mêmes réductibles à un moindre nombre. On peut, en effet, 
faire en sorte que les coefficients dans chacune des suites A,,..., Ap, 
Bu···) B

?
,... se réduisent tous à l'unité, sauf l'un d'eux, qui pourra, 

suivant le cas, se réduire à l'unité ou à un nombre Ν choisi arbitrai-
rement parmi les non-résidus quadratiques de P. 

Pour le démontrer, considérons l'expression 

(15) A,X2+... + ApX2. 

Supposons que, parmi les coefficients AAp, il y en ait ρ qui soient 
non-résidus de P; si ce nombre ρ est >i, on pourra l'abaisser de 
deux unités par un changement de variables. 

Soient en effet A, et A2 non-résidus ; et soient R un résidu quel-
conque ; a, c un système de solutions de la congruence 

(16) A,A2 + A
2

C2=R (mod. Ρ), 

on aura «s<o, e^o (mod. Ρ), car si a était congru à zéro, on au-
rait A

2
C2=R, ce qui est absurde, A

2
 étant non-résidu. 

Posons maintenant 

(17) Χ,ΞΜ, -+- bac
2
, X

2
 = ex, -t- dx

2
, 

l'expression (15) deviendra 

. (A,a2-f-A
2
c2).r2-t-2(A

<
«4-t-A

2
Ci/)a:

J
a?

2 

-+- (A| b2 A
2
i/2)a;| -+-... -+- A

P
X2. 
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On peut, sans annuler le déterminant de la substitution (17), poser 

(19) A,ab -\-k
2
cd=o (mod. P). 

En effet, ce déterminant sera égal à 

ad-lc = ad+^-^"'+i"')d^iÎ>
<
 ο (mod .ρ). 

Supposons donc la condition (19) remplie. L'expression (18) trans-
formée de l'expression (i5) sera, comme cette dernière, une somme de 
carrés; mais les coefficients des deux nouvelles variables xt, x

2
 seront 

devenus des résidus. En effet, le coefficient de x, est égal à R, et celui 
de x2 à 

A, 4» + A
2
^ EEE A, ̂  + k

2
d>= A1 A2 R d2/A21 a2 

qui est évidemment un résidu. 
On pourra donc préparer l'expression 

A) Xs + A» X2 -t-... -H ApXp 

de telle sorte que tous ses coefficients soient des résidus, sauf l'un 
d'entre eux A„ pour lequel il y aura indécision. Cela posé, on saura 
déterminer des entiers k

2
,..., kp satisfaisant aux relations 

A
2

&! =r,..., kpk%=i. 

On pourra de même satisfaire à la relation 

A iki=e, 

θ étant égal à 1 ou à N, suivant que A, est résidu ou non. 
Posant maintenant 

X< =Z kf Xf J . . . , Xp = kpXpy 

l'expression considérée prend la forme 

&xf-h x%-h...-h x;, 

ce qu'il fallait démontrer. 
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SECOND CAS : Ρ = 1. 

7. Soit 2a la plus haute puissance de 2 qui divise tous les coeffi-
cients de la congruence considérée. Mettant ce facteur commun en 
évidence, la congruence prendra la forme 

f(x
i
,...,x

n
^ = 2a-\a

l
x\-ir...-ba

m
x

m
-+-b

i2
x

l
x

2
-+-...'\=c (mod. 2λ). 

On peut supposer que les coefficients a,,..., a
m

 des carrés des variables 
sont tous pairs, sauf deux d'entre eux tout au plus. 

Supposons, en effet, qu'on ait a„ a
2
, a

3
 impairs. Si l'un des coef-

ficients b
t2

, b
i37 b23, par exemple b

l3
, est pair, on pourra poser 

xt = 3ci -h x3, 

et obtenir ainsi entre les variables x'i,x27
..., x

m
 une nouvelle con-

gruence équivalente à la proposée, mais où le coefficient de x\ sera le 
nombre pair af -4- b

t 3 4- a3. 
Si b

i2
, b

i3
, b

23
 sont impairs, on posera 

χ
{
=χ\ 4- x

3
, x

2
~x'

2 4- x3, 

et, après cette substitution, le coefficient de x\ sera le nombre pair 

a ι 4- a2 4- a3 4- bt 2 -1- bt 3 4- b^. 

On pourra distinguer ici trois cas : 

8. Premier cas. — Tous les a sont pairs, fun des coefficients b, 
par exemple b

i2
 sera impair. Soit 2p la plus haute puissance fie 2 qui 

divise αΛ. Remplaçons x
2 par une nouvelle variable γ

27 définie par la 
relation 

(ao) x
2
=y

2
-\- 2*Xf. 
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La congruence prendra la forme 

2"[a\,rf h- b\~ir
(
y\-f- a2r% H-...] =c (mod, ax), 

en posant 
a\ — a, -+- 2?h

i2
-+- α2ρί7

2
, 

Vl2— 2P+V
2

. 

On voit immédiatement que è'j
 2
 sera impair et que sera divisible 

au moins-par i?+l. Par une suite de transformations analogues, on 
augmentera progressivement le degré de la puissance de 2 qui divise 
le coefficient de la première variable, jusqu'à ce que ce coefficient, 
étant divisible par ax, devienne congru à zéro (mod. 2λ) et puisse 
être supprimé. On pourra ensuite, par un procédé analogue, faire 
disparaître le carré de la seconde variable. 

Il nous est donc permis de supposer = ο (mod. 2λ), avec 
b,2 = 1 (mod. 2) ; mais alors on pourra déterminer des entiers k

3
,..., k

m 

satisfaisant aux relations 
b

1f
 = kçb

i2
 (mod. 2λ). 

Prenant alors pour variables indépendantes, au lieu de x
n
 x

3
, 

celles-ci 
ce = b, 2a?, -f* b

33x3 « ■. -f-b2m Xm2 

y ■— x2 ' k
3
 x

3
 —l~.. » k

m
 oc

ni
·, 

la congruence proposée deviendra 

2a.xj + 2a/
1

(a?3,..., x
m
)=c (mod. 2λ), 

et l'on aura ainsi un groupe de deux variables séparées des autres, 
et ne figurant plus que par leur rectangle. 

9. Deuxième cas. — Tous les a sont pairs, sauf a
{

. Chacun des 
coefficients b

f2
,..., b

im
 sera pair. En effet, si b

t3
 par exemple était im-

pair, on n'aurait qu'à poser x
3
 = x'

s
 + x, pour rendre pair le coeffi-

cient de xj et retomber sur le premier cas. Cela posé, on pourra dé-
Tome XVII (ïe série1

 —NOVEMBRE 1872. 4® 
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terminer des entiers k

m
 par les relations 

2a,k9=b
tç

', 

et prenant pour variable ζ = χ
λ
-\- k

2
x

2
 + ..., la congruence prendra 

la forme 

2αα
(
ζ24- zaf .r,„) = c (mod, 2λ), 

où la variable ζ est séparée. 

Troisième cas. — a
t
 et a2

 impairs. Chacune des quantités 
b

im
, b

23
,..., b

2m
 est paire; car si b

i3
 était impair, on pourrait rendre 

pair le coefficient de x\ et retomber ainsi sur le deuxième cas. 
Au contraire, b

i2
 sera impair; car, s'il était pair, il suffirait de poser 

x
2
 = x'

2
 -4- x

t pour rendre pair le coefficient de x\. 
Cela posé, soient kç, l9 des entiers déterminés par les relations 

(21) 
( 2£IJ kç-\r b)

2
lç — b

t
P, 

( b
t2

k^ -+- 2a
2

/p = b2çi 

(dont le déterminant est impair). Prenons pour variables, au lieu de x
{ 

et x2, les suivantes 

u^= x
K
 k

3
x

3 , ν = x2 + I3X3H-.... 

La congruence deviendra 

2α(α
{
ιι*+ b

i2
uv+· a

2
v2) -i-2af(x3,,.., xm

)==c (mod. 2
λ
). 

10. Nous obtenons ainsi dans chaque cas un mode de réduction de 
la fonction ̂  à une forme plus simple; opérant de même sur la fonc-
tion f à. η — r ou η — 2 variables, on arrivera évidemment à mettre 
la congruence sous la forme 

(22) 2αΣ
β
+ 2^2p-+-... = c (mod. 2λ), 

l'une quelconque des suites Σ
α
,... pouvant être composée de trois 

parties : 
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i° Une somme de rectangles 

x1 y1+ — +xp yp ; 

2° Une somme de carrés, multipliés par des coefficients impairs, 

Α
ι
Ζ?+...-+-Α?Ζ2; 

3° Des groupes de trois termes à coefficients impairs, tels que 

B,ttf -t-D,?2,..., Bri/2-t-CrKrt>r+ TirVr· 

D'ailleurs la suite considérée pourra ne pas contenir à la fois ces 
trois sortes de termes; auquel cas un, ou même deux des nombres p, 
q, r, se réduirait à zéro. Mais si tous trois s'annulaient à la fois, la suite 
ne contiendrait plus aucun terme et s'évanouirait. 

Si nous convenons de poser Σρ = ο toutes les fois que ρ n'est pas 
Tun des nombres α, |3,..., il est clair que la congruence (22) pourra 
s'écrire 

(23) 

,=λ-1 
2aP2p=c (mod. 2λ), 

e=° 

expression qui pourra être considérée comme la forme canonique des 
congruences du second degré (mod. 2λ). 

En faisant varier la répartition des indices entre les diverses 
suites 2,,... et entre les trois parties de chacune de ces suites, ainsi 
que les coefficients A,,..., A?, B,, C,, D,,... qui les multiplient, on 
obtiendra beaucoup de formes diverses ; mais plusieurs d'entre elles 
pourront se ramener les unes aux autres par un changement d'indices. 
Pour éliminer les formes réduites qui font ainsi double emploi, il sera 
nécessaire d'assujettir celles que l'on conserve à certaines conditions 
que nous allons indiquer. 

11. i° Aucune des suites Σρ ne doit contenir à la fois des termes 
de deuxième espèce, Az2+..., et des termes de troisième espèce, 
B«2 + C«p-t-Dtt2 + .... 

Nous allons montrer, en effet, que les formes réduites où cette cir-
48.. 
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constance se présenterait se ramènent à d'autres qui ne contiennent 
plus de termes de troisième espèce. 

Posons, en effet, 

ζ =.z' 4- d«'4- ε (S, u==az'-hu'7
 p=2z'+ p', 

substitution permise, car son déterminant = ι (mod. 2); l'expression 

Az3 -4- Bzz24- CUV -f- D«2 

sera transformée en 

(A4- 4B 4G -4- 4D) ζ'24-(Αδ24- B)m'24- (Αε2 -H D) p'2 

(2 Ad 4- 4B + 2
C) z'«'4- (2ΑΕ 4-2Ch-4D)zV4- (2 Adz 4-G)kV. 

Posons maintenant 

2Ad + /JB + ïCso (mod. 2λ), 
sAs + 2O 4" 4D== ο. 

Ces congruences donneront pour d et ε des valeurs impaires (A, B, 
C, D étant impairs) qui, substituées dans les coefficients de u'2, p'2, 
u'v', rendront les deux premiers pairs et le dernier impair. En opérant 
comme au n° 8, on pourra donc remplacer u\ p' par deux nouveaux 
indices x, y qui ne figurent plus que par leur rectangle dans l'expres-
sion deEp. 

Si 2p renfermait d'autres groupes de termes de troisième espèce, 
on les ferait disparaître de la même manière, en leur substituant de 
simples rectangles. 

12. 20 La suite 2p ne peut contenir plusieurs groupes de termes de 
troisième espèce. 

Soit, en effet, 

2P=B,nf -4- C, p, 4- D, PJ 4- BGW^ 4- C4- DjP2
 ~i~· · ■ · 

Nous allons montrer que par une transformation convenable on 
peut remplacer les six termes ci-dessus écrits par une somme de deux 
rectangles. 



PURES ET APPLIQUÉES. 381 

Posons 
ut = ac 4- z -h u, νt = γ ■+· z 4- u, 
u2 — z -hx-hj, t>2 = u -h x-\-f, 

substitution permise, car son déterminant = r (mod. 2). U viendra 

2p = xx3x-x
t
jr3+x

2
z3x-x

a
u3x- i&xy 4- Gxz 

4- ©, xu, 4- ®2 jz 4- ©3 ju 4- id.) zu, 
en posant 

Λ> — B, 4- B
2 4~ C2 4~ Dot = Dj 4- B

2
4- C

2 4- D
2
,..., 

ifi) = Cj 4-2B24-2C2
4-2D

2)
 Dl), = G

2
4-2B,4-2θ

4
 4-aD,, 

© = 2BJ 4- C
(
 4~2B

2 4- C2, 0f — 2Β14- C{-i— '2D24- C
2
,.... 

Il résulte de ces expressions que (Aif ^ ·. ·· j ©, ©<,... sont pairs, et 
lib, ift>, impairs. On pourra donc, en opérant comme au n° 8, rempla-
cer χ, γ par deux nouveaux indices x', f, choisis de telle sorte que 
leurs carrés disparaissent de l'expression de h» laquelle se réduira à 
la forme 

2p = iiî/a?' j'+ Q'x'z 4- 4- ©2
 y ζ 4- ®3 y'u 

4- X2
Z3 4- <A>3 tt2 4- ZU, 

G', e\, e'
2

, e'
3
 étant des fonctions linéaires entières de Θ, S

f
, ©

2
, ®

3 

et, par suite, des nombres pairs. 
Posant maintenant 

il vient 

Χ, ΞΕΞ lSi'x'-b g'^Z 4- ©3U, ©' si'l, 
JT, = j'-\- kz 4- Lu, ®'t=llî/Z, 

2p = χ,χ, 4- {X
2
 — ®2Le) z34- (x

3
 — ©3/)u24- (dï>, — G,l— ëjt) zu ; 

•les coefficients de z2, M2, dans cette expression, étant pairs et celui 
de zu impair, on pourra, par une dernière transformation (n° 8), faire 
disparaître les carrés et mettre 2p sous la forme 

χ,χ,-b .r2jr». 
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15. 3° 2p ne peut contenir plus de deux termes de seconde espèce. 
Soit, en effet, 

2
P
= A,Z? +Α

2
Γ-|Η- A

3
Z2-K... 

Nous allons montrer qu'on peut, par une transformation convenable, 
réduire le nombre des termes de seconde espèce. 

Posons 

ζ, = χ z, z2 = y -l·- z, za = z — kx — ly, 

où k, l sont des entiers impairs, déterminés par les relations 

A, — A
3
 K, A Ο — A3 Ζ 

(cette substitution est admissible, car son déterminant 1 -1- k -f- l est 
impair) : il viendra 

2
P
 = A, + k2(i-+-l)y2->t- (A,-1-A

S
 + A

S
) Z

2
; 

mais, dans cette expression, tous les coefficients sont pairs, sauf celui 
de z2. On pourra donc mettre 2 en facteur commun dans les trois pre-
miers termes de cette expression, et reporter ces termes dans la 
suite Σρ*.,, de telle sorte que, des trois carrés mis en évidence dans 2p, 
il n'en reste plus qu'un. 

On remarquera que, k et l étant impairs, l'expression 

2 (A, Λ
2
 -+- klxy -+· A

2

 ̂ y2

 ) 

pourra se ramener à la forme 2 xy par un changement de variables si 
l'un des entiers —est pair; dans le cas contraire, à la forme 

2(Bm2 4- Cuv-+- D«2). 

14. D'après ce qui précède, on peut admettre que Σρ se réduira à 
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l'une des quatre formes suivantes : 

(»4) 
(a5) 
(26) 

(27) 

Sp, 

Sp+ A z2, 

Sp+ Aza-t- A,zJ, 

Sp+ Ba2+ Ckp +Df8, 

Sp désignant une "somme de rectangles, telle que x,y, -Κ ·.+ x
PyP 

(le nombre ρ de ces rectangles peut d'ailleurs se réduire à zéro), et A, 
A,, B, C, D étant des entiers impairs. 

On peut d'ailleurs exclure le cas où S>_, sçrait de la forme (26). 
En effet, si l'on avait 

2),_) — Sx_)-t- Az"A,z2, 

on n'aurait qu'à poser 

z = z'-hzr

1, zt = z'it 

pour changer l'expression 2)_12χ_, en 

2x-«[Sx_,H-As'2-t-2Az'z
1
 + (A-t-A,)zT] = 2λ-« (Sx_,-f-Az'2) (mod. 2λ), 

expression analogue à la précédente, mais qui ne contient plus qu'un 
seul carré. 

Nous allons maintenant passer à un second ordre de conditions, en 
cherchant quelles limitations on peut imposer aux valeurs des coeffi-
cients A, Δ,, B, C, D. 

15. Premier cas. — Admettons d'abord que 2p soit de la forme (27); 
on pourra y supposer Β = C = D = j. Nous allons montrer, en effet, 
qu'on peut atteindre ce résultat par un changement de variables. 

Posons 

(28) Î u~aiï-+- βν', 
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II viendra 
2p = Sp H- Mu'2 + ΒW+ CV2, 

expression qui remplira les conditions voulues si Ton a 

ί A'= Αα2 -t- Β αγ -+- C72 =i \ 
(29) | B' = 2Aaj3-f-B(§a +βγ) + 2θγ<? = ι | (mod. 2λ), 

I C'= A/32 + B /3c? h- Cd2=i J 

auxquelles il faudra ajouter la suivante : 

(3o) aâ — βγ-ζο (mod. 2), 

. pour que la substitution (28) soit admissible. Mais cette condition dé-
coule des trois autres. En effet, pour qu'elle ne fût pas satisfaite, il 
faudrait qu'on eût 

α et β pairs, d'où B' pair, 
a et y id. ' A' id. 
8 et β id. Β' id. 
â et y id. C' id. 

a, β, y, â, impairs, B' id. 

ce qui serait contraire aux relations (29). Il ne nous reste donc qu'à 
satisfaire à celles-ci. 

Or ces congruences sont satisfaites si λ = 1 par les valeurs ex.— o = r, 
/3 = γ = ο, et nous allons montrer que, si l'on peut y satisfaire 
pour λ = μ, on pourra y satisfaire pour λ = μ -h 1. 

Soit, en effet, ex, β, y, & un système de solutions pour lequel on ait 

A'=r j ^i + e# 1 
;B'^i | (mod. 2μ), M" j (mod. 2tw"'). 

• C'== ! ) — 1 + giv' ] 

Remplaçons a, β, y, δ par a -+- 2^«', β -t- α.ν·β',...; pour que ces 
nouvelles valeurs donnent 

A'==B'=C' = i (mod. 2^), 
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il faudra que l'on ait 

t 4- e v? -j- 2^5 («y'4- y«') = ι ] 
ι 4-/2^4- («δ'4- oV/4- γ β'4- |3γ') = ι f (mod. αμ+ι), 

ι 4-g2(t4- βά') ξξι j 

ou, ce qui revient au même, 

(3ij 
(32) 
(33) 

Β (ay 4- yx') =e ] 
Β (<zov4- 0V4- γ/3'4- βγ)=/ | (mod. 2). 

Β (*/3'+ βά')· =g J 

Or α, β, y, δ satisfaisant, comme on l'a vu, à la relation (3o), β et â 
ne seront pas pairs tous deux à la fois. Donc la relation (33) permet-
tra toujours de déterminer l'une des quantités β', iï' en fonction de 
l'autre. Cela fait, a' et y'seront déterminés sans difficulté par les con-
gruences (31) et (32), dont le déterminant par rapport à ces variables 
est le nombre impair u.è — β-/. 

16. Deuxième cas. — Supposons maintenant que 19 soit de la 
forme (2$) : 011 pourra supposer A <8. 

Nous allons en effet donner le moyen de transformer au besoin 
cette expression en une autre semblable, où le coefficient A soit rem-
placé par a, reste de la division de A par 8. 

Soit A = a 4- e ap, e étant impair et ρ étant au moins égal à 3, 
puisque A — a est divisible par 8. Posons 

z= (1 4- a2f_1) s'; 

As2 sera changé en Â'z'2, et l'on aura 

A'— (<Z4- C2p) (14- «2ρ-<)2 = a 4- (e 4- a a) 2p 4- rt«22p"2-+· 

Si donc on détermine a par la relation 

c + rtïso (mod. 2), 
on aura 

A' =ΞΞ a ( mod. a?"·"' ), 
Tome XVII (e*·' scrie.). — ISOVEJIBRE 1S7■·. '1)1 
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et, par suite, 

A ' —a + e'2ff, 

e' étant impair et a > p. Renouvelant cette manière de procéder, on 
transformera A'z'2 en A"ζ"2, A" étant de la forme 

a + β"ατ, τ>σ; 

et, continuant ainsi, on arrive à faire en sorte que le coefficient du 
carré ne diffère de a que par des multiples du module 2λ, lesquels 
peuvent être négligés. 

On pourra donc supposer que A est < 8 et, par suite, se réduit à 
l'un des quatre nombres i, 3, 5, 7. 

17. De nouvelles limitations seront possibles si 2P+, et Σρ+2 sont 
eux-mêmes de la forme (25) ou de la forme (26). 

i° Si 2p+, est de la forme (25), on pourra supposer que le coeffi-
cient A du carré contenu dans 2P est congru à 1 (mod. 4)· 

Soit, en effet, 

Ep— S
p
-t-Az2, 2

p+1
 — S

p+
i + 5.l)Ç2, 

et admettons que ΑΞΞ3 (mod. 4)· Nous poserons 

ζ = ζ'-μ2Χζ', ς = ζ'-Αζ', 

substitution qui transformera 

2p2p-f- 2P+,2{H., = 2P(Sp +Az2+ 2Sp+J-+-2A£2) 
en 

J2P [Sp -t- (A H- 2 Ai A2) z'2 -h 2Sp+1 + 2 (a H- 2 A) Ç'2), 

expression de même forme, mais où le coefficient de z'2 est égal à 

Α+2|,Α
2=Α+2ΑΞΑ + 2ΞΙ (mod. 4)· 

2° Si 2p+l est de la forme (26), auquel cas l'on aura 

Ep= Sp 4- A z2, 2
P+F

 = Sp+1 -1- A»Ç2 + AJ Ç\, 
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on pourra de même supposer A ΞΙ (mod. 4); mais si de plus 011 a 

A4-A,Ξ2 (mod. 4)> 

on pourra supposer A = 1. 
En effet, le changement de variables du numéro précédent permet 

de transformer l'expression proposée de telle sorte que le coefficient 
de la nouvelle variable qui figure dans Σ? devienne 

A 4- 2aAj = A+ 2Λ. (mod. 8). 

On pourra de même changer ce coefficient èn A 4- 2 Α., (mod. 8), ou 
par deux transformations successives en A -+- 2 A. H- 2 A, (mod. 8). 
Gela posé, parmi les quatre nombres 

A, A -+- 2 A, A 4- 2 <AI,, A —t- 2 A 4— 1 Α,, 

il est aisé de voir qu'il y en aura au moins un égal à 1 (mod. 8) ; et 
l'on pourra par une transformation nouvelle, indiquée ci-dessus, le 
réduire à son résidu minimum 1. 

3° Si Ip+a est de l'une des deux formes (25) ou (26), on pourra sup-
poser A <[ 4 (mod. 8). 

Soit en effet, pour fixer ces idées, 

ΣΡ — SP 4- AZ2, Σ
Ρ+2

 — SP
+2

 4- AÇ2. 

Si A >4 (mod. 8), posons 

S = S'4-4AÇ', Ç=Ç'-AZ'. 

Les termes 2e (Az24- 4<A>£2) contenus dans la somme |2ρΣρ4- z9+" l
p+2 

seront transformés en 

2P [(A 4- 4 A A2) z'2 ■+ 4 (A 4- 4 A A2 ) ζ'2], 

expression analogue à la précédente, mais où le coefficient de s'2 est 
égal à 

A 4- 4-t,A2 = A 4- 4<A> ξ A 4- 4 < 4 (mod. 8). 
49-· 
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18. Troisième cas. — Supposons que 2p soit de la forme (20). On 
pourra supposer 

A<A, (mod. 4), - A <4? A.
(
<8. 

Eu effet, si l'on avait A > A, (mod. 4), on n'aurait qu'à changer ζ 
en z, et réciproquement pour renverser le sens de l'inégalité. 

En second lieu, nous allons montrer qu'on peut supposer 

A<4 (mod. 8). 
Soit en effet 

A=4-+-« (mod. 8), 

α étant < 4· Posons 

ζ = ζ' + 2 A, z\, z
f
 = z\ — 2 A z\ 

L'expression 
Az2-t-A4z2 

sera transformée en une expression analogue 

(A +4A?)ζ'2 -H (A, + 4A2) zl 

MaisAf = i (mod. 8), d'où 

À + 4Af ~À-t-4= « (mod. 8). 

L'expression transformée jouit donc de la propriété annoncée, que le 
reste de la division de son premier coefficient par 8 soit < 4· 

Cela posé, la transformation du cas précédent, appliquée successi-
vement aux deux termes Az2, A, z2, permettra de réduire leurs coeffi-
cients à leurs résidus (mod. 8), ce qu'il fallait démontrer. 

19. La considération des suites -Σρ+Ι, Σ9+2 permet d'introduire de 
nouvelles limitations. 

i° Si ne se réduit pas à zéro, on pourra faire en sorte que A se 
réduise à l'unité. 

Supposons d'abord que •Σρ+1 contienne un carré Λζ2 ; nous avons 
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vu qu'on peut supposer dans ce cas A = r (mod. 4); d'ailleurs A < 4 ; 
donc A — i. 

Supposons, en second lieu, que contienne un rectangle tel 
que xj. La substitution 

χ — χ' — A z' — A, c-J, 

jr = f — Az' — A,zi, 
ζ = ζ' -(- x' -t- J·', 
ζ-, = ζ\ + χ' -+- f 

de déterminant impair, opérée sur l'expression 

aPIp -f- aP+l 2p+J = 2P[Sp -+- A z2 -+- A, z'
2
+ 2(xr + ...)], 

la transforme en une expression analogue 

2p[Sp + (A -+- aA2)z'2 -t- 4AA,z'Zi+ (A, -1- aAj)zia 

-t- (A -h A,).#'2 + (aA -f- 2A, -+- 2.)χ'γ' (A + A,)y'2 -f-...]. 

Les termes en χ', γ', ayant leurs coefficients pairs, peuvent être joints 
aux autres termes de 2p

+1
. D'autre part, soit k un entier tel que 

l'on ait 
(A, + 2Af)A"=AA, (mod. 2λ), 

et faisons z\ + kz' = s". Les autres termes de l'équation précédente 
pourront se mettre sous la forme 

(34) Sp + (A + 2 A2 - 4 k*)z'* -t- (A, + 2A *)z*. 

Or on a, A et A, étant impairs, ainsi que k, 

A, H- 2Α2Ξ=Αί+ 2 (mod. 8), 
A -1- 2 A2 — 4^2 = A — 2 (mod. 8). 

On pourra donc, en appliquant les transformations indiquées plus 
haut, mettre l'expression (34) sous la forme 

Sp + (A — 2)z2 -f- A, -1- 2)z2. 
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Or, par hypothèse, on avait A < 4 ; si donc il différait de l'unité, il 
était égal à 3; donc A — 2 =ï. Il est donc prouvé que l'on peut 
ramener à l'unité le coefficient du premier carré. 

Supposons enfin que -Σρ-Μ ne contienne ni rectangle ni carré isolé, 
mais soit de la forme «2 -+- uv -F- P2. On emploiera la substitution à 
déterminant impair 

u = u' — kz' — kt z\, 
ν = v' — kz' — A, z\, 
ζ = 3ζ' -f- u' -f~ p', 
z

t =3z, 4- u' 4- p', 

qui transformera 2p 4- ap+l en 

2P[Sp -t- (9A 4· 6 A2)z'2 — 12AA, z'z'j-f- (gA, 4- 6A\)zf· 
4- (A + A, + 2)B'2 4- (2A -f- 2 A, 4- 2)«V 4- (A4-A, 4- a)p'2]. 

Les termes en u', v' ont ici encore des coefficients pairs, et devront 
être comptés dans la suite 2p+). Quant aux termes en z', z\, si l'on 
pose 

(g A 4- 6k2)k = 3AA, (mod. 2λ), 

ζ' 4- kz\ = ζ", 

ils prendront la forme 

(35) (gA -t- 6A2)z"2 4- (gA, -t- 6kf - 4k2)z;. 

On a d'ailleurs 

gA 4- 6k2=gk + 6 = A — 2 (mod. 8), 

9A, 4- 6A2 — 4A2=gA, -t- 2 Ξ A, 4- 2, 

et l'on pourra, par une transformation convenable, mettre l'expres-
sion (35) sous la forme 

(A — a)z2 4- (A, 4- a)z-î, 

ce qui démontre notre proposition. 
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2° Si 2p+2 est de la forme (25) ou de la forme (26), 011 pourra sup-

poser A et A, <( 4 » car on les abaisserait au besoin au-dessous de cette 
limite, parla transformation indiquée (n° 17). 

20. Enfin, si est de la forme (25) ou (26), on peut admettre 
que A et A, soient égaux à l'unité ; car il suffirait pour les y réduire 
d'effacer les multiples de 2λ dans l'expression 2l~' 2>._,. 

De même, si 2>,_2 est de la forme (a5) ou (26), on pourra supposer 
A et A, <( 4· 

21. La détermination du nombre de solutions de la congruence 

F = a
i
œ\ 4- ... -H a

m
x* 4- b{2

x
{
x

2
 -h ... =c (mod. 21) 

peut maintenant se faire sans difficulté. 
Ramenons cette congruence, par un changement de variables, à sa 

forme canonique 

Soit η le nombre des variables qui figurent explicitement dans la 
congruence transformée. On verra, comme au n° 5 : 

i° Que le nombre des solutions cherchées est égal à Q, 
Q étant le nombre des solutions de la congruence (36), où l'on ne 
considère plus que les variables qui y figurent explicitement; 

20 Que si 2a
 est parmi les sommes 2,, 2

2
,... la première qui ne 

s'annule pas, on aura Q = ο tontes les fois que c n'est pas divisible 
par aa. Soient, au contraire, c = 2αί/, λ — α = μ ; on aura 

(36) F = 22p2p = c (mod. 2λ). 

Q = 2anR. 

R étant le nombre des solutions de la congruence 

(»7) Σ
α
 4- 2 2

α+
, 4- -.. =d (mod. 2^). 

Cela posé, nous allons montrer que la détermination de R peut tou-
jours se ramener à un problème analogue, mais pour un module < 2V 
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22. On aura en général 

2a = sa + ε, 

S
a
 étant une somme de rectangles, telle que x

{
y, + ... -h xpyp

 et ε 
se réduisant soit à zéro, soit à l'une des formes Az2, Az2 A, z2, 
«2 -f- uv 4- Nous supposerons, pour plus de généralité, que ρ ne 
soit pas nul, et nous distinguerons deux espèces de solutions, suivant 
que l'une des variables est impaire, ou qu'elles sont toutes 
paires. 

Le nombre des systèmes de valeurs de j·,,..., yp
 (mod. qui ne 

soient pas toutes paires à la fois est évidemment égal à ώΡρ —2(u-1)p 
L'un quelconque de ces systèmes étant choisi, et y,, par exemple, 
étant supposé impair, la congruence (37) déterminera sans difficulté 
la variable xK en fonction des η — ρ — ι variables restantes, qui 
seront arbitraires et pourront être choisies chacune de 2^ manières 
distinctes. Donc le nombre total des solutions de première espèce sera 

(2w> _ 2(μ·-<)/>)aptn-p-o. 

Passons aux solutions de seconde espèce. Posons 

y, = ay\,y
p
 = o,y'

p
, = 2«+, + x

t
y\ + xpy'

p
, 

la congruence deviendra 

(38) s + 22^ + ...=d (mod. 2^). 

Les nouvelles variables y'
±
,..., y'p ne doivent plus varier ici que de 

zéro à — 1; mais, le premier membre de (38) ne changeant pas 
de valeur (mod. at1) lorsqu'on augmente de a11-1 une des quantités 
y 1, y'p, il est clair qu'on pourra étendre leur champ d'excursion 
jusqu'à 2^ — 1, pourvu que l'on divise par 2p le nombre des solutions 
obtenues dans cette dernière hypothèse. 

On est donc ramené à chercher le nombre Q' de solutions de la 
congruence (38), où toutes les variables se meuvent de zéro à 2^ — 1. 

23. Premier cas : e = ο. — Le nombre Q' sera nul lorsque d sera 
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9

3 

impair. Si d est un nombre pair 2d', Q' sera égal (21) à 2"R', R' étant 
le nombre des solutions de la congruence 

(3
9

) X^ 4- 2α+
„ + ... =ξ d' (mod. 2^' ), 

où les variables ne se meuvent plus qu'au-dessous de 2^_t. 
La congruence (89) est analogue à la congruence (37), mais son 

module est moindre. Le problème est donc réduit, comme nous l'avons 
annoncé (21); de telle sorte que nous pouvons passer à l'examen des 
autres cas. 

24. Second cas : ε = Az2. — Si d est pair, la congruence (38) ne 
pourra être satisfaite que si ζ est un nombre pair. Posons donc 

z = 2z', X+2 = X+2 4- A ζ'2. 

On aura à satisfaire à la congruence 

2 X
+I

4- 4 X+î
 4- ... ξ d (mod.

 2
η, 

ou, ce qui revient au même, à celle-ci 

(4o) X
+I

 4- 2X
+3

4- .. .ΞΞ- (mod. 2!^), 

où la variable z' se meut au-dessous de 2μ_1. On peut d'ailleurs faire 
la même supposition pour les η — ι autres variables, pourvu qu'on 
multiplie par 2n_1 le nombre des solutions trouvé. Cela posé, la con-
gruence (4o) ayant un module moindre que la congruence (37), le 
problème est encore réduit. 

25. Soit, au contraire, d impair; ζ sera impair, et la valeur de Az2 

restera la même (mod. 2^) pour deux valeurs de ζ congrues entre elles 
suivant le module 2μ_1. On aura donc Q' = 2Q,,, Q(J, étant le nombre 
des solutions que l'on aurait, en supposant que ζ ne variât plus qu'au-
dessous de 2pr",>

 les autres variables χ, y·,... continuant à se mouvoir 
jusqu'à 2μ. 

Tome XVII (2E série). — NOVEMBRE 1872. 5o 
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Supposons maintenant μ > 3, et posons 

Z = Z'-t-Ç2tl_2, X = ί/ = £/,4-δ2^1, 

ζ' étant < 2^-2, a?', y',d'< 2^-1, et ζ, ξ,-η,..., <? égaux à zéro 
ou à i. 

Si l'on suppose que ζ, χ,γ,... est un système de solutions de la 
congruence 

(4i) Az2 -t-2X
+I

+ ...=d (mod. 2f·), 

il est clair que z', a?', j·',... satisferont à cette congruence pour le mo-
dule 2f-\ Réciproquement, soient z', x',y',... un des Qμ_, systèmes 
de solutions relatifs à ce dernier module; 

D = d (mod. at1-1 ) = d' +s' 2 u-1 

la valeur correspondante du premier membre de(/ji) : on vérifie sans 
peine que z, χ,γ,... satisferont à la congruence pour le module 2^, 
quels que soient ξ, -η,..., si l'on détermine Ç par la relation 

(Αζ + (?') = <? (mod. 2), 

ce qui est toujours possible [*]. 
Chacune des n — 1 quantités ξ, τη,... étant susceptible de deux valeurs, 

on aura 
Qîh = 2"-' Q^_, = ... =

 2
("-1>^Q

3
. 

26. Il ne reste donc plus qu'à calculer Q
3

. 
Effaçons dans la congruence (4i) tous les multiples de 8, il viendra 

Az2 -4- 2X
+1

 -1- 4-Σα+2
 = d (mod. 8), 

ou, plus simplement, z2 étant congru à 1 (mod. 8), 

(4a) 2X+I + 42a+2 = ̂ — A (mod. 8). 

[*] Si f*. n'était pas 3, le terme Ç22^-4, que renferme le développement de Az2, 
ne serait plus zéro (mod. 2^), ce qui troublerait le raisonnement. 
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Soit t le nombre des variables qui figurent explicitement dans cette 

équation; les autres variables prenant les diverses valeurs de ο à 7, 
sauf z, qui varie de ο à 3 seulement, il est clair que l'on aura 

Q3 = 2«PM)-l R, 

R étant le nombre des solutions de la congruence (42), en ne tenant 
plus compte des autres variables. 

Cela posé, soient respectivement Tj, U
c
 les nombres de solutions 

des congruences 

(43) Σ'
α+Ι

 (mod. 4), 

(44) (mod. 2), 

il est. clair que l'on aura 
r = 2t

4U
c
, 

la sommation s'étendant à tous les systèmes de valeurs de b, c (mod. 8), 
qui satisfont à la congruence 

(45) 2b -t- 4c Ξd — À (mod. 8). 

Or il est aisé, pour chaque système de valeurs de b et de e, de cal-
culer Ts, Ue. 

27. Calculons d'abord Tb. Soit rie nombre des variables contenues 
dans X

+I
. Leur champ d'excursion est de ο à 7 ; mais on peut évi-

demment ne les faire varier que de ο à 3, pourvu qu'on multiplie 
par 21' le nombre des solutions que nous allons trouver. 

On aura, dans le cas le plus général, 

Χ-Μ = s + t?, 

S étant une somme de rectangles telle que 

BlJTl "+" · · · ~+" a'q)'<n 

et 6 une expression de l'une des formes 

A, sj, Α,ζ*-}-A
2
sij, u1 -4- uv -t- v". 

5o. 
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Supposons d'abord que l'on ait simplement 

E' a+1= s. 

Les solutions de la congruence 

χ, y, -+- ... -t- xqyq=zb (mod. 4) 

sont de deux sortes : celles pour lesquelles y
f
,..., yq

 ne sont pas tous 
pairs, et dont le nombre sera égal à (22? — 2q) 22(?-,) (car les systèmes 
de valeurs non paires de y

{
,..., y

q
 sont en nombre %-q — 2q, et, 

l'un d'eux étant donné, on pourra déterminer une des variables 
x

t
,...,xqen fonction des q — ι autres qui resteront arbitraires), et 

celles pour lesquelles j·,,..., jrq sont pairs. Il n'y a aucune solution de 
cette seconde sorte si b est impair. Si b est pair, on posera 

y, =2fi,..., :r,, = 2jr'q', 

la congruence deviendra 

(46) oç,y\+ ...+xqy'q=~ (mod. 2), 

et le nombre de ses solutions sera évidemment égal à 2q fois le nombre 
des solutions qu'elle aurait en supposant que a?,,..., xq, de même 
que yt,..., γν ne variassent que de ο à ι. 

Ce dernier nombre s'obtient aisément. Si ^ est impair, l'un des 

entiers devra être impair, et l'on aura [p? — i) 2q~~K solutions, 

toutes de première espèce. Si ̂  est pair, il faudra y ajouter les 2q solu-

tions de seconde espèce, correspondant ky
{
=...=yq (mod. 2). 

Soient, en second lieu, s = ο, ε = ktz\. On aura à satisfaire à la 
relation 

k
t
z\ = b (mod. 4), 

laquelle sera impossible si b = 2 (mod. 4) ou & = A, + 2 (mod. 4), 
et admettra deux solutions si è = o ou =A,. 

Soient maintenant s=o, ε = A,ζ2 -H A2zf. Si b est impair et 
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A,<A

2
 (mod. 4), on aura, en posant z, pair, z

2
 impair, 4 solutions 

pour b — A, ; en posant z, impair, z
2
 pair, 4 solutions pour b = A

2
 ; 

si A,=A
2

, ces 8 solutions se concentreront sur cette seule valeur 
de b. 

Si b est pair et A, ^ A
2
, d'où A, 4- A2

 = o, on aura 8 solutions pour 
b == o, aucune pour b = a ; mais si Α,ΞΑ21 on aura 4 solutions pour 
b = o, 4 pour b = 2. 

Soient encore § = ο, s = m2 -t- uv 4- t»2. On aura 4 solutions si 
b = o, 6 si b est impair, aucune si b=2. 

Soit enfin = s 4- S. La congruence 

S 4- s =4 (mod. 4) 

aura évidemment un nombre de solutions représenté par 

E T'b T''y-, 

Tg, T" désignant respectivement les nombres de solutions des con-
gruences 

S==j3, S ==y (mod. 4)> 

et la sommation s'étendant à tous les systèmes de valeurs de β et de 
tels que l'on ait 

β 4- y = b (mod. 4)· 

28. Le calcul de U
c
 se fait comme le précédent, mais plus simple-

ment. On aura d'abord U
c
= 2SsU'

c
, s étant le nombre des variables 

contenues dans Σ
α+2

, et U). le nombre des solutions de la congruence (46) 
lorsqu'on ne les fait plus varier que de o à i. 

Si 2
œ4

_
2
 se réduit à la forme x,y, 4-... 4- x

t
 }"

t
, la congruence 

X
+2
 = c (mod. 2) 

n'aura de solutions, si c est impair, qu'en supposant queyq ne 
soient pas pairs à la fois. Ces solutions seront en nombre (2' — ι)2ί_ι. 
Si c est pair, on aura, en outre, 2l solutions de seconde espèce à ajouter 
aux précédentes pour former U(., 

Si Σ
α+2

 = x,y
t
 4- ... 4- xtJt -H Az2 (ou 4- Aza 4- A'z'2), on voit, 
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en remarquant que Az2=z (mod. 2), que la relation (44) définit z 
en fonction des s — 1 autres variables restantes, qui demeurent arbi-
traires. Donc U'. = 2ί_ι. 

Enfin, si Σ
α+2

 = 4- ... 4- xt
jt 4- ir 4- uv -H p2, on aura 

ir -+- uv -t- v2 = u 4- uv 4- v~(u 4- i)(e 4-1) — 1 (mod. 2); 

d'où, en posant u -t-1 = χ
ι+{

, ν 4-1 = f
t+t

, 

x< fi + · · · + x
M

ft+\=c— 1 (mod. 2), 

congruence dont le nombre de solutions est connu par ce qui précède. 

29. U resterait à examiner les cas où p. = 2 011 μ = ι; mais la ma-
nière de les traiter est suffisamment indiquée par ce qui précède. 

30. Troisième cas: G = Az2 4- A,z\. — Nous distinguerons plu-
sieurs sortes de solutions, suivant que les variables z, s, seront paires 
ou impaires. 

Si z, est pair, on posera z, = 2z
lt

 z\ étant une nouvelle variable 
dont le champ d'excursion est de ο à 2^' — 1, mais peut être poussé 
jusqu'à 2^ — 1, pourvu qu'on ait soin de diviser par 2 le nombre des 
solutions obtenues dans cette nouvelle hypothèse. Posant alors 

EGH-2 -t- Λ-Ι Zj ~
α+

,, 

on aura à résoudre la congruence 

A z2 4- a2l
+r

 4- 4X+, 4- ... = fi? (mod. 2), 

question déjà traitée (n°3 24 à 29). 
Si z, est impair, mais z pair, 011 posera z = 2 z', et l'on aura à 

résoudre la congruence 

A,zJ -1- 2X+i4-4(X+2 4- Az2) + ...==<■/ (mod. 2), 

où z, est supposé impair; question déjà traitée (n°5 24 à 29). 
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Soient enfin ζ et z, impairs. Si μ > 3, on ramènera, comme au 

n° 25, la question au cas où μ = 3, et la congruence 

Aza + A, z-l -h 2l'
a+x

 -+- 42a+2
 = d (mod. 8) 

se réduit, en remarquant que z2=z2 = 1, à 

2Σ'
Ι+Ι

 -f- 42a+2
 =d — A — A, (mod. 8), 

congruence analogue à celle déjà traitée au n° 26. 
Nous passons ici encore sur les cas où μ <( 3, car ils sont implici-

tement résolus par ce qui précède. 

51. Quatrième cas : ε = w2 -f- κρη- ρ2. — Supposons d'abord 
dimpair; l'une au moins des quantités «, p sera impaire. Soient dans 
ce cas u, ν, x, jr,... les variables contenues dans la congruence 
donnée 

(47) «2 + uv + p2 -i- 2Σ
α+1

 -h ... = d (mod. 2^). 

Posons 

a~=n!-\-iii2^·~*4, p=p'-i-p
1
 a!1-4, x=x'-hx

t
zV-~1 ,...

f
 d=d'-J

r
d

{
 2"_t 

u',p', a.·',..., d'étant < 2^', et ιι{, vn x,,..., dt
 étant égaux à ο ou 

à 1. Si u, p, x
}
... est un système de solutions pour la congruence (47)? 

il est clair que u', p', x',... satisferont à la même congruence relative-
ment au module 2^'. Réciproquement, soient p', X',... un système 
de solutions pour le module 2e·-4 ; on aura 

zî'2 -t- u'v' + p'2 + ... == d (mod. 211-4 ) = d-1- d^-4 (mod. 2f ), 

et u, p, x,... sera un système de solutions de la congruence pour le 
module 2^, si l'on a 

u'Vf H- p 'u, ξ â (mod. 2), 

relation qui pourra toujours servir à déterminer l'un des entiers p, 
ou m,, car u' ou vr est impair. Tous les entiers de la suite 11,, p,, x,,... 
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sauf celui dont il s'agit, pourront être pris à volonté égaux à ο ou 
à ι. Donc, si l'on désigne par t le nombre des variables de la con-
gruence (/[7), par Qp le nombre de ses solutions pour le module 2^, 
on aura 

QÎt = 2i-«Q!Jl_J
=2™-1>Q

1
. 

Or, si μ = j, la congruence (47) se réduit à 

it2 -4- uv ·+· v2 = d (mod. 2) = 1 (mod. 2), 

et l'on aura ses solutions en posant u = 1 et ν = ο ou ι, ou u = o, 
ν — 1, avec x,y,... arbitraires, soit 3.2t-2 solutions. Donc Q,=3.2i-a. 

52. Supposons maintenant d. pair; u et ν devront être pairs. Posons 
donc 

u = 2«', 0 = 2p', 2
a+2

 m'2 -t- u'v' -f- ν'2 =E' a+2 ; 

on aura à résoudre la congruence 

2Σ
α+1

 -h 4X+,. + ...=d (mod. 2^), 
ou 

2
a+

, -h 2X
+

, -h ... (mod.2u-1) 

Dans cette congruence, les t — 2 variables autres que u't v' se meu-
vent de ο à 2^· — 1 ; mais on peut borner leur champ d'excursion à 
2!1~ι — r, pourvu qu'on multiplie par 2i""2 le nombre R des solutions 
trouvées dans cette dernière hypothèse. 

Il ne reste donc plus qu'à trouver R, nombre des solutions d'une 
congruence prise suivant le module 2^'. Donc le problème, ici encore, 
se trouve réduit. 

55. Comme exemple numérique, cherchons le nombre des solu-
tions de la congruence 

23λ·2 -t- 2ixy -f- 2y2 -hzy-h 5zx -h ζ2 -f- 2X,y
t
 -+- IfX, ν 

-H 2uz -t- 5u2 -f-\211v -+- 4^2 = 12 (mod. 32). 

Il faut commencer par la ramener à sa forme canonique. Pour cela, 
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remarquons que le coefficient de xy est impair, et celui de y* pair. 
En remplaçant y par y 4- CCX, le coefficient de x2 deviendra 

A — 23 4- 2.1 α -+- aa2, 

et l'on pourra le rendre congru à zéro (mod. 3a). A cet effet, on se 
rappellera la remarque faite plus haut que si, pour une certaine va-
leur a,· de a, on a A = api, i étant impair, A sera pour a

0
 4- 2p de la 

forme 2°ï, α étant > p. 
On posera donc successivement 

« = o, d'où A = i; 
α — i, d'où A = 46 = ai; 
α = r 4- ·χ = 3, d'où A =104 = 8/'; 
cc — 3 4- 8 = 11, d'où A =16/; 
α — ι r 4- 16 = 27 Ξ=— 5 (mod. 32). 

Remplaçant donc^- par y — 5x dans la congruence donnée, elle 
deviendra 

xy 4- 2y2 4- zy H- z2 4- ax
t
y, 4- ... = 12 (mod. 3a), 

ou, en remplaçant χ par χ — ay — ζ, 

xy+ ζ24- 2X, j-,4-4r
1
P4- auz-h- 5u2 -{-iauv-1r ̂ v2~la (mod. 32). 

Les variables χ, y sont déjà isolées. On isolera la variable z, dont les 
rectangles ont des coefficients pairs et le carré un coefficient impair, 
en la remplaçant par z — «; la congruence devient 

xy 4- z2
 4- 2X,y, 4- 4χ, ρ 4- 4"3 4- izue 4- 4p2

 —
 12 (mod. 32), 

et, en remplaçant y
t
 par y

K
 — v, en remarquant, d'autre part, que 

les termes 4"2 4- lauv 4- 4^2 peuvent être ramenés à la forme 

4(ks + av + ps) par une transformation opérée sur les indices u 
et ν (n° 15), transformation dont il nous suffit d'avoir le résultat sans 
avoir besoin de l'effectuer, on ramènera la congruence à sa forme 

canonique 

(48) xy 4- z2
 4- ^XiYi 4- 4{"2 uv 4- ν2) ξξ \a (mod. 32). 
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54. Cherchons maintenant le nombre Ν de ses solutions. 
Si y est impair, z,x,,... seront arbitraires et χ déterminé, ce qui 

donne x6.3a5 solutions de première espèce. 
Pour avoir les solutions de seconde espèce, on devra changer y en 2 γ, 

et leur nombre sera -g-N,, N< étant le nombre des solutions de la con-
gruence 

(4g) ζ2 -1- a(x
t
y, + xy) -t- 4(«a 4- uv -t- ν2) = 12 (mod. 32). 

Or ζ est nécessairement pair; cbangeons-le en 22; on aura N1 = 2°N2, 
N

2
 étant le nombre des solutions de la congruence 

(5o) x<yt-h xy-t-z(u2-h uv-h v2-t-z') = 6 (mod. 16). 

Cette nouvelle congruence ne satisfait plus aux conditions imposées 
à nos formes canoniques; mais nous pourrons, par des transformations 
d'indices (qu'il est inutile d'effectuer pour notre objet actuel), trans-
former u2 -h u ν -h v2 ■+■ z2 en 

(1 4- 4 4- 4 + 4)z'2 4- A u'2 4- BttV -1- C(/2, 

A et C étant pairs et Β impair (n° 11); puis remplacer ces trois der-
niers termes eux-mêmes par le produit de deux nouvelles variables 
*·

2
, f» (n° 8); enfin supprimer les multiples de 8 dans le coefficient 

de ζ'2 (n° 16), ce qui réduira la congruence (5o) à la forme 

x,y
t 4- χγ -t- 2(x

2
y

2
 -t- 5a'2) =6 (mod. 16). 

Cette congruence a (162 — 82)i64 solutions de première espèce 
{y,yi non pairs à la fois), et 2SN

3
 solutions de seconde espèce, N

3 
étant le nombre des solutions de la congruence 

xy -t- χ, γκ -t- χ2γ2 -1- δζ'2 ~ 3 (mod. 8). 

Or cette congruence, n'ayant de solutions que siy,y{, y2
 ne sont pas 

tous pairs, en aura en tout (83 — 43)83. 
Récapitulant ces résultats, on aura 

N= ι6.3α5 + 2s[(i62 - 82)I6< 4- 25(83 - 43)83] = 35.2". 


