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Détermination des éléments de U aréte de rebroussement d’une

surface développable définie par ses équations tangentielles.

Par M. L. PAINVIN.

(Mémoire présenté & PAcadémie des Sciences dans la séance du 18 juillet 1870.
Comptes rerdus, t. LXI, p. 217.)

1. 1l arrive trés-fréquemment que les équations tangentielles d’une
surface développable résultent immédiatement des données d’une
question, ou s'en déduisent par des calculs généralement simples, et
qu’il serait au contraire extrémement difficile d’obtenir les équations
de I'aréte de rebroussement de cette surface. Il est donc important
d’avoir des formules qui permettent d’étudier sur les équations tan-
gentielles elles-mémes les propriétés de cette aréte de rebroussement;
ces formules, qui n’ont jamais été données, sont 'objet de cette Note.

2. Notations :
. . , T
u, v, w sont les coordounées tangentielles d’un plan, c’'est-a-dire
les inverses des coordonnées a V'origine de ce plan (les
axes de coordonnées sont supposés rectangulaires). Si ce
plan est tangent 4 la développable, ce sera le plan oscu-
lateur en un certain point M de V'aréte de rebroussement;
x, ¥, z'seront les coordonnées du point M.

Je désignerai, en outre, par

a, B3, 7 les angles de la tangente en M 2 I'aréte de rebroussement;
X, fy ¥ les angles de Iaxe du plan osculateur;

g* 4, & les angles de la normale principale;

ds 'élément de I'aréte de rebroussement;

d,g I’angle de deux tangentes infininient voisines;

(5{’ Uangle de deux plans osculateurs infiniment voisins;

§ T'angle au sommet du cdne droit osculateur;

' 23
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R le rayon de courbure;
L
T le rayon de torsion.

3. Une surface développable étant définie par deux équations tai-
gentielles telles que

S v, w)=0, F(u,v, w)= o,

nous pouvons regarder «, v, w comme des fonctions déterminées d’un
certain paramétre arbitraire. Pour simplifier Pécriture des formules,
nous poserons

uyy=du, u,=du,
(1) - e=dy, v, =d2,

w, =dw, w,=d*w,

u v w B v w
(2°) A= | due do dw |=|u, o, w, |3

d*u dv d*w Uy ¢y W,
puis nous désignerons par U, V, W,...; U,,..., les déterminants par-
tiels de A, de sorte que '

dA L
; =2— =dvd2W—-de20,
! (73

V = :;_f =adwd?u — dud?*w,

w =Z—A= dud®v — dvd?u;
w .

dA

U, = d—uli= wdie — vd"w,
" dA

(3°) Vi=—=ud*w — wd?u,
N do,

dA
W, =—= vd®u — ud?v,
dw,

- dA
U2 = E; == Uélw — de,
d,
V.= —:— =wdy — udw,

2

: da
W2_.R = udv — vdu.
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§ I. — Détermination des quantités o, f, y; X, p, v;
& u, §; x, 7, z; dx, dy, dz.

4. Les coordonnées de trois plans tangents infiniment voisins seront

(P) u, v, w,
(Py) u + du, v+ do, w -+ dw,
(Pa) u+ 2du +d?*u, © + 2dv+d3*v, w+ adw 4+ d*w;

on en conclut, pour les équations de ces trois plans

(P) uX +9Y +wZ—i1=o,
() {(Py) (# +du)X + (v + do)Y + (w + dw)Z = 1,
(P,) u+ 2du+d*u)X + (v + 2dv +d*0) Y +(w+ 2dw+d*w)Z=r;

X, Y, Z sont les coordonnées rectilignes variables d’un point.

Dans les calculs suivants, nous désignerons fréquemment =1
par e, €, ¢,...; les lettres différentes ¢, ¢, ¢’ indiquant I'indépendance
des signes + et —.

Les angles de 'axe du plan tangent P (ou plar osculateur) étant
désignés par A, p, v, on a, d’aprés la premiére des équations (1)

(2) €OSY __ €OSp _ COSV 1
\ & v o e\/u’—l-- 03 w?

La tangente MT en M est I'intersection des deux plans (P) et (P,),
c'est-a-dire
uX +9Y+wZ =1,

(u+ du)X + (v + do)Y + (w + dw)Z =1
ces deux équations peuvent étre remplacées par le systeme suivant

uX +vY +wl=1,

(3) (MT) Xdu + Ydo + Zdw = o;

23..
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a, B, 7 élant les angles de la droite (3) avec les axes de coordonnées,

on a , } .
cosz _ cosB _ cosy

vdw —wde  wdu — udw * udy— vdic’

c’est-a-dire en ayant égard aux notations du n° 3

(4) cosaz __ cosf _‘co>s-y . X
UG " V. W U VIt WE

La normale principale (&, 17, §) est Faxe du plan rectifiant, c’est-
a-dire du plan passant parla tangente MT, et perpendiculaire au plan
osculateur (x, v, w). Or I’équation du plan rectifiant est, d’aprés cette
définition, :

(5) (9Wo—wV )X+ (wlU,— uW,)Y +(uV,— ng)ZF_-zz U+ 90+ ww,;

par conséquent, les-angles &, v, { seront donnés par les égalités

cost . [:E3 __ - cost
vW,— wV, owU, —aW, aV.—oU,

Si 'on remarque qu’onua I’'identité
(VW2 — wU, ) + (WU, — W, )* + (uV, — o U, )?

(6) = (4 + 0+ ) (U2 VE+ W2) — (a0, + 0V, + wW,)?
=(u*+ v+ w?) (U + Vi +W3I),

on conclut des relations qui précédent

cos§ . oSy . cost
vW, — wV, — wU,— uW, T 8V, — vU,

(7) % L

e” Jut 4 o1 a? JU2 4+ V2 - W?

5. Calculons maintenant les coordonnées du point M.
Le point M est I'intersection des trois plans tangents infiniment voi-
sins (1), n° 4; les équations de ces trois plans, prises simultanément,



PURES ET APPLIQUEES. 181

donnent un systéme qu’on peut remplacer par le systéme suivant :

xru + yv + zw =1,
(8) l xdu + ydv + zdw = o,
xd*u+yd*v+zd*w=o0;

eu égard aux notations du n° 3, on tire de ces équations

(9) =70 y=y =1
A A A

Il est alors facile d’obtenir dx, dy, dz. On a, en effet

AdU —UdA
dx = —————;

A? ?
or )
A=uU+ oV +wW,
dA = udU + vdV + wdW + Udu + Vdv + Wdw
= udU 4+ vdV + wdW,
par suitg
dx = (2U 4oV + WW)dU—(udU——adV +wdW)U
= -
__(¢V+ooW)dU —(¢dV —wdW)U
— A’ > .
Mais

\ dU =dod*w — dwd*v,
(ro) dV = dwd*u — du d*w,
de= duddv —dvdu.

En substituant ces valeurs dans 'expression de dux, et en onlonnaut
par rapport a d*u, d*v, d*w, il vient

(Ud*u+Vd?o+ Wdw) U,
Az

dx = —

Si donc on pose

(r1) H=—(Ud’u+ Vd?v + Wd*w),
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on a définitivement

y dz __dy __ﬁ _ H_
(12) TSV SWwW.=m
On conclut de la

(13) ds = ¢ 2 \[UT+ Vi+ WL

Nous allons d’abord chercher les relations qui existent entre les
sigues¢; €,..., pour qu’on ait les égalités

(14) dx = dscosa, dy =dscosB, dz=dscosy;
pour qu'il en soit ainsi, il faut que
'=¢.

6. Ainsi, en résumé, nous avons donc

Yy _Z _ 1
T v—-w™—7%
dez _dy dz H
(15) [TV TwW TR

cos) cosp cosv 1
_ ——= = e
u [ 44 evuz_i_‘,z_i_wz

cosa __ cosf _ cosy 1
| O T W T T W
cosé COSy cosg
oW, — wV, = wl, —uW, = «V, —olU,
X

\ Y+ - U VI W)
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§ 1. — Détermination des quantités d cosa,..., d cos),...,
dcosé,...; do, dr.

7. Nous avons trouvé

u

eVur-- o2 w’,

COSA =

on déduit de cette expression

d cos) = du(w? + ¢ - w?) — a(udu + vde + wdw) — WV, — oW,

.
2
z

3
g{ur4- 0% + n?)? e(u? - o2 - )
On a donc les égalités

deosk _  dcosp  deosy 1

(17) = = =
wV,— ¢W, uW,— U, oUy— uV, ¢ (0 vt )

E k]

2

égalités qu'on peut encore écrirve, eu égard au dernier groupe des re-
lations (16),

(I bis) dcos) __ dcosp. deosv VU§+V;+W§
7 cosE ~ cosm  cos§ | - @t o4 ar

Oun sait que

dr = \/(d cos)? + (dAcos‘u.).“’ + (d cosv)?;
par conséquent, d’aprés les valeurs (17 dis),

wy Ui+ VI+ W]

dr = ¢
(18) P
8. Nous avons trouvé, n° 6,
U,

COSQ == —————n . :
¢ YOI+ V: W
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de 1a on déduit

(U2 + V2 +W2)dU,— (U:dUs -+ Vad V. + W.d W,) Us
3
¢ (U2 +V3 W27
_ Va(V2dUs— UpdVs) — W, (U, d W — W, dU,)
i 5 .
¢ (U2 +Vi+Wi)?

dcosa =

Mais les valeurs (3°) du n° 3 donnent

dU, = vd?*w — wd?v = —TU,,
(19) 2V, = wdtu— udiw—=—V.,

szZ—" ud’v — pdz'tl — — W’;
' Pexpression de d cose devient alors

Vi(Ung—-V;U,) —Wz(W:IUl - UZWI ) .

dcosa = : 3
o (U2 4+ V2 +W2)E
Or, si Fon pose
U V W
(20) D= [U, V, W, |,
U, V. W,

U, V,...,U,V,,... étant les déterminants partiels de A, on sait que

dAD D
2 — —
(21) - ‘ D = A?%, 5= Au, ¥ike

Av,...;
d’aprés cela, on a, pour les valeurs de dcosa, d cosf, d cosy,

(22) dcosa  deosBp  dcosy A
"Wg— WV, - WU;— uWJ - uV,— I’U: - e (U2+Vz -i—W’)—:-
H 2 AR

Eu égard au dernier groupe des relations (16), les égalités (22) peu-
vent encore s’écrire t

dcose __ dcosf - dcosy __ ¢ » AV a4 0?4 ot

cosE ~ cesm cosi Ui+Vi+W;

(22 bis)
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On sait d’ailleurs que

do = \J(d cose)? + (d cosP)? + (d cosyj?;
il résulte alors des valeurs (22 bis)

: A+ 0?4 w*

3 g VT

{23) de = ¢ T VW

9. Calculons enfin d cosé, d cosy, dcos§.
) ?

On a trouveé, n° 6,

oW, — wV,
N+ A+ ot JOI VWS

cosE =

on déduit de 14, en différentiant,
ER ' 3
¢ (1 + 0+ w?)* (U2 + Vi+ W2)* d cosd
= (2 9*+w?) (U2 +V24+W3) (9dW,— wd V, +Wydo — Vo dir)
— (VW — wV,) [ (uney + o0, ww, ) (U3 + V3 +W3)
(@2 0 w?) (U d U, + Vo d VW, d W) |

Eu égard aux relations (19), le secoud membre de I'égalité précédente
peut s'écrire ‘

(02 + V3+ W) [(w* + "+ %) (0,W, — W, V)
— (ury 4 o0, + ww, ) (YW, — wV,)]
+ (@24 0* + W) [(UZ+ VI+W2) (wV, — oW,)
+ (0. U,+V,V, +W,W,) (¢W, 'A‘“’Va,)]-:
ou encore )

(U24VE+W2) [ Wy (220, + 020, + wyo, — uoi, — v*0 — Wiy )
4V, (uwu, oo, +wiw, — Pw, — 0’ w, —wiw,)]
+ (22 92+ ) [w(UIV,+ ViV, + W3V, — U,V,U,—ViV,—V,W. W)
+ o(U,W, U, +V,W,V, + Wi W,
—UW, —VIW, —W2IW,)];
Tome XVII (2* série). — Jux 1872. 24
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puis, en ayant égard aux relations (20), (21), n°8, (3°), n° 3
(02 + Vi+W2)[W,(a W, — wl,) + Vy(aV, — oU,)]
+ (4?4 0+ w?) [w (Wz;i% - U,g‘%) + p(vsz Uéﬁ)}
ou encore

(UF +Vi+ W3) [0(U3+V3+W3) — Up(uUy+ oV, + wW,)]
+ A{w® + 0 + w?) [u(uU, + oV, + wW,) — U, (2 + ¢ 4+ »?)],

expression qui se réduit définitivement 2
(U2 + V2 + W22 — AU, (u® + 0 + w?)2.

On a aiuvsi les formules

. 2 V2 W2 2 2 2
e"d cos§ = ’/*——-U F .+ W, UgA—————‘/u ki ki 5
(u’-!—v’-{—w’)’ (U3 +V2-+W2)?
VOI Ve ) UL o2 L et
(24) {e*decosn = ‘,_z"‘_z'*ﬂiiz —V,A \/"‘*‘h"'*-“l,
(@ + o4 w?)? (U +V34-Wi)?
Ui+ V:+W: - 0
5”dcos§ —_ Ws/z_.’_-*_—___;. '—WzAME'
: (22 4+ 0 - )2 (U3 +Vi+-W2)?

10. Nous allons maintenant établir la correspendance des quan-
tités ¢, ¢, €, " , &, de maniére & vérifier en grandeur et en sxgne les

relations ﬁndamentales données par M. J. Serret (Calcul di ifférentiel
de M. Bertrand, p. 622):

dcosa=cos&ds, dcosk=cosEdr, dcos&=—cosado—cosidr,
(25) ld cosfB=cosyda, dcosp=cosndr, d cosy=—cosPds—cosp.dr,
'd eosy=cos{ds; dcosv=cos{dr; dcos{=—cosyds—cosydr.

Eu égard aux formules (16), (17), (18), (22), (23), (24}, les rela-
tions (23) donnent
(26) e =1¢'e",

mo___ .
3 = — &t s
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ce sont les seules conditions nécessaires pour que les relations (25)
soient vérifiées.

Maintenant nous pouvons imposer aux quantités R et T, définies
par les égalités

. ds ds
(25 blS) R= d_c’ T = 21.:’

la condition d’étre positives.
Or, d’aprés les formules (15), (18) et (23), et les relations (26), on a

R B (T+Vi+ W)
A:‘ Vuz_,_ 02—[—“'7
(27)

H
=—ee’e" 5 (e® + v + w2,

Les quantités R et T devant étre positives, on a les conclusions sui-
vantes :
' .1
H Y g=—e s$1 A>o0,
s1 — 0, ¢'=+41 et .

A> ? g'==+¢, si A<o;
‘E':—E, sl A>O,

. H ”
si —<o, g=—1 et .
A< : g=-+z¢, st A<o.

11. En résumé, nous avons les formules qui suivent.
On a posé :

i s u, =du, u, =d%u, w v ow i
~ (I) Vi =dv’ V2 =d*, (2) A= | nu v w, i ;
w, = dw, wy=d*w: u, ¢ w, |
da _ da ;o da
(I) s U = du’ v a’ T da
(3)
da ds r da
[v.=F Ve=a We=gi

(4) H=— (Udlu + Vd?o + Wd?w),
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et Von a alors

(1)

(111) |

(V) |

(3)

x __y oz __ 1
T~ vV W%
dz _dy dz __H
0, V. W, &

ds = s’%\/Ug—l—Vg—i—VVg;

cos) _ cosp  ecosy L -
® ¢ w = \/m,
cose _cosf _ cosy I
TV T W eyiviews
cosE cosn cosg 1

W,—wV, wlU,—uaW, uVy— vUz‘_ & Vvt JUI - Vi+ W5

deosh _ dcosp. _ dcosy I
wVo— oW, zW,—al, oU,—uV, s(u=+o=+w=)%’
deose  deosfp _ dcosy A
vW, — oV, wlU, — W, uV,— oU, ¢ (U LV +W§)%
| ¢ cos = uVTEBEVE_, N LT
( (2 + 02 -+ o?)? (U24-Vi+W3)?
dr e VOV

u? 4 02+ a?
do = ¢’ IIAV“1+"2+“':'
- VI V2+W2 '~
E
» H (U} +V;-+W3)*
LD\ Yam Wa) |

R=c¢ 2
A et 2

L (4) T=-— se's":\H;(u2 + 02+ w?),

Les lettres ¢, ¢’, ¢” désignent %= 1; ainsi on a

=1, 1.

e==z1,

T'ai adopté des lettres différentes pour consetver au choix des signes +
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et — toute l'indépendance qu'il peut avoir; les radicaux doivent étre
pris en valeur absolue.

Remarque I. — Dans les formules qui précédent, les combinaisous
des quantités ¢, ¢’, ¢” ont été faites de maniére a vérifier constamment,
en grandeur et en signe, les relations importantes

dx =dscosa, dcosk = cos&dr;
dcosa = coséds; dcosE = — cosads — coshdr;

Remarque II. — Si 'on assujettit les quantités R et T 4 étre posi-
tives, on a les conditions suivantes :

‘e’:——s, si A>o0; &=+ 1, si §>o,
(VII) B
?e’:—l—s, si ALo; &"=—1, si K<°'

Remarque II1. — Les formules précédentes ne sont pas applicables
aux développables circonscrites au cercle imaginaire de l'infini (woir
la note 1).

§ II1. — Céne droit osculateur.
12. Nous appellerons cdre droit osculateur en M un cone ayant
son sommet en M et touchant trois plans tangents infiniment voisins.
Nous pouvons définir ce céne par son sommet, dont P'équation
tangentielle est ¢elle du point M, savoir :
(1) ox +Qy +®z—1=0,
et par une sphére dont 'équation tangentielle sera

(2) (a® + b9 + c@ —1)? = &2 (0 + 0 + ®%);

v, ©, ® sont les coordonnées tangentielles variables; a, b, ¢ sont
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les coordonnées ponctuelles du centre de la sphére (2); & est son
rayon.

Exprimons maintenant que la sphére (2) touche les trois plans
tangents infiniment voisins :

(1gy v, w); (u—+ du, v+ do, w + dw);
(2 + 2du + d*u, v + 2dv + d?v, w + 2dw + d*w);

on a, aprés avoir extrait la racine carrée,

(au+bo+cw=1+8 V2 Fe?rwp,

a(u + du) + b(v + dv) + c(w + dw)

(2)¢ =1+ay(u—+ du)*+ (v + dv)® + (w + dw)?,

a{u+ 2du +d*u) + b(v + 2dv + d?0) + ¢(w + 2dw + d?w)

=1 +&1\/(u+2du+d2u)"‘+(v—|-2dv—l-d“v)2+('w+2dﬁ)+d2w)*;

R représente plus ou moins la distance du point (a, b, ¢) au plan
(0,9, ®j; pour trois plans infiniment voisins et quelconques, cette
distance ne change pas de signe : on doit donc attribuer le méme
signe aux radicaux qui entrent dans les équations (3). Mais ces trois
équations simultanées peuvent se remplacer par les suivantes, dont
les deux derniéres ont été obtenues en différentiant successivement

la premiére :

K
au + by + cw =1+——_______-——__2(u’+ v“+w’),
w

. e
adu + bdv + cdw =—,1_L_:__—" (udu + vdo + wdw),
‘4) ) Vi 4 vt 4+ w? .
adu+bd%o+cd*w= ——_____.——'@———__——-‘(ad’u—i-vd’v+Wd’w
Vi 4 o A
U§+V§+W:\)_

U0 - a?

Pour résoudre ces équations par rapport a a, b, ¢, multiplions-les
par U, U,, U,, puis par V, V,; V,, enfin par W, W,, W, et ajoutons;
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eu égard aux notations du n° 3, il vient

2 2 27

aA=U-+ S, f—uA + Uzl—Ii*_—‘Q"-—W2
\/u’—i-u’-!-uﬂ B 2 e o Gl

. K i Ui+ Vi +W;T
(5) bA_V—'-,/uz_l_,z_!_wz _VA + Ve u’+v‘+w’_’
_ & [~ Ul +Vi+WiT

cA=W-+ NP _WA+W2—_—_u’+v’+w’ |

Les formules (II), (IIT), (V) du n°® 41 permettent d’écrire comme il
suit les équations qui précedent :

-

dr
a—a —+ ef| cosh — COSat —
dﬂ'J

(6) b=y + e&[cosp.-— cosﬁj—z
s |

-

dr
C =2 -+ Ec‘R.[COSV _ COSY{T‘,

Les équations tangentielles du cone droit osculateur sont alors

VX +0y +Wz—1=0,
dr dr 1=
(7) ['o cosl — -—c.osoc) +Q (cosp —= cosﬁ) +® (cosv—— A cosy) l
—_ ,(92 + ,‘?2 @2;

la seconde des équations (7) représente un cercle a 'infini inserit dans
le cone osculateur.
Ce cone doit évidemment toucher le plan (%, v, w) suivant la géné-
- ) A . 7
ratrice (ou tangeute) «, 3, 7; 'axe de ce cone est donc situé dans le
plan rectifiant. La vérification de ce fait sera d’ailleurs facile & Paide
des formules que nous allons établir.

15. Déterminons maintenant 'axe de ce cone et son angle au
sommet.
Désignons par § le demi-angle au sommet (angle aigu) du cone
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droit osculateur;. par a’, 8, 7' les angles de son axe avec les axes de
coordonnées. '

Puisque le centre de la sphére inscrite est évidemment sur I'axe du
cone, on a ‘ ‘

(8) - cosa’ _ cosB’ _ cosy’  sind

a—a2 b—y e¢—z &R

Il est entendu que ', 8, v’ désignent les angles que fait, avec les
axes positifs de coordonnées, le demi-axe du céne osculateur, pro-
longé a partir du sommet M de maniére & faire, avec la demi-droite
définie par les angles a, 8, ¥, un angle aigu 0; d’ailleurs les angles a,
B, 7 sont donnés sans ambiguité par les formules (IIT) du n° 14.

Si 'on substitue les valeurs (6) dans les équations (8), il vient

’ . [ dt
cosa’ = g, &sin@ | - cosa — CosA |s -
(9) cosf = ¢, sind [ 2= cosf — cosp |»
by i do ]

. " dv T
cosy’ = g, esinf < Cosy — cosy |3

¢, désigne =1, et se trouve introduit 2 cause de I'indétermination du
signe de &. Nous allons choisir ¢, par la condition que I'angle 6 est
aigu, et que a', ', 7’ définissent la direction du demi-axe faisant cet
angle aigu avec la demi-droite (a, 8, ).

En multipliant les équations(g) par cosa, cosf3, cosy et en ajoutant,
on trouve

(10) cos@:s,esin9%~

Or, d’aprés les formules (V) dun°41, on a

- El
di e, (@tvrw)
d ¢ 3°
! (U3 +V3+W3)?
par conséquent;
3
2 2 2\ 2
(11) 1ange= - 5’5’A.("'_H,—+W).

o

(U +Vi+W3)



PURES ET APPLIQUEES. 193

I’angle ¢ étant aign par convention, sa tangente doit étre positive;
mais nous avons vu, n° 14, Remarque II, qu’on doit prendre ¢ =— ¢
ou &' = -+ ¢, suivant que A est positif ou négatif; d’aprés cela, le pro-
duit (— e’ A) est toujours positif; par suite, en supposant g = &,
Pexpression de tangf sera toujours positive, en égard aux conventions
faites.

Ainsi, les angles o', 8/, ', avec les axes positifs de coordonnées, du
demi-axe du céne droit osculateur faisant UaNeiE ateu 6 avec la
demi-droite définie par les angles a, {3, vy, seront donnés sans ambiguité
par les formules suivantes :

dr

cosg’ = sinf (-—ccosa — cos)\) )

. . dv
(12) cos 3’ = sind (‘Ecosﬁ — cosg) )
dr

cosy’ = sin G (ddcos-y — cosv) :

et I'angle aigu 6 est donné par la formule

3
]

d 2 2 2
(13) tange:_—z;:__sslAﬂ_tv_ii)_y
(U3 +V;+W3¥
D’ailleurs, si 'on pose

dw = £o Vd02 + dz?,

on a
sinfd = ‘—j%, €08l = j—:.
et, eu égard aux formules (V) du n° 11,
(0 sEEeEe o UTEVIEWE

cosf = —

sinf = — — e
& (UI+V;+W;3) \/dtr’—i—dr'l’ &2 (2o wt)ydo? - de”

Mais I’angle 6 est aigu par définition; son cosinus et son sinus doivent
done étre positifs, c’est-3-dire qu'on doit avoir & la fois

g’ A>0 et — e > 03

Tome XVII (2¢ sériej. — Juix 1872,
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or, comme ¢’ == — ¢ ou & = & suivant que A est positif ou négatif,
on voit que ces inégalités seront toutes deux satisfaites si Fon prend
€ = — ¢¢”. Par conséquent, on aura sans ambiguité

. do dr
(14) sinf = 7 ¢osf = P

aprés avoir posé
(15), do = — ¢e" Jds® 4 dr®.

14. Ainsi, en résumé,

Les équations tangentielles du céne osculateur en M (x, 7, z) sont

VX +9y + ¥z —1=o0,
(VII) [’O (cos;\—- Z—:cos a> -+ (cosp.—— ;g cos ﬁ) +®(cosvf% cosy)]z
=0 + 0 + P '

0, ¥, ® sont les coordonnées tangentielles variables.

Désignons par 6 'angle aigu que fait le demi-axe du céne oscula-
teur avec la demi-droite définie par les angles a, 8, y; représentons
par a’, B/, v’ les angles que fait, avec les axes positifs des coordonnées,
le demi-axe que nous venons de définir. Si I'on pose

[ (1) do=— e"\do* + di*,
on aura sans ambiguité

dr

. d. d
(VIII) { (2) sm@:d—:, cosf = —-, tangﬁ:zg;

‘ cosa’ = cose cosf — cosk sing,

(3) { cosf’ = cosf cosf — cosp.sinf,
? cosy’ = cosy cos¢ — cosy sinf;

les quantités «, @8, v, do, dr sont définies par les formules du ne 11,
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etles e, ¢, ¢ ont toujours la signification précisée dans la Remarque 17
du méme numéro. ‘

15. Je rappellerai les propriétés suivantes bien connues :

1° La quantité dw est [’angle de deux normales infiniment voisines ;

2° L’axe du céne droit osculateur est Iintersection de deux plans
rectifiants infiniment wvoisins.

¥F'ai déja dit qu’on nomme plan rectifiant le plan mené par la tan-
gente (z, f3, 7) a I'aréte de rebroussement perpendiculairement au
plan osculateur correspondant; ce plan osculateur n’est autre que le
plan tangent (%, ¢, w) i la développable.

Ces plans enveloppent une surface développable qui a été nommeée
développable rectifiante, d’aprés cette propriété évidente que la courbe
primitive est une ligne géodésique de cette développable.

3° L’'axe du cone osculateur est donc une géneratrice de la déve-
loppable rectifiante.

4° Si I'on considére un point quelconque 1 de la génératrice
MG, f, 7) appartenant & la surface développable considérée, le
rayon de courbure R, de la section principale, faite en ce point dans
la surface développable, a pour valeur d tangf; d est la distance du
point considéré I au point correspondant M de P'aréte de rebrousse-
ment; 9 est le demi-angle au sommet du cone osculateur.

On voit, en outre, que le centre de courbure se trouve sur I'axe du
codne osculateur; de sorte que:

La développable rectifiante est le lieu des centres de courbure prin-
cipale pour la surface développable primitive. '

Quoique le sujet ait déja été abordé plusieurs fois, il y a donc
quelque intérét & revenir un peu sur la développable rectifiante; ce
sera 'objet du paragraphe suivaut.

25..
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§ IV. — Développable rectifiante.

16. Je rappellerai d’abord les relations suivantes, qui existent entre
trois directions rectangulaires (a, 8, ), (A, g, v), (&, 9, 8) :

cos?a + cos? 3 + cos?y =1,
cos*E + cos®’y + cos*§ =1,
cos’} + cos®p. + cos?y = 1;
cosa cos& + cosf3 cosy + cosy cos§ = o,
cosi cosA -+ cosf3 cosp + cosy cosy = 0,
cos) cos& -+ cos . cosy —+ cosv cosg = 03

[ cos®’a + cos?E + cos’A =1,

cos’@ -+ cos?n + cos’p =1,
cos®y ~+ cos?§ + cos’v =13
cosa cosf3 + cos& cosy + cosh cosp = o,
coso cosy -+ cos cos§ -+ cosk cosy = o,
cos 3 cosy + €Osy €OSE -+.COSY. COSY == 0.

cosh cosp. cosy
cose cosf cosy | =g, g=1EI.
cosE cosy cos{

cosX = g, (cosf3 cos§ — cosy cosﬁ),
cosp. = g,(cosy cosE — cosa cost),
cosy == g,(cosa cosn — cosf3 cosE);
cosE = gy(cosp.cosy — cosy cosf3),
cosn = g(Cosy cosa — cosk €osY),
cosg = ¢go(cosh cosf3 — cosp.cosa);

COS® = &,(COSN COSY — GOSN COSL),

“cosf3 = g,(cosg cosh — cosE cosv ),
| cosy = g,(cosE cosp. — cosg cosi).
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On a, en outre, les relations déja citées plusieurs fois :
dx = ds cosa, d.cosa = cos&do,
dy =dscosf, d.cosf= cosnds,
dz =ds cosy; d.cosy = cos§do;

(5
(5) ) d.cosk = cosEdr, d.cosE = — cosads — cos dr,
d.cosp.= cosndr, d.cosqn=— cosf3ds — cosp.dr,
.\ d.cosv = cos¢dr; d.cosf = — cosyds — cosvdr.

17. En désignant par &, ', 7' les angles de I'axe du céne osculateur
faisant ’angle aigu § avec la droite («, 3, ), on a trouvé, n° 14,

[ cose’ = cose cosf — cosl sinf,

(r) { cosf’= cosf3 cosf — cosp.sinf,
(Vi) cosy’ = cosy cos@ — cosv sinf;
\

do

. . do dr -
(2) sinf = = cos§ = 5-» tangl = =

dw

(3) dw = — e’ Jdo* + dr*.

Constatons d’abord que I’axe du cone osculateur est Uintersection
de deux plans rectifiants infiniment voisins.

Le plan rectifiant passe par le point (x, ¥, z) et a pour axe la nor-
male principale (&, , §); son équation est donc :

(1°) (X — x) cosE + (Y — y) cosy + (Z — z) cos§ = o3

en différentiant cette équation et en ayant égard aux relations (5)
et (1) du n° 16, il vient :

(2°) (X — x)d.cosE+ (Y — y)d.cosy + (Z — z)d.cosg = o.

Ces deux équations déterminent U'intersection de deux plans recti-
fants infiniment voisins; or cette intersection est paralléle a la droite
(ey B's 1), car on constate immédiatement que cette derniére droite
est perpendiculaire aux axes des deux plans (1°) et (2°), c’est-a-dire
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qu'on a
(3°)

cosa’ cosE -+ cosfd’ cosy + cosy’ cos§ = o,
coso’'d.cos& -+ cosf3'd.cosy + cosy'd.cosn = o.

18. Nous désignerons les éléments de V'aréte de rebroussement de
la développable rectifiante par les mémes lettres que précédemment,
en les accentuant. Ainsi nous représenterons par :

z'y y', 2 les coordonnées du point M’ intersection de deux généra-

trices infiniment voisines de la‘développable rectifiante;
M’ sera le point correspondant au point M;

o, B, 7 les angles de la tangente en M’ 4 'aréte de rebroussement

de la développable rectifiante;

X, p/, V' les angles de I’axe du plan osculateur;

g, v, §’ ceux de la normale principale;

ds’ Pélément, en M, de I’aréte de rebroussement de la déve-
loppable rectifiante ;
de’ langle de deux tangentes infiniment voisines;
dr’  Tangle de deux plans osculateurs infiniment voisins;
¢ Pangle au sommet du cone droit osculatenr 2 la rectifiante.

19. Le plan rectifiant de la développable primitive est précisément
le plan qui enveloppe la développable rectifiante : il est donc son plan
osculateur; par conséquent,

€; cOsN = cos&, -
(6) £, cosp’ = cosy,
€, COSY = cos&.
Les valeurs de cosZ', cosy’, cosg’ seront données par le second groupe

des formules (4), n° 16, en ayant égard aux formules (1), n° 17, et (6),
n° 19; on trouve ainsi

[ & cos&’ = — (cosh cosf + cosasinG) = d‘;"sg,
(0]
(7) (& cosy’ = — (cosp. cosf + cosf sing) = d';"s”,
(]
| : . oy d.cost
&5€085" = — (e0s¥ £as§ -+ cosy sinf) = ;"s-;
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car Pemploi des formules du n° 16, pour des systémes différents
Ryeery Agerey Eyenn @yeuey Nyeuny &4... de directions rectangulaires,
donne lieu 4 I'introduction de plusieurs facteurs ¢,, ¢, dont nous dési-
gnons le groupement par ¢;.

20. Calculons maintenant d.cosao/,...; d.cos¥,...; d.cosp/,....
La premiére des relations (1), n° 17, donne
d.cosa’ =d.cosa cos§ — sinfd.cosk — (cosu sinf + cos) cosf)df;
eu égard aux relations (57, n° 16, et aux relations (2), n° 17, on trouve
la premiére des égalités suivantes :

S d.cosa’ = —(cosa sinf+cos cosf)dé—= g%d.cosi =cos&.df.g,,

(8) { d.cosf’=—(cosf3 sin@+cosp. cosf)di= %d.cosn:cosn’.d@.es,

d.cosy =—(cosy sinf—+ cosy cosf)di= Z—i—d.cosg =cosg'.df.c,.

Des relations (6), n°49, et (5), n® 16, on conclut

esd.cosp’ =d.cosn =— cosf3do — cospdr = ¢, cosy'.dw,
g;d.cosv’ =d.cos{ = — cosydo — cosv dr = g cos{’.dw.

g, d.cos) =d.cos& =— cosado — cos) dr = g, cos&'.dw,
(9) ;

Enfin des relations (7), n° 19, nous tirons

g, d.cos& = — cosfd.cosh — sinfd.cosa+ (cosi sinf — cosa cos 6)df;

puis, en ayant égard aux relations (5), n° 16, (1) et (2), 0° 17,onala
premiére des égalités qui suivent :

([ eyd.cosE = —cosa’d) — cosE dw = — cosa’ df — e, cos}’ dw,
(r0) gsd.cosn’' =— cosf df —cosnde =— cosf3'df — e, cosp dw,
! ¢sd. cosy’ = — cosy df — cosidw =— cosy di — e, cosv’ duw.

24. Des valeurs (8) et (g) on déduit

de’ =j(d.cosa’)* +(d .cos §')* + (d. cos'y) +df,
de' =J{d.cosX ) + (d.cosp' )2 + (d.cosv')? =% do® + di* ==+ do.
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Comme il importe de vérifier toujours les relations types

{ d.cosa’ = cos&' da’ . e}
(rr1) } d.cosN =cos&'dr’'s . ............ ;
d.cos& = — coso’dg’ — coshdz’; .. .

on voit, d’aprés les valeurs qui précédent (7), (8), (9), (10), qu'on
devra prendre en grandeur et signe

( do'=¢,df,
12 :
( ) : 7'({T'=5263d&).
4 étre positif, on voit qu’il faudra prendre

. . ¢ ds’
Si 'on assujettit tangf =—7

(ra bis) i g =— e, si di > o;

gy = 8", si df <o.
On pourra encore disposer de ¢; pour rendre R’ et T’ positifs.

22. Désignons par x', y', z'-les coordonnées du point M’ que nous
dirons correspondant au point M’, n° 18; on aura

, a2 =ax + lcose,
(13) Y =y +lcosf,
7 =z + [cosy';

a, B, v désignent toujours le demi-axe du cdne osculateur tel qu’il a
été précisé ci-dessus, n° 14; x, y, z sont les coordonnées du point M;
I est la distance du_point M’ au point M, cette distance, comptée i
partir du point M, étant regardée comme positive ou négative, suivant
que le point M’ est sur la demx-droxte définie par &', §, 'y , 0u sur le
prolongement de cette demi-droite.

Pour obtenir la longueur I, nous différentierons les égalités (13) en
regardant &', y’, 2’ comme invariables; on trouve ainsi

o=dx + ld.cose’ + cosa’dl, 7
0 =dy + ld.cosf' + cos@'dl,
0=dz + ld.cosy + cosy di;
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d’oti 'on conclut, par I’élimination de di,

ds cose -+ Id.cose . dscosB -+ Id.cosB’ __ dscosy -+ id.cosy'
cose’ - cosf’ - cosy’

La comparaison des deux derniers rapports donne‘
ds(cosf cosy’ — cosy cosfi') = I(cosf'd.cosy’ — cosy'd.cosf3’).
Si 'on a égard aux relations (1), n° 17, (8), n° 20, il vient

ds sinf = 144,

d’ou 'on conclut

_ dssing __ dsde

(14) l==3"~"%

Pour obtenir I'arc ds’, nous différentierons maintenant les éga—
lités (13) en faisant varier toutes les quantités, ce qui donne

dx' = dx + ld.cose’ + cosa'dl,
ou, d’aprés les relations (5), n° 16, (8), n° 20, (14), 0° 22, (1), n° 17,

dx’ — ds coso. — dssinf(cose sinf + cosk cosf) + cosa'dl,

dx' = ds cosf(cosa cosf — coshsinf) -+ cosa'dl

= cosa’ cosfds + cosa'dl;

on a donc, en définitive,
, dx’ = cosa!(cosbds + dlj,
(15) dy’ = cosf'(cos@ds + dl},
dz' = cosy (cosfds + dl).

On conclut de 1a
ds’ = ¢, (cosfds + dl);
comme il nous faut vérifier les relations

(16) dx' = ds' cose’, dy’ = ds'cosfl, dz = ds’ cos'.

Teme XVII (2¢ sériej. — Jus 1872,
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il en résulte ¢, =~ 1, et, par suite,

ad. lsme

(x7) ds’ = cosfds + dl = )

Enfin si I'on pose

(18} do' = — e”e,6,\/do™ + di”> =— e€"e, 6, dB® + dw?,

on aura, d’aprés les formules (VII1) du n° 47, en désignant par ¢ un
angle aigu positif,

ds' ds' dr’
[ Y ’
tangf' = ——, sinf’ =-5 cosl’ = >

c’est-a-dire
do .  dp , de
(19) tangf’ =z, o sinf’ = & 5 cosd = g5, ok

+23. En résumé, nous aurons, pour la dcveloppable rectifiante, les
formules suivantes :

cose’ = cosa cos@ — cosh sind,

(1) z cosf3’ = cosf cosf — cosp.sinf,
- cosy = cosy cosf — cosy sinf;
( ) ' 00 — da 6 — dr tang f = do
(2) sin = —, cosf = —, tangl = —;
(3) do =— ¢’ \Jda? + dr®.
[ €, cOSA' = cosE,
(1) { e cosp = cosmy,
€3 COSY' = €0s§;
(IX) ¢ 1 g3 COSE —— (éosa sing + cosl cosf) = d':"{:se,
(2) ( & cosn’'=— (cosfsind + cosy cosf) = d';:s",
[ ¢, cost’ =— (cosy sinf + cosy cosf) = F %8,
{ \ s de
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d.cosa’ = — (cosasinf + cos cosf)d§
:;gd.cosg = cos&'dl . &,

d.cosf' = — (cosf sinf + cosp. cosf)dd

(1) ] =Z—Zd.cosn=co$n’d9.ea,
d.cosy == — (cosy sinf + cosv cos§)df
(X) é = %d.cosg = cos§'dl . &y

g,d.cosN =d.cosE = — cosads — cos Adr==¢&; cosE'dw,

(2) t gyd.cosp/=d.cosy =—cosfBdc — cosp.dr =¢, cosn’dw,

eod.cosy’ =d.cost = — cosy da — cosy dr =€, cost'dw;
g,d.cost’ = —cosa'df —cosEdw = — cosa’df —e, cosNdw,
(3) { eyd.cosn’=—cosp'dd —cosndw= ~ cos3'di—e,cos p'do,
esd.cost’ = —cosy'df—cosg dw=—cosy'dd —e. cosv'clo.
x' = + [cose',
(1) § ¥ =g+ lcosf,
3z =z + Lcosy';

ds sinf
(@) =222

X1) (3) ds' = cosfds +dl;
(g, =—zc", si di>o,
[ &g = &&” si df <o,

alors tang@’ est positif;

(4 do’ =g, dd, dt' = ¢,z dw;

(5) dw'=— e’eres YdO? + dw?;

dw

, db . db
L (6). tangl = €25 sm@’:s,,w, cosf = 7 E2fs-

Nota. — Les signes ont toujours été déterminés de maniére & vérifier
les relations fondamentales

dx' = ds' cosa’, d.cosa’ = cos&'dg,

d.cosN = cos&dr’, d.cosE’ =— cosa'ds’ — cos)'dt’;

Pasesceesosss e s s 4 s e v s oo issetecOsroeo oo e
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Si I'on désigne par

T la tangente
N la normale
B la binormale

relatives au point M situé sur aréte de rebrous-
sement de la développable donnée;

T’ la tangente | relatives au point M’ (correspondant de M) situé
N’ la normale sur Paréte de rebroussement de la développable
&' la binormale rectifiante,

on a les relations suivantes, eu égard aux formules du n° 23 :

cos(T’",T) = cosd, cos(l¥', T) = —ggsinf, cos(B,T)=o,
(XI1) { cos(T",N)y=o, cos(N,N)=o, cos(B,N) ==¢,,
cos(T',B)=—sinf: cos(N';B)==—¢;cosf; cos(B, B)=o.

La binormale en un point d’'une courbe gauche est I'axe du plan
osculateur en ce point; par normale, nous entendons la normale
principale. ' A
: [ 4

24. Les formules relatives & la développable rectifiante, que je
viens d’établir, ne sont pas nouvelles; presque toutes ont été déja
données par M. de Saint-Venant (31¢ Cahier du Journal de I’Ecole
Polytechnique, 1845); elles ont été reprises ensuite, en partie, par
M. Voizot (Journal de Mathématiques pures, t. XV; 1850; p. 483;
t. XVIL; 1852, p. 253), puis par M. Frenet (Journal de Mathématiques
pures, t. XVIL; 1852; p. 445), etc. 7 ‘

Les démonstrations que j'ai données sont peui-étre un pen plus
simples que celles qui se rencontrent dans les Mémoires cités; mais,
si j’ai repris la recherche des formules relatives a4 la développable
rectifiante, ¢’est moins pour simplifier que pour établir tres-nettement
la correspondance des signes et leur signification précise, de maniére
a vérifier les relations fondamentales que jai rappelées plusieurs fois;
de sorte que I'emploi de ces formules ne laisse subsister aucun em-
barras pour le choix des signes et leur interprétation, ce qui a une
extréme importance dans beaucoup de questions.
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NOTE L

925 Les formules démontrées au commencement de ce Mémoire,
et résumées au n° 11, se présentent sous une forme indéterminée lors-
qu'on veut les appliquer au cas ot la développable est circonscrite au
cercle imaginaire de Uinfini.

Cette importante variété de surfaces développables, sur lesquelles
je me propose de revenir plus tard, présente des propriétés particu-
lieres qui méritent d’étre étudiées. Je me contenterai d’indiquer ici les
formules initiales qui permettent d’aborder cette étude dans le systéme
des équations tangentielles et d’y joindre quelques remarques.

1° Les génératrices de cette développable (c’est-a-dire les tangentes
a Paréte de rebroussement) sont paralléles anx génératrices du cone
asymptote de la sphére.

2° Si I'on considére une génératrice quelconque, mais déterminée,
le carré de la distance d’un point quelconque de cette génératrice au
point ot elle touche la deuxiéme surface & laquelle la développable est
circonscrite est constamment nul.

Je w’ai pas besoin de faire observer que cette propriété est pure-
ment algébrique.

Pour démontrer ces propositions, je remarque que, d’aprés I'hypo-
thése, la surface développable en question est définie par deux équa-
tions de la forme ]

M w4+ o'+~ wr=o,

flu,v,w) =o.

Soit (&g, ¥, W,) un plan tangent commun aux deux surfaces (1),
ses points de contact respectifs avec chacune de ces surfaces seront

U, - vV, + Wi, = 0,

(2) ar a daf | df _
(um—FVZ;o—I—W:i;a—!-E_

03
on a, en outre, les équations de condition

2 2. _—
% ug -+ v+ Wy = 0,

,f(um Yo, Wo) = 0.

(2 bis)
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Les deux points (2) déterminent la génératrice correspondante de
la surface développable; un point quelconque de cette génératrice
aura pour équatio

(3) (g+)\uo)u+(§+lvo)v+(g—+lwo)w+g=o,

A étant une indéterminée.

Or, si'on désigne par x,, y,, 2, les coordonnées du point de con-
tact du plan tangent (z,, v,, w,) avec la surface Jf(u, v, w)="0, 0n a,
d’apreés la seconde des équations (2),

(4) [ W /S S
LAY S
du, dv, dw, d—r(,

I’équation (3} pourra alors s’écrire
’5) (e — 220) &+ (90— 7o) ¥ + (W — 3) w + 1 = o,
. Y, T
en représentant par p 'indéterminée 7
dr,
Par conséquent, on aura, en désignant par x, ¥, z les coordonnées

du point (5),

(6) L= — (Lloy  J=Fo— Vg, BT=Zy— LW,;
ce qu’on peut écrire

. - T—L  F—Y __i—3
(6 bis) (G) S =

Les équations (6) définissent les coordonnées d’un point quelconque
de la génératrice correspondant au plan tangent fixe (u,, v,, w,), pour
lequel on a toujours

(7) ul+ vi+wl2=o, S (#ay 94, Wo) = 0;

les équations (6 bis) sont les équations de cette génératrice.
Remarque. — Eu égard aux équations (7) et (4), les quantités u,,

Yo, Wo, et, par suite, les quantités x,, 7,, z, peuvent étre considérées

comme des fonctious d’un parameétre arbitraire, ¢ par exemple; d’aprés
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cela, les coordonnées x, 7, z, définies par les équations (6), seront des
fonctions des deux variables indépendantes t et ., et détermineront un
point quelconque de la surface développable représentée par les équa-
tions (1). Lorsque £ reste constant, le point se déplace sur la génératrice
correspondant au plan tangent (z,, ¢,, W, ); si . reste constant, le point
se déplace sur une certaine courbe dont on obtiendrait les équations
en éliminant £ entre les trois équations (6).

1° Si Pon meéne par Porigine une paralléle i la génératrice G, on
aura
m ZZ:W%’ d’ou x?+ y2+ 22 =o0;
ainsi les génératrices sont paraliéles aux génératrices du cone asymptote
de la sphére.

2° On déduit encore des équations (6}

(2 — 20+ (1 —yo)* + (5 — %) = p?{ug + o5 + w§);
af
dr,
S (u, v, w) = o représente une surface quelconque; d’ailleurs

or u n’est pas infini, car A est arbitraire, et —— n’est pas nul, puisque

ul 4+ v +wi =o,
par suite
(£ — o) +(F — o)+ (2 — 2)* = 0;

c’est la seconde des propriétés énoncées.

NOTE IL

Application des formules qui précédent a la surface développable
définie par les deux équations tangentielles

P T E
W4 v+ w? = = a?u® 4+ b2v® 4 2wt =1.
26. Les surfaces représentées par les équations tangentielles

1
(1) W 0wt = o @t + BP0+ Cwt =
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sont un ellipsoide rapporté a ses plans principaux et une sphére con-
centrique. ‘
Nous poserons

az

(A== A=1—2
(2) ‘B=rc“—a’, B, =1 -—-!:—2,

C=a*—50, C,=1-— g;
d’ou il résulte
A+B-+C=o,
. a’A + b0*B+c*C =o,
(2 bis) AA, + BB, + CC, = o,
AA2 + BB} 4+ CCi = — —-

Les deux équations (1) de la développable donnent lien aux rela-
tions suivantes : '
Bw? — Co? =A,,
(3) , Cu® — Aw?=B,,
A2 — Bu*=0Cy;

! A, u?+B,v*+ C,w® =o,

A . B, G, ABG
S T e ¥ T
(4) AA, BB, GG _  ABG,
. u? + v? = weer
: BGC , B.G
A+ B2+ Cil = — 0P — -

27. Des équations (1) on déduit
udu + vdy +~wdw = o, a*udu + b*vdy + c*wdw = o,

d’otr il résulte
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En désignant par dt la valeur commune de ces derniers rappofts, on

aura

(5) wdu = Adt, vdy =Bdt, wdw = Cdt,

et on pourra regarder u, v, w comme des fonctions de la variable in-
dépendante Z.
Des égalités (5) on conclut

’ 2 .
dru=—Xde, du=3%de,
[/3 w
V B2 B
(6) dZVz—th2, dsv=3;—;dt3,
'3
d"’w:——{—;;dﬁ; d*w= 3(—:;dt3.
w 0

Si maintenant nous avons égard aux notations du n° 14,ona

u v w
A= A it Bt P .
== /4 [ w H
2 2 2
- i‘; der — la;dt2 — E;alt2
u [4 W

en ayant égard aux relations (3) et (4) du n® 26 et aux valeurs (6) qu
précédent, on trouve

' U::QA—ES}-dts U2=-—-é'—‘dt,
ow
AB,C B, . AB,C
(N { V="rnmzdfs (8) V2="‘—'d‘7 (9) A=— wrg
=';A]3_(;dt35 W,= dt'
n'y ) [{44
SH_3M‘1¢5
(IO) wrot e A
. (\/U2+V°+W =S RTuT o B Ciw,

¢, désignant + 1 ou — I suivant que uvw est positif ou négatif, car les
Tome XVII (2¢-séris). — JuiLLer 1872. 27
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radicaux qui entrent dans les formules du n° 11 doivent toujours étre
pris avec leur valeur absolue. )

28. La substitution de ces valeurs dans les formules du n° 11 nous
conduit immédiatement aux expressions suivantes :

__ BC . CA ___AB .

(1) T=—potth y=—ga¥h B=— 1w
dz dy dz .» ABC .
(11) Ae T Be G = O KmG U

B ,
(I11) ds = ¢'ey.3 e \JREZ 1 BEoP - Connt d;
A, B, G,
iv) COSA=c.TU, COSML==¢.I'v, €OSY==c.rw;
(v) cose __ cosf __ cosy e .
Az Be T Cw Q/Afu’—{-Bfa*%—C,’W"
(VI) c0sf  cosy __cost . e, .
\ Aow ~ Bwu  Cur rVA T BY i Cf}z’ ~
ABC
— e T = N
(vIr) . e'e”.r*T SA_lB.CI upw;
i , R ABC - 3
(VIII) — EIEO 7 =3 A:_B'—:Cz E“"W(Ai'u- + va2 -+ waz) ’
x“’+_)f2+z2=A——:I;fC: [A2B2C?u® + A2B2C20% + A2B2C20t],
(IX) { ou, en ayant égard aux relations (a) et (3),
. r? BCu? s
.x2+f2+z’=r2— P—W[T -+ B‘C|] H

les lettres ¢, €, ¢”, ¢,... représentent toujours == 1.

29. Nous allons tirer de ces formules plusieurs conséquences.

1° L'aréte de rebroussement de la développable en question est du
douziéme ordre (cas particulier d’une proposition connue).

Cherchons, en effet, combien il y a de points de la courbe dans
un plan arbitrairement choisi ma + ny + pz + g == o~ D’aprés les
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valeurs (I), n° 28, et les équations (1), n° 26, on a, entre les incon-

nues «,-v, w, les trois équations

m}ic—ls—l—n&v”' i@—w“’ =o0
BC ™ ca’ TPuE, =19

atu® + b°v* + Aw? —1=o,
2 s, 2L,
u v 4+ w =5

or ce systéme d’équations admet 3. 2.2 = 12 solutions; la courbe est
donc du douziéme ordre.

30. Evaluons Plarc s.
On a, aprés avoir posé 'z, = ¢,

3ABC

. JA2 12 2 2 22 df
G-5pG VALY + B2¢* 4+ C2wi.dL,

ds =

ou, en ayant égard a la derniére des relations (4) et 2 la premicre des
égalités (5),

ds =g, 200/ THCTRG ud
T "I AB,G T rr A

En intégrant, il vient

wiew

(x1) s = const. — &, —BC e BGN
= const. *AB.C, ré r: ’
ou, d’aprés la derniére des relations (4),

] oy
(11 bis) 5= const. — e,.A—;—C(A';’u’ + B2¢? -+ GIw?)?-
§ 495 Uy

Pour bien préciser les signes, supposons, par exemple,

(12) a>b>c et a>r>b;
il en résultera alors

A>o0, A <o,
(mbis) B <o, B, >o0

C>o0; G >o.

27..
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I.’aréte de rebroussement rencontre le plan des 2y en un point réel
pour lequel on a . _

B — A,
(r3) z=0, w=o0; w=g5 =—"
Si 'on compte Parc & partir du point situé dans le plan des xy et
défini par les égalités (13), on aura

: BC 3
s=s,.ﬁ[(—1’&,B,)’— (——u -—B,C,) ]

Si I'on suppose I'exirémité de 'arc s située dans le triédre des coor-
données positives et qu'on ait égard aux inégalités (12 bts) et aux
valeurs (I) du n® 28, on voit que

©w>o0, v>0, w<o et A<lo;

d’ apres la remarque II du n° 11, on.en conclura ¢ = + ¢, puis, ‘d’a-
pres la remarque du n® 27, ¢ =—1, d’oti ¢, = — ¢,
Par conséquent, nous aurons '

(r4) §= ABﬁx[( AB)F ( BC"—BCY]

De I'égalité (14), nous tirons

(15) —(Ez u® + B, c,) = 230 (ke
aprés avoir posé A

. _ “d-er(— AlB.)%
(15 blS) . | k = ——m'—’

la longueur algébrique de s étant définie sans ambiguité par la for-
mule (14). '

~ Si 'on désigne par p la distance du centre commun aunx deux sur-
faces (1) au point (x, 7, z) extrémité de 'arc s, on aura, par la com-
paraison des relations (15) et (IX),

(16) o* =r*+ (s 4+ k).

3
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Ainsi :
2° En désignant par s la longueur de Uarc de Uaréte de rebrousse-
ment, par p la distance de U'origine |centre commun des deux sur-

faces (1)] & Uextrémité de Uarc s, on a la relation suivante, extréme-
ment simple et remarquable :

(x) Pt =t (s + A

la valeur de la constante k dépend de la position de P'origine de I'arc s.
Dans les hypothéses ot nous nous sommes placé, & a la valeur (1 5 bis).

51. Nous avons pour le rayor de torsion T la valeur simple, en
ayant égard aux conventions faites,

ABC

At a2
(X1) ¢ r*T=315x

uvw'.

Si I'on a égard & la derniére des relations (4), n° 26, et 4 la rela-
tion (15), n° 30, Pexpression (VIII), n° 28, du rayon de courbure R
prend la forme également simple :

ABC

(X1) +e".r*R = 3muvw(s—l—lr).

Les relations (XI) et (XII) donnent comme conséquence la suivante :

s+ &
r

7

) R

c'est-a-dire que le rapport des rayons de courbure est proportionnel a
la longueur de Uarc de la courbe.

32. Sil'on a égard a la premiére des relations (4), n° 26, savoir :
A + Byt + G’ =o,

- les expressions (IV), (V), (V1) du n° 28 conduisent aux égalités sui-
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-vantes :

‘ A, cos®A+B, cos*p.+C, cos®’y = o,

cos’a - cos?B cos’y
(17) { A, - B, [ o
? A2, BB, C*C,
cos?E cos*n cos?t

De 14 résultent les propositions suivantes :

4° Les axes des plans osculateurs sont paralléles aux génératrices
du céne

(XIV) «Ax?+By*+Ciz*=o.

5° Les tangentes de [’aréte de rebroussement (ou génératrices de la
développable circonscrite) sont paralléles auzx génératrices du céne
2 2 2
XV TtEtE=c
(XV) +3 e
Ces deux propositions sont conséquences I'une de I'autre; les deux
cones (XIV) et (XV) sont réciproques.

6° Les normales principales sont paralléles aux génératrices du
cone

AA, | BB, . GC
+ — + ==

x2 jz 2?

(XVI)

= 0.

33. Les cosinus des angles de 'axe du cone osculateur ont aussi
une expression simple et remarquable; nous allons les calculer.

D’aprés les formules (VIII), u° 14, les angles o, ﬁ’ < de 'axe du
cone osculateur sont définis par les egahtes

dw cosa’ = cosadr — cos)ds,
(18) dw cosfl’ = cosfdr — cospds,
do cosy = cosydr — cosv do

do = — g&"yde* + dr*.
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On a, d’aprés les formules (V), n° 11,

" VOI+Vi +W; o AVE
dr=—e 20t do = ¢¢'. T WE

puis, en ayant égard aux relations (1), n° 26, (g) et (10), n° 27, (1V)
et (V), n° 28,

[ de=—= so. V’A2 u® + B¢ 4+ Ciu?,

1
( 9) do = e AIBI(Jldt I .
= Y oraew  Alw?--Bie?r4-Clat’?

y P An
COSA=¢.TU, cosa=—¢¢ ovazpi—i‘——-(_,z —

1] résulte de la

do Cose’ =t ¢'" rt.An - SGIE” A,B,C, u
dt - b wow ‘T wew Alut-Blo? - Cj W

ou encore
do(yo, 2 2,2 2 p,2 4
uow — (Al + Biv? + Ciw ) cosa
=ed'd". Au[r?(A2i? + B2o? + Ciw?®) 4 B, G, .
En remplagant do par sa valeur — e’ ydo® + dr?, il vient
2) Vda? 4 dr?

24,2 2 2 2
wow(A2u® + Bio? +-Clw =

=—¢. A u[r*(A2u® 4+ B2¢* + CIw®) + B,G, ];

cosa’

en ayant égard 4 la derniére des relations (4), n° 26, le second membre
de cette égalité se simplifie, et 'on a

\do* + dz? o+ ABC
Y cosa’ =& -ut.

(1°)  wow(Ale® + Bio® +Cin® ) —r =

Je remarque maintenant que les relations (19) donnent

de? - dx* 1 o .
= [1 FARR B0t 4 CIo?)

de? u’ et

ABICE -
»? (A w —l-B’u- L (fn' 2
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ce qui peut s’écrire

www(Aju® + Bjo* -+ wa"')\/d—wn——'—irz
(2°) * |
| =;Vr"(ATe + BIv + Ciw")" + AIBICI;

puis, en ayant égard a la derniére des relations (4), n° 26, et 4 la
seconde des valeurs (IX), n° 28, on trouve '

(3°)  Vr*(AI«® + B}v® + Ciw®)® + AIBIC: = £A,B,C,,

Ry

ou
p=Vx® + y* + 2.
D’apreés les égalités (1°), (2°) et (3°), on trouve, pour la valeur de
cosa’,
3

cosa = ¢ B.G 7
P - BC - .

On est donc ainsi conduit aux valeurs trés-simples

BC
peosa’ = ¢ ——u?,

e

(XVII cosf = ¢’ o 03, ou p=yx*+y?* T z?,
P ClAl ) P .

cosy = s'—‘EE w?
p ‘Y AB, 9

lesquelles déterminent la direction de l'axe du cone droit osculateur ou
la génératrice de la développable rectifiante.

Eu égard aux valeurs (I), n° 28, les relations (XVII) peuvent en-
core s'écrire : ‘
(XVIL bis)  pcosa’ =—¢'.x, pcosf =—¢.y, pcosy' =—¢'.z

En tenant compte de la premiére des relations (4), n® 26, on trouvera
encore
' Loz 2 12 z L2 2
A3A°(cos ')’ +BiB*(cos f3)° + C;C(cosy’)' = o.

De la nous tirons les conséquences qui suivent :
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7° Les axes des cnes droits osculateurs passent constamment par
le centre commun & la sphére et & Uellipsoide et décrivent le cone

B 1
(XVII) (A, AZ2) -+ (B, B2 %) -+ C,C*22) = o
c'est-a-dire que la développable rectifiante se réduit ici & un cone ayant
pour sommet le centre de la sphére; et Véquation (XVIII) est précisé-
ment I'égquation de ce cone.

Ce céne est du sixiéme ordre et de la quatriéme classe ; ses équations
tangentielles sont
AAr BB CGC

A —

2 p2 + 2 =03

(XVIII bis) r=o,

il posseéde :
6 arétes de rebroussement; 4 arétes doubles; o plan d’inflexion ;
3 plans tangents doubles.

Les six arétes de rebroussement sont :
B,B2y*+ C,C*2* =0, x=o0:
2 = o est le plan tangent de rebroussement pour ces deux arétes;
A,Az-;:r:gfa- C,C*z*=o0, y=o:
¥ = o est le plan tangent de rebroussement pour ces deux arétes;
A A%x%+ B, B* 9 =0, Zz2=0:

z = o est le plan tangent de rebroussement pour ces deux arétes.

Ainsi les plans principauz de Uellipsoide touchent respectivement le
cone (XVIII) suivant deux arétes qui sont des arétes de rebroussement ;
les trois plans de rebroussement sont précisément les trois plans tan-
gents doubles.

Les quatre arétes doubles sont :

(1) AVEz= ByBy= CyCs
(2 —AyKx= ByBjy= CVCs
(3°) A\/EJC:——-B\/EJ‘: Cv’-(j_lz’
(#) AEa= BBy =—CyGs

Tome XVII (2¢ série), — JuiLLer 1872, 28
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et les systémes respectifs de plans tangents en chacune de ces arétes
ont pour équation :

() AA*z*-+B,B%"+- C,C?2*— BC\/B,C, 7z — CAYC,A, 2z — AB\/A,B,zy — o,
(I°) A;A’z?--B,By*-- CC?*s"— BCVB,Cryz -~ CA {G,A, 2z + AB YA, B, zy — o,
(I°) A, A%< - B,B*y* - C,C?22-1- BC /B, C, y2 — CA VC,A, 2z + AB YA, B, zy —o,
(IV°) A A2+ B,B?y*+ C,C?2*-+ BC YB,C, 7% - CA /G A, #z — AB VAB zy =o.



