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MOAMAN

Formules des augmentations que de petites déformations d’un
solide apportent aux pressions ou forces élastiques, supposées
considérables  qui déja étaient en jeu dans son intérieur. —
Complément et modification du préambule du Mémoire :
Distribution des élasticités autour de chaque point, ete., qu:
a été inséré en 1863 au Journal de Mathématiques [*];

Psar M. DE SAINT-VENANT.

PREMIERE PARTIE.

1. Au commencement du Mémoire de 1863 cité, j'ai essayé de
donner, des formules les plus générales des pressions dans un corps
élastique déja sollicité intérieurement avant les déformations subies,
une démonstration nouvelle, susceptible d’étre acceptée par ceux
méme qui, depuis quelques années, rejettent a priori tout calcul d’ac-
tions moléculaires dans la théorie de I’élasticité.

Mais des observations que je trouve fondées, et dont je remercie
leurs auteurs, m’ont été faites sur quelques points de ce préambule,
par M. Brill, privat-docent i I'université de Giessen, et surtout par
M. Boussinesq, professeur & Gap, déja bien connu des lecteurs du
Journal de Mathématiques.

Elles ne portent sur aucune des concluswns du Mémoire de 1863,
qui subsistent ainsi entiéres. Elles ne signalent pas non plus d’inexac-
titude dans les formules (2) [(c) ci-aprés], données au début et telles
que je les comprenais, pour exprimer en fonction de déplacements
(%, v, w) de grandeurs quelconques les trois dilatations et les trois

[*] 2° série, t. VIIL, p. 26 2 282.
35..



276 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

glissements (3, g), quand on néglige les carrés et les produits de ces
six quantités trés-petites.

Mais on peut voir au méme Mémoire qu'il est nécessaire de con-
server ce qui vient de ces carrés et produits, lorsqu’on veut partir de
I'expression du potentiel ou de Vénergie latente [*] résultant des
produits des pressions par les petits mouvements que leurs réactions
sont capables d’engendrer. Or, alors, comme on me I'a fait apercevoir,
les formules en question exprimant les dilatations 5 et glissements g
ont besoin d’étre complétées. Et il faut, par contre, compléter d’une
maniére analogue la premiére partie de la formule (g) du potentiel,
en réparant ainsi deux omissions qui étaient d’autant plus sujettes &
échapper qu’elles portent sur des quantités du second ordre habituelle-
ment supprimées, et qui, de plus, lorsqu’on les fait I'une avec l'autre,
se compensent de maniére 4 n’affecter aucunement le résultat a obtenir.

Ce résultat désiré n’était autre que le groupe connu des six for-
mules complétes et exactes (10) [(i) ci-aprés], données par Cauchy,
en 1829, pour les composantes des pressions 4 I'intérieur d’un solide
élastique, dans le cas général ot il y aurait déja des pressions ou ten-
sions considérables en jeu avant les déplacements relatifs subis par les
divers points du corps. Mon but était, dis-je, de les établir d’'une ma-
niére nouvelle, sans parler aucunement des actions entre molécules,
fonctions continues de leurs distances, dont le calcul, depuis quelques
années, est rejeté a priori, et & tort suivant moi, par un certain
nombre de savants. Aujourd’hui j'apergois clairement qu’il faut re-
noncer A contenter ainsi, par concession, une opinion qui n’est point
la mienne; car expression du potentiel, complétée ainsi qu'on vient
de le dire, ne peut étre obtenue, comme me I'a fait remarquer
M. Boussinesq, que par un calcul des forces moléculaires en jeu; et
les formules mémes de Cauchy ne peuvent étre définies, quant aux
coefficients qui y entrent, que par des sommes de fonctions de pa- .
reilles actions mutuelles; en sorte qu’elles ne peuvent pas étre dé-
montrées, ainsi que j'avais espéré le faire, en s'appuyant seulement

[*] Ce qui a été nommé 1’Ergiel  Comptes rendus, 20 juin 1870, t. LXX, p. 1314),
par M. Clausius, qui, avec d’autres physiciens, réserve le terme potentiel pour le seul
cas de forces en raison inverse des carrés des distances ol elles agissent.
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surla forme linéaire des formules de pressions : forme qui est acceptée
par tout le monde, bien qu’on ne puisse la justifier que comme con-
séquence de ce que les pressions sont elles-mémes des résultantes de
ces actions réciproques, dont la considération, systématiquement
repoussée , est ainsi inévitable 4 tous égards.

Comme ces points sont délicats et se rattachent 4 des considérations
importantes, je vais, dans une premiére partie, entrer i leur égard
dans quelques détails.

Puis, dans la deuxiéme partie de ce travail, je donneraides formules
propres 4 exprimer, au moyen de coefficients d’élasticité constants
etsusceptibles d’étre mesurés expérimentalement d’avance pour chaque
matiére, les coefficients ou paramétres variables figurant dans les
formules les plus géuérales des forces élastiques.

9, Au Mémoire cité de 1863, ou
03530z €6 Byry Goas Bay

désignent les six déformations élémentaires (les strains des auteurs
anglais) supposées toujours trés-petites, d’'un corps élastique au point
dont les coordonnées rectangles sont

Ly Y 2

Cest-a-dire 1° les dilatations subies par I'unité de longueur de trois
petites lignes matérielles qui s’y croisaient dans des directions paral-
léles a4 ces coordonnées; et 2° les glissements, ou les cosinus des
angles trés-peu aigus qu’elles forment deux & deux aprés des dépla-
cements de grandeurs du reste aussi considérables qu’on veut

u, v, w,

ou aprés que x, ¥, z sont devenus x + «, } + ¢, z + W, I'on dé-
montire, dans la note du n° 2 qui est aprés les formules (3), qu'on a
sans alucune erreur

du du\?2 dv\2 dw\ 2
(@) bx——r+\/x+zﬂ+<a)+(5>+(5),

¢
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ou, ce qui revient identiquement au méme,

3 132__du 1 fdu\2 1 [de 2+_l_d_w.'-’
== mtI\&) Tai\&) TI\&)°
b et qu'on a aussi
(%) s 3 _dv  dw dudu+dvd_0 dw dw
B G O IO SR Ee vl sl wi i sl i i Ml =

avec quatre autres expressions semblables.

Quand on peut négliger 132 devant 3, qui doit rester une fraction
numérique fort petite pour que I'élasticité ne s’altére pas, et, de
méme, les produits de g,, par ), et 3, devant g,., I'on peut écrire

(2
s *. ; = les seconds membres de (6)

() ( et 8yz

et 3,y Jz, 8zzy Sz = des expressions analogues.

Ce sont les formules (3) du n°® 2 de mon Mémoire de 1863, que javais
données depuis longtemps [*], et qui sont exactes, au degré d’ap-
proximation dont on se contente alors quant aux valeurs des 3 et g.
Mais elles ne suffisent plus quand il s’agit, comme au n° suivant 3,
p- 273, 275 (et note), de substituer, aux 3,..., g,,, leurs valeurs-en
u, v, w dans le potentiel, appelé @, des forces internes par unité de
volume, pour appliquer & la maniére de Lagrange, comme a fait
M. Ch. Neumann pour un cas particulier [**], le principe des travaux
virtuels 4 la variation [ffdxdydzd® du potentiel total, afin de tirer,
en en détachant trois intégrales doubles dont les limites sont sur l'enve-
loppe du corps, les expressions complétes (10) [(i) ci-aprés] des six
composantes de pression. Il faut employer d’autres formules que (¢),
ot les carrés et produits des 3, g ne soient plus négligés. L'emploi du
calcul des variations n’est alors possible qu’en supposant en méme
temps trés-petits les déplacements u, v, w, supposition qu'on pent
toujours faire, car on rend u, v, w trés-petits en en retranchant une .

[*] 1844 (Socicté philomathique, 26 mars, ou I'Institut, n° 537), et 1847 (Comptes
rendus, 22 février, t. XXIV, p. 260.)
[**] Journal de Crelle et Borcharde, t. 57 (1860), 4° livraison, p. 303.
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translation et une rotation générale du systéme quand les 2, g sont trés-
petits enx-mémes comme on le suppose toujours. Or, dans ces condi-
tions, I'on peut tirer 2, et g,, des formules plus complétes (3) : il suffit
1° de remplacer, dans la premiére, 132 par la moitié du carré du se-

, « qs 1 [du\?2 . ’ , 7.
cond membre, c’est-a-dire par — ( E) » puisqu’on néglige les termes

du troisiéme degré en &, v, w; 2° de diviser le second membre, pour
la deuxiéme, par 149, +3,, ce qui équivaut 4 le multiplier par

dv dw . . ‘s

I — 5~ — ——; en ne supprimant toujours que des termes du troisi¢éme
dy dz

‘degré. 1l en résulte les deux expressions suivantes, exactes jusqu’au

d(u, v, W).

deuxiéme degré inclusivement, tant dés 3, g que des :
d(z, y, z)

du 1 fdv\3 1 fdw)\?2

d — (8) moins (& 4 %) (%, o

( ) 8rs = (b) fnoins dz + dy ) \dy + dz
_dv+dw+du du dv dw de dw
— 4 dy dy dz dy Zf dz dz’

la premiére pouvant étre obtenue aussi par le développement du radi-
. 1 du - L
-cal de (a) comme puissance § de 1+ {25-+...), en ayant soin,

comme me l’a fait remarquer M. Brill, de ne pas oublier le troisiéme
terme du développement, qui est

a1, = L)
1.2 (2dx+"') T 2 \de

3. Par contre, il faut, le potentiel étant toujours désigné, ainsi que
les six composantes, parallélement aux trois axes fixes coordonnés
rectangles, des pressions sur 'unité de trois petites faces qui leur sont
respectivement normales, se croisant au point (x, 7, z)

! 0 (1] [} 0 0 0
par (I)o et P:l'.t, P;yy! pzz, Pyz’ sz? sz’ avant

(e) les déformations opérées d, g

par D et Pzzy Prys Pzzy Pyzs Pzxs Pay aprés;
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et, enfin, des portions de ces sept derniéres quantités, composées de
la méme maniére en fonction des distances moléculaires initiales que
quand les pressions initiales p%.,..., pS, sont nulles,

fH . par @ et pl, pL, pL, Prs Pier Poy

il faut, dis-je, ainsi que me I'a fait remarquer M. Boussinesq, prendre
pour Uexpression du potentiel total @,

O = O+ p2 (3, + $32) + ppy 0y + 53) + pi (- +522)
(g) + pL s (1 ) (14 32) + Pl gow (1 3:) (14 3:)
+ pS (14 ) (1+ ;) + @',

et non pas la formule (9) ® = ®°+ po.2.+... + ot de 1863, dans
laquelle le sextindme qui figure entre @° et ®' n’avait pas de termes
du second degré, ou se réduisait a

(k) Pledz + PRy 4 Poads Py Bys + Pix§ox + Py Bar

En effet, c’est a cette expression (g) qu'on arrive réellement, lors-
qu’on établit par le calcul des forces moléculaires la valeur du poten-
tiel @, ainsi qu'il a été fait & la derniére note du n° 3 du Mémoire de
1863 (p. 280-281), car on trouve, comme on peut voir en s’y repor-
tant, avant le polyndéme homogéne du second degré (6) en dz,... gyzy---
4 vingt et un termes, que @' représente, un sextindme en p.,... Doy
dans lequel ce qui affecte ces six pressions p°® revient aux seconds
membres des équations exactes (b) ci-dessus. Or ces seconds membres
représentent, d’aprés les premiers, non pas 3,5+« gyzsse - qui figurent
dans (4), mais précisément 3, + $33;..., yz(1 -+ 2y) (1 +22),..., Ou ce
qui affecte les p® dans P'expression (g).

4. Si maintenant, dans P'expression compléte (g) du potentiel @
ainsi établie, nous mettons pour les 3, g les expressions rectifiées (d),
ce sera la méme chose que d’y metire les expressions (b) pour

2+ 10, g(T 3y ) (1 -+ PJ T
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et, par conséquent, aussi la méme chose que de substituer, comme
j’ai fait en 1863, les expressions incomplétes (¢) & 3z,...5 8yzy.-., dans
la formule aussi incompléte (g) qu'on a pour @ en effacant les carrés
et produits des 3, g qui affectent les p° de la formule (g), ou en pre-
nant Pexpression (%) pour les six termes en p°. On obtiendra donc, au
moyen du calcul des variations appliquée en 1863, mais maintenant
par le fait aux expressions nouvelles ou rectifiées (g) et (d) ou (),
pour les composantes des pressions aux limites ou sur les éléments dQ
d’une surface enveloppe Q du corps ou d’une quelconque de ses por-
tions finies, on obtiendra, dis-je, précisément et encore les formules
complétes de composantes de pression, établies en 1829 [*] par Cauchy
4 la suite d’un calcul des résultantes des forces moléculaires supposées
w’étre sensibles qu'a des distances insensibles [calcul résumé 4 la note
aprés ces formules (10) de 1863]; formules qui sont :

’ 0 du do disy
Pax = P I+tl—.z: i dz)

pﬂ.:..., p’”":""?

l—ol—ﬂ—i—oﬂ—i—o(h + N
Prz = Pyz dz Py gy Pz, Pml Pr, T J

\ o du |
— 2P"‘";I; T 2,l)—~1 (/, +[’,\: )
(2)

V Prx Teeer Pay =eees
ouvant étre écrites sous cette forme trés-symétrique :
p

! o du dv  dw du o fl,lf* o @
Px.t—Pa:l'(!~ﬂ—;l;_ dz -2 [)12 .+Pg;. dy ~Pis d”) Pl-/”

(lbl.s‘) pz_,) ._fl_”..._ili___(_lf
¥ e de dy dz

o dw 0 aw o v a _(_l(_‘) o
+(/"d’-‘ P”"_IJT-{—‘D’"“’Z) (l rtlT_HD”h 'n“dz,—r»‘)ﬁ’

ou in y Piey--- désignent toujours les six dérivées sextindmes, par
rapport A Vpyeres Eyzrene respectlvement de la parlle a vingt et un

[*] Exercices de mathématiques, 4¢ année, p. 138, form. (36), (37

Tome XVI {2€ série). — SeereMpRE 1871,
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termes du second degré [(6) de 1863]

s 2
(J) (D‘ z'%axxzx b:' Btk n é‘arzyz gf: + . ajl?'-’l:_’i‘ DJ' glf’

du potentiel @, c’est-a-dire les expressions

1
Pzx=—3z2z2s bz’l‘a:m:n'af"}' Arzzz az‘l":‘—l.:r::cyz 8yztxzze Boa+ Axayz Sare
1, —
) Poy==.uvs Pr=1ees
Ly ]
’ Pr:=8rzza 3.+ Ayzyy ay‘*‘ Ayzzz 0+ Ryayz Byz + Byozy Lzz +Ayzay Gy
1 i .
VP ey Py =---3

semblables 4 celles (1) du Mémoire de 1863.

Les adversaires des considérations moléculaires croient, comme on
a dit, pouvoir poser ces expressions (k) de prime abord, pour le cas
particulier et ordinaire de nullité des p°, comme fonctions linéaires

d(u, v, w)
des d(z, y,2)’
dit, la grande loi physique que tous les faits prouvent, et dont I'iavo-
cation patente est seule propre 4 lever les incertitudes que cetie ma-
niére douteuse de raisonner laisse subsister.

Quant & la partie de I'intégrale triple qui reste aprés qu'on a détaché
les intégrales doubles donnant les pressions aux limites ou sur l'en-
veloppe Q, elle sera aussi la méme que si la double modification
Pexpression de @ et aux expressions des d et g Wavait pas été opérée;
ep sorte qu'elle restera telle qu’elle est & la formule (15) de la note du
n°3 du Mémoire de 1863; et les équations différentielles indéfinies
qu'on dit, au n° 4, pouvoir en étre tirées, seront toujours les équa-
tions (rg).

mais c¢’est admettre implicitement, comme nous avons

3. Mais on voit que cette maniére d’obtenir soit les six formules
complétes (10) ou (Z) de pressions, soit les trois équations différen-
tielles complétes (19), et qui consiste 4 les tirer de I'expression préala-
blement établie du potentiel, ne dispense nullement du calcul des
forces moléculaires, car 'expression rectifiée ou complétée (g) du
potentiel ne s’'obtient qu’au moyen d’un pareil calcul.

Méme, il faut bien le remarquer, les coefficients d’élasticité, tels
que 2;,.,, qui entrent dans les sextinbémes pl,,...,..., P)sr-.- des for-
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mules (£) de Cauchy ne peuvent étre définis que par ces forces, car ce
sont les sommes (12) (de la note du n° 3) :

mdﬁ'
eg? _ T i 2,2 3 2
(1) =8~ — (x% ou y’2* ou y’z ou x*yz)
= Qpgxx OU ygyy OU Ayyy; OU a4,

de fonctions des distances moléculaires r dont x, y, z désignent les
projections sur les axes fixes, /r représentant I'action mutuelle incon-
nue de deux molécules 2 la distance r par unité de masse, et p étant
la densité qui dépend aussi des distances ou sont les molécules les
unes des autres.

Leurs expressions (I) en r ont les mémes formes que quand les .
pressions primitives p® étaient nulles, ou que le corps se trouvait
dans 'état dit naturel avant les déplacements «, v, w de ces points.
Mais les grandeurs de ces coefficients a,, . dépendent des grandeurs
qu’avaient les distances moléculaires r lorsque les pressions étaient
Plere-s P2, Or les distances elles-mémes dépendent des intensités de
ces pressions p°, qu'il faut supposer considérables pour que les termes
des formules (i) ou elles sont multipliées par les dérivées de u, v, w
ne soient pas négligeables. Les coefficients d’élasticité az,pzs-.-y 8yypzs
et, par suite, les parties pl,,... des formules (i) ou (i bis) dépendent
ainsi, implicitement et nécessairement, 4 un certain degré de leurs

3 0 0
parties p2.,..., pa, -

6. Au reste, il n’y que les premiers termes des formules (i) de
Cauchy, savoir :

° , du dy dw 0 dr
pour Dury Poe\I + Tz z} —_ 73‘ s et pour p,.,, Py: I - 7 5

dont la forme ait besoin d’étre établie par un calcul d’actions molé¢-
culaires. Les autres termes, affectés des pressions primitives p® résul-
tent simplement du petit changement que les déplacements des points
ont opéré dans V'orientation des plans-sur lesquels ces pressions s’exer-
caient, et ils peuvent étre obtenus en mettant seulement en ceuvre le

36..
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théoreme de I'équilibre du tétraédre élémentaire, qui régit les chan-
gements de plans de pression [*].

En effet, les formules connues de changement de plans de pression,
fournies immédiatement par ce théoréme, donnent, pour les compo-
santes, suivant des directions nouvelles &', y', 7/, rectangulaires ou
obliques, des pressions sur I'unité de faces qui leur sont normales, les
expressions suivantes, si €z, Gy €tC., désignent les cosinus des angles
de z avec x’, de y avec z, et sil’on suppose que «', y', 2 ne font que
de trés-petits angles avec les directions rectangulaires x, y, z respec-
tivement, en sorte qu’on puisse remplacer les trois cosinus Czary Cyyy €z
par 'unité, et effacer les carrés et les produits deux a deux des six
autres cosinus '

(m) Poar= Pzz—t 2 PayCuty + 2 P2z Cofes
DPyzt = Prz 7+ Pyy Coly —+ Pzz Cytz = Pzz Clz = Pay Colue

Or si les directions x', ', 2’ sont suivant les perpendiculaires aux trois

facettes dans lesquelles les petits déplacements z, ¢, w ont changé

celles ¥z, zx, xy, ces six cosinus ont des valeurs connues [,

savoir :

{ du du dv
. \ Cxly-z—;l}, Cp = — E, cJ,Iz=—-d—z’
n ¢
( ) dv dw dw
C]I‘c=—2.;’ czrx_—.—-l—[;, cz,].::—-zy—,

ce qui change ces formules en

’ du du
P ™ Pzx— 2Py -d‘_}’. — 2Pz paa

? _ dw. dv dv dw
| Pra = Prs —P?’J’Zy’—P“?lZ_paZ;—PyxE'

(0)

[*] Je I'ai déja montré aux Notes sur Navier (Appendice III, § 23), ainsi qu'an
n° 278 des Legons de Mécanique analytique, publiées d’aprés Cauchy, etc., par
M. I'abbé Moigno.

[**] Formules (16) d’une Note du n° 3 du Mémoire de 1863. Elles avaient été
données par Poisson, au XX* cahier du Jourral de | ’Ecole Polytechnique, p. 39.
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Tirant p,., py;, I'on peut, dans les termes contenant comme facteurs

d{u, 0, w)
les —— 27

d(z, 7, 2)
tives p?,..., dont elles ne différent que de quantités affectées des
mémes dérivées trés-petites. Il en résulte

» remplacer les p.,, p.z, Pyys.. par leurs valeurs primi-

du o i
= Pz’ + 2pﬁd + 2P
(P) dw
+P.YJ +P:zg;+ Pmt _+nydx’

—— A sl .

Comparant 4 (Z), 'on voit qu’il ne manque plus, pour que les for-
mules de Cauchy soient démontrées, que d’établir qu'on a

(9) Parwr = P2 (1 -+ — 3 — 3:) + play
L Pra = pp(r— 32) + Py
Or, la question étant réduite a ces termes, les considérations de méca-
nique moléculaire qui la résolvent, 4 la maniére de la Note aprés les
formules (10), sont tellement simples, que personne, ce me semble, ne
doit se refuser & leurs conséquences. Il suffit, en ne supposant pas
d’autres déformations que les trois dilatations 3, 3,, d;, de recon-
naitre que les parties de p../, p» qui ne dépendent pas des augmen-

tations d ér du quotient des intensités fr des forces par les petites dis-

tances r ou elles agissent, doivent excéder p?,, py. dans les proportions
respectives des accroissements du carré x* et du produit yz des pro-
jections des r sur x, et sur ¥, z, saof toutefois ce qui résulte de la dimi-
nution de la densité qui, d’une autre part, doit faire diminuer propor-
tionnellement les sommes de composantes d’actions (méme Note). 1l
en résulte, en effet, que les parties de p,.s, pyy dont on parle sont
égales aux produits pl (1 2.)%, pl(1+2,)(1+2;) divisés I'un et
Pautre par (1+2,)(1 +23,) (1 + 3;) rapport des densités; ce qui revient
bien 4 (g) ou aux premiers termes de (2).

On arrive, comme on voit, trés-simplement &4 ces formules com-
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plétes (i) [*] de composantes de pressions dues a Cauchy [**], et
composées d'une partie en p® et d'une partieen a_, ., .

7. Ces deux parties affectées, 'une des pressions antérieures p*,
I'autre des coefficients d’élasticité a . ., sont distinctes aussi dans I’ex-
pression générale (g) du potentiel ou de I’énergie latente @ des forces
intérieures, ou les p® comme les a_ ... se trouvent multipliés par les
dilatations et glissements, ainsi que par leurs carrés et produits denx
4 deux.

Plusieurs auteurs ordonnent d’une autre maniére I'expression de .
Ils développent ce potentiel en portions polynémes, composées respec-
tivement des termes du premier, du second, du troisiéme,... degré
en ., dyy dzy 8yzy Sues Gays €0 Me conservant toutefois que les termes
des deux premiers degrés. Il en résulte que le sextindme (%) p2.3, + ...
se trouve substitué, dans leurs formules, & celui pd (3, +4232) +...
qui figure dans (g), ou qu’ils posent I'expression )

(r) @ =0+ prdz+ Py dy+ Pode + Preys+ Pz + PoyBay+ 0¥,

dans laquelle @ est, comme @', un polynéme complet et homogéne
du second degré en d,,. .., g,, 4 vingt et un termes.
Il en résulte, si on appelle p&, p@, p®, p&, p®, p& les dérivées

zzY Pyz? Pzx
do)  dot) d o) d lvnd ix déf .
D, ] db_r 9°°* dgq e ce pO ynome par rappox‘t aux six detormations

élémentaires 3, g, que I'on a simplement

do dé de
—— no } 3 J— 1 2) —_— } ]
(.S‘) dd, - Prr p-(u):’ db, - Pyy §*r’ e dgl:r - pxo:y P-(:)"

[*1 On peut, vu les expressions (70) données au n° 14 du Mémoire de 1863 pour

les petites rotations MOYERNES tzy Ly, Ly qui ont lieu autour des trois axes, y remplacer

dw v - o s .
I par o+ 3 & 7 par —u+ + B3> et-ainsi des autres; et n’avoir plus ainsi, dans

ces formules, que des dilatations 9, des glissements g, et des rotations «.

[**] Elles ont été adoptées finalement par Poisson pour les corps isotropes { Journal
de U’Ecale Polytechnique, XX*® cahier, form. (10), p. 52].
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tandis qu’on a, avec I'expression (g) du méme potentiel @,

dd

E = p"(”z‘(l + al’) +P£J’g-"—7 -+ p:(-)rgzx+ P:iu
......................................... R
@; —Pyz([ -+ 0y + ) + Py=s

11 en résulte aussi, en appliquant 4 cette expression (r) de @ le calcul
des variations 4 la maniére de Lagrange et de M. Ch. Neumann, comme
on a fait (n° £ ci-dessus), pour celle (¢), c’est-a-dire aprés y avoir mis
les expressions complétes (d) pour lesd et g, qu'on obtient, au lien
des formules (Z) de Cauchy, les suivantes :

i dv dw o (2 du o [du dw "
Pzx== Pzx E—Ez— = D=y zir—@ + Pz dz  dx + Py

(u) pﬂ.::..., pzz=--~, ]
e de dv dw 0 4w o @ o @ o @ .
Pre=Py:\ 1~ 2~ @y~ &% | T Prgy TP v Pax gy T Py g, 7 Pise
.y Ly %
Pzz = +¢.) Pay = -3

qui, pas plus que les expressions (i), ne sont les dérivées de ® ou de
toute autre fonction par rapport 4 six variables quelconques, mais ou
on reconnait bien que les derniers termes
ey PR,

doivent étre, comme pl,..., pl, ..., lessix dérivées respectives d’une
méme fonction par rapport & ,..., 8, ...; car, en retranchant res-
pectivement les six expressions (z) des six expressions (i), qui n’en
différent que par la forme, 'on a des équations dont on tire, pour les

différences
2 1 2) (1)
Pft.g—'Px.ﬂ"" ;z—Pyz')"'a

des expressions qui sont bien les six dérivées par rapport & 2,...,
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g,z,- .. d’'une méme fonction, savoir :

P2l — @) = %p_g_zb_f -+ —%PJ?J’D.‘)? -+ 'é‘pgzbg

+ PLys(dy + 2) + PLBrz(d: 0a) + Py 8ay(de )

Et ces six portions de pression,
2 2
Pyises gy
sont, comme celles pL.,. .., des sextin0mes en dz;.--»> grz2--- affectés
de coefficients qui, étant appelés

r r I

a.z‘x.z‘.r""’ ayzy:)"'i a.r.ryz""’

sont reconnus égaux 2 CEUX Agzyy,-.., de mémes indices, des pk,, sauf
les neuf a’ suivants, dont voici les relations avec les a_.._ et les p° :

L3

I3

’ — (1] — [V] P
amm-.r = Apzzx =+ Pm-’ a;n)')' - a]‘)’_rr -+ pyy7 azz.-,.—, = Qggzp -+ oo
af — 0 ! —_— 0
{¢v) ¢ Ape = Ayyyz  Przy Asyys = Azzyz T+ Py
\ L4

(

0 5 — 0
azzzz -+ Pzz ? axr:x'— axxzx -+ sza

a
a —a..+pl, a. . =—a + p°
rezy = Azzay T Pzyr dymay yyzy + Py

M. Boussinesq arrive aux formules des composantes des pressions,
en partant d’une de celles du potentiel, par une méthode 2 quelques
égards plus directe que 'application du calcul des variations. 11 établit
d’abord [*], par une analyse exacte et délicate, et pour des grandeurs
quelconques des déplacements z, ¢, w, ne produisant toutefois que
des déformations 3, g exprimées par les formules (&) ci-dessus, une
expression trés-générale donnant le travail total des forces élastiques
intérieures sur 'unité de volume d’un élément, ou 'augmentation de
leur potentiel ®, pendant un instant df; et il en tire les expressions de
ces six forces Pazs Pyys- -+ » Py €0 fonction des dérivées de ® par rap-
d(u, v, w)
d(z,7,2) )
rapport aux six déformations élémentaires 3z, dyy..-; gay- Elles se ré-

port aux neuf » puis, au moyen d’une transformation, par

-

[*] Note complémentaire, présentée le 5 septembre 1870 (Comptes rendus, t. LXXI,
‘p- 400), & son Mémoire sur les ondes liquides périodigues, qui va paraitre au tome XX
du Recueil des Savants étrangers.
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duisent, dans les cas ot 'on peut négliger les carrés et produits de
ces quantités, 4

o (1 — )92 o (p % g )42 (e do
SP.’L'.'L'— r z . e Sz ;lg_;—r' 2@—327 Tg;}*

x
( ) ( . (I— 3 —3 5 ) do 4 dw dd + do db ’J_(Io da dw do
Prz = ey T g T @, T @, dedg.  dr dgy
. . . do . s
En y substituant les six expressions (s) des S TRaR répondant a P'adop-
z

tion de la deuxiéme forme (r) du potentiel, leurs secondes parties p@®,
qui sont des sextindémes end,, d,, ..., 8z, quantités trés-petites du pre-
mier ordre, disparaissent des termes ot les d® se trouvent multipliés
par les 3, g, ou par les dérivées de u, v, v, aussi de cet ordre. De cette
substitution, en mettant pour lesd,,..., gay les valeurs g—: seees %f_ +g—;:
auxquelles ils se réduisent quand on néglige les petites quantités du
second ordre, M. Boussinesq obtient bien, comme on voit, les formules
nouvelles () des pressions.
Mais il est bon de remarquer qu'on obtient évidemment de la méme
maniére celles (/) de Cauchy. T suffit pour cela de substituer, dans (x),
les dérivées de @ prises sous la forme (¢).

8. On peut sans aucun doute, en général, se servir a volonté
des formules (i) de Cauchy, qui sont en rapport avec celle (g)
® = ®, + p2(3;+ £32) + ... du potentiel, ou des formules (z) en
rapport avec celle () ® =@, + pdz+ ...+ Celles-ci donnent une
expression un pea plus simple au potentiel, et, surtout, a ses six

y . 1 do .
dérivées (s) = pL. -+ p,. .., auxquelles M. Boussinesq a reconnu

une certaine signification géométrique, et ou Yon voit que les p*
représentent toutes les parties variables ou affectées des?, g, tandis
qu'avec l'expression (g) les parties variables ne sont pas toutes ren-
fermées dans les sextindmes appelés p'.

On pourra préférer, peut-étre, les formes nouvelles (r), () dans les
questions ou les pressions p°, antérieures aux déplacements supposés z,
9, w, ont des intensités constantes, et ou la variété des cas ne porte
ainsi que sur les grandeurs des %, ¢, w, ou des déformations d, g,. ...
C'est ce qui peut avoir lieu pour la théorie de la lumieére.

37

Tome XVI ( 2° série). — Ocrosre 1871.



290 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

Mais dans les questions ot les pressions primilives p° varieront d’in-
tensité d’un cas 4 'autre, je regarde comme préférable d’employer les
formules de Cauchy (i) des pressions ultérieures p, et celle (g) du
potentiel, ot les coefficients des polynémes p' et @' ne sont que ceux

, s e 7 . . . 4 .
d’élasticité ayant les significations () £S..., sauf, si'on ne peut pas

attribuer a ces paramétres, avec une suffisante approximation, des
grandeurs numériques constantes et connues, 4 déduire leurs valeurs
des formules de la deuxiéme partie ci-aprés.

Sans doute, de méme qu’on peut prouver que les pressions ou forces
, . . . . . 4. d{u, 0,0
élastiques doivent avoir des expressions linéaires en e P la
raison (qui me parait la seule 4 en donner [*]) qu’elles résultent d’ac-
tions qui sont fonctions continues des distances moléculaires, et qui
varient ainsi proportionnellement aux changements supposés trés-
petits de ces distances, de méme on est en droit de prononcer, en se
basant toujours et inévitablement sur la méme loi, que le potentiel @,
somme de produits des actions fant antérieures que nouvelles, par les
petits changements des distances, doit étre une fonction du second
degré des mémes neuf dérivées u, v, w, et, par suite, des six déforma-
tions 9, g. Mais rien ne dit qu’il convienne de séparer I'expression de @
en portion du premier degré et portion du deuxiéme, en ne tenant
point compte de ce que la méme loi physique apprend sur la com-
position de ses coefficients [**].

[*] Mémoire cité de 1863, n° 2, p. 262; et aussi, Mémoire sur la torsion, au
tome XIV des Savants étrangers, n° 12, et Notes sur Navier, Appendice III, § 20,

p. 555, 556.
[**] Onb peut remarquer encore que les formules (i) ou (¢ bis) de Cauchy, substituées
dans I'une quelconque des trois équations d’équilibre, par exemple

dp.,

d Iz
“; +pX=o,

dp,,
dx +

+ dy dz
donnent, pour la partie en p°, un sextinéme trés-symétrique [équation (19) de 1863];
tandis que celles (), substituées de méme, donnent un polynéme dont la composition
est bien moins simple, et peut faire juger que les formules dont il vient sont moins
dans la nature de la questiom.
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Ajoutons, au reste, que le choix entre les deux formes n’intéresse
aucunement la question controversée du nombre des coefficients d’é-
lasticité a,,r.,...; car, d’aprés les relations (¢) de neuf d’entre eux
avec ceux a._. ... de mémes indices, s’il est établi, comme je le pense,
que les premiers se réduisent & quinze inégaux i cause des six égalités
complémentaires (8) a,,.. = 8,5z, Arays = Azzuyy ... (dun® 3 du Mé-
moire de 1863) entre les douze que ces relations (¢) ne contiennent
pas, les seconds a’ se réduisent tout aussi bien & quinze, au lien d’étre
au nombre de vingt et un comme le pensent les adversaires de I'em-
ploi du calcul des forces agissant suivant les lignes de jonction des.
molécules. Ce n’est, en effet, que par suite d’une réunion opérée, ou
————Zt: 3”::; qui appa-
raissent distincts dans les formules soit (i), soit (u), avec ceux des
parties sextindmes p' ou p® de ces formules, qu'ont pu prendre nais-
sance les erreurs [*] que Wertheim a cru étayer d’expériences aujour-
d’hui mieux interprétées [ **], et prouvant seulement (et tout au plus)

la non-isotropie des matiéres sur lesquelles il opérait.

plutét d’une sorte de confusion, des termes p°

DEUXIEME PARTIE [**].

9. On a dit (n° 5) que les coefficients
Apgzzsecvy dzgyzy-vey  yyzzye-e

affectant les 3,,..., g,,... dans les parties sextindmes (k) pl.y.-es Pjzse.-
des formules complétes (Z) ou (i bis) des pressions dans I'intérieur

[*] #oir §§ 51 et suivants de I'’Appendice V de la 3¢ édition, annotée (1864 ), des
Legons de Navier.

[**]1 Poir Iextrait (2 aolt 1869) d’un Mémoire de M. Cornu aux Comptes rendus,
t. LXIX, p. 334 et 336.

{***] Ce qui y est trailé a déji été le sujet d’une Note présentée le 1g septembre 1870
4 PAcadémie et insérée aux Comptes rendus des 27 mars et 3 avril 1891, t. LXXII,
p- 355 et 391.

37..



292 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

d’un corps, dépendaient & un certain degré des six composantes

0 o o o
Przy Pzyseecs Pyzyevs Pay

de celles qui y étaient en jeu au moment ou il 2 commencé a subir les
petites déformations que lesd,,..., g,.,... mesurent.
En effet, les quinze coefficients, que nous écrirons plus souvent

az" ay’z” MR ]

ont les expressions ()

afr
(@') 4. ou a,, ou a,, ou a,,ﬁ=£Sm ﬁr; (x* ou y*z* ou y°z ou x*yz).
Or les distances r, leurs projections x, y, z, et, aussi, la densité p,
figurant dans ces expressions, dépendent elles-mémes de ces pres-
sions p° qui tenaient les molécules plus ou moins rapprochées entre
elles et tournées de diverses maniéres.

Cette dépendance est faible lorsque les p° ne sont que de 'ordre de
grandeur des p', et qu’en méme temps les déformations produitesd,,...,
8yz-- SONL assez petites pour ne point changer d’une maniére perma-
nente la contexture élastique qu’avait le corps au moment o1t les pres-
sions n’étaient que les p°. Alors on peut réduire les formules (7) ou () &

(bl) Prz = Pix—t Pizrevey voor Prz =P§z+P;za'“i cees

puisqu’on peut alors négliger les produits des p° par les 3, g qui ne
doivent étre que de trés-petites fractions. Alors encore on peut trés-
bien adopter pour les coefficients a,,y.,.. . des valeurs qui auraient
été mesurées expérimentalement d’avance pour un état ou les pres-
sions intérieures seraient sensiblement nulles, si, de cet état & celui ou
les pressions sont les p°, il n’y a pas de déformations permanentes; ce
que justifie la constante reconnue, dans de certaines limites, du mo-
dule d’élasticité de traction ou de flexion des prismes élastiques.
Mais il n’en est pas de méme lorsque les p° sont assez considérables
(méme dans les limites de la conservation de la contexture) pour qu’il
Ue:0.%) Ges de-
d(z, y, z)
placements, c¢’est-2-dire de tous les termes des formules (7).

faille tenir compte de leurs produits par les dérivées
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Or, on ne peut pas supposer que les coefficients a,,,,,... aient été
mesuré d’avance pour tous les systémes possibles de ces pressions pri-
witives p°. .

Nous allons donc chercher 4 déterminer les valeurs des coefficients

Azey ay’z’, a_y'z’ a.z"_yz

relatifs 4 un état du corps, tel que celui oti les pressions sont

Plxseess vovy Dygyesey ooy

en fonction de coefficients analogues mesurés pour un état constant et
antérieur, coefficients que nous appellerons

a o o o
Bl Blagyeees Bpagyeees Buaygyees,

et des dérivées des déplacements que ses points ont éprouvés de cet état
a l'autre. Cet état antérieur sera, par exemple, I'état dit raturel ou
les pressions sont toutes nulles, ou bien, plutdt, I’état habituel ot elles
se réduisent 4 ce qui vient de la pression atmosphérique, ainsi que dn
poids propre du corps et des réactions de ses appuis.

10. Pour arriver a cette détermination, nous n’avons qu’a trans-
former l'expression générale (a') des coefficients a_ par le méme
moyen dont s’est servi Cauchy (note du n° 3 de mon Mémoire de 1863)
pour transformer celle

) Pz OU przzgsm{?(x‘;’ ou y,z),

Ol pyy Iy Xy, Y44 2 étaient relatifs 4 I'état qui suit les déplacements ,
¢, W, en une autre ne contenant que p, r, %, y, z relatifs a I’état qui
les a immédiatement précédés.

Appelons donc
Loy Yoy %o

les coordonnées (toujours rectangles et rapportées aux mémes axes
fixes), dans un état antérieur connu, du point M, ayant pour coor-
données x, 7, z dans I'état subséquent o1 les pressions sont les p°; et

uo b) "0 b) T'Vn b

ai, a;, a;! g:':, g;z‘) g;y’
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ces déplacements, dilatations et glissements, supposés petits (mais pou-
vant étre bien plus considérables que ceux u, ¢, W, ;... zy), que
le méme point M a di: subir pour passer du premier état au second.
Nous aurons

@)

(¢")

f)
(8)

[x=x —!—% d du" g0+ (Bl g2

=% Zr Yo+ %o :Ekd:c: o Feee )y
o, ey

Y=Yo+ 7 ¥ot z—_—zo—l—ﬂ;xo—i-...;

d
x‘=x3+4x3( + Yoo

d
dez_ —l"‘zO‘d_Zo‘)uo‘—"'-.,

d d d
y'z* =y} zo+2YGzo Xe +Yo +Zo (zo"o‘*‘.Vowo)‘f“---;
dz, dz,

1

r__ro=____r +' (X2+' y3+ Z2)2
du,,_'_ dv, dw,
"dx Yo 7 2y + 23 )
do, dw, dw, du, du, dv,
+ Yo °(dz T, )+ %o °(dx +dz) "Y"( +da:°)]
1 du, d 2
+ 2’_: 'Zd; yO Zo +.o. d
do, 2 dw, 2
+ ZXQ"I- .e + Ex°+ .

-!-(—1--—1) 4. du dv du, do, 2
3\2 f —_ i) uail
+a =[ Zs, TYog, Tt %o (d_; +(l’1:o)]

1 5 d2u, .
oIn
ar g In To
r__n +(r I’) r,dro+ .
T rdn 0/ " dr, e

(] *
p= (x_*_du.,) (I+du., (l +dw,,) dv,dw, dw,du, du,de, [ ] )
dz, dy, dz, dz,dy, dz,dz, dy,d=z, o

[*] Le dénominateur-de la valeur de p est, sanf des produits du troisiéme ordre,
que Pon n’a point écrits, le déterminant donnant le volume du parallélépipéde obli-
guangle dans lequel s'est changé un élément cubique, divisé par le volume de celui-ci.
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Substituons dans (¢'), effectuons les multiplications, et faisons passer
d (uo, Yoy Wo)
d(%ey Xo3 %)
constantes dans |’étendue imperceptible de la sphére des actions des
molécules sur une masse qui serait concentrée au point M (x4, 74, %, )-
Nous supprimerons les carrés et les produits de ces dérivées trés-

petites, ce qui réduira (g') a

hors des S les dérivées qui sont des quantités sensiblement

p=po(1 —d—¥—22)

Nous effacerons aussi toutes les sommes S dans lesquelles il entre-
rait comme facteurs plus de quatre des grandeurs imperceptibles x,,
Yo» Zo, €& qui nous permetira de supprimer, dans les valeurs (d') de
X, ¥, 2, les dérivées du second ordre de u,, v,, W, et, dans (f), son
terme en r — r,. Ces termes, provenant de la mise en compte de dé-
rivées d’ordre supérieur au premier, peuvent étre utiles a conserver
dans certaines questions élevées des théories de la lumiére et de la
chaleur [*]; mais une pareille approximation est superflue dans la
queslion qui nous occupe. )

Nous obtiendrons ainsi, en considérant qu'on a, d’aprés la défini-
tion des a® et 'expression ('),

prid
\

To (4 242 3, Sy,
- (x5 0U Y2 0u ¥i2, 08 AGYo Tl
[

N .0 o o [ ]
(#) a% ou aj,.. ou a3, ou aar,ﬁ-—;Smrﬂ

et, en faisant symboliquement

)] djalaja; = al,aj, == ay, a;a,,. = a;,.,, et ainsides autres,

[*] On peut voir une Communication faite le 20 octobre 1855 4 la Société philo-
mathique (journal ’Institut, n° 1146, 1g décembre, p. 441), ol 'on exprime que la
dilatation des corps par le mouvement vibratoire’qui constitue la chaleur n’est possible
qu'autant que les termes ol se trouve engagée la dérivée du second ordre, supposée
négative, de Paction mutuelle des atomes par rapport i leur distance I'un de V'autre,
ne sont point négligeables. (Il 0’y a pas lieu de s’arréter & Falinéa de cette Commu-
nication commencant par les mots, : Newton va méme...).
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Pexpression générale symbolique suivante, trés-symétrique :

x*y5

on 12, (1 2 e _ o

a, oua,.,oua, oua

— . o g o o
— (d.x‘ ou ;.. OU Ajy. xty.

() Azt

.0 o
. d . d d\ 10U 2dy.9, 1+ 28, W,
-+ arz— + a o

Ty ou 333,,500 —+-a

o

Y
o no o®
ou 245, U, ~+ 83,V -+ A, W

—_— A%
yd]’o "dZo awo

ou, aprés le développement, les caractéristiques d de différentiation
doivent porter seulement sur les u,, ©,, W,; en sorte qu’elle produit
les quatre suivantes :

e duy, doy  dw, o due da.,)
;A= 1.(1'— 3-—— b +4 d"ydy,,—*—d‘tzzdzo ’

7

o du, dv
(&) Aysz; = ysg (I—' %: + 2 _9)

o dw o dm o dw, o g
-I—S(a, — 4+ & »"‘,,)"'(arr‘d_n,'*_afﬁ?o y

o ' du, o di s du
Azt = 8 | 1+ -(i:z:—“ - [ M Ey—o il z—;

do dw,
(] -+ a“x,y E:

+ a%, 5— + a;

(43
* dz, a2 tjz; -+ a,

dw,
2y E’B .

Elle résout la question proposée, de détermination des coefficients
a.... relatifs 2 un état moléculaire donné du corps élastique, par ceux
a° _d’un état déterminé antérieur, et par les pressions en jea dans ces
deux états qu’elles constituaient, car les neuf dérivées en o, o, Z
des déplacements u,, v,, W, qui ont eu lieu de P'un 2 l'autre sont
déterminables analytiquement en fonction de ces pressions supposées
conuues, si la contexture élastique n’a pas été altérée en passant de
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’état antérieur & 'état subséquent, ou si les déplacements uy, ¢, W,
n’ont eu aucune partie permanente.

14. Mais cette formule (j') ou ses particularisations (k) résolvent
une question plus étendue.

Elles donnent les coefficients a.... en fonction de ceux a° et des
neuf dérivées, si elles sont connues, des petits déplacements z,, 9y, Wy,
méme dans le cas ol la contexture du corps solide aurait été changée,
en sorte qu’une partie des déformations opérées par les mémes dépla-
cements entre les deux états que ces coefficients d’élasticité caractéri-
sent, soit devenue persistante.

1l suffit, en effet, pour I’établissement de la formule (j'), que les
(g, 04y ) .
d{Ty5 Yoy 2—05
assez petites pour permettre la suppression de leurs carrés et produits.

Aussi cette formule (j') n’est-elle qu’une généralisation de celles (79)
du Mémoire de 1863, qui étaient données pour I'évaluation des effets
de trois compressions ou dilatations permanentes, et qui ont été ob-
tenues précisément par le procédé dont on vient de faire usage["].

dérivées de ces déplacements, persistants ou non, aient été

42. 11 convient d’observer que les coefficients d’¢élasticité a_... ou
a° _d’un corps solide homogéne ne dépendent pas seulement de I'état

[*] En effet, ces formules (79), réduites & leurs premiers termes, ou débarrassées
de ceux dans lesquels les a. ... désignent des sommes § de produits de six facteurs
tres-petits, que nous venons de dire pouvoir étre omises, reviennent, avec nos nota-
tions actuelles, &

,1-!-:17—19\5 1—!——@) I—!-f[ﬁ) .
— dz, 0 Py dfo dzﬂ al..
8zt — do, 7 i, sy ly®z® — du, yeE
-+ — L — I~ —
( d]'o) K (l'z., ) d"'o

Or c’est & quoi se réduisent les deux premiéres expressions {#') quand les carrés des
dérivées sont négligés et quand on suppose, comme en 1863, que le corps inégalement
comprimé en trois sens était primitivement isotrope.

On peut voir aux Essais sur la théorie mathématique de la lumiére, de M. Briot (1864},
un caleul du méme genre, avec mise en compte de termes du sixiéme degréen x, v, 2,
et de dérivées de fr comme celles qui affectent le denxi¢me terme de (/).

38
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de ce corps ou du degré de rapprochement ou d’écartement de ses
molécules en divers sens 4 chaque point. Ils dépendent aussi des direc-
tions des axes coordonnés des x, y, z dans son intérieur, ou de leur
orientation par rapport & ses plans principaux ou lignes principales de
contexture s'il n’est pas isotrope, ou ¢'il a cessé de I'étre avant les der-
niers déplacements appelés u, v, w sans indices. Comme, au Mémoire
de 1863, il a été donné sous le n® 33 une formule générale symbolique

(') gy = (8zCp+ ayCy + 2,6,;)(2,C + 2y, -+ a:C,;)

X (82 Cpp ~+ 2,-Cpy + A5 Cprr) (8 €+ 2,Cprp + 8, €y

propre a déduire, des coefficients a,, . relatifs 2 une orientation
donnée, ceux qui le sont & toute autre dans un corps resté au méme
état, il est entendu que nous supposons, dans toutes nos formules,
que les a’__et les a. .. sont relatifs 4 des axes coordonnés rencontrant
les mémes molécules, A cela prés des seuls écarts résultant des dépla-
cements trés-petits u,, vy, Wq. ,

On peut remarquer aussi que le trés-léger changement d’orientation
résultant inévitablement de ces petits écarts suffit pour expliquer et
déterminer les divers termes des quatre formules de transformation (£'),
& Dexception du premier de chacune d’elles, et cela, indépendamment
des considérations de forces moléculaires qui nous ont servi & établir
la formule (j*), dont elles dérivent.

En effet, lorsque les directions appelées n, s, x’, y’ dans la for-
mule (I') sont prises parmi trois axes coordonnés nouveaux rectangu-
laires ou légérement obliquangles, ', ¥', 2 ne faisant que de trés-petits
angles avec x, ¥, z, en sorte qu'on puisse prendre C,y =1, Cpr =1,
€. =T, et négliger comme petits du second ordre les produits des
six autres cosinus entre eux, la formule (') donne

At == 88 +- 43.1:3]' Cyty + 4az3,Corzy
A2z = Q22 2y 03 Cpry = 2855520y 2852, Corp - 22,3,Cry,
(m’) aymy = g%, + 38,22 Cpry + 3852,Cprp + 8230z + 84Cyy,
A2t == 8zt b 28592, Cprypt 2852 Cofp + Ay Gty 4= 255, Cyry
- 8,32 Cyry - 8,2,2Cpr5

Or, si nous remplagons x, ¥, 3 par x,, ¥, %, €N supposant, comme
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au n° 6 [expression (r)], que les directions &/, 7', 2’ sonl normales aux
trois plans légérement obliquangles dans lesquels les déplacements
Uy, ¥4, W, ont changé les directions &y, 74, %, €n sorte qu'on ait

‘ c. — dr, . du, C = do,
T A
n
_ dp, __ aw, . dw
Cf‘t"_—d_;,,’ Cz.xo-———d-Toa (""'J'“——E)To’

et si nous substituons ces valeurs dans les équations (m'), en tirant
celles des a,s,... qui forment les premiers termes des seconds mem-
bres, puis remplacant, dans les termes affectés des d(u,, v, W), les
2 par des 2° de mémes indices, qui n’en peuvent différer que de quan-
tités affectées elles-mémes de ces neuf dérivées trés-petites, nous obte-
nons, comme on voit, tous les termes des expressions (k') des a ...,
sauf le premier de chacune d’elles. Ces premiers termes se trouvent
remplacés par les espéces de coefficients d’élasticité oblique formant
les premiers membres des (m’), en sorte que ces termes ont seuls
besoin, comme on voit, d’étre déterminés par ces considérations d’ac-
tion moléculaire dont je cherche 4 restreindre la mise en ceuvre, tout
en en soutenant la légitimité contre ceux qui refusent de les invoquer,
ou, pour mieux dire, qui ne les invoquent qu'implicitement et 2 leur
insn.

. . du,
13. Composons maintenant les expressions des forces pen p®et ——---.
o

Substituons pour cela les expressions trouvées (j') ou (&) des coeffi-
cients a en a° dans les sextinémes (k) pl. et pl,, et ceux-ci dans le:
formules (i bis) de Cauchy. Appelons p®* des sextindmes composés en
das dyre--y Gay avec les coefficients a° , comme ceux (k) p' I'étaient
avec les coefficients a_ ., c’est-4-dire faisons, pour abréger,

(o') (azr on a;‘ ou ) (a;,az + a;’.yé_,,—}—a:zbz—}- a;zgfz -+ a-’-;gzr"}' af;, Loy
=pot ou pi! ou...;
et convenons d’étendre anx p° et p®!, et ci-aprés a ceux que nous ap-
pellerons p®, la décomposition symbolique (i') desa. ...
. e . .. g dluye,w)
Nous aurons, en négligeant les produits des dérivées 2o 7,5)
3R

entre
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elles, mais non pas leurs produits par les dérivées supposées bien plus
Ay, 09, 0 )
{2y, Y05 20)
petits déplacements u, v, w, éprouvés 4 partir d’un état ou il y avait
déja des pressions considérables données pi.,..., pi,, les composantes
des pressions finales, exprimées, comme on le désirait, en fonction
des coefficients d’élasticité a2, a%.,.,... mesurés pour un état constant
du corps, et des dérivées de u, v, w en x, ¥, 3, ainsi que de celles de
Iy, Y. Wo €0 Xy Yoy Bos

grandes » la formule générale suivante, donnant, aprés de

! - o o w (Iua v, o,
Paz 08 Pyz= (P ©1 P}:) (I— i i z) +(p3 ou ppt) <1’- az d—J.U; - ;;‘“)

o d 0 d O d o o Ul
+ P+ P Pag) (2Piu ov ppw + pie)
+ Pmi_*_ Oii‘"P“i (2 01z ou pOley, - 01‘,)
x dxo Py dJ’o : dz, Px 0 Py 0 P:. (1]
. i J 4 ‘ (22204238 238za) U0 t
+ (a3, ou aj) (a;a—i-a;a}:—l— a3 zz—) +(8% gy 2830y~ 42 8yz) Vo ‘;
(2 o+ 208z 28205) Wy

les différentiations par rapport & x, ¥, 3, indiquées dans la seconde
ligne, portant sur les z, 9, w, et les différentiations par rapport a
2oy For %oy indiquées ensuite, portant sur les #,, ¢5; W,

44. On peut, par une vérification curieuse, obtenir identiquement
cette formule (p') des pressions p, en faisant usage d’un procédé tout
différent et important A signaler, comme éclaircissant un point sus-

ceptible de causer quelque embarras.

. . d(”oo Voy Wo)
Si. dans des expressions de pS_,..., Posy.e. €1 &° et ————> nous
] p Pazyeves Pyss d( 2oy os Za),

substituons 4 u,, v,, w,, respectivement

Ug+ Uy O+, Wy W,

nous devrons, évidemment, avoir les valeurs des pressions pygzs...,
Pyzs-«-» VU quelles répondent & ces déplacements totaux supposés tou-
jours petits; et leurs expressions ainsi obtenues se trouveront affectées,
ainsi que nous le désirons, des coefficients censés constants et connus
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.. au lieu de ceux a.,.. qui ne sont pas supposés avoir été mesurés
d’avance comme ceux-ci, vu leur variabilité avec les données de
chaque probléme particulier.

Il semble, d’abord, que le résultat serait simplement pl, + p..,
Py, + p;.. Mais, dans le fait, on n’obtient des expressions complétes
de pryy...y Pysse.. qu'en construisant d’abord des expressions de p2,...,
Pyzee-ey OU les carrés et produits deux & deux des neuf dérivées de
Uys Vo5 W, Soient conservés. Nous y parviendrons, toujours & la ma-
niere de Cauchy, en mettant, dans les expressions non encore trans-
formées [telles que (¢')]

o

a-

(') pS. ou pd ou...=-2€Sm‘ér(x2 ou yz ou...):

1° A la place de x, y, z, x*, y*z?, leurs valeurs (¢’) du n° 10,
toutefois sans les termes affectés des dérivées du second ordre, qui
donneraient des produits de plus de quatre des grandeurs impercep-
tibles x,, y,, Zo; )

ol

T
dr,
loin le développement par la méme raison;

3° A la place de r — ry, les quatre premiéres lignes de son expres-
sion (¢'), car la cinquiéme et la sixiéme ne fournissent que de ces
produits du sixiéme et du cinquiéme degré que nous effacons [*];

4° A la place de p, son expression (g') en divisant le numérateur
par le dénominateur et en conservant les carrés et produits deux i

(259, “'o).

d
deux des
d(x" yo 2,)

o Jr ]
2° A la place de —, J% + (r—ry)

en ne poussant pas plus

[*] Dans un premier calcul, J’avais tenu compte de ce qui vient de ces deux dernidres

(r—rn)

2
. 5 . r ,
lignes, et, en méme temps, du terme en du développement de‘f—- Leurs ré-
r

sultats réunis se sont trouvés encore identiquement conformes 2 ce que donne I'analyse
afr

. r .. R
du n° 10 en conservant le terme en 7 — r, de Pexpression (/) de + dui ajoute, &
r

celles (7'} des divers a___, des polynémes & vingt et un termes du second degré en °, g,

affectés de trente-cin( coefficients nouveaux Ef Sm. .. du sixiéme degré en x,, v;, z,.
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Alors, en remplagant, conformément aux expressions (5) du n° 1,

du, 1 [du,\?2 1 [dv, \2 1 [dwg\ 2 o 1 . 3

— = — - — —— ar o —{2°})2

dr, +3 (d.r,, + o\ +2\Z P =+ (2%) et ainsi
dv, dey, duyduy, dvy do,  dw, dw, des autres,

- @& , T0 70 , 70”770 ) o, e
dz + 4y dy, dz dy.ds, = dy, dz, L ([ +b.‘r’ ! az)

enfin, en faisant
Po ﬁ‘o -2 2 — 00 00
—Z-SmTo(xg ou y2z2 ou...)=p% ou pp ou...,

Clest-a-dire en appelant p® les six composantes de pressions dans V'état
antérieur ou qui a précédé les premiers déplacements iy, ¥9, Wo des
points, nous obtiendrons I'expression suivante, ou le (pZ—+...)* du
premier terme est symbolique quant aux p°° comme les autres le sont
quant aux a°, et n’acquiert de signification qu’apreés effectuation :

du, o0 Aty A de, dv, dw,
Per== (P1°+P§°;1; +pr—+PE ) !
0 [ 0

— e 5
y A -~ termes du 2 degre)
o du, dv, dw,
+; a2, 32 4 a% % + a3,d; % Az dey  dy,  dz
8 e+ AL B Ay By

du du, du
o 0 o =70 o X%

+ 28l 22 280 + 23}, 7 ’

Ll a%, 0% + a9, 0y + a3, oy ‘ %
2| 4 2a3, g5, (30 -+22) + 222,85, (22 +27) + 225, g1 (0 +y)

expression qui, avec un zéro de moins & chaque lettre, donne p,, avec
mise en compte des termes du second degré en u, v, w, 3, g et qui alors
se réduit A celle (i) de Cauchy en effagant ces termes.

Maintenant, 4 la place de u,, v,, w,, mettons comme nous avons dit

Uy +u, 9+9, Wy+w

et, cette substitution étant faite, changeons de variable indépen-
dante, comme me I'a indiqué M. Boussinesq [*]; c’est-a-dire, aprés

[*] Sa Note complémentaire du 5 septembre citée an n° T a été I'occasion da pré-
sent travail, C'est aussi ce jeune géométre qui a appelé mon attention sur la néeessité
de tenir compte des termes du second degré en d{u,-+ u, v, + ¢, @, <+ w), comme
pouvant fournir des produits non négligeables des d(u., vo, W) par les d(z, v, w).
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avoir mis
du, de  du, du du, du, .
— -+ 5—3+-+ alaplace de ) @

d_.z‘, ;1?2: ’ - dy, dy,

du du -
changeons les seconds termes —, — de ces bindmes en
dz,” dy,

du dz du dy de dz due dx du dy du dz
Zzde,  drdm T E dn & dn T zan @ d

ou, en égard a ce que
’

=Ly +Uyy =)o+ 3I=23%+ W,
changeons-les en

du du, du dy, du dw, du du, du do, du dw,
EVWﬂ+5z+za*za+@‘ﬂm &

Cela reviendra  remplacer, dans I’expression (r') de p3,, pour quelle
devienne la valeur de p,,,

du, du, du " du,de = dvy, de = dw, du
. iz, ™ BTV andr T amdy Vdm &
(S ) j du, duy, du du,du dv, de = dw, de

R el L PRl A Sl Ll e s

ey

d(u, o, w)
d(z, g, 3)
d(uy, vy WQ,
d(z4y ¥os zo)

et, par conséquent, en négligeant les produits des les uns

par les autres, ainsi que par des produits mutuels des

du, du, duy du, du,de = du, du

z_i—x; ‘E par Zz-—o & t—i—-a ;,; Z_ﬁ pA et ainsi des autres.

4 remplacer

Nous obtiendrons ainsi pour p.. une expression dans laquelle on
pourra écrire simplement p2. 4 la place de pi% suivi de tout ce qui
n'est affecté que des u,, v,, w, sans les «, v, w. Or nous trouverons,
grace a ces transformations, en ordoennant par rapport aux ag, al.,...
et en négligeant, vu la faiblesse comparative supposée de p®, ses

produits par un 3* et par un? & la fois, nous obtiendrons, dis-e, pré-
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cisément ce que donne I’expression (p') déja trouvée de pa, lorsqu’on
la développe et qu’on remplace

du du du,
0 00 Gfeg _THe 70 0o °7°0 ao 0 0o T
po w1 e G) e pR g R =)

- a2, (2% 2% -+ A .. - Ay, g2),

et ainsi des autres, conformément aux formules (i bis), ou & celle (r)
réduite aux terraes du premier degré.

15. La formule (p') de la pression normale p.. se simplifie et de-
vient capable immédiatement d’étre exprimée en p® —p°, 3, g seuls
avec les a°, lorsque le corps auquel on I'applique avait primitivement
trois plans rectangulaires de symétrie de contexture et qu’il n’a été
pressé ou tiré que parallélement a leurs intersections. Alors, en prenant
celles-ci pour axes des coordonnés, les dérivées de u,, v,, W, et celles
de u, v, w se réduisent aux dilatations 3°, 2, et les p°, p°s p aux
seules composantes normales. On a, par exemple,

()  Pre=PrtPucu — 2, —d )+ (a%d2 4 832,20+ 232237 (1432~ dy—3z)-

Alors aussi on a, en négligeant (pour plus de simplicité setilement)
les produits des pressions p°°, faibles vis-a-vis des p°, par les d°,

o G a [
P:—x - pxx:: Azs ag: -+ az:_-.«‘z D; -+ aZazz a:,
Doy — Py = 832,002+ 499y —+ 8322 37,

o 00 ___ o0 o -0 o .
P — Pz = a.r’zﬂbx + Apaze aj+ a:‘b:')

d’ot1 'on peut tirer 33, 35, 3; pour les substituer dans I'expression (2')
de p,., dont on aura ainsi immédiatement la valeur en fonction seu-
lement des pressions primitives données, des dilatations 3, 3, 3 éprou-
vées depuis I'état ou elles étaient p°, ainsi que des six coefficients
d’élasticité a® supposés connus et mesurés dans P’état p*° (coefficients
qui seront ordinairement exprimables par trois constanies seule-
ment [']):

*1 Tourndl Jé;Mathébzatiques pures et appliquées, 2° série, t. XIII, juillet 1868,
p. 252. Note intitulée : Formules de Uélasticité des corps amorphes.
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Elle se réduit, quand il y avait isofropie, en faisant

o 1,0 —
ajzz,—gdx‘—e,

et en effacant les p°® supposés réduits la pression de 'atmosphere, etc.,
dont la défalcation est censée faite d’avance, a

) PII=P§x+e(Sax+ay+bz)
(&) . 262,—30,—3), , 9d:—2d+3%

o, 9d:+39,—22;
-+ P.z‘,r 5 py_, 5 22 A ?

=0 P = A — p— i
p.U 2 2% o, avec ay'—'az'—‘—' —a .

comme pour un prisme qui n’éprouve aucune pression latérale :
((J’) Pzz = g—e -+ 1—21—[)2:. .

Cette expression montre ce qu'une forte pression ou traction longi-
tudinale antérieure p2. peut ajouter & ce qu'on appelle le module d’élas-
ticité de traction ou de flexion des prismes, dans les limites toutefois
de la stabilité de la contexture élastique.

16. Résumons ce qui précéde, et qui est entiérement relatif aux
formules complétes des pressions on forces élastiques s’exercant dans
un corps solide a la suite de petites déformations subies, ou de petits
déplacements des points, lorsqu’il y avait en jeu, & lintérieur du
corps, des forces considérables du méme genre avant ces déplace-
ments ou déformations.

_ Onp a vu, dans la premiére partie (n® 3, 4), que ces formules com-
plétes de pressions, établies par Cauchy, en 182g, en calculant direc-
tement les augmentations que les déplacements des points apportaient
aux résultantes des actions mutuelles des molécules & travers trois
petites faces perpendiculaires aux coordonnées, pouvaient aussi étre
déduites, et de deux maniéres (n° 4 et fin du n° 7), de expression
du potentiel intérieur ou de V'énergie latente de Pélasticité du corps,

Tome XVI (2 série). — Qcrosae 1871, ) 39
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mais moyennant qu’on établit préalablement aussi cette expression-la
par un calcul d’actions moléculaires, qui, seul, peut fournir la valeur
compléte du potentiel en fonction des pressions primitives, des déri-
vées des déplacements, et des quinze coefficients mesurant Pélasticité
du corps dans diverses directions. De sorte qu’il faut renoncer & cal-
culer le potentiel élastique en ne partant que du fait généralement
admis de la forme linéaire des six composantes des pressions, et 3
contenter ainsi les adversaires de la loi moléculaire ou de son invoca-
tion explicite. Il est nécessaire, dans ce calcul du potentiel, de tenir
un compte complet (n® 3) des quantités trés-petites du second ordre,
pour avoir d’une maniére exacte les valeurs des composantes de pres-
sion jusqu'aux quantités du premier ordre, quoique Pon arrive au
méme résultat, quant 4 ces composantes, lorsqu’on fait simultané-
ment, sur les termes du second ordre, deux omissions qui se com-
pensent, et qu’il convient néanmoins d’apercevoir et d’éviter. On a
vu aussi (0 7 et 8) que le potentiel peut étre exprimé par une for-
mule posée & priori comme fonction compléte du second degré des
dilatations et glissements, et dont la partie affectée de leurs premiéres
puissances a pour coefficients les six composantes des pressions pri-
mitives; mais que les formules de pressions ultérieures qu’on en peut
tirer des deux mémes maniéres sont d’une autre forme, parce que
neuf de leurs coefficients sont ceux d’élasticité des formules Cauchy,
augmentés des composantes primitives, ce qui les fait varier davan-
tage avec celles-ci.

Dans la deuxiéme partie (n° 9 2 15), on a vu que les coefficients
d’élasticité dont on a parlé, et qui restent & peu prés constants quand
les pressions primitives sont d’une grandeur de méme ordre que ce
que les déplacements z, v, w y ajoutent, peuvent (n° 9) varier trés-
sensiblement avec ces pressions lorsqu’elles sont considérables; mais
que I'on peut établir des formules donnant les valeurs de ces coeffi-
cients variables, en fonction de coefficients constants, mesurés d’avance
pour un état déterminé du corps, tel que son état le plus habituel, et
des presSions antérieures relatives & cet état, ou de quantités déter-
minables analytiquement au moyen de la connaissance supposée de
leurs intensités. ' '

Ces quantités sont les neuf dérivées, par rapport aux coordonnées
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primitives (&,, ¥,, %,) des déplacements (z,, vy, W,), supposés non
permanents, qui feraient passer le corps de I'état déterminé et con-
stant dont on a parlé, a I'état qui précéde les déplacements nouveaux
(2, 9, w) produisant les pressions finales dont on désire avoir les six
composantes (P ... ).

On a vu également (n° 41) que les formules donnant les coefficients
d’élasticité du corps (les a.. ), pour un certain état, en fonction des
coefficients constants et supposés connus (les a°, ), relatifs & un autre
état, et des dérivées des déplacements (1, v,, w,) subis d’un état 2 I'au-
tre, étaient également applicables quand ces déplacements ont amené
des déformations en partie persistantes, pourvu qu’elles soient petites,
mais qu’alors les dérivées de ces déplacements avaient besoin d’étre
connues indépendamment des pressions (p°° et p°) relatives i ces deux
états, vu qu’on ne peut alors les en déduire. Au reste, ces formules
de détermination des coefficients d’élasticité inconnus par d’autres
que I'on connait, ont (n° 42), ainsi que les formules complétes des
composantes de pressions (n° 6), leurs divers termes déterminables
par la seule considération du petit changement de situation ou d’orien-
tation que les déplacements ont fait éprouver aux trois lignes maté-
rielles primitivement paralléles aux coordonnées, en sorte qu'il n’y a
plus & déterminer que le premier terme de chacune de ces formules
par des considératious moléculaires simples auxquelles on ne peut re-
faser d’acquiescer.

On a enfin (n° 15) présenté, comme application, un cas particulier
ot les valeurs des coefficients d’élasticité variables, et, par suite, des
pressions définitives, peuvent étre immédiatement exprimées ainsi
d’une maniére simple.

Cette étude et cette discussion étaient nécessaires pour pouvoir com-
pléter ce qui regarde les formules fondamentales de ia théorie de
Pélasticité des corps solides.




