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Etude sur la mécaniqué des atomes [*];
PAR M. Frile LUCAS,

Ingénieur des Ponts et Chaussées.

5 I. —— Actions intérieures d’un système atomique.

SOMMAIRE : Définition d’un système atomique. —— Données analytiques. —— Notations.
—— Action totale en un point. —-— Effort total. —— Eff0rt de déplacement. —— Effort
de déformation. — Déplacement auxiliaire.” —— Relàtions entre les efforts. —,— For-
mules au potentiel .

!. Définition d’un système atomique. —— Soit un système de corps
absolument quelconques pour leurs formes, leurs masses et les sub—
stances qui les composent. Assignons-leur respectivement les indices

1,2, 3,...,N,
qui nous serviront à les désigner.

Disposons ces corps n’importe comment dans l’espace, pourvu tou-
tefois que leurs distances soient imrñensément grandes relativement: à
leurs dimensions. Ces dernières deviendront négligeables, en sorte
que nous pourrons concentrer par la pensée la matière de chaque corps
en son centre de gravité.

Les points matériels ou atomesainsi obtenus seront des centres d‘ac-
tion s’attirant ou se repoussant les uns les autres suivant des lois dé-
terminées. Leur ensemble constitue ce que nous appelons un s_y*stème
atomique. 

[*} Des recherches préliminaires ayant trait au même sujet ont donné lieu à un
Rapport à l’Institut, par M. de Saint-Venant. (Voir Comptes rendus, séance du 14 fé-
vrier 1870.) '

Tome XV (1° série). — Man. 1870.
.
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2. Donnéesanalytiques. —— Pour définir géométriquementun pareil

système, il suffit de connaître pour chaque atome m les trois coor-
données

sz va'i st
qui rapportent à trois axes rectangulaires quelconques sa position dans
l’espace.

Pour le définir mécaniquement, il faut d’abord ajouter à ces don-
nées la masse g… de chàque amine m. Il faut ensuite se donner les
expressionsanalytiques de l’action et de la réaction qui existent entre
les atomes m et n, m et n étant deux nombres inégaux quelconques
pris dans la série

], z, 3,._.., N.

Nous admettrons que l’action exercée par m sur n tombe sur la
droite mn… Quand elle tendra à rapprocher n de m, nous dirons qu’il
y & attraction, et nous regarderons la force comme positive; dans le
cas contraire, il y aura répulsion, et la force sera négative. Nous sup—
poserons cette action de telle nature qu’on puisse la représenter en
grandeur et en signe par l’expression

g… gJ…,” ( R…, n),

R…," désignant la distance (positive) des points m etn,f…… une fonc—
tion continue quelconque.

'

Noùs admettrons en outre que la réaction de 71 sur m soit égale à
l’action de m sur n, mais dirigée en sens opposé.

Les combinaisonsdeux à deux des indices
'

I,2’3’COO,N

étant au nombre de
N(N——«I)
___—“2 :

il y a autant de fonctionsj correspondantes, que nous suppaserons
données. ‘

-
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5. Notations. —— Afin de simplifier les écrituresqui vont suivre,

nous poserons

!(!) Ê'” 8mÉy'ü/m,n(an,n) :=" Fm',“
…, n

et
Xm _ Xn : Xm,n?

(2) Ym "‘“ Yn “‘“ Ym.n?
.

Zm “"‘
411 : Zm,n'

Il en résultera

(3) Fm,n : Fn,rm

Xm,n : "‘ Xn,ms
((l) Ym,n : _ Yn,ma

_

Zm,n : “" Zn,m‘

Le signe S… désignera une somme de termes obtenus en donnant
successivement à m toutes les valeurs

|, 2,3,.…,N,

sans aucune exception.
Le signe E… qui portera sur des termes où figureront les deux in-

dices m et n, désignera une somme de termes obtenus en donnant à n
toutes les valeurs de la série précédente, saufla valeur m.

4. Action totale en un point. —-—- Les trois composantes U,… V,… W…
de l’action totale exercée en m par les autres p0ints du système ato-
mique ont pour valeurs

Um : Zn Xn,m Fm,m
( 5) V… = En Yn,m Fm,m

Wm: Zn Zn, m Fm, »—

Comme les forces intérieures sont toutes deux à deux égales et con-
traires, elles se feraient équilibre sur le système atomique s’il était svp—

1 8. .
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posé rigide. De là les six équations '

(6) Sm Um : Sm Vm : sm W… :: O,

S

Sm (Vme _ Um,Ym) : 01
{ '7} Sm(WmYm "” Vm Zm) : 05

( Sm(Um Zm '“— WmX/n) :: O-

5. Efi‘ôrt total. —— Si les points rn et n venaient à subir-des dépla—
cements infinitésimaux (ac… y.… z…) et (ac…y… z”), les trois projec—
tions de l’action exercée par le second de ces points sur le premier su—

biraient des variations représentées par les expressions
!

‘
Xn,nsz,nrm,n + Fm,n J£’n,m7

\ Wf _(8 ,) Yn, m br)z,n rm,n + Fm,n]n,ma" \Zn,m Pm,n rm,n + bm,” Zn.mv
dans lesquelles

\
xn,m : 'Tn "‘" l'…,

 (Q)
?Ïn,m=‘ÏIz—°Ïmyzn,m : Zn _” zma

' XII,”! Yn m Zn m(10) rm,n :
R……

xn,m + Rm,nÏn,m +
R……

Zn,m'

Supposons maintenant que le système atomique: vienne à changer
de figure infiniment peu, de manière que chacun de ses points subisse
un déplacement infinitésimal, l’action totale au point m éprouve…
une variation représentée par les formules

fil “\
um : 2n(.sz,m brn,nrm,n + Prn,n‘xn,lrz)a

" _
Vm : 2rz(er,m Pm,n rm,n + Fm,n] n,m)a

_
!

' { !)
( “’m: 2n(Zn,m Fm,nrm,n + Pm,n Z‘n,m)-

Nous appelons eflort total, ou simplement fi6rt, au point m, la ré-
sultante de ces trois petites forces.

Les expressions (1 1) sont linéaires relativement aux (x…, L)"… z…) et
aux (ac… fm z”). On peut donc décomposer l’effort total en deux par— \

ties, savoir :-
»

1° L’effort qui résulterait du seul déplacement du point m, tous
les autres points restant fixes;
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2° L’effort qui résulterait des déplacements de tous les autres points,
un étant supposé maintenu :dans sa position primitive.

Nous pouvons appeler la première composante ÿfôrt de deplace-
ment, et la seconde cjfbrt de deformation. En désignant respective—

' ment leurs projections par (ul… v'm win), el (af… vÎ,,, w',',,), nous aurons

+ u',‘n,u… : zz'm
: :!

vm -+_ ”m’( l 2 ) . “m
! "

w… :: Wm + w….

!6. Efiàrt de déplacement. —— Les valeurs de u',… vm, win s’obtiennent
en faisant
(13) ' .rn =J‘,,=z=0
dans les formules (I I).

Posant, pour simplifier les écritures,

XË … :2 (""‘ ' Fm,n + Fm,n : gmAma
n m,a

Y721m '(14) En (R
,

Fm,rl + Fm,n) : gm B!!!)

2 Z?… -; n " __ ,

R m,n + Fm,n “" gm Cul?n m,n

" Xn,met,m.
Fr __ PB m,n "— gm m’

. ll m,n
;

5 {:
Yn.mZn.m F! _ 0(I )

B.
m.,n "— omanv

!? In,"

2 Zn, m Xn, … F! __ g R" Rm, ::
m, n m m 7

.

  
'on trduve

-—-— ——-— u : Amœ:… + PmÏm + Bill Z,",

1 l *

A.

(16) _
E‘:

V,”: Pm æm + an_Ïm + Qm Zm)

! , .

'

‘_ ê"qu= Bm ‘Tm + QmJ'Ïn + (‘m Z…"!

pour expressions des trois projections de l’effort de déplacement.

7. Ejj‘brt de déjbrmati0n. —— Les valeurs de af”, vÎ,… w” s’ob-
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tiennent en faisant
(17) x… =)“… = z… :: 0

dans les formules (1 1). Il vient ainsi

a"= 2 (mn FL; " r… + F…,na'n),
(18) V'= ZnF(jnm,]: "nm, +Fm nÏH)7

w',',,= Z,,(z,, F' ,,r,,… + F,,,,,z,,\ m»?!

La valeur de rm_,,, déduite cle la formule-(10), est (! ) Ï' Xn mx + Ya,m + Zn,m
Z9 m,": Bnm n Rn,m_Ïn Rn,m n°

8. Déplacement auxiliaire. -— Posons
! ; . -+

E' ”în: Am êm + Pm nm + Rm çma

1 u
>

(20) _; vm= Pmëm+anm+Qmç 9

I l -""‘ ? "”in: Rm êm + Qm “m + Cm ëm-
\

Les trois inconnues %… n…, Çm déterminées par ces équations pour-
ront être regardées comme les projections d’une droite infinitésîmale
dont elles feront connaître la grandeur et la direction.

81, rendant fixes tous les atomes à l’exclusion de m, 011 imprimait à

ce dernier un déplacement égal et parallèle‘a là droite cidessus défi—
nie, l’effort correspondant aurait pour projections uÇ',,, v,',,, w,',,. Au
moyen de ce déplacement auxiliaire &… sa,… €… les valeurs des projec—
tions de l’effort total défini au n° 5, peuvent s’écrire

_
é+

um+—— Am(JCm + ëm) + P7n(.Ïm + …) + R’” (2… + Çm)v

(ZI) —g-l' V… : Pm(æm + %m) + 1êrn[fm + nm) + Qm(zm + Çm)a
I,”!

_
gÏ—Wm

: an (xm + ëm) + Qm()”m + Um) + C'” (Z… + ç’")‘

9. Relations entre les eflorts. —— Après comme avant la déforma-
tion, les forces intérieuressont deux à deux égales et contraires. Si l’on
supposait que le système devint rigide,.ces‘ forces se feraient équilibre.
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Le système déformé donne donc naissance à six équations analogues
à celles des groupes (6) et (7), et qui se déduisent de celles-ci en rem—
plaçant Xm1 Yrm Zm Par (Xm + xm)a (Yin +_Ïm)a (Zm “+” Zm): et V:m
U,m W… par (U… + u…), (V… + v…), (W… + w…).

Négligeant les infiniment petits du second ordre, et tenant compte ‘

de (6) et (7), on trouve ainsi
'

(22) Smum=smvmzsmwm= 0;
,

sm(vmæm ‘— UmÏm) + Sm(mem ""' uman) : 01

(23) ‘ Sm (VVmÏm “‘ vm Zm) + Sm(Wanm "‘ "mZm) : 0:
Sm (Um Zm "“ Wmæm) + Sm(umZm '— “)m Xm) : O-

10. Formules au potentiel. —- Si l’on pose

(24) ®m_=
"" zfgmgnfin,n(Rm.n)dan,na

la fonction <Dm représente le potentiel relatif au point m dans le sys—

tème primitif.
On trouve, en prenant ses dérivées premières, 

 
d®"!
de : Uma

dd)…
(25) “î; : ‘Ïm9

d®m __ 3'r .
dZ… “"'”_ Y m9

et, en prenant ses dérivées secondes,
d’d>…  dX2 : “"' gm Ann

‘ _ d’<b '

(26)
.

' dY: : "— gm er
m.

d2(pm \ÏJÎÏ : '— gm (er
m _

dich… __ dî<1>… __ _ 0 P,m—m—üom m9

d‘d>…_ d“b… _(27) - m -'—- m -———““=5mQms" ' ’

d°d>à-"°"d*®… "R
"_…‘ dZ…dX… dX…dZ… bm "".
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5 II. —- Slatique atomique.

Sommuan : Objet de ce paragraphe. -— Equations fondamentales.—— Equations inverses.
—— Ellipsoïde. — Axes principaux des coordonnées. —— DiŸers modes d’équilibre. ——

Paramètres physiques. —— Constitution des corps. —— Phénomènes calorifiques. —

Mouvements infinitésimaux.

]. Objet de ce paragraphe. —— Assujettissous tous les points d’un
système atomique à une fixité absolue. L’action totale au point m
prendra une direction et 'une intensité que nous pourrions calculer
au moyen des formules précédemmentétablies.

'

Imaginons qu’on applique à ce point m une force égale et contraire
à cette action totale. Détruisons ensuite sa fixité, sans lui imprimer
aucune vitesse; il se trouvera évidemment en équilibre et dans un état
de repos absolu.

Cela posé, assujettissons la force'auxiliaire à‘rester, quoi qu’il arrive,
constante en grandeur et en direction, et supposons qu’on donne au
point 172 divers déplacements infinitésimaux autour de sa position
«l’équilibre. A chacun de ces déplacements correspondraun ejj‘brt de
grandeur et de direction déterminées.

Il existe, entre les déplacements et les efforts, certaines lois de dé-
pendance que nous allons étudier.

2. Equations;_}‘bndamentales. —— A cet effet, nous désignerons par:
x,_;‘, z les trois projections d’un déplacement quelconque;
u, v, w celles de l’effort correspondant;
g la. masse du point m;
A, B, C, P, Q, B, les paramètres constants relatifs au point m, que

nous avons précédemment représentés par A…, B…, C…, P,… Q… R….

Nous aurons alors pour équations fondamentales

:: ALU + P)” + R2,
091: : Pac + By + Qz.
W!“ : BJC +Q_)”+ Cz.
Um?—
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Ces équations étant linéaires, on voit qu’à des déplacements opérés

suivant une même droite correspondent des fiorts dirigés sur des
droites parallèles entre elles; les intensités des efforts sont proportion—
nelles aux amplitudes des déplacements.

5. Equations inverses. —— Des équations (1) on peut déduire des
équations inverses, exprimant x, y, 2 au moyen de u, v, w.

Formous en effet le déterminant symétrique

ÏA P R
(2) A::‘P B Q

{H Q 0

et désignons par a, b, c, p, q, r ses mineurs relatifs à A, B, C, P, Q, R.
Posons ensuite

(,5\ 3(J=A’A,
=B’A. c=C’A,) ‘p=P'A, q=Q'A, l‘=R'A;

nous aurons

\
—— gx : A’u + P’ v+ B’W,

(Z.) ? ———gÿ7’ =P’u+B'v+Q'w,
! —— gz : R'u + Q'v—l— C’ w.

4. Ellipsoïde. -— Si la direction du déplacement vient à varier de
toutes les manières possiblesèt qu’en même temps son amplitude reste
constante, on a

(5) x”_+_y°+z2= !‘2,

r désignant cette amplitude.
On déduit alors des équations (4)

(6) (A’ «!:—+ P’v—i—R’w)2+ (P’u + B’v+Q’w)’+ (R’u+ Q'v—l— C’w)“ ::: g2 r2 .

Par conséquent, en menant par un point quelconque de l’espace
des lignes égales et parallèles aux divers efforts, on obtient pour lieu
géométrique des extrémités de ces droites la surface d’un ell:}nsoïde.

Tome XV (2° série). —— MAI 1870. _

'

. 19
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5. 43003 principaux des coordonnées. -— A chaque valeur de !‘

cor1espond un ellipsoide particulier; de là une famille de surfaces
Tous ces ellipsoïdes sont semblables et sèmblrzblcmentonente's. Ils ad-
mettent tous un même systèmede plans principaux, auxquels nous
pouvons rapporter nos coordonnées.

Nous faisons ainsi disparaître dans lé'quation (6) les termes en uv
uw, vw On a donc
(7)

*

=Q'= R':
et les équations (4) deviennent

‘
—— gx :— A’u,

(8) - » —— g)) : B’v,
—-— gz :: .C'w.

Posons enfin

(9) A’H=B’K=C'L=u
et "0118 aurons

1
—u = —— HJC,
€

,
1110) —v=——Ky, —

€
1

—-W:=—— ]JZ.
'1â’ '

Ces équations expriment, sous la forme la plus simple, les lois de
dépendance entre les efforts et les déplacements correspondants.

Pour qu’un déplacement et l’effort qu’il engendre tombent tous les
deux sur la mème droite, de manière à former un angle nul 011 égal
à 71, il faut et suffit que cette droite soit parallèle à 1111 des axes prin—
cipaux des coordonnées.

6. Divers modes (!eqmlzbre-— De51g11011s par 0 lapos1tiop 111itiale
de l’atome m.

_

J _

,
_

.

Si les trois paËamètrés H,‘ K,” L sôû‘t'p‘oâitfi‘; l’effort(zl, ”v”; w) en-
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gendré par un déplacement quelconque (ac, }, :)tenda rapprocher m
du point 0.11 y a donc équilibre stable. - 4

Si ces trois paramètres sont 11uls,11n deplacement q11elc6nque n ’en—-

gendre aucun effort appr<'ciable. L’equ1hbreest ind'jj‘è1ent
Si ces 11015 pa1amètres sont négatifs, l’eff6rta tdujonrs une tendance

à augmenter !’amplitude de l’écartement. Il y a équilibre instable.
Le point 0 se comporle, dans le premier cas, comme un foyer 11’at—

traction; dans le second cas, il est inactif; dans le dernier cas, il est
répulsif. ,

Dans le premier cas, l’atome m rappelle à notre esprit la molécule
d’un solide,— dans le second, celle d’un liquide; dans le troisième, celle
(l’un gaz. .

Si 1’un des trois paramètres était nul, les deux autres étant pocitjs,
ou meme si l’un de ces paramètres était posi£j, les deux autres étant
nuls, l’équilibre serait à la fois indzjjërent et stable. La solidité serait
incomplèle; l’atome m pourrait représenter la molécule d’un corps
pâteuæ.

Si l’un des paramètres était négatÿ‘, les deux autres étant nuls, 011

encore si l’un des paramètres était nul, les deux autres étant négatÿ‘s,
l’équilibre serait instable et indifférent. Il y aurait gazéité imparfaite;
l’atome m rappellerait à l’esprit la molécule d’une vapeur naissant
d’un liquide *

Les combinaisons suivantes:
deux paramètres positÿ‘s et 1311 négat'j,
un paramètre positif, 1111 nul et un négatÿ',
un paramètre positç'f et deux négatifr,

caractérisées-par la coexistence des,,signes +.-;et -— , donnent naissance
à un équilibre àla fois stable et…instable; l’atome m peut alors repré—
senter la molécule d’une vapeur émanant d’un solide.

7. Paramètres physiques. --—— Ainsi donc les valeurs des c6efficients
H, R, L servent à caractériser l’état physique de l’atome m; nous les
appellerons pour ce motifparamètres physiques.

Ces paramètres sont les valeurs particulières que prennent A, B, C
dans les équations (1), lorsqu’011 rapporte le système atomique aux

]9
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plans pr111cipaux_ des cooulonnees 1elat1fs au p01111 111.Al01‘s P Q,R
sont évidemment 1111ls. _

' '

_

*

En desgnant111113 X','Y, Z_ lès coordonnees 1111 11011110 rappo1téesà
ces plans et par (D le _p01ç1111'el relatif aupointm,, on a

 
-

' ‘d=q>

_5H: 2î1- -

.

»

. - __ dîcb_.
‘ :' Î

“'
‘ ‘

(")
. _.‘gK_=.gÿîè . _

rl“b
'

O‘ ___—" .“ L
__

1122

Nous voyons, 1131 ces fo1mules, queles pauÿnèlrcs p/g1iq1æs 1113

l’atome 111 dépè1‘1dent 11011-s€11lem€n1 des masses atomiques et de la_
nature des actions à (11511111æ, mais auSsi de_ la

configuratio11géon1é-111q11e du système. '
' " '

. .

'

.

Supposons que la figurese déformesuivant 111113 101 continue. quel—
conque, le point m étant maintenu dans sa posit1on primitive () par
11118 101ce auxiliai1e constamment égale et Cautmire à l’action lotale
en ce point. Les vale111s de H, K, L subiront elles-mèmes des venia-
tions continues;“ellespourront passer par zéro et- changer designes.
Il se produira dès lorS‘au'point m des changements d’état physique.

8. Constitution des corps. ——- Quel que 5011 l’état physique d’un
corps naturel, on admet aujourdhui que ce corps est composé de
molécules séparéesenhe elles par des 111le1vaHes i11fi11iment grands
relativement à 1e111ê. (limeñsio1'1s et agissan1 les

1111ès_ sur les au_tres_ en
fonction des distances

_

. . .

En report‘a111 par la pe11è_ée_la matière de chaq11€_ molurule sur. le
point mathé111ätique q11’e_llé ad111et pour cent_1e_de gravilé, (111 0111111…

1111 système atomique. .
—

.. __. _.

Cela posé, considérons (]àbord 1111Co_1ps_sohdeDansle sys1èn1e…

atomique correspondant les11015 parametres physzqzæs _sè1‘011tpo.nhj<
en chaque pomt Lequ1hb1eréalisé à

1111 1110_111€111 donnesous lac—
tion de forces eXtérieùres quelconques sera dbué11_ç_ .stabzüte-Les
positions correspondantes des atomes jouant alors le rôle des centres
attractifs, le corps pré_s_e_ntçr_gu11ç certaine résistance __aux déformationa ;
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Si une cause accidentelle Vient le cô111p1‘lin1e‘r (111 'le dilater, il conser-
vera comme une tendance à reprendre sa forme première.— De là les
phénomènes qui constituent l’êlasticùe' du solidè.

’

Dans un liquide parfait, les trois paramètres physiques se Mouve—
1'aient nuls en chaque point. Un tel corps n’existe pas dans la nature.
Mais on connaît des corps presque liquides. Les valeurs de H, K, L
sont alors très-faibles en chaque point. De là des équilibres presque
indifférents auxquels est due la viscosité du corps.

Les molécules d’un gaz ne sont jamais en repos; elles n’oscillent
jamais autour cle positions moyennes. Si l’on pouvait à 11111110me111

donné détruire leurs vitesses et appliquer à chacune d’elles une force
extérieure capable de la' mettre en équilibre, 011 n’obtiendrait ainsi_
qu’un équilibre instable. Dans le système atomique corñespondant, les
trois paramètres physiques seraient négatÿk 1311 chaque point. Au
1110i11dre trouble apporté par Ul]€ cause accidentelle, les positions
primitLves des atomes deviendraient comme des foyers répulsifs. La

force expansive du gaz aPparaîtmil aussitôt.

9. Phénomènes calorfiques. —— Considérons maintenant un corps,
tel que le plomb, solide& la lempératme ordinaire, et soumeltonsle
à laction d’ 11116 chaleur croissante Les paramèt1es physiques sont, 1111

début, positifs en chaque point. A mesu1e que le corps se dilate, ils
vont en décroissant, et la solidité diminue. Bientôt ces paramètres de—
viennent assezf31bles p0111"q11e 'le métal prenne un état quasi-liquide.
Dès qu’ un ce1lain nombre d’entre eux passent au négatif, des vapems
commencent à se dégagerl

Les changements d’état des co1ps sous l’action (111 calorique se
p1ésentent ainsi comme la conséquence di1eèté des déformations gra—

duelles 1111 ’ils subissent. Il 11 ’est donc pas nécessaire, confine on l’a
01111 some… pour expliquer ces phénomènes, d’attribuer une forme
compliquée, et par suite 1…ra1semblable, aux exp1essions analytiques
des actions à distance Notre explicatmn repose simplement sur les
lois inconteStables de la continuité sans 1ien conjeçtprersur la nature
des forces rholéC11laires

10. Mouvements infiriz‘tésimauæ. ’—-— Supposons qu’après avoir écarté
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le point m infiniment peude sa pos1t1on p1‘i1l1itiveO, 011 !’abandonne
à luimême en lu1 imprimantune Vitesse initiàl‘e quelconque, un
phénomène de 1hnuvement prendra 11àiSsanCe. Tant que le rayon vec—
teur 0111 restera infinitésimal çela.tivement aux distances atomiques,
les lois du mouvement seront exprimees par les équations d1fféren-
tielles …

.‘dï,t »“
1112
: —H‘X ’

([ 2_y ’
_

…dÎ ,

“J£; [JZ

Considérons la première en pàrticulîe1‘.
Si l’on 11 H > o, l’ihtégra1ion define '

(13) '
' ‘ ,usmtVH—1—JeostVH

p… et v désignant deux constantes arbitraires déte1minées par les con—
ditions initiales du mouvement. La projection du mobile sur [axe

’ ‘ ' ' I 2”des 96 execute alors une osmllat1on dont la per10de est ———_—_

Dans l’hypothèse H < 0, 011 a

(14) x=pe“f—+ve“‘\fi.
La projection du rayon vecteur Om sur l’axe des se finit par croître
sans limite assignable.

Si H est très-voisin de zéro, quel que soit son signe, en trouve sim-
plement

(15) — x=:…+v;
en sorte que le

111011vement projeté sur _laxe des ac est rectiligne et 11111-

forme ' '

La seconde et la trO_isièmeéquation du gr0uPe (12), iétant de même
forme que la première, don11entlieua des 111tegrat1om à11alogues.

Cela posé, occuponS-nous du mouvement effechf du 1hobile m.
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Si les trois paramèt1esphysiques sont positifs, le rayon vecteur Om
admet un maximum. Les équations finies analogues& (13) sappliquent
indéfiniment au phénomène. Dans le cas particulier où]on aurait

H=K%L
il y aurait oscillation sur une droite déterminée. Plus généralement la
trajectoire offre une infinité çle points de rebroussement; elle va et
vient dans divers sens en conservant une sorte d’affinité pour sa posi—
tion primitive.

.

Si le signe 11égahf affecte 1111 011 deux des paramètres 51 encore il les
affecte tous les trois, la trajectoire acquiert une branche infinie. Dans
le premier cas, cette branche s’enroule autour d’une droite; dans le
second cas, elle ondu\e de part et d’autre d’un. plan; en demier lieu,
elle est comparable à la branche infinie d’une parabole gauche. Les
équations différentielles (12) et, par suite, les équations finies cor-
respondantes ne peuvent alors embrasser qu’une partie du phéno-
mène réel. Dès que le rayon vecteur Om devient comparable aux
distances atomiques, des lois nouvelles interviennent pour régir la suite
du mouvement.

5 III. —— Les paramètres physiques.

SOMMAIRE : Mouvement rapporté à des axes quelconques. — Intégration. —— Equation
intégrante. —- Détermination des paramètres physiques. -— Formules. — Applica—
tion. —- Action pouvant donner lieu à des changements d’étatpl1ysique.

1. Mouvement rapporté à des axes quelconques. -—- Supposons
comme précédemment que tous les points d’un système atomique
quelconque soient maintenus fixes, à l’exclusion d’un seul d’entre eux,
17: par exemple, de masse g, que nous regarderom comme un mobile.
Appliquons à ce dernier une'force extérieure, égale et contraire à
l’action tôtale pa1* laquelle il serait Sollicité s’il occupait la position 0.
Donnons au mobile un déplacement infinitésimal, imprimons—lui une
viæsse-initiale et abandomîons-le enSuitè àflui-mêm1—1,

Prenant pour axesdés coordônrïées 1111 système’fèèt&ngulaifequel—



\—::…
JOURNAL DD MATHEMATIQUES

conque, désignm_15 pa_r ac, jf, 2 les coo1*données de l’écart au _temps t.
Le mouvement aùra poiiñequahons d1fferenhe]les

‘
'

,.
{ fid_zæ .

_

(:1't_2
A1‘ +_P7 + R 7

. d'2
' " “ ' '

“'!) _ d; : P:T+BJ + QZ:
d2z _" —— = : "+ (…z.

— :::… -_Rï+QJ
(Ces équations sédédùiséù't11ñhëdîàte1fiéùf_6]_11 grD11pe (16) de notre
premier paragraphe, (_î_tl y suppnmant lmdœe …,àfiq de simp_]i_fiar les
écritures. ) ‘

Les paramètres A, B, C, P, Q, B sont déterminés par la configura—
tion géométrique dn

syst<11ne d01111é,
dans l’hypothèse où m occupe

la position 0. : - :::» f - *— ' "

IIS 5’expriment au mayèn du potentiel <I>,=relaî1f—à cé point, par les
formules très-simples

_r12<DÏÏ

;
äA * “Tic“

d2‘q>‘
83 = f 256?

, d={b"8° = ‘" ::îl2)
'—P

__ (Nd)
g “"

dX_—_dY’
-d2(b

À.-—- ___,1-' ’3Q "“ 'deZ

dans lesquelles _X, Y, Zdésignent les coordonnées du point ().
P1r111050115—110115_d’ intégrer les équations (]|.)

2. 1ntégration-dæ ”équations dÿ‘jërentiellœsg —— A cet effet, nous
rappellerons d’abord quç,]’équatioq ,5_lifféren_t_iell_ç

—… :::-«::— :

'

(3) "
_ _ ÎlÎî =='_—_—__ss

'

…
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+53

admet pour 1ntegralegenerale11111; des. tro1s fonct1ons

/"‘\ .L.\ V __

!: sin t_\/Ë_ +___ /z_’cost \/Ë,

het“: + /z’e““/ÎS,_
“ °

711 +11",
"

f”'“\/‘\

Chin
VV

dans lesquelles la et k' sontHès cof1s‘tañteS‘îàrbÏtraires.011 doit choisir
la premiè1e de ces fonctions si & es_t p05111f

_l_a se_1_opde _si
3 est 11égat_if,

et la 11oisième si s est n11l.
Désignons cette intég1àlegénéràle par le sy1ñbolè

171 ..
==-- (": ’Ï’_')d

qui met en relief ses deux constantes arbitraires.
Cela posé, les équatians (z) seront vérifiées pm le système hui

‘_._._
- ._._" !

= (72, h'),
(8) ff==<k icf),

"
z ——__,(l l’),

pou1vu qu’on choisisse pom valeur de s une racine de l’équation du
troisième degré p'_

.

. A —— s * ' P R _'

(9) P
"

'B”—— s Q = o,
_ ‘ tR

_ Q (1___+ &!

et que, d’autre part, on assujettisse les…sigc constantes k, k', k, k', l, l’
à vérifier les deux systèmes d’équations linéaires

(A.;s)h+f1% + 111 ::o,
_.

(10) Pb i+(B'——S)k+ Ql “:_—_o,

Rfi + -* Qk: +.19—f—s)z=——

… …)h+ M“. + 110“ := c‘,-
(11)

?

Ph’ +(B—s)À"—1—_* Ql’
Rh' + Qk' + (C —— s)l’_

Tome XV (2° série). —-—— MA: 1870. _

* , - 20

.) go

ll _o
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qui déterminent quatre de ces constantes au moyen des deux autres.

Une seconde racine s. de la même équation (9) donnerait analo—
guement un nouveau système

Sœ
: (hi) hl1)1_

(l2)
(
Ï= (ki, ”t):
22 :: (l,, ll),

vérifiant les équations différentielles (l) et contenant deux constantes
arbitraires.

La troisième racine 32 de la même équation (9) donnerait enfin un
troisième groupe

I .1‘ :: (bg, Îz'2),

(r3‘) ’ J'
Z

(k2° Ala):

(ln, là);
H
H

contenant deux constantes arbitraires et formant une nouvelle solu—
tion particulière des équations (r).

Le groupe

a: = (h: Ill) + (”11'H1) + (523 #2)"
(14) Ï=(k: A'I)+(/‘nk'1)+“” 152)1

Z = (la li) ""' (ll) lti ) + ([‘3’ li! )’

contenant en dernière analyse six constantes arbitraires, résout le
problème de l’intégration générale deSéquations (1). On obtient ainsi
les équations finies du mouvement du point m; les six constantes
arbitraires se déterminent d’après les conditions initiales du mouve—
ment (déplacement et vitesse au temps zéro).

5. Equation intégrante. —— L‘équation (9), qui nous a servi à opérer
l’intégration, mérite une étude partiç1_1lière,_

_ _

(
_

Son premier membre, représenté par _ùñ __détermiùant' symétrique,
affecte une forme bien connue dans là théoflé deS déterminants. On
sait, d’après les travaux de Cauchy, Borehardtet Sylvester, que cette
équation admet trois racines réelles.
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Désignons par
'

A P B <

(15) '
* A-'_4— P B" Q_“(B Q (;

ce que devient le premie1 membre de l’équation (9) lorsqu’on y
fait 8_ 0.

Nous pourrons mettre cette équation sous la forme

(16) S'“ —— (A + B + C)s?—+ (132 + Q*'+ R-‘-’ — AB —_—BC -——CA)s … A = 0.

4. Détermination des.- pammètres physiques. —— Si l’on substituait
aux axes rectangulaires des coordonnées auxquels sont rapportées les
équations(14) (en supposant qu’on ait déterminé les dix—huit 0011—-

stantes /1, k, 1, etc.), un autrè système rectangulaire, les coordonnées
JC,)”, z s’exprimeraient par des fonctions linéaires des nouvelles coor-
données x', y’, z’. Opérant la substitution dans le groupe (14) et ré—

solvant ensuite par rapport __à
qc', )ç', zf, 0n},grgri_verait à: un groupe

d’équations de même forme.
Il résulte de cette observation que les t1‘ois racines de l’équation

intégrante (9) sont indépendantes des axes des coordonnées. On peut
donc, pour déterminer,ces racines; choisir indifféremment tel 011 tel
système d’axes. Or, si …l’bn—choisit en particulier celui des arcs prin—
cipaux relatifs au point 0, position pri1niti;ve-de_l’atome m1 011 a,
d’une part,

‘n‘-if.

(17) P= Q=—Ï—R =O Î

et, d‘autre part,

<A—H(13)
* B…K,

2_C-=L,ë

H K, L désignant les pafameùespi)szquesdém
L’équation (9) prendalors laforme [ress1mple' " ‘

(19) : Ë (s ___‘.—H-) (.s __ K)($ 3_;_ L):Ü,
" ' 20..
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et l’on voit ainsi que l’équatidn intégranteadmet pour1yzcines les trois
pammèt1es physiques.

Il suffit donc, pour calculer ces paramètres, de former l’équation (9)
pour des axes de coordonnées rectangulaires quelconques, et de la
1ésoudr€ par 13ppo1t à …1‘

Ces Mois paramètres sont toujours réels.
Les racines de l’équation intégrante étant; indépendantes (les axes

des coordonnées, il en est de même des coefficients. decelte ô(11,111ti011,

c’est—à—dire des trois fonctions

A+B+Q
p‘-*+ Q‘-”+ “11—21..— 1111 ';'BC'=A-‘ CA

et
111 p

111 1'= P B (_l
111 Q (:_!

formées au moyen des six dérivées secondes du polenliel (D.

Fonnulcs. —-— Nous avons donné, dans 1111l1‘13_p1fi€_111i01‘paragraphe,
les expressions générales des A, B, C, P, Q, R. Ces expressions 'se
simplifie… si, au lie11de prendre un point quelcohque pour origine
dos coordonnées, 011 place cette

origi11e
au point (_), position d’équi-

l1h1e de 111101110 171
'

Soit, dans cette h}|101l1059 g,, 111 masse 111111 aut1@ atome quel—
conque n, p 111 dislance On, @, (J’, 'y))les comdonñées du point 11, 91

g…gnjïp)

] 11111011 (11191011 5111 H par 111, lorsque ce dernier at0me est plan? en O.
011 a 111015

A = >lngn[agpj’(P) + (102 —- «’Î>flpfl —Ëv!)
1

(20) JB::Zna"U2Pj(*“(P751 U,ÇP)]È
(: : Z,1gn-[72PÏ'(P) + (102 —

f1"’ )/M -,':
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1"=='2…W’Wf11]——=
@—(…) QË%wMHfM%»«

6. Application. —— Pour 111116 l_lll€ apphcal10n im1nédiale de Ces
fo111111l€s, supposons quon ait - .

(22) f(1)=ipï
lexposzmt 11 1165131111… 1111e_q11antité 1éelle, de grandeu1 et de signe
quelconques.

Il vient aims _! -.

;» 11 !+ N‘aæwäwæ+œ»«m,
… ) 11 = i >:..g.. p“"‘*" [a'3‘-’+ (1*‘ -— fi°)L

‘ (: :=. :‘_r_:_ 21331! PaH3 [(Z'ÏË—l— _(!Û- ___“
72)]3

«p : :*: (a
——1Z,,g,,afip““î:

/-—\

{Q
422—— >

'

.

1Q=i<«>—11
…“va

R;i(a——1\…,b,gyao”3._
° Supposoi1s d’abo1‘d a > 0,86 ma'nièrequ€Faction soit propor—

tionnelle & une puissance quelconque de la distance.
Si_cette 11011011_eSt âîfiaôïfdè”(sîg11e*—1—"des f01‘11111l195), A, B, C sont

toujours posilifl, qil(ællë'(î‘fièëôi'f larcof11figurat’1011du système atomique,
quelles que soient aussi les masse,s‘ de ses points. I! 011 est de même
des paramètres physiques H, K, L 11111 sont des valeurs particulières
de A, B, C P111 conséqy1ent, il _y. & toujo1us equilibre stable.

81 laction est re'pulsive (signe —— des fo…1ules), les paramètres ph) -

siqu€s H K, L sont négatifs; il y 11 to11j01_1rs équilibre instable.
2° Supposons maintenant (1 > 0, dé 111.111iè1‘8 que l’actzon 5011 111-

1mrsementpropo1lwm:cllc a une puzssaz1œ quelconque de 111 chstmzœ
En aj01111111 1111111h10 11 111e111!11€ !es 11015 fort11u!es(23), 011 t1011ve

[

(25) \—1—B+C:H+K+l—L_'_--=__ (a+2)2,,g,,p“”.
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La somme (H + K + L) prendî'doùc'leSigne de l’expression

:: (a + 2).

Elle est nñgatwe, soit si làction est attractive (signe +) et inverse-
ment propozteonnelle & une puzssclnœ inférieure à 2 soit encore si
cette actzon est répulsive (signe —) et zrwersement proport£onnelle &

une puzssance supérieure à 2
Un au moins des trois paramètres physiques étant alors négatif]équilibre ne peut pas être stable.
3° Dans le cas particulier où a : ——- 2, la somme (H + K + L)

est identiquement nulle.
I’action atomique est alors une attraction ou une répulszon 1'—nver

çcment proportionnelle au carré de [a distance.
Les signes + et — apparaissent nécessahement tous les deux dans

le groupe des paramètres physiques. L’équilibre stable est encore im—

possible.

Âctz‘ozzs pouvant donner lieu à des changements d’état plg‘3ique.
— Du moment où une hypothèse faite sur l’action à distance exclut
la possibilité d’un équilibre stable ou celle d’un équilibre instable
dans 1111 système atomique (quelle que soit la figure géométrique de ce
système), on doit regarder cette hypothèse comme inadmissible dans
les recherches mathématiques sur la constitution des corps naturels,
lesquels peuvent passer de l'état solide à l’état gazeux.

Si donc on voulait essayer l’explication des phénomènes physiques
en admettant une action à distance comprise dans la forme généralei p“,

il faudrait, d’après les observations précédentes, rejeter toute hypo—
thèse non comprise dans celle d’une attraction inversement propor-
tionnelle & une puissancesupérieure à 2 011 dans celle d’une répulsion
inversement proportionnel!e & une puissance z‘1z‘ë'rieure & 2.

D’autres considérations_ analytiques que; nous n’entrevoyons pas
permettraient peut-être de restreindre" phi‘s èncOré le champ des hypo-
thèses.
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5 IV. —-—- Ejj‘brts engendrés par une dçÏbrmation infinite'simale.

Summmg: Rappel de fon;gnules. _——— Nouvelles notations. —— Système d’équations
linéaires. —— Propriétés du déterminant. ——-— Farine symétrique. — Équations diffé—
rentielles. —— Intégration générale. -—— Réalité des racî_nèS s.

'

1. Rappel de jôrmules. —— Reprenant les notations adeptées dans
notre premier paragraphe, nous pourrons représenter l’effort total en—

gendré au point m, pa_r_suite d’une déformation infinitésimale quel-
conque du système atomique, parles formules

|
um : En (sz,m Fm,n rm,» + Fm,n œn,m)a

(')
')

vm : En (Yn,m Fm,n rm,» + Fm,n )32,m)3
""“'m = En ( Zn,m Em,n ’m.n + Fm," Zn. m):

dans lesquelles

(2) ‘
-.

-

?

n,m'= Yn "" Ym7
»

" --Z'n,m : Zn -_ st
‘

Xzz,n_z : Xn “"'" Xma
|-<‘

xn,m…= {rn {““ xm: (”$)

?

_Ïn,m :— .Ï" _ .Ïm"
Zn, m : Zn ""'“ Zm »

X” ": Y" "! Z" …[ ,! = .'__.-.L_ _%P + __‘_ n + ___’fl z( |)
»

m,n
B…."

:un Rm’n)n,m R……
n,ma

» " :Ï,_ Î'\f
!.

,2 ,
2(5) R…,” : VX31,HI+ ïm,n + Lm,nfi

(()) Fm,n : 'È'““ gm 8njm.n(an,nm , \
»

m,»
. _

2. Nouvelles notations. —— Afin de simplifier les écritures qui vont
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SUIVF€, Î]OllS pOS€POÙS

/ an_n F! E‘ __ 0”nm: + M,): "'—' am am,", 
.”, m

YÏ2”fl ‘)
I __Fm,nÎ Pm,n _“ 8m bm,nan,”)

' :

2Zm,n «!
m 'n\ !.Ru, m

  + Fm," : 8172 cm,): ')
,—

/Xn,mYn./n
_! —— (l‘m,n ' bm “m,nv   mm

(8)
' ' Yn,mZn,ni

F: ‘__g_
{«» “’“ m m, 117Rn,m :,n g

Zn.ann,‘m
Fr

"
___—___ _— a l\

\ R m,n _' bm /m,n°
.

I) m

Les fonctions que nous avons désignées par les lettres A,… B…, C… et
P…, Q… R… auront pour valeurs

‘

Ain : 271 am, 7! ’

(9) .

Bm : Zn bmw"
Cln : 271 c’”, Il ’

‘
Pm : 2/2 ain, ll ’

(:O)
?an=

En pm,na

‘ Rm : Zn 7m,rr

Grâce à ces conventions, le'groupe des équatidns (1) pourra s’écrire

ll… ‘
.

‘
‘ " ‘

V; = '— Amxm+znam,ran— Pm)m+ Zitaln,n)’n"“‘Bm 2"m”+…“—‘n [m,nznv

”…(' ‘) ;: Î“Pm ;m + En am,æ;: “Î'BmtÏm+ Znbm,n}n""anzm+ 2‘r:firn,‘zez
fl

HJ!” * '
.

.“
' :.

'w

7
>

_ ‘
V

— \
_ ‘

_ ê“: '— Rmœm+znÏm,nxn” Qm.Ïm+zn@m,n_) n'“'Çm zm+zncm,nzn‘

5. S)stème d’equations. —— Des équationsanalogues existent pour
chaque point du système atomique. En les écrivant pour tous les
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points au nombre de N 011 for1i1e le système _de
3N équations

linéaires :

j —;— =—A1 +n ,.r.,.+ .+fl,,h..?:,,,_————P,yI +1,,y,+…':+a,N)N— R,zl+7.,gz—2+u-—+—“/,,,ZN

: : ”2,1‘r1 _ A2‘L‘2+' ‘ ‘+ÛQ,N‘rN+12JÏ1HP2Ï2+° ' "+ %2,NÏN+72,12‘1_B2Z2+' ‘ '+79,N7N3

 

 

(:
.

N , , . __ "
{-TN

___—(ÎN,,.Î,I + ”N,‘2'r2+' . °ËAN'PN+-ŒN,1Ï‘+ÂN,QJË+°. .— PNÏN —}— 7N,_1Z1 +‘yN,, 2, + . .. “N “N‘

(; *.

| ' "
b;-

:_P1‘r1+“1,1'272+"‘+“1,N'Ï’N—B1Ï1+bn.2Ïg—_ÎÎ'_"+b1,Nÿ'N“Q1z,+[fi,,z. , +"'+p1,N N,
[

(’., .},.ÿ=a,x—l,r,+ + a,NrN+b,,y, Bv.,+., +b…g,,+@,… Q,z,+ +p,,N
\

'
..

v,
—-—- _ ,- _.. __ » I __ " z_,.
gY—ŒN,1'T1+JN,2Æ2+H'PNxN,V+ÔN1}+Ô_N,)+… . BN)N—_l—pN,,z,+lflNflz,+…. (“. ,,

w
? "_—lel+ç/l,zææ+' ‘ '+ 'Ï1,&æN '— Q1Ïl +@1,2Ï2+° ' '+p;_NÏN_C151+'€1,232+' ' “+ ("

1

_ : f'lvlæ1—B9æ2+°' '+7ê,NJÏN+ p2,llyl … Q2Ï3+' ' '+ @2,NJFN+F2,1ZI_ C'JZ2—l‘_' ‘ ‘+CQ,NZN >

 g2

Cj—’N“"=7N,11æ+/N,æao-2+'°'_BNÏN+1N,1+pNo—Ï1- ““'“QNÏN+CN,1Zt+Ne z-.+ "CN %.
«°N

/

Les coefficients qui entrent dans“les seconds membres de ces équa-
tions son_t au nombre total de 9N';mais 011 n en compte que 6N“
distincts.

[! existe, entre ces GN2 coefficients, 6N relations analogues à celles
des groupes (9) et (10). ‘

D’autre part, on trouve par les formules (7) et (8), et en “vertu du
principe (]égalité entre laction et la réaction, pourdeux points quel—
conques m et 72, les relations symetriqpes

! — —-—— — .— . ....
(I3) gm am,n _ än an,mi gm'bm,n "— gn lin,m7 gm cm,” — g,; C,,}…,

' ,
.

,

._1
,.

. “. -_

,

.k._ _
1 . .

. , .
, ,0-'_,

_ \._ _l _ \ = 0— _ _
, “ _ _gil!“in,72:.g]: ail,;”1 ') b-7fl fil”, " b Il pit, ”? 3 g”? {fn,}; —— g” 7", "l'

Tome XV (2' série). -— MM 1870. 21
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Le nombre de ces relations,—10rs_q_u’on fait_,varier m et.n (indices iné—

gaux) en les prenant de toutes les manières…possibles dans la suite

I, Q, 33...) N,

s’élève au total de 3N(N —— l).
En résumé, il existe entre les 6N2 coefficients distincts des équa—

tions (:2) un système de 3N(N + [) équations, permettant de dé—
terminer 3N(N +1) de ces coefficients au moyen des 3N(N —— :)
autres.

4. Pr0priétés du de'tennùzaizt. 4— Si_ l’on _

regardait les premiers
membres des équations (1 2) comme des guàntités connues et les pro-
jections de tous les déplacements comme des inconnues, on aurait un
système de 3N équations du premier degré, dont nous désignerons le
déterminant par le symbole îûî.

Ce déterminant est représenté parletableau suivant, qui met en.
relief tous ses éléments : ' ' ’ *  

 

   
 

  

    

i—Al
a…, . . . a1‘N ""P1 56qu . . . Œ1‘N

“"' R; 7l,2 . . . 71,N

!

a2,| “”A? - ' —

' aä,N “2,1 ”"‘ Pa - - -' ‘

a2;N 72,1 _R2 - - — 7234
?o.—. .... --o «o.. .... .... 'o-7u o... 0-0. .o.'..

È

(23,1 “N.? . . . _AN OCN'1 VGCN’2‘ _ ._. . ', "7"PN 7N,1 ‘ .7.N,2 . . . -——'RN

"‘—"' PI 031.2 . . . Œ1’N
""‘ B| b|,2 . . . b'1‘N.‘ v——‘ Q| lp(,2 . . .

. @1’N

: dg}; "“Pg . - .. GC2‘N
b2,| ""‘" B2 . . . bg’N BL‘ ——

Q«z . . . 'BÊ,N

. -

GN,! “N,? ' . .' . "'—PN be,1 HbN,2‘ ‘
-' .*... "— BN - fiN,1 BN,2 . ... —-—QN

..... R. 47|,2 . . ' '/1,N —— QI fil,? . ..:. pl’N "" Cl C['2 . l - Cle
. ?),: _R2 .

, . 72,N .p2,1 —- Q‘)» '7‘ . .…. pz,N 62,1 —C2 . . . CQ,N

. 7… … … ——R. @… @… ——Q. c… … … ——c….

Les lignes à traits inter—vop1pwe-+que«—nous aVŒns;_figuPées divisent ce
tableau en neuf cases dans chacune,desquellëgse __trogvent les éléments
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d’ un détemzinant partielCès dernierssont aunombre de six dis-
tincts; on peut représenter chacun d’euX--par la lettre de r0nde cor-
respondant& celle qui entre dans les symboles de ses éléments prin-
cipaux. On a ainsi les signes

ca.), 115, @, @, Q, &, v

‘

_

f ,.

et le déter1ninaÿtä pèut s’éCrire symbôliqlùement‘   
 

JL, @ &

<14>
f !

f

ä= @@ @
"@@—' Q;@

    
Il est facile de Voir q-u‘e‘cedéterminant:est nul, ou, en d’autres

termes, que le système des équations (12) est indéterminà _
.

,

Supposons, en effet, que ces équations soient vérifiées par certaines
valeurs des .r,, x2,…—, xN_,-» des f,, ya,...—, yN .et des z,, z2.…, zN.
Elles le seront‘encore si l’on augmentetous les x d’une quantité arbi—
traire 71, tous lesy d’une autre quantité arbitraire k et tous les z d’une
autre quantité arbitraire l', car cela revient à imprimer à tout le sys-
tème atomique, après sa déformation, une simpletranslation (k, k, l),
qui ne peut évidemmentmodifier ni les intensités ni les directions des
efforts. ”

5. Fo1me symétrîque.-=—Considérons en particulier le déterminant
parhel

“"'A, a,,2 . ahN
'

(151
_

&: a27,' “A2 ' a‘“”“ l'

1 a… am =—— A…

Multiplith- lé«S‘ïëlé-ŒBÙÎS 'dè lia première ligne horizontale par -\/—g—, ,

ceuX deÎà d‘eu'xiètne‘päfVäî;îi;ytæxde l‘açNiè”œ‘ et‘dernière par \/gN.
, 21.
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Divisons ensuite les éléments de la première colonne verticale

par «a, ceux de la deuxième par \_/àr—2,. . ., ceux de la Nièm et dernière
par 3/gN.

Nous obtiendrons un nouveau déterminant

 

g.» . z‘î‘:»— ° _ —a -——— A . a(lb) @ __ g. …! 2
ÉÎN

2,\

. ........ 0 lllllll ]

—— ___—— !

} g Èr
'

| N V
{

_ aN'1 ”ï32 . o '— A‘gi £- !

Posons

(V7) I‘=g,g2….gy.

Par suite (les nmltiplications opérées sur ses lignes l.]01'izonlales le
déterminant __1.) se trouve évidemment multiplié par I‘. Par suite des
divisions opérées sur ses colonnes verticales, ce déterminant se trouve
divisé par F. En dernière analyse, ou n’a pas changé sa valeur; ou a
donc

(Ï8) “}? :: &…

Les tableaux (15) et (16) représentent deux manières équivalentes
d’écrire le même déterminant; il est à remarquerque dans ces deux
manières les éléments principaux restent les mêmes.

La forme “v est celle d’un déterminant syrneÏtfique. En effet, deux
——.—.—

éléments symétriquement placés étant, généralement,
\/—'—’—Î

«',… et
fin

\/% a…… \’égalité de ces éléments
b”"

—-— __- .

.’ /u 0’;,m / r,u ,

(19) \/g ”m,n "'“ V & 'a’n,‘m -.‘
D" 3701
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équivaut à

(20) 4

,

'

8:71 am," :.gn an,mi
.

relation vraie d’après les formules (13).
Les autres déterminants partiels

…’7 3? Œa %:

peuvent être transformés de la même manièrç e_n déterminants symé—
lriq1ms

{m‘a 31 (Ï71 %? wa

sans qu’il y ait altération des éléments principaux.
Formant avec les déterminants partiels ainsi transformés un assem-

blage analogue à celui qu’indique la formule (14), nous aurons 
1%.) @

  w

%

!

(…) . 11Œ_= !Î‘UL 
1F

 

!

”è!@   ! 
Le déterminant & ainsi défini est évidemment symétrique. Il a les

mêmes élémentsprincipaux que le déterminant ill. Nous allons prouver
en outre que

En effet, pom obtenir &, il est nécessaire et suffisànt d’opérer 5111 33
les opérations suivantes:

1° Multiplier par vg, les éléments de 3211”, dela (N + 1)“°'”°’ et de
a (2N + 1)fème ligne horizontale; par \f;g_2 les éléments de la 2°, de

la (N + 2)“""" et de la (2N + 2)“’"“ lig11é,…; par «ë; les éléments de
la Nièm", de la 2Nième et de la 3Nièmc ligne;

2° Diviser par \/ëÎ les éléments de la 1“, de la (N + 1)“"”°‘ el de la
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(2N + 1)"””" colonne v‘ertidale; par \/êÇ les èlémènls de la ze, de la
(N + 2)‘ème et de la (2N + 2)ième colonne,... ;par va les éléments de
la Nièm", de la 2N‘èm et de la 3Nfème colonne.

Les multiplications par lignes horizontales ont pour résultat de mul—
tiplier E‘ par le facteur I‘3 ; les divisions par colonnes verticales divisent
ce déterminant par le même facteur. De cette compensation résulte
l’égalité (22)q11’il fallait démontrer.

6. Equationsdÿ‘jërentielle&—— Imaginons qu’on applique à l’atome m
une force capable d’équilibrer l’action totale par laquelle il se trouve
sollicité lorsqu’il occupe sa position primitive. Déplaçons cet atome
infiniment peu, imprimons-lni une vitesse initiale quelconque, et aban-
donnons-le à lui—même.

'

Supposons qu'on en fasse autant pour 10115 les autres atomes à 1111

même instant que nous prendrons pour origine du temps t.
Un phénomène de mouvement prendra naissance._Tant que les

écarts atomiques resteront infinitésimaux relativement aux distances
séparatives, le mouvement sera régi parles équations difiërentielles
linéaires simultanées qu on obtient, en 1emplaçant dans les équa—
tions (12) les premiers membœs, -

N, [!= N
___—’ ———’OUI7 —-———sa .bi gl g;\‘

.. !
VJ ": ‘\_? -——’UO" —-—-—7
«: cr, aO' 851 DN

. H’H, W,
1\‘"‘7 —7' ‘ ”_“?

cr , 0w & by

par les dérivées secondes correspondantes :    d2.7Ï| d2.z‘g (l‘xN
——-…—

7 .a ' ° ° 9 .
_dt” dz? ar

de)’1 d2)’2 (]--}‘N
, 7 ———-—a ' ' — : "* °

dc— ak2 dt“
. .  _.

.

2--'(1,221 dZZQ
»

d
kN ——-——.—- ——-——_u-o,

_dt” dt?” ‘ a':2
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Nous écrirons ces équations symboliquement sous la forme

[ 13 |
d2)‘. ,

_ d2Z.% = (39, J": Z)::
d£2
: ((Œ‘,_) & Z))” Î[[z”

: (((x’Ï’ z))), ’

. d? » d’z: (.T,j‘, Z)23 (;; ‘=:((JC,]‘, Z))2a
7523

= (((.x, .Ï? Z)Ï)27

  
......... co..., outlooocnn0.n00n, oo|ooa.uoooulooq,

d?_ {12 d2TN =(.1‘, Ï> 3)N »

yN =((£æ]ï z))Na zN =(((x’Ïa Z)))N   
\_

tl!” (là” de?

Il s’agit de les intégrer.

7. Intégration particulière. —-— A cet effet, nous désignerons par le
symbole

!v, "«

l‘intégrale générale de l’équation

d’s(24)
_ 71}?

= — ss,

v et v' étant les deux constantes arbitraires de cette intégrale, qui peut
prendre, comme on sait, trois formes analytiques différentes, suivant
que s est positif, nul ou négatif.

Le système (23) admettra l’intégration particulière
: _ r __ :xl=blal"11 )i=klakn Zi—Inl1a

'
. x2=h29 hpa, .Ï2=/Ÿ2a #2» 22:12» rg»(25)

l' l' !

pourvu que, d’une part, du prenne pour valeur de 5 une racine de
l’équation

(26) . fl|s= 0)

(fil,. désignant ce que devient le déterminant iD lorsqu'on ajoute s

à chacun de ses éléments principaux), et que, d’autre part, on assu-
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jeltisse les constantes 71, k', [, _h, /ç_’, l’a_avé1ifier l_es deux systèmes
d’équations linéaires:

=\

.

" *… .çh, ='— 171, 1,1)… -…‘11—,‘—…v—: ((1,1,1),… … sl, :: ((('1, 1, 1,)),,

s
--- 8,12 =(]Z, _Ê, Z)),

"_
'——- sl.,,'=(( ll, /f, l))2, ——'-

.S'12' :: (((/1, [f, l)));,,(27) ......... . . ............
(…_slz,_(izk13_,, 431,1“:((/1'1'1),,, '41,é<_((1,1,1))…

—-—S‘h',=(h',k',l'),, ' -*S/(',Œ( ll,l')), “51',:(((h'1'/‘"11')))11
—-Sh'2 =(]l'3/Î"a l')2? …Sk'2 ::

((ÏZ"IÎ"'
ll)?2s —-Sl;-('(hI’ "" Z')")2 "(28) ................ , . ,.. ,...,

' ———-sizè=(iz’,k‘,l'),,
——'sl1,

=((71', k',l ’,)), -—sl,', =((!1’, l.“, l’)))
respectivement déduits du systè111e (23), en 1‘13111pl&ç3111,dune part,
les lettres .r, ]”, z d’abord par. 72, k, !, puis par Îz’,_ k’, l’; et, (l’ 1111t1e

(Z,, %{> %d'e1bord par —— sh, —— sk, —— si, puis

pa1 ———s/z’, ——1k',——- sl’.
_ _

Les 3N équations 1111611119S dont s_e compose le système (27) sont
homogènes; [équation (26) exprime que leur déterminant est 1111]

Ces équations déterminent donc (3N — 1) constantes au moyen de
la Nz‘ème.

line observation analogue s'applique au système (28).
Par conséquent le système (25), intégration particulière du sys—

11'»111€ (23), contient, en dernière analyse, deux constantes arbitraires.

|)111tles symboles—

8. Integration générale. ——- L’équation (26) étant d11deg1‘é 3N,
admet pour racines 3N valeurs de l’inconnue &.

' '
'

Chacune de ces valeurs f011_111it 11118 intégrat10n |)æ11‘1lic11liere ana—
loguea (25), et deux g__rç)1_1pes conditionnelS1111alog1165

e___1
(27) et (28)

1111119. les 001151311185 qui se trouvent réduites à deux arb1trai1e:a.
l.:1 sommation des intégràlèsparticulières donne le syâtèmè

(.1‘,=î/I,,ÎÏ,,

)’,=S/î,,/Ç,, Z,=Sl,,l,g,
fl" :: Siz,., ii,, )‘.,::: 811… k'_,, z,== SI,, l', .(ru))

‘)

-
“
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contenu… en dernière analyse GN constantes arbitraires et représen-
tant l’inlégration générale du système (23).

(les 6N constantes arbitraires pourraient se déterminer d’après les
conditions initiales du, mouvement, lesquelles sont également au
nombre de GN (savoir; les projections des déplacements et des vi-
tesses au temps zéro pour tous les points du système atomique).

9. Réalitédes racines &. —- L’identité (22) entraîne évidemment la
suivante :

(ao) as:— 33

lEs désignant ce que devient @ quant on ajoute s à chacun de ses

éléments principaux.
Il en résulte que l’équation (26)-peut s’écrire

(31}5
.

Ê3=0.
Le premier membre étant alors un déterminant symétrique, il s'en-

suit que toutes les racines de l’équation sont réelles.
Nous donnerons à ces racines le hom de paramètres (!)—fnmniqucs du

système matériel.
'

5 V. —— Les paramètres dynamiques.

Summum : Nullité de trois racines s. —— Intégration corre5pondante. —-—- Inlerpréta-
tion cinématique. —— Équation simplifiée. —— Cas particulier. —— Formule d'analyse.
——— Considérations générales. —— Vibrations calorifiques.

!. Nullz‘te' de trois racines &. — Oufeconnaîtaisément que le dé-
terminant fl's (obtenu en ajoutant 5 à _chaCun des éléments princi-
paux du déterminantil!) est divisible par 53.

Ajoutons à la première colonne Verticale les (N — 1) colonnes sui-
vanîes‘ en tenantcompte des formules '

Am ': Zn am,)”
"

Pm : z:z “mms

Bm: Zn 7m,uË

Tome XV (22 série). —— MAI 1870. 22
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la nouvelle .colOnne ainsi obtenue 'sera composée de termes tous
égaux à s. '

-

Ajoutons de même à la (N + l)‘ème colonne verticale les (N — :) co-
lonnes suivantes, en tenant compte des formules

Pm: 2:: am,…

Bm = En b…, ,,,

Qm: Zn flm, :: 9

tous les termes de cette colonne deviendront égaux à &.

Ajoutons enfin à la (2N + !)”’"" colonne verlicale les (N -——— 1) der-
nières colonnes, en tenant compte des formules

Bm = En 7m,nï

Qm: Zn fim,rn

Cm : 211 cm,";

nous rendrons encore tous les termes égaux à s.
135 est donc divisible par 53, et par conséquent l’équation

‘ _

as“*—_': 03

du degré 3N, a nécessairement trois racines nulles.

2. Intégration correwondante. —— Lorsque s :: o, l’équation diffé—
rentielle

(Pr: __Îfi _. -—- se

se réduit à
(125

Îjp : 09

et admet pour intégrale
& : vt + v’,

v et v’ étant d'eux constantes arbitraires.
Par conséquent, les trois racines nulles de l’équation

(') äs:0
ont pour effet d’introduire dans le second membre de chacunedes
équations intégrales (29) du paragraphe précédent un binôme linéaire
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en t et de réduire à__ 3 (N — 1) le_ nombre des autres termes binômes
(exponentiels 011 trigonomét1iques) résultant des mûres racines de
Iéquahon(11ÿ

A cette triple racine nulle correspond l’intégration partic1flière

x,=h,t+h… )”,‘zk-t—r—k'l, z,=lt+ […
æ2=h2t+lz2, j2=k2_{+

l_‘c__,
z-2= lgz+l.2,

{X?N=hNt—l—Ï1N, ___)‘N= /th+ li…, ZN=/Nl +]…
du système différentiel (23), @ IV.

Les constantes 71, k, l, au nombre de 3N, doivent vérifier les équa-
tions linéaires homogènes.

_A1/’1+”1,zha+-H _NN/z ——PlA1,+ï12/'2+‘- .+al_N/1N —Rill+7i_Nlu+...—+‘,‘1_NlN:o,
; "31 /l1— Anhz+" ‘+ÜQ,N hN+Œ'J,IÀ'| “IMP': A1 ‘*”’ ‘ '+19NÂN+7211[1_R7[3+‘» - '+'72_N IN : 0)

flN_1/zl+ ({N2/22+ . . .—-'—-ÀN/!N+ aNNÀ‘l +aN_QÀ‘N—i—. . .— PNA.N+7N,1 [1 +7N_Qla+. . .—— RNlN :.— o;

1 3—— Pl/zl—+al_2/zg+.…+ xl_N/z.—— B A' + l)t_2£'2+.. .+l)NA°N—Q1[1+Ëu,a[z+-H+L’_ -

 ”:,1/l1—'P2h2+"'+QN]'N+{)11A—BA+H'+bQMN+pïlll—QQIZ+H "@
_:o '/ /\ 'i ‘3

a.NN
I:, + “11,1”1 +. ...—- Pth+bN,1À'1+ !;N_QA-___+.. .— BN A-N+çNN/l+ {5N_2/2+_ _

,_
Qx /N = …

——Rl/Il—+-'/l_îhî+….+ 71_:N/N —0 A+(5,J+...+p1_NÀ-N—Clll+cl_2/N+...+ “1,le=01

71.1 Ill _— R'.-/[: +“ ‘ '+79N}'N+pl,l£-l _ Q°1A"z +' ‘ °+@27NAN+('2_111…Cnlz+' ' '+ (loï/l\‘ :“. 0)

 
_.)N_1hl+7N_gh.__+.…—BN !:N+@N1Al+pN,__21<-_,_,—+._..——QN»<N+chll—1— r_NQJÏ+1.;—C [_,:o.

Les constantes h’, k’, l', égalementau nombre de SN, doivent véri—
fier 1111 système d’équations tout à fait semblable qu’on déduiraitdu
précédent, en ajoutant simplement un accent à chacune des lettres il,
k, [, et que nous désignons par (4):

Les systèmes (3)
et_ (4) admettent le même résultant, identique avec

le déte1minant que 110115 avohsdésignépar 35
1

22...
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33 est égalaceq11ede1üœnüä;pçfifi s...-— o. 0r-‘fl; estd1Wsible par s

donc 311 est nul a1‘æ tmisièmem‘drèn I—iæ‘eñ réduitë que IŒ-éqhàt1ons (3)s:e
réduisent à 3 (N —-1:) tä51i11ète5=,@'ëtù‘q11…‘ilven“::eSt'defn1'êmë' (les 'éq'11aL

tions (!‘) < .f.etsfi:—' w:=‘.'-ï1s=r1 ;:1:-w-jf-fiw.sï îâ- "£a— .. = -
‘

En tenant compteî *deséquätæ‘ons :_… ‘ :

î'— ‘iF"“ —.‘)1—i"‘

" Î‘ ;“?‘-Ï‘r ‘-'=‘_ ‘li'Amî—îËaamn‘, . . _.

?B…,x:'E‘5l)æ-)g…a. .:. .
- , :; : .?.::

’

""-C;;.'ä'z,zc;—;*a.'ï;
' ' '

d "
P……2,;’am,,na_  

:
 .QI_ff”“ 2nfm,nv[.i __ ….-)

VR”;—_—_Z!Ï_Ïî”’"’ \
'

.——.-Qî':
'

on voit que__ le système (3) est s__at_isfajt_èn Rosa… _

$

h,'='Ÿiz‘2 £.“i”.=£’h@
‘

16) À1:k2=jî=km
'.], : l2'——-—‘11‘.7..= 1\

É

(')1‘ ce nouveau système se réduit a11s$ià ?Ï(N ;—-— 1) équations dislincleg;
il est donc équivalenta (3) rr, ?.

De même, le système (4) est satisfait en posant

h,1=T hIQ=..;—'_Æ, }I;q,r7f
: : _ v.;(7) k1=k2:°“““stll' ! l’

!1 [2 == . = !N

(_Ie nouveau système, se réduisant à 3_(N —— 1) équations distinctes, est
équivalenta (4).

Daprès cela, ! intégration part1u1here(z ) fse réduit à la forme très—

s1mpl€ . _

,x,= &re—:...: :rN=: ht + 71”,

g.. : z2-:1.:3:3123. ÊÈEŒ)L£tÏ-+Ïi ,'=î£ E:“;

qui met en évidence les _-six constantes_av1ïfiitail‘es- lc,‘…æ{1—,. [,./f., [53.11
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Interprétation cinématique. -— Les»parâù1ètres-nb-lc, ZLSODt' évidem‘ï

ment les trois projections de la vite55è d’1i11 mouVeinent11Bct1l1gne et
uniforme qui vient a11i111er-10us365;:ato-mes d11syfltème -'

_

Les vitesses initiales simultanément imprimées par hypothèsea ces
dive1s atomes peuvent être rega1dèes commerésnltwfld-im11u1510115
égales en durée, mais différentes en grandeur et 911 direction. Trans—
portons par la pensée toutes ces =-i111p111510115 au centre de gravité du
système atomiqueet composons——lesafind’obteç1irleurrésulta11te. Si l’ 011

regardait ce ce1111e de g1avité comme un_ppinfimatériel libre 51111 lequel
serait condensée la masse totale du système (ou, en d’autres termes, la
somme des masses atomiques), l’impulsio11rgsultante dont nous pa1-
lons 1111 connuuniquerait une vi1eSsé dé1e1m'inée en g11111de111 et en
direction. Cette vitesse doit évidemmèntëtrè identique avec celles que
1ep1ésentent les trois p10jec_l_îçqs Îz, k, _1

Daprès cela, soientw;…, x,,,, 71,,, les 11015 propol1ons de la vitesse 1111-

tiale de !’atome 111 dont la masse est g…;.nous aurons

Smng’73111

» Smgm

Snlgmxm
1.1)

_
_ __ 5.,g,, .

1 : Ë_Ë_’fi.
.  SHl'lgm'1-‘f: ; -_'\ .

__.‘.._...

 ___— ——1-- ..

Analoguemenl, en désignanä- par 17',,‘;', 11Ï.«,,,“*7.Ç,,Ïslçs trois projections du
déplacement initial de l’alome‘=m—, 011 -aufiai£:

“:
_

'. ’.
.

\
S

, "
‘

h; __ …£ïnm,£’
___f,

_
_Sm g111?__,\_

. 1”_i_'f 1‘ 1 ‘
. l'

1 /,«f __ Ëffifiïï
1

| 0) -—
S__

,
111_gm

.
, '

. ? -‘ ‘- ;:
___,-

_Î

{, __ Sm gm}… ,
'1._

'

8… g...

011 501113 que /1 , l.. , [' 50111 lesprojectionsdudeplacmnent i111tial subi
par le cenlre de g1avilè du sy91è1ne ato111iqne

4. Équat1'au .1i111plfiæë: Â-—‘1—"Ël-1"d'êp’0‘1‘1mîälït Béquäli'o11ï(i)dæ sesl‘trois



174 JOURNAL DE __MA'rHEMAÇHQUES
racines nulles, on a

(I 1)
5—3

fis : 01

équation (lu degré 3 (N —— !) qui détermine ?) ( N —- !) paramètres d)"—

namiques, positifs ou négatifs. .-
_ _ —

. .

,

—

Développée suivant les puissancescrmssantœdes cétte équation
peut sécrire

(12) sEô‘m…g+sîzôm;b+…+s“‘“"28,+ s”"' =: o,

le symbole â‘p désignant un_—dé.t€rminant ;.pàrliel— du degré p, formé
:… moyen de il], de façon que sa diagonale soit composée d’éléments
appartenant à la diagonale de fil, et ES,, désignant la somme de tous
les éléments partiels de ce genre,) au nombre de

îNL—îN ”.‘Ë:;ËËÏÏË.ÎË1.2.../)

qui peuvent se déduire de HD.
»

Si l’on changeait d’une manière quelconque les axes rectangulaires
auxquels se rapportent les coordônnées atomiques, les équations inté—
grales du mouvement, représentées symboliquement par le groupe (29)
ring [V, conserveraient leur forme analytique; les paramètres expo—
nentiels ou trigonomélriques qui figurent dans ces équations reste—
raient les mêmes. Par conséquent? les paramètres dynamiques sont
indépendantsdes axes des coordonnées.

Il en résulte que les coefficients des diverses puissances de_ s dans
l‘équation (! z)sont aussi indépendantsdesaxes. Il _en est de mètnedes
trois expressions identiquement nulles

«
‘

«fil: 26‘3N—1 et Z°aN—:a

qui représenteraient, dans l’èquafi—on non simplifiée

33;— =5 0,

le terme constant, le coefficient de 5 et celui de 5°.
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5. Cas particulier. —— Parmi toutes les hypothèseäqn’il est pos-

sible cle faire au sujet des fonctions

jm,n(Rm,)n

qui représentent les actions à distance, il en est une qui conduit à des
calculs remarquablement simples, et c’est à ce titre que nous allons
l’examiner. Posons

(13) j1n,rz(Rm,n) : KBm,m

ce ‘]… revient à
supposen—

[action atomique p:o,thæonnelle & la simple
distance. . . _

Nous aurons—

Fm, ".”—:Lingmg‘m
F, n; 01([[|) "l,?!

am,n: bm,n: cm,”: Kg”)
“m,n : fim,n: Ïm,n: 0‘

Posant
'

G : Sm €…

de façon que G désigne la somme des masses atomiques, nous pourrons
écrire -. .

‘

Am-î—

“"' Bin : ‘m

P”! _“‘;—QUI—""'— R!!!

Désign‘onS enfin par (01, fi“,“y ‘)les trois projections du déplacement
infinitésimal subi au temps t par le centre de gravité du système ato—

mique, nous aurons

K (G "‘
gm),

_o.
(15) H

O! : $ï%fila
Snlgmym(16) p = T’

7 _ Smgfi:, Zm

.,

_
G

Au moyen de ces notations, les équations différentielles du 111011ve—
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ment revêtiront la forme très-simple

(l'æ. d2.ÏL‘N  
   

d’x,’ ‘ ‘
dt’ =KG(ŒfŒ,), —({Î=K(;(U.——Œ2),nu d£2 =KÜ(Q—-.Tfi),

da)“
——KG ‘l—-—2f“ ——KG “””“ ——KG ;—(‘7) 7,7r— *(fl—y4), dt: —- (fi—J’2),…, “g,? -— (p_-_)N),

(”Z, d’z2 dazl ‘=KG…_z,), =KG(v—z»… =KG(7—ZNL

Soienta…, b…, c… les trois projections de la vitessein‘itialede l’atomem,
a:”, b'…., cÇ,,, celles du déplacement initial de ce même point matériel, et
supposonsqu’on ait

(18) Singrnam: Sm gmbm: an8…cm = 03
r l ! f_…9) Sing”: (tm : Sman bm : S:ngm cm: 0°

Le centre de gravité du systeme atomique n’éprouvera aucun déran-
gement initial et ne sera sollicité par aucune impulsion primitive. On
aura donc constamment
(20) a=13=7=09
en sorte que les équations (17) deviendront séparément intégrables.

Si K est positif, on trouve pour l’atome m les équations finies
.

a . ["—__— ! _— .

g: = --——”1— smt KG + a,,cost KG’”
\/1çc

V ‘ \/ ’
'l
 
bm . “"‘“— , "‘"—

2| j‘m : —.—_— sm thG -+— b…cost «KG,( )
\/KG

C
2… = [i… sint\æ'ÎÎ(_} + cÇ,,cost \/KG .

G
 

Si K est négatif, on trouve pour équations finies du mouvement de
ce même atome :

\am : am !tr‘—_ _ ,

fæm=/ --+—a,,,)
‘ KG” ___—_“ “““—am et m?)

W— KG V—KG!
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\Les autres points donnent lieu & degéqualim1sflnalogues.

La forme (21), qui correspor_1d _à
K > o, figure un

éta_t vibratoire de

période——-
\/__

Il y a pour ainsi dire solidité en chaque p01,à1t du

Système. : _- & î“- ‘ ——_— '- — --

La forme (22), qui coriespond à K< o, figure un état de 1ùouve=
ment dontla vitesse croît indéfiniment.Les atomes fuient leurs posi-
tions prin_1itives. Il y a

p011r_ai11_sinire
gazette en _chaq11e peint.

Si
l’_o1‘1_aî*'ait

geueñalement =-
\)_ "1.“_‘.‘ : “' .‘:'i“s “ ".--‘\ÏÏ-. '

l ' ,
I a b c

a,,,_ b'!‘ "_m

c’està-dire si les impulsions initiales loräbaie1fl sur ' les mêmes droites
que les deplacements,le__straJecto1ressegaient1jectilignes.

Exammom mamtenant le cas leplus géneralQù_ les deplacemenæ

tionnelle.
Nous pourrons représenter les t1‘01S projections de la vitesse initiale

au point; un par, (_i—…+ h, b… +1:À,fi- c,,,-+ !, h, I.,-1: etant. trois quantités
arbitraires (Jes.mê—mespour_tm1s«leswatomes )‘=,"et les fan,, b…, 0… étant
supposés satisfaire aux équations (18). Représentonsde même les trois
projections du déplacement iniîia’î en ‘m par_a',,, +‘*lz’, b'… + A‘, c'… + I’,
k’, k’, [’ étant trois paramètres quelconques (les mêmes pour tous
les atomes), et=lÿes-aÇ,ï_,_z.vbä,, -c',,,=,-étant511pposés'satisfaire aux équa-

_

tions (19).
Il est clair qu_'e”le_,111Q.11veme11pfçlucentvede gravité du svstème ato—

mique sera représenté par les formules
—

\!3',

 
a'èllzt—l—‘Îe',

@@ , .@*“+”v

d’où l’on déduit _ __ )

_ d?a
'

__:c…l2fä_d27
"= Îät“ dt2 d,.—

'
‘

_

Tome XV(1“- série)»— Ju… 1870 23

». ____—_—-—.———-…—-—.—
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Les équations (17) pourront alors s’écrire    {_dz(Ï‘— °°) dz( .— dl {_
dt2

— : *KG(œi “007 ————‘-”2—@—)
:: —— KG(f, —-fl)’ (Zdt2

_ÏÏ).
___—__ __ KG(Z, _7),

d2(1‘2'— «‘ __ (lî(y2_p) . {12 Z2-—— )

(26) Æ__) ““ “KG(ææ *“ 0°)» “77“ = — KG(J =».
—— fi)» (dpi : -— KG(Z2 —-7L

dz(“'* _“) d (y ) d 1— —KG<æ.—- «>
@ K.G(,……@, (32

w __= __ ……
Elles peuvent encore s’intégrer séparément au moyen d’un simple

changement de variables. On trouve ainsi, en tenant compte des équa-
tions (24), pour le mouvement au point m :

1°$K>o,
"

x…= Îzt + h' + —_a'L— sint\/ËÜ + aÇ,,cosM/KG,
_ \/KG

bm - ___—{ ! _—
(27) _7m :… kt + If’ + Ê SlÛt\/K(x + b…cosi JËG ,

Cm
z… : lt + [I +

\/Ï{ë
sintVKG + c'…cosl \/KG;         

2° Si K < 0,

{(m ' [::—f: am \ __ -: ,

x…: ht + b, + _;— am eiV
h(’ __ ___—_… __

al…)
(3 l\/ …,

,

————b"‘ ’ ? b… , _ î“*“,
(28) ‘ fin: 155 + k’ —+- —{- bm\ @”/ M’_,__ '“°:‘:.':T“T‘ __ bm 6 r\/ l\(‘

,
V“KG ) \/-— KG

Z = Ît + l’ + c'” + c' e"Fîë ——

,
""' _— c' )e*rw_îëaIn "1

‘/—_ KG 1271\,/1— KG

et de même pour les autres atomes.
Nous rencontrons ici les“binômes algébriques et linéaires dont la

présence est due aux trois racines nulles de l’équation en s. Les hi-
nômes trigonométriquesou exponentiels sont dus aux autres racines
de cette équation; or ces binômes ne contiennent, comme base trans-
cendante, que la seule expression KG; les racines dont il s’agit sont
donc toutes égales entreelleset admettentKG pour valeur commune.
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Ces observations montrent que ’équation générale

fl; = 0

se réduirait, dans le cas actuel, à la forme trës-simple

(29) ' S‘°’(S *" KG)…“ = 0-

6. Formule d’anaêyse. —— De ce résultat découle une formule
d’analyse que nous croyons nouvelle, et qui pourrait trouver quelques
applications dans la lhéorie des nombres. Représentons par

8’n g23'”! gm1'”7 8‘N

des quantités quelconques. Désignons leur somme par G, et pomns
pour toute valeur de l’indice m

(30) G —— g…: G….

Formons le déterminant d’ordre N :

  

-———G,+e g2 {… .. gN

gl …G2+E ° gm ‘ bb

(3!) A: . ..... . ........ . . . .
’

81 572 Gm+5 &
gî g2 gm —GN+e

dans lequel & désigne un paramètre arbitraire. Nous aurdns

(32) A==e(s —— G)““‘.

7. Considérationsgénérales. — Revenons maintenant à notre théorie
générale, et abandonnons toute hypothèse sur la nature des actions à
distance.

En séparantdans l‘intégration générale représentée par le groupe (29)
du 5 IV les binômes algébriques (correspondantaux trOis racinesnulles

23…
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de l’équation en s), des binômes transcendants qui correspondent aux
autres racines, on obtient le groupe symbolique

x|=ht+IZ/+Shn”n ]‘,=k(—l—Æ+SÎC…ÆH Zu=lt”l"l,+Slvl'n
(33) æ2=/zt+h'+Slzg,h'2, y2=kt+k'+Sls2,k'2, z2=lt-+-I’+-Slg,l'g,

ooo.o.-cooo ...... . ...... ..... ot, """" ' ° ,

axtrN=lzt+/z'+Sh…îzg, jN:k + c’+Sk…/c5… zN=lt—l-—l'+ Sl…l&.

Le signe S indique la sommation de 3(N -— 1) binômes, trigonomé—
triques ou exponentiels; correspondant aux diverses valeurs positives
et négatives de s.

»

Les binômes algébriques définissent un mouvement rectiligne et
uniforme commun à tous les atomes, en sorte qu’il y a translation
générale du système. Ce mouvement d’ensemble se compose 'pour
chaque mobile avec le mouvement Spécial qui résulte de la somme
des autres binômes. C’est seulement ce dernier qu’il est intéressant de
mettre à l’étude. —

Si tous les paramètresdynamiques sont positifs, le mouvement spé—

cial de chaque atome résulte évidemment de la composition d’autant
de mouvements élémentairespériodiques qu’il y a de paramètres dis-
tincts. La trajectoire reste infinitésimale; son rayon vecteur ne dé—

passe jamais un maximum assignable. Le mobile circule dans tous les
sens autour de _sa position primitive qui semble le solliciter comme un
foyer d’attraction. On peut dire qu’il y a solidité en chaque point du
système.

'

Sî tous les paramètres dynamiques sont négatifs, le mouvement
spécial de ch’aque atome résulte de la composition d’autant de mouve-
ments élémentaires non périodiques qu’il y a de paramètres distincts.
La trajectoire acquiert une branche infinie ; son rayon vecteur croît
sans limite. Dès que ce rayon devient comparable aux distances ato-
miques, des lois nouvelles interviennent pour régir la suite du mouve-
ment. Le mobile fuit sa position primitive, qui semble le repousser. Il
y a gazéz‘te'en chaque point du système.

Si les paramètres dynamiques sont partie positifs et partie ne'gatÿà,
l’état du système atomique rappelle celui d’une vapeur.
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Si tous ces paramètres avaient de très—faibles valeursäposilives, 011

obtiendrait 1111 état quasi liquide. ,

-

'

On comprend aussi qu’il puisse exister aux divers points du système
des états physiques différents. Si, par exemple, quelques paramètres
dynamiquesétaient négatifs, il pourrait arriver, pour certains atomes,
que les coefficients des binômes exponentiels correspondants fassent
identiquement nuls; l’état solide existerait alors en ces points, tandis
que l’état de vapeur se produirait pour les autres. Mais on voit aussi
qu ’un tel phénomène est accidentel, éphémère, comme doit 1’être, en

physique, tout phénomène de transition.
Ainsi se trouvent complétées, él11cidées, corroborées, les considéra-

tions relat1vesa la constitution physique et au changement d’état des
corps que 110115 avons exposées au 5 2.

8. Vibrations calorfiques. —-— Considérons un corps solide dans un
état constant de température; l’action calorifique peut être regardée
comme engendrant surchaque atome une force constante en grandeur
et en direction. Les positions dans lesquelles les atomes pourraient res—

ter en équilibre dépendent de ces forces, et c’est ainsi qu’elles influent
sur le volume du solide. Mais aucun atome m’occupe en réalité sa
position moyenne ; l’influence des paramètresdynamiquesse manifeste
par le développement de mouvements quasi vibratoires, résultant
chacun, comme nous l’avons vu, de la cqmpœition d’uñe série de
mouvementspériodiques.

On voit ainsi comment la théoriè générale que nous venons d’ex-
poser pourra se prêter à l'analyse rigoureuse des phénomènes de la
chaleur. C’est un sujet que nous nous proposons d’approfondir dans
la suite de cette étude.
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@ V [. —-— Détermination des paramètres dynamiques au moyen
des potentiels.

SommmzzÉqu_ations aux potentiels. —.—- Equivalence analytique. — Déterminant fonc-
tionnel. —— Forme Hessienne de ce déterminant. —— Équation intégrante. —— Forme
Hessienne de cette équation. —— Résumé.

1. Équations auæ potentiels. —-——. Un système_atomiquefixe est ana-
lytiquement défini d’une façon complète, lorsqu’on connaît, pour
chaque atome composant m, les trois coordonnées rectangulaires
X,… Y,… Z… et le potentiel (13m.

Les trois composantes U… V,… W… de l’action totale au point m
s’expriment alors par les formules   d @…U)" :

dx”;
,

( ') ‘Ïm ::
äYm

,

?
dq)m

\fiV' ”? :
â—ZI—n-

'

Il suffit d’appliquer en m une force extérieure égale et contraire à

cette action totale pour obtenir l’équilibre de cet atome.
Le potentiel @… n’est pas seulement une fonction des coordonnées

X,… Y,… Zm de l’atome auquel il est relatif; il dépend aussi des coor—
données X… Y… Zn de tout autre atome n du système.

Pour une déformation infinitésimale quelconque, les coordonnées
du point m éprouvent des variations

xm : aXm9
(2) fm : Ô‘Ym,

Z… : ô‘Zm;

celles d’un autre atome, 72 par exemple, éprouvent également des
variations -

x,, : 3X…
(3) .ÏH : ÔY,,,

Z,, = d‘an
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de même les trois composantes de l’action totale en m ép1*o1.1Vent des
variations déterminées

ZIm = âUm’
(4) ' ”m : ÔNVm7

w…= ô‘W….

(lès trois dernières ve‘1riations sont les composantes de !’effort engag—dré en m par la déformation du système atomique.
En tenant compte des formules (l‘), on pè1it écrire

d<I>…
Um : d‘ÆQ

dd)…
(5) ’ V…: ô‘Î,

dd)…
W… "‘— ô‘Æ)

équations dont les seconds membres sont évidemment des fonctions
linéaires et homogènes de

9611 ‘T21--'.1 l‘… ]'11 _)"21---» fm Zn z2a--w ZN-

_Ainsi développé, chacun des seconds membres comprend 3N tenues,
N étant le nombre total des points du système. -4

Formons, pour tous les atomes, les équations analogues à (5), en
déve10ppant leurs seconds membres, et supposons qu’on écrive ces
équations les unes au—dessous des autres, de façon que leurs premiers
membres occupent l’ordre suivant

(6) u,, u…..., u… v,, v…..., v… w… w…..., î’£’N.

Le symbole (6) pourra représenter ce groupe d’équations et nous
servira à le désigner. ‘

.SH’011 regardait les premiers membres de ces SN" équations comme
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des quantités connues, on aurait un système linéaire, dont nous dési-
gnerons le déterminant par 33".

2. Equivalence analytique. —— On pourrait déduire le groupe (6)
du groupe des équations (12) duf5 IV en multipliant respectivement
ces dernières équations, dans lo1d1e ou elles se présentent, par les
masses

837 ËÈ1H'1 8&1 811 8ê9H°1 8N1 831 851H‘) 8N1

dont nous représentons le produit par 1“.
Par conséquent, l’équivalence analytique est complète entre le

groupe (6) du présent paragraphe et le groupe (12) du 5 IV. Le sym-
bole 330 désignant le déterminant de ce dernier groupe d’équations, 011

a évidemment

(7) ifil'= I‘ŒI‘.

Comme $ est identiquement nul, il en est de même de îñl’.
En identifiant les coefficients des équations (6) avec ceux des équa—

tions (12), 5 IV, modifiées par les multiplicationsindiquéesci-dessus,
on trouverait pour toute valeur de m

'd“®…
'â‘î‘î“ : ““ gm Ann
d?qæ…(8)
ä'*Y_T

: “_gm Bru)
m

d’®… ,
; "'“ "'— gm (Jim 

d?fb… __ d’d>… __ a
dX…dY…_“" dY… dX}.

_ _
°ï"

d2®m d?®…(9)
ded—ZLI

:
dZ…dY…

-… gm Qm!

d“l>… d’d>…

îîïäx…
: îî”âï = “ gmBm’

P…

équations déjà indiquées au 5 I. . _

011 t1ouverait encore pour toute combinaison de valeu1s distinctes
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des indices m et n
(PQ)…

dean : gm GIR,IH

d2<p…(”>) m?” gm"…

dî(Ï’m __ d2(bnz

de dYn
"— de ((X,, _ gm “772,113

(I’d)… d’d>;,,(' ‘) ’ m “
“““—z…… = 8“ …p…

d°cb… d°cb,}, ' "m =- m=s…v…-

Les éléments de ?J' s’expriment ainsi très-simplement au moyen des
éléments correspondants de fil"

Les relations connues

gm am, n : gn an,ma gm'bmtn : gn bn; ma gm Cm,n : gn cn,rm

gm “m,n : ga an,rm gm fim,n : grz fin,m7
. gm 7m,n : gn 7n,m

…)

montrent que fll' est un déterminant symétrique.

5. Déterminantfonctionnel. —- Celle des équations (6) dont le pre—
mier membre est um (ou, en d’autres termes, la mième de ces équations)
& pour coefficients,dans son second membre, les dérivées de la fonc-

(I)
:»

dX relativement à toutes les coorddnnéestion 
(13) X” X27'”? XN7 YU Y2"°°9 YN, Zn Z2,-u, ZN’

La (N + m)ième de ces équations (dont le premier membre est v…)
. : o , A

_ . dŒ .a pour coeffic1ents les denvees de la fonct10n
ÊŸŒ

relat1vement aux
”1

mêmes variàbles.
On trouve de mêmedans la (2N + m)””°° équation (dont le premier

' ° ' . d®mmembre est w…) les der1vees de la fonchon ÎÎ°m
Tome XV (2° série). — Ju… 1870.

_

-

_

’ 24
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Ces observationss’appliquant à toute valeur de l’indice m, pris dans

la série
1 , 2, à, . o o , N,

on voit que ilü' est le déterminantfonctionneldu système

(lq)! dd)? (l‘Ï’N d‘D| dd‘2 ' d‘DN Cl‘b| (l®g d®N
___—___. - . ————-——— ,| ___. _… ___... _. ___. ...,—___(4) dX.’dX,’ ’dXN’ le°dY2’ ’dYN dZ,’(IZ2, 'dZN ’

composé d’une suite de fonctions des variables (13).
Ces fonctions doivent vérifier les équations connues

_; dd>
S ——-——ï = U = 0Ill dX… m ?

dd»,—
I "‘ ”!(ID) (bindY : m=0,

m

dd).
S ——"=W :: 0.m (ZZ… m

Elles ne sont donc pas indépendantes les unes des autres. On en peut
conclure que ïfl' est identiquement nul. C’est ce que nous avons déja

! r !demontre par une autre methode.

’t. Forme Hessz‘enne. —— Le potentiel CD est déterminé par la formule

(l6) (pli! : _ Ezzfgmgnfin.n(Rm,n) dRm,w

On en déduit, d'une part,
dd‘”! {]RM , It  (I7) dX ‘

: _” Zngingnf;n,/z(Brrz,rz)V(ZX,, ’

et, d’autre part.,

(1‘1‘… dRm, ::(l8) (TX; : “"' gmgnfiu,n(Rm,n) “(ï—X“:

En permutant les indices m et n dans cette dernière formule, on trouve
, dq)"' " '

.

—
'

— -an..'m(lg) ;Æ : _ grzgmfn,m(Bn,m) (/Xm ’ 
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relation qu’on peut encore écrire

dd>,. ZR…(20) de : ""' gm gizfrîz,n(Bm,n)È: 
Les formules ([7) el (20) conduisent à poser (2!) dci)… _ dq>,,

- EŸÇ.“ ndxm'

Soit
(22) P=—â—(@. +‘D2+….+'ÊDN)

la demi-somme des potentiels de tous les atomes du système donné.
Nous aurons

dq>,, __ 2 dl‘ _dd>…

n de _ de de  ?'(23)

et nous trouverons par les équations (21) et (23) la formule très-
simple

“ddr… dl' ‘

(24) m =
ax…’
 

qui a lieu quel que soit m.
_

_

Cette formule en X a évidemment ses analogues en Y et Z; de là le
grou pe ‘

.

dd)… dP 
(ZX…: dX…’
dd»… d?(25)
dY…

‘“
dY…’

dd)… __ dl’
ÈÎZÎn

"'
îZÎZ°

D’après cela, la suite des fonctions (14) peut s’écrire

. {IP (1? (il” dl‘ dl' dl” d]? d? dl’': ——a s'", ——-——a(26) dX., Æ:nq
———dXN9 îY—la Œ.,ÈH' .__(lYN, dZ.l ;l_Z: dZN

 
et l’on voit que le déterminant îllf est l’Hessien de la demi—somme P

24…
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des potentiels de tous les atomes, »rconsidéréecomm‘e—jônàtion "des coor—
données prùnitives

LX… X21…1 X». Y… Ya.---1 Y… Zu Z21-°-1ZN

de ces atomes.

5. Equation intégrante. —— Revenons au groupe'des équations (6),
définies au début de ce paragraphe. Remplaçons respectivement les pre—
miers membres .

u,, u,,.…, u… v,, v2,..., v… W,,“ w.,, 'VVN

par

"" Sglæn_ 3g2—7521n-1 "“"5ngN1 “531711 _532Ï21—u1 —sgN_ÏN1

_ 381 Zi , '— Sg2Z2, . -'- , __ngNZN.

Faisons ensuite passer les premiers membres dans les seconds en réu—
nissant les termes semblables.

Nous aurons un système de 3N équations linéaires et homogeneæ,
dont nous désignerons le résultant par. ?

; _

Ce résultant pourrait se déduire de celui que nous avons précédem—
ment désigné par fil,, en multipliant la lim, la (N +1)“’”‘" et la
(2N + 1)ième ligne horizontale de ce dernier par g,; sa 25ème, sa
(N + 2)‘ème et sa (2N + 2)‘è’”eligne par g,; .. .;sa N‘ème, sa __2N‘ÎÏ?" 1
sa 3N‘ème ligne par g,… -

On a donc identiquement

(27) äl’s ___—___ F3 $;;
en sorte que l’équation du de-gré_3N.

_,

qui nous a permis d’integ11erleg‘ equahons d1ffefènt1ellesdes mouve—
ments simultanés“, peut aussi s’éCr1r€ " * '

» » … -

,

(29) ;

'- -11=.…
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6. Forme Hessieÿnne.__-._ Bepréseqtong-par (30) =1/(XW—X)Ëf+(Y…——YÎ+(Z…—Zf

le rayon vecteur qui va d’un point fixe (X, Y, Z) de l’espace à l’atome
quelconque m, et soit ‘

(31)
.

_ M=â(gæî+8wîæ«--+gNPâ)

la moitié du moment d’une:tze polazredu système atomique, relative—
ment au point fixe considéré.

On voit aisément que

112111 112111 __ 112111——— : —— __ ——-—_— = O‘dX,î dYâ: den °""
‘

. .

et que la der1vee seconde de M, relat1ve à une combmæson quel-
conque de deux variables distinctes prises dans la série

X,, X2,…, X… Y,, Y…...,Y… z,, z…_...,»z…

est identiquement nulle.
Il est clair, d’après cela, que !'Hess1eu de la f0nction

(32)
P_—'-

_ P + SM

peut se déduire de T’Hessier1fll' delàfanction P, eh ajoutant respecti-
vement aux 3N éléments principaux de ce dernier déterminant les
quantités

3g11 sg2a- - "1 53111 5317 3831 - ' "‘a“ sg… 8311 5g21- ' ° ! SgN-

Ce sont précisément les opératiothu’il faut effectuer sur äl' pom
obtenir le résultant que nous avons désigné par 311 Donc ce dernier
déterminant est l’Hessien de la fondtîo1i P

Par conséquent on peutdétezmincr le_s paramètz_es dynamiques en
e'galant(: ze'1o [’Hessien de la_fonctgoñ P,…, dem1—totalde lasommedes
potentielsatomiques et du produit de l’incom1ue& pafle moment11 iner—
tie polaire du SJstème relativement à 1113 point qzæfconque de lespace.
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On sait que l‘Hessien d’une fonction d’un nombre quelconque de

variables se reproduit identiquement lorsqu’on opère u11e substitution
o1‘ll10gonale. Par conséquent îïü' est indépc‘ndantdes axes de coordon—
nées auxquels on rapporte la figure. '

On arrive plus simplement à cette côn'c{lusion en se reportant à la
formule (27)5 et se rappelant que fils est_ indépendant des axes des
coordonnées, comme nous l’avons démontré au 5 V.

7. Résumé. -— L’équation en s

(33) fl';=F3fl‘s=0,;
du degré 3N, a toutes ses racines réelles.

On distingue trois racines nulles.
Les autres racines. se divisent en positives 3, dont nous désignerons

le nombre par p., et en négatives (7 dont nous désignerons le nombre
par v. On a alors

(3/1) p+v=3(N4—'l).

Au moyen de ces notations, le mouvement infinitésimal de l'atome 172

se représente par des équations de la forme

a:… _—ht + h’ + 2(I:… si11tvs + iz'm costvs)(He‘\/‘_“+H',,;e“î‘ñ),

}… —-…la + k’ + 2(limsinNs+ k'mcosts/s)
EV(Klnez\/Îô+K,me—tJ—a),

z… : lt —1— l'*++211(1‘;n Sîf‘flitî/Sî+füæcfistW)'
' + 21 t(‘L…e“/:“ —1—_LÇne—"V'Î)g

(35)

Z(lésignant la sommede p. bî11ômestr1gonometmquesCorrespondant
aux racines positives 8, tandisque2 des1gne la somme de v binômæ
exponentielscorrespondant aux raCine'sneganves a' "

Les coefficients (71, lc, [) et (Ïz' Ic', I’) qui apparüennentaux binômes
linéaires, sont les mêmes pour tous les atomes. Les premiers s(m_t les
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Mois projections de 111 Vitesse vauise au temps zéro par le centre de
gravité du système atomique, en vertu des impulsions initiales; les
trois derniers sont les projections du déplacementsubi par ce centre
de gravité, par suite des déplacements atomiquesau temps zéro.
Les coefficients(h…, li…, l…)et (ii… k',,,,[',,,), appartenantaux binômes

11‘1g0110met11ques, relatifs à 111113 racine posit1v_e s, varient d'un atome
à un autre. 011 a do11c, po11r chaque racine &, 6N coefficients dis—
tincts. Mais ces paramètres ne sont pas tous arbitraires; ils sont liés
entre eux par des équations linéaires, qui peuvent être très-simple—
ment définies au moyen des potentielspar une notation symbolique.

A cet effet, regardons la… I:… I,, comme représentant des variations
infinitésimales de X,,,Y,,, Z… et désignons par

dsdP_,
& , sz

dP,m a-— 9
dY…

les variations totales correspondantes des trois dérivées de la fonc—
tion P, relativement aux coordonnées de l'atome 112 que 110115 consi-
dérons en particulier. Nous poserons (36) ô-———=£o, .3P'==o, "ÎZÎ,= .

Écrivant des éq11a_tions analoguespour Chaque atome du système,
nous obtiendrons 1111 syS‘tème de 3N équations linéaires et homogènes
entre les pa1amèt_res lz,,,__ li… l,,. Le résultant de ce système est égal
51 £! et s ’ann11le en vertu de l’équation (33). 011 peut donc prendre
arbitrairement 1111 des pâ1‘àinètres et calèuler tous les autres.

En procédant de même pour les_Îz', k' ,l',, nous obtiendrons un
système d’équations tout à fait analogue, qui se déduirait du précédent
en ajoutant un accent à chacun des h… k… l,,. 011 peut donc encore
prendre arbitrairement 1111 des paramètres et calculer tous les autres.

Ainsi les 6N coefficients introduitspar chaque racine positive da11s
le système total deséqu_at_ipns (35) se reduisent_ à deux arbitraires.

Il en est absolument de même des GN coefficients, tels que
(H,,,, K,… L,,,_e)t(H,,,, K',,, L',,,), (111 ’_i11troduit chaque racine négative
dans les équatith des mouvements atoñ1iqnes.
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En rèsùmé, le sÿSféihé .dehce‘s équations Contiènf :

I° Les 6 coefficients (k, k, 1), (k', l.", l’);
2° 6}LN coefficients, tels que (Il…, li…, (…), (h;,,,Æ,,,ZÇ,,), résultant, pour

chaque atome m, de chaque raciùe positive &;
3° 6vN coefficients tels que (Hm; K… L,,;), (H:… R:… LT,”), résultant,

pour chaque atome m, de chaque racine négative 6; soit en tout :

6(1+ HN + vN) : 6[1+ 3N(N —-— l)j
coefficients.

Mais ces paramètres se réduisent à

6+2(p.+p)=6N
arbitraires, ainsi que cela doit être pour un système d’équations finies
qui représente l’intégration générale de 3_N équations différentielles
du second ordre.

_

'

Ces 6N constantes arbitraires peuvent se déterminer d’après les
conditions initiales du mouvement, savoir : les projections des dépla-
cements et des vitesses au temps zéro pOur tous les points du système
atom1qu€.
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