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SARAWAINA AR wv

Etude sur la mécanique des atomes [*}];

Paz M. Fiuix LUCAS,

Ingénieur des Ponts et Chaussées.

§ I. — Actions intérieures d'un systéme atomique.
Soumarre : Définition d’un systéme atomique. — Données analytiques. — Notations,
— Action totale en un point. — Effort total. — Effort de déplacement. — Effort
de déformation. — Déplacement auxiliaire. — Relations entre les efforts. — For-

mules au potentiel.

L. Définition d’un systéme atomique. — Soit un systeme de corps
absolument quelconques pour leurs formes, leurs masses et les sub-
stances qui les composent. Assignons-leur respectivement les indices

1,2, 3,..., N,

qui nous serviront a les désigner.

Disposons ces corps n’importe comment dans I'espace, pourvu tou-
tefois que leurs distances soient immensément grandes relativement a
leurs dimensions. Ces dernieres deviendront négligeables, en sorte
que nous pourrons concentrer par la pensée la matiére de chaque corps
en son centre de gravité.

Les points matériels ou atomes ainsi obtenus seront des centres d'ac-
tion s’attirant ou se repoussant les uns les autres suivant des lois dé-
terminées. Leur ensemble constitue ce que nous appelons un systéme
atomique.

[*] Des recherches préliminaires ayant trait au méme sujet ont donné lieu a un
Rapport a I'Institut, par M. de Saint-Venant. (Voir Comptes rendus, séance du 14 fé-
vrier 1870.)

Tome XV (u° série). — AveiL 1870. ' 18
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2. Données analytiques. — Pour définir géométriquement un pareil
systéme, il suffit de connaitre pour chaque atome m les trois coor-
données

X’n’ Ym‘)' ZI'I’

qui rapportent a trois axes rectangulaires quelcounques sa position dans
P’espace.

Pour le définir mécaniquement, il faut d’abord ajouter & ces don-
nées la masse g,, de chaque atome m. Il faut ensuite se donner les
expressions analytiques de I'action et de la réaction qui existent entre
les atomes m et n, m et n étant deux nombres inégaux quelconques
pris dans la série :
1, 2, 3,..., N.

Nous admettrons que l'action exercée par m sur n tombe sur la
droite mn. Quand elle tendra a rapprocher n de m, nous dirons qu’il
y a attraction, et nous regarderons la force comme positive; dans le
cas contraire, il y aura répulsion, et la force sera négative. Nous sup-
poserons cette action de telle nature qu’on puisse la représenter en
grandeur et en signe par I’expression

gm gnjm, n ( Rm, n)’

R, . désignant la distance (positive) des points m et n, f,, , une fonc-
tion continue quelconque.

Nous admettrons en outre que la réaction de n sur m soit égale a
P'action de m sur », mais dirigée en sens opposé.

Les combinaisons deux 4 deux des indices

1,2,3,...,N

étant au nombre de

N(N—1)

2 ]

il y a autant de fonctions f correspondantes, que nous supposerons
données.
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3. Notations. — Afin de simplifier les écritures qui vont suivre,
nous poserons

(l) E;’"ﬂ glll gn /m,n (Rm.n) - Fm,m
et
Xn—X,= Xm,m
(2) Ym —_ Yn = Ym,m
Z,—Z7,= 2y,
Il en résultera
(3) Fm.n = Fn,m,
Xon= — X,ms
(4) Vu= — Yo,
Zpn=—"1,nm

Le signe S,, désignera une somme de termes obtenus en dounnant
successivement a m toutes les valeurs

1,2,3,...,N,

sans aucune exception.

Le signe 3,, qui portera sur des termes ou figureront les deux in-
dices m et n, désignera une somme de termes obtenus en donnant a n
toutes les valeurs de la série précédente, saufla valeur m.

4. Action totale en un point. — Les trois composantes U,,, V,,, W,
de Paction totale exercée en m par les autres points du systeme ato-
mique ont pour valeurs

U, =3, Xn,m Fm,m
( 5) V. =2, Yn,m Fm,m
Wm= zn Zn, m Fm,n~

Comume les forces intérieures sont toutes deux a deux égales et con-
traires, elles se feraient équilibre sur le systéme atomique s'il était sup-
18..
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posé rigide. De la les six éqnations

(6) $.0,=S8,V,=S,W, =o,
$ Sm Ve X — U, Ym) = o,
(7 8$2(WnYp — V,2,) = o,
’ m(Um Zm - mem) = 0.

5. Effort total. — Si les points m et n venaient a subir des dépla-
cements infinitésimaux (&, Yon %) €t (Xny ¥y 2a), les trois projec-
tions de I’action exercée par le second de ces points sur le premier su-
biraient des variations représentées par les expressions

Xn,m Fz’n nlm,n Fm nXn,ms
(8\} Yn, m Fr’n nTin,n + Fm n Y nms
Zm F}’n nTm,n + l‘m n Zn,ms
dans lesquelles
g xn,m = Xy — Xy,
(Q> C Ynm = JFn— FVms
‘ Zpm = Zp — Zmy

. X,, m Y,, m Zn m
10 r = o 2 ——z .
( ) m,n R n,m P\m,n n,m

m, n

Supposons maintenant que le systéme atomique vienne a changer
de figure infiniment peu, de maniére que chacun de ses points subisse
un déplacement infinitésimal, I'action totale au point m éprouvera
une variation représentée par les formules

~1 ~
U, = Zn(xtz,m 11m,n m,n + l‘m,nan,m)a
AL . .
o I) YVin = Zn(Yn,um,n Vm,n —+ Fm,n] n,m)7 .
1 Al
‘ W, = Zn(Zn,m Fm,n'm,lz -+ l-‘m,n z‘n,m)-

Nous appelons effort total, ou simplement effort, au point m, la ré-

sultante de ces trois petites forces.
Les expressions (11) sont linéaires relativement aux (x,,, ), 2.) et

aux (&, ¥as 2,). On peut donc décomposer I'effort total en deux par-

ties, savoir :-
1° L'effort qui résulterait du seul déplacement du point m, tous

les autres points restant fixes ;
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2° L’effort qui résulterait des déplacements de tous les autres points,
m étant supposé maintenu dans sa position primitive.

Nous pouvons appeler la premiére composante effort de déplace-
ment, et la seconde effort de déformation. En désignant respective-
ment leurs projections par (u,,, v,, w,,), et (4, ¢, w,,), nous aurons
Uy = I, + U,,

/ 4 "
(12) : U =V, + ¥,
’ 1
wm = wm+ ‘Vm'

6. Efjort de déplacement. — Les valeurs de u,,, v,,, ), s’obtiennent

en faisant
(13) : Xp =JFn=2=0

dans les formules (11).
Posant, pour simplifier les écritures,

XZ o o
2 1 < R"'" Fm,n Fm,n) - gmAlm
m,n

YIZZ m 4
(14) Z” <R,,: Fm,n -+ Fm,n> = &m B,

Z2
2: n,moE’ — .
( m,n + Flll,ll) - gm. Crrn
n

m, n

0 Xn mYn m '
2” . - Fln,n = gm Pmy

. Ron,n
f Y". m Zn,m ’
(15) i Z" Rm,u Fm,n = ng"u
Zn, m Xn, m ’
Zn R, Fm,n = gm Rm?
‘on trouve *
1 '
- E’ u,, = Amx:. -+ Pm Ym + Bm Zins
m
| S ;
(16) - E’ Y, = Pm Xy Bm])n -+ Qm Zmsy
i, . .
- g—m W, = Rm Xy Qm‘).m + (‘m Z

pour expressions des trois projections de I'effort de déplacement.

U

7. Effort de déformation. — Les valeurs de u),, v/, w' sob-
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tiennent en faisant
(17) Ly = Yip =2, =0

dans les formules (11). Il vient ainsi

"

+
Up= 3y (anm,nrm,n -+ Fm, n -rn)v
" 1
(l8) vm': zn (‘}’n Fm,n rm,n -+ Fm,nfn)3
W= 32,(2, F,, o Fn + Fipnzyh

\ m,n

La valeur de r,,,, déduite de la formule (10), est

(19) r’"'”':i:::: x, + ﬁ:—::)’n—}-g—:’ifz,,.
8. Déplacement auxiliaire. — Posons
— o ¥ = A+ Pyt R
(20) — & %= P+ By + Qut

I " .
- g_ "V:nz R, Em + Qm Nm Cm Cm-

1

Les trois inconnues &, 0,,, &n» déterminées par ces équations pour-
ront étre regardées comme les projections d’une droite infinitésimale

dont elles feront connaitre la grandeur et la direction.

Si, rendant fixes tous les atomes a 'exclusion de m, on imprimait 4
ce dernier un déplacement égal et paralléle a la droite ci-dessus défi-
nie, 'effort correspondant aurait pour projections u,,, ¢,
moyen de ce déplacement auxiliaire &, 9, &, les valeurs des projec-

tions de 'effort total défini au n° 5, peuvent s’écrire

X
8m

Uy = Am(mm —+ Em) -+ Pm(]m -+ 7);::) -+ Rm (zm -+ Cm)7

(21) { = == 0n = Pu(%m -+ &n) + Bulm + 1) + Qu (30 + En),
— o W= R (@ + &n) + QY + 1) + Ci (3 + ).
9. Relations entre les efforts. — Aprés comme avant la déforma-

tion, les forces intérieures sont deux a deux égales et contraires. Si I’on
supposait que le systéme devint rigide, ces forces se feraient équilibre.
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Le systeme déformé donne donc naissauce a six équations analogues

a celles des groupes (6) et (7), et qui se déduisent de celles-ci en rem-

Plagam er Ylm Zm par (Xm -+ xm)’ (Ym +J’m), (Zm -+ Zm)’ et Vlm

Urm Wm Par (Um =+ um)’ (Vm —+ "m)v (Wm -+ u/m)~

Négligeant les infiniment petits du second ordre, et tenant compte

de (6) et (7), on trouve ainsi ‘
(22) S ttm == S ¥y = Sy Wy = 04

‘ Sm(vmxm - Um]’m) -+ Sm("mxm - umYm) = 0,

(93) ¢ Sm (Wm]’m _ Vm zm) -+ Sm me‘Ym — Vn Zm) = 0,

Sm (Um Zm — mem) + Sm (umZm - W, Xm) = O.

10. Formules au potentiel. — Si I'on pose
(24) (])m.= - ngmgnf;n.n(Rm,n)dBm,zn

la fonction ®,, représente le potentiel relatif au point m dans le sys-
teme primitif.
On trouve, en prenant ses dérivées premieres,

d <I)ln

dxm:Um»
do,

(25) QY;I:V'””
ddy, xar .
d_zm*— "m’

et, en prenant ses dérivées secondes,
dro,
dX;,

. d*op
(26) . | ax: = — 8nm B,

= — 8nm Ay

d2q)"l Al
a7z = — 8m (-*m,
m
div, _ die,
dXndY,  dY,dXa

d2d, A,
(27) . Y, azZ, - dZ,,,dY,_,. = —.8m Qrm

= — 8m va

e A
V' dZ,dX,  dX,dZ,  omim
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§ 1. — Statique atomique.

Sommalre : Objet de ce paragraphe. — Equations fondamentales. — Equations inverses.
— Ellipsoide. — Axes principaux des coordonnées. — Divers modes d’équilibre. —
Paramétres physiques. — Constitution des corps. — Phénoménes calorifiques. —
Mouvements infinitésimaux.

i. Objet de ce paragraphe. — Assujettissous tous les points d'un
systéme atomique a une fixité absolue. [’action totale au point m
prendra une direction et une intensité que nous pourrions calculer
au moyen des formules précédemment établies. '

Imaginons qu’on applique a ce point m une force égale et contraire
a cette action totale. Détruisons ensuite sa fixité, sans lui imprimer
aucune vitesse; il se trouvera évidemment en équilibre et dans un état
de repos absolu.

Cela posé, assujettissons la force auxiliaire a rester, quoi qu'il arrive,
constante en grandeur et en direction, et supposons qu’on donne au
point m divers déplacements infinitésimaux autour de sa position
équilibre. A chacun de ces déplacements correspondra un effort de
grandeur et de direction déterminées.

1l exisle, entre les déplacements et les efforts, certaines lois de dé-
pendance que nous allons étudier.

2. E'quations Jfondamentales. — A cet effet, nous désignerons par :

x, 7, z les trois projections d’un déplacement quelconque;

u, v, w celles de l'effort correspondant;

g la masse du point m;

A, B, C, P, Q, R, les paramétres constants relatifs au point m, que
nous avons précédemment représentés par A, By, C,, P, Quy R,

Nous aurons alors pour équations fondamentales

= Ax + Py + Rz,

RN

= Px + By + Q=z.

og |

= Ra +Qy + Cz.

Ug =
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Ces équations étant linéaires, on voit qu’a des deplacements opérés
suivant une méme droite correspondent des efforts dirigés sur des
droites paralléles entre elles; les intensités des efforts sont proportion-
nelles aux amplitudes des déplacements.

3. Equations inverses. — Des équations (1) on peut déduire des
équations inverses, exprimant x, y, z au moyen de u, v, w.
Formous en effet le déterminant symétrique

A P R
(2) A:‘PBQ
'R Q C

et désignons par a, b, ¢, p, q, r ses mineurs relatifs 2 A, B, G, P, Q, R.
Posons ensuite
3 ga:A’A, b=DB A c¢=CA\,
2) ‘/):P'A’ (]::Q’A, r=RA;
nous aurons
'\ —gx=Au+Pv+Rw,
(4) — gy =Pu~+B v+ Quw,
l —gz =R'u—+ Qv+ Cw.

4. Ellipsoide. -— Si la direction du déplacement vient a varier de
toutes les manieres possibles et qu’en méme temps son amplitude reste
constante, on a

(5) x?+ P4t =r?,

r désignant cette amplitude.
On déduit alors des équations (4)

(6) (At Po-rRw)*+ (Pu+ Bo-rQw) + (Ru+ Qu+Cw) =g r?.

Par conséquent, en menant par un point quelconque de Pespace
des lignes égales et paralléles aux divers efforts, on obtient pour lieu
géométrique des extrémités de ces droites la surface d’un ellipsoide.

Tome XV (2° série). — Ma1 1870, . 19
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5. Axes principaux des coordonnées. — A chaque valeur de r
correspond un ellipsoide particulier; de la une famille de surfaces.
Tous ces ellipsoides sont semblables et semblablement orientés. Ils ad-
mettent tous un méme systéme de plans principaux, auxquels nous
pouvons rapporter nos coordonnées.

Nous faisons ainsi dlsparaltre dans l'équation (6) les termes en uv,

uw, vw. On a donc

(7) P=Q'=R=o,

et les équations (4) deviennent

\ —gx = Auw,
(8) - gy =By
| — gz :.C’w.
Posons enfin
(9) AH=BK=ClL =,
et nous aurons
l lu = — HJ(,
4
(10) ’—;—v = — K)f, .
lw-———- bt ];Z
(-1

Ces éqnations expriment, sous la forme la plus simple, les lois de
dépendance cntre les efforts et les déplacements correspondants.

Pour qu’un déplacement et I'effort qu'il engendre tombent tous les
deux sur la méme droite, de maniére 4 former un angle nul ou égal
a m, il faut et suffit que cette droite soit parallele a un des axes prin-
cipaux des coordonnées.

6. Divers modes d’ equlllbre - Demgnons par O la posmon initiale

de Patome m.
Si les trois paramétres H, K, L sont positifs, effort (u, v, w) en-
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gendré par un déplacement quelconque (x, y, z) tend a rapprocher m
du point O. 1l y a donc équilibre stable. .

Si ces trois parametres sont nuls, un deplacement quelconque n’en-
gendre aucun effort appréciable. Léquilibre e est indifferent.

Si ces trois parameétres sont négatifs, I'effort a toulom'a une tendance
a augmenter I'amplitude de I'écartement. Il y a équilibre instable.

Le point O se comporle, dans le premier cas, comme un foyer d’at-
traction ; dans le second cas, il est inactif; dans le dernier cas, il est
répulsif.

Dans le premier cas, 'atome m rappelle & notre esprit la molécule
d’un solide; dans le second, celle d’un liguide ; daos le troisieme, celle
d’uan gaz. .

Si Yun des trois parametres était nul, les deus autres étant positifs,
ou encore si Vun de ces parametres était positif, les deux autres étant
nuls, V'équilibre serait 4 la fois indifférent et stable. La solidité serait
incompléte; Patome m pourrait représenter la molécule d’un corps
pdteux.

Si 'un des parametres était négatif, les deux autres étant nuls, ou
encore si I'un des paramétres était nul, les deux autres étant négatifs,
Péquilibre serait instable et indifférent. 1l y aurait gazéité imparfaite;
I’atome m rappellerait 4 V'esprit la molécule d’une vapeur naissant
d’un liquide.

I.es combinaisons suivantes :

deux parameétres positifs et un négatif,
un parameétre posirif, un nul et un negatif,
un parametre positif et deux negatifs,

caractérisées par la coexistence des signes +-et —, donnent naissance
a un équilibre a la fois stable et instable; 'atome m peut alors repré-
senter la molécule d’une vapeur émanant d’un solide.

7. Parameétres physiques. — Ainsi donc les valeurs des coefficients
H, K, L servent a caractériser I'état physique de I'atome m; nous les
appellerons pour ce motif paramétres physiques.

Ces paramétres sont les valeurs particuliéres que prennent A, B, C
dans les équations (1), lorsqu’on rapporte le systéme atomique aux

19..
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plans principaux des coordonnees lel.mfs au pomt m. Alors P, Q, R
sont évidemment nuls “

En désignant par X, Y, Z les coordonnées du pomt O rapportées a
ces plans et par @ le po!en_tlel relatif au-point m, on a

[ — d*®
881‘ = %
« N N J d’d’
(!,) ! gK = a1 ‘
o
sL =Gz

Nous voyons, par ces formules, que les paramétres phj“ciques de
I’atome m dépendent non-seulement des masses atomiques et de la
nature des actions 4 distance, mais -aussi de la configurmion géome-
trique du systéeme. ‘ , ,

Supposons que la figure se déforme suivant une loi continue quel-
conque, le pomt m étant maintenu dans sa pOsmon prlmmve 0] par
une force auxiliaire constamment égale et coutraire a Paction totale
en ce point. Les valeurs de H, K, L subiront elles-mémes des varia-
tions continues; elles pourront passer par zéro et changer de signes.
1l se produira dés lors au point m des changements d’état physique.

8. Constitution des corps. — Quel que soit Pétat physique d’un
corps naturel, on admet aujourd’hui que ce corps est composé de
molécules séparées entre elles par des intervalles infiniment grands
relativement 4 leurs dimensions et aglssam Ies uues sur les autres en
fonction des distances. » .

En reportant par la pensee la matiére de chaque molecule sur. le
point mathématique qu’elle admet pour cenire de gravité, on obtient
un systeme atomique. fopears

Cela posé, considérons d’ abord un corpe. sohde. Dans le sy,steme»
atomique correspondant les trois paramétres. ph]szques seront positifs
en chaque pomt Lequlllbre réalisé 4 un moment donné sous I'ac-
tion de forces extérieures quelconques sera doué de .slablhte. £8
posiiions correspondantes des atomes jouant alors le role des centres
attractifs, le corps présentera une certaine résistance aux déformations. .
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Si une cause accidentelle vient le cbmpriniér ou le dilater, il conser-
vera comme une tendance a reprendre sa forme premiere. De la les
phénomeénes qui constituent I'élasticité du solide. '

Dans un lignide parfait, les trois paramétres physiques se trouve-
raient nuls en chaque point. Un tel corps n’existe pas dans la nature.
Mais on connait des corps presque liquides. Les valeurs de H, K, L
sont alors trés-faibles en chaque point. De la des équilibres presque
indifférents auxquels est due la viscosité du corps.

Les molécules d’un gaz ne sont jamais en repos; elles n’oscillent
Jamais autour de positions moyennes. Si I'on pouvait 4 un moment
donné détruire leurs vitesses et appliquer a chacune d’elles une force
extérieure capable de la mettre en équilibre, on n’obtiendrait ainsi
qu’un équilibre instable. Dans le systéme atomique correspondant, les
trois paramétres physiques seraient négatifs en chaque point. Au
moindre trouble apporté par une cause accidentelle, les positions
primitives des atomes deviendraient comme des foyers répulsifs. La
Jorce expansive du gaz apparaitrait aussitot.

9. Phénoménes calorifiques. — Considérons wmaintenant un corps,
tel que le plomb, solide a la température ordinaire, et soumettons-le
a P'action d’une chaleur croissante. Les paramétres physiques sont, au
début, positifs en chaque point. A mesure que le corps se dilate, ils
vont en décroissant, et la solidité diminue. Bientot ces parametres de-
viennent assez faibles pour que le métal prenne un état quasi-liquide.
Dés qu’un certain nombre d’entre eux passent au négatif, des vapeurs
commencent i se dégager. ' '

Les changements d’état des corps sous I'action du calorique se
présentent ainsi comme la conséquence directe des déformations gra-
duelles qu’ils subissent. 11 n’est donc pas nécessaire, comme on I'a
cru souvent, pour expliquer ces phénoménes, d’attribuer une forme
compliquée, et par suite invraisemblable, aux expressions analytiques
des actions i distance. Notre explication repose simplement sur les
lois incontestables de la continuité, sans rien conjecturer sur la nature
des forces moléculaires. I |

10. Mouvements infinitésimaux. — Supposons qu’'aprés avoir écarte
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le point m infiniment peu de sa position” primitive O, on I’abandonne
a lui-méme en lui lmpnmant une vitesse initiale quelconque, un
phenomene de mouvement prendra naissance. Tant que le rayon vec-
tear Om restera infinitésimal relativement aux distances atomiques,
les lois du mouvement seront exprimées par les équations différen-
tielles. C e P IO

S Cd’..z Y
= H?‘,f
dly ° .
(12) | 5 = — K‘?/,
d*z
-{7;,_7 = - Lz

Considérons la premiere en particulier.
Si 'on a H > o, I'intégration donne

(13; x’:psinhjﬁ'—}-fv cost VH,

1 et v désignant deux constantes arbitraires déterminées par les con-
ditions initiales du mouvement. La projection du mobile sur 'axe

des x exécute alors une oscillation dont la période est :2/%
Daus I’hypothése H < o, on a

(14) x = peV Il ye vV,

La projection du rayon vecteur Om sur I’'axe des x finit par croitre
sans limite assignable.

Si H est trés-voisin de zéro, quel que soit son signe, on trouve sim-
plement

(15) x = pl + v;

en sorte que le mouvement projeté sur I'axe des x est rectlhgne et uni-
forme.
La seconde et la troisiéme équation du grOupe (12), étant de méme
forme que la premiere, donnent lieu a des mtegranom analogues.
Cela posé, occupons-nous du mouvement effectif du mobile m.
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Si les trois paramétres physiques sont positifs, le rayon vecteur Om
admet un maximum. Les équations finies analogues a (13) s’appliquent
indéfiniment au phénomene. Dans le cas particulier ou I'on aurait

H=K=1L1,

il y aurait oscillation sur une droite déterminée. Plus généralement la
trajectoire offre une infinité de points de rebroussement; elle va et
vient dans divers sens en conservant une sorte d’affinité pour sa posi-
tion primitive. -

Si le signe négatif affecte un ou deux des parametres, si encore il les
affecte tous les trois, la trajectoire acquiert une branche infinie. Dans
le premier cas, cette branche s’enroule autour d’une droite; dans le
second cas, elle ondule de part et d’autre d’un plan; en dernier lieu,
elle est comparable a la branche infinie d’une parabole gauche. Les
équations différentielles (12) et, par suite, les équations finies cor-
respondantes ne peuvent alors embrasser qu'une partie du phéno-
méne réel. Dés que le rayon vecteur Om devient comparable aux
distances atomiques, des lois nouvelles interviennent pour régir la suite
du monvement.

§ UL. — Les paramétres physiques.

SomMaIRE : Mouvement rapporté i des axes quelconques. — Intégration. — Equation
intégrante. -— Détermination des paramétres physiques. — Formules. — Applica-
tion. — Action pouvant donner lieu 3 des changements d’état physique.

1. Mouvement rapporté a des axes quelconques. — Supposons

comme précédemment que tous les points d’'un systéme atomique
quelconque soient maintenus fixes, a ’exclusion d’un seul d’entre eux,
m par exemple, de masse g, que nous regarderons comme un mobile.
Appliquons a ce dernier une force extérieure, égale et contraire a
Iaction totale par laquelle il serait sollicité s’il occupait la position O.
Donnons au mobile un déplacement infinitésimal, imprimons-lui une
vitesse initiale et abandonnons-le ensuite a lui-méme.

Prenant pour axes des coordonnées un systéme rectangulaire quel-
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conque, (lesxgnons par x, ], z les coordonnées de I’écart au temps ¢.
Le mouvement aura potuir equat\ons différentielles '

f
’——‘E—Ax+P1 + Rz
de:
d2
ﬁ.‘) T—PT+B] +QZ,
_ 4= =R C
T x+Q]+ 2

(Ces équations se déduisent immédiatement du groupe (16) de notre
premier paragraphe, en y supprlmant lmdlce m, afin de sxmphﬁer les
écritures. )

Les parametres A, B, C, P, Q, R sont déterminés par la configura-
tion géométrique du systemc donne, dans P hypothese ou m occupe
la posmon 0. el BT et ;

Ils s’expriment au moyen du potentlel @, relatif 4 ce point, par les
formules trés-simples

‘ ) d*e -
AT
d*e
8=~
. d*e
8§C=— gz
'2) P — d'e
Y = T iXay’
d*e
— o
8Q =~ gy
. die
‘gR "'T"(/»ZHX’

dans lesquelles X, Y, Z désignent les coordonnées du point O.
Ptru)osOHs-nons d mtegrer les equanons ( ).
2. Intégration des équations différentielles: '— A cet effet, nous
rappellerons d’abord que, I'équation différentielle
" 5 dza': ;- l- )
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admet pour intégrale générale, une des trois fonctions =

(4) e sint \/s —h:h’cost\,{;,
(5) heV=s + Ke=t=3
(6) e+ H,

dans lesquelles & et %’ sont des constantes arbitraires. On doit choisir
la premiére de ces fonctxons si s est posmf la seconde si s est negatlt
et la troisieme si s est nul.

Désignons cette intégrale geuérdle par'le symbole

(7) T 1 _'(";’_”')7_""

qui met en relief ses deux constantes arbitraires.
Cela posé, les équations ( 2) seront vérifiées par le systéme fini

x = (h, I'),
(8) J = (k &),
’ z = (I, l’)

pourvu qu’on choisisse pour valeur de s Lme racine de I'équation du
troisiéme degré
: A—s P R
(9) P B—s Q = o,

8 5 z
et que, d’autre part, on assujettisse les six constantes h, %', k, &', [, I’
a vérifier les deux systémes d’équations linéaires

(A—s)h+ Pk + R =o
P+ (B—s)k+ QI =o,
R+ Qk. +(C—s)l=o,

| & SOk PE. ¥ RU =o,
(11) Z PH 4+ (B—s)k+ QI
R -+ QK +(C—s)l'=o,

Tome XV (2° série). — Mar1 1870. o . 20

(10)

i
©°
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qui déterminent quatre de ces constantes au moyen des deux autres.
Une seconde racine s, de la méme équation (g) donnerait analo-
guement un nouveau systéme

Il

(Boy By),
(k|’ k’l))
(L, 1))

vérifiant les équations différentielles (1) et contenant deux constantes

arbitraires.
La troisiéeme racine s, de la méme équation (g) donnerait enfin un

troisieme groupe

ll

;

It

(13) (Ifﬂ' ,‘!2)’

e
(L 1)),
contenant deux constantes arbitraires et formant une nouvelle solu-

tion particuliére des équations (r).
I.e groupe

5 x = (hy, 1),
J
V4

x = (h, I') + (hy, } )+ (hsy Ry)s
(14) =k, k') + (ki, K\) + (ks K,),
z= (I, ')+ (I, L)+ (L 1),

contenant en derniére analyse six constantes arbitraires, résout le
probleme de I'intégration générale des équations (1). On obtient ainsi
les équations finies du mouvement du point m; les six constantes
arbitraires se déterminent d’apreés les conditions initiales du mouve-
ment (déplacement et vitesse au temps zéro).

3. F'quation intégrante. — L'équation (g), qui nous a servi a opérer
Fintégration, mérite une étude particuliére,

Son premier membre, représenté par un determmant sy metrlquc
affecte une forme bien connue dans la theorle des déterminants. On
sait, d’apres les travaux de Cauchy, Borchardt et Sylvester, que cette
equation admet trois racines reelles.



PURES ET APPLIQUEES. 155
Désignons par “ .

AP R
(15) ‘ ‘AZTP B Q
'R 9 c

ce que devient le premier membre (le ’équation (g) lorsqu'on y
fait s = o.

Nous pourrons mettre cette équation sous la forme
(16) s*— (A +B+C)s*+ (P*+ Q*+ R*—- AB ~BC—CA)s —A=o.

4. Détermination des paramétres physiques. — Si V'on substituait
aux axes rectangulaires des coordonnées auxquels sont rapportées les
équations (14) (en supposant qu’on ait déterminé les dix-huit con-
stantes A, k, [, etc.), un autre systéme rectangulaire, les coordonnées
x, 5, z s exprimeraient par des fonctions linéaires des nouvelles coor-
données x', y’, z'. Opérant la substitution dans le groupe (14) et ré-
solvant eusuite par rapport a x', y/, 2, on;__ar‘riverait a.un groupe
d’équations de méme forme. .

Il résulte de cette observation que les trois racines de I’équation
intégrante (g) sont indépendantes des axes des coordonnées. On peut
donc, pour déterminer ces racines, choisir indifféremment tel ou tel
systeme d’axes. Or, si l'on-choisit en particulier celui des axes prin-
cipaux relatifs au point O, position primitive de I'atome m, on a,
d’une part,

t7) P=Q=R=o,
et, d'autre part,

< A H
(18) B=K,

I,C.:. L,:

H, K, L désignant les parametles p/z_)fszques de m. o
L’équation (9) prend alors 'la forme tres-sﬂnple

(19) = H)e = K) (s L) =,
’ ’ 20,.
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et 'on voit ainsi que I’équation intégrante admet pour racines les trois
parameétres physiques.

1l suffit donc, pour calculer ces paramétres, de former l équation (9g)
pour des axes de coordonnées rectangulalres quelconques, et de la
résoudre par rapport a s.

Ces trois paramelres sont tonjom’s réels.

Les racines de Péquation intégrante étant indépendantes des axes
des coordonnées, il en est de méme des coefficients de cette équation,
c’est-a-dire des trois fonctions

A+B+C,
P2+ Q*+ R?!— AB=BC - CA, >
et
A P R :
A:l P B Q]
IR Q C|

formées au moyen des six dérivées secondes du potentiel &,

». Formules. — Nous avons donné, dans notre premier paragraphe,
les expressions générales des A, B, C, P, Q, R. Ces expressions se
simplifient si, au lieu de prendre un point quelconque pour origine
des coordonnées, on place cette origine au point O, position d’équi-
libre de Patome m. »

Soit, dans cette hypothcae, g, la masse un autre atome quel-
conque n, p la distance On, («, 3, 7) les coordonnées du point u, et

Sugn ()
Paction exercée sar n par m, lorsque ce dermeratome est placé en O.
On a alors :
- » 0 TR
Zugn[«gp/’@) + (07—« fe)]

S gn[B2e) (p F(P‘—ﬁ‘/ )]'«r L
’ C=2,8[7ef(e)+ (o* — )/ (0] ;

I

H

(20)
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: " (r s L3
S P =2 8lef'(e) =] 55
[

(21) Q= Zglef (6) =Sl 5o

( R=3, gnlpf’(P) — /(9] ff

6. Adpplication. — Pour Lnre une. apphcahon 1mmedmlc de ces

formules, supposons qu’on' ait :
(22) Sy ==,
Pexposant a désignant une quantité réelle, de grandeur et de signe
quelconques.

Il vient alors L

i

(A= 3, Sopt? [aa2+ # ‘)],
(23) B=cx3,g,0af+ (p* — (),
C=E 58,007 ay - P =)
| P=(—) 30 80 4fe
(»4) ‘(Q=i:(ﬂ'-’—_ ) 5, g B
R==x(a—12g, “/*xr/""-

1° Supposoils d’abord a S o, ‘de maniere que Laction soit propor-
tionnelle a une puissance quelconque de la distance.

Si cette aclion est ait‘ractwe (signe + des formules), A, B, C sout
lou.]onr:. positifs, quelle que s6it la-configuration du systéme atomique,
gnelles que soient aussi les masses de ses points. Il en est de méme
des paramétres physiques H, K, L. qui sont des valeurs particuliéres
de A, B, C. Par conséquent, il y a toujours cquilibre stable.

Si I'action est repulsive (signe — des formules), les paramétres phy-
siques H, K, L sont négatifs; il y a toujours équilibre instable.

2° Supposons maintenant a > o, de manigre que l’action soit in-
versement proportionnelle a une puissance quelconque de la distance.

En ajoutant membre & membre les trois formules (23), on trouve

(25) A+B+C=H+K +L="x(a+2)3,g,0°"
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La somme (H + K + L) prena?dohc le siéne de Pexpression
* (a + 2).

Elle est negative, soit si Laction est attractive (slgne -+ et inverse-
ment /)roporlwnnelle a une puissance inférieure a 2, soit encore si
cette action est répulsive ( signe —) et nzversement proportlonnelle a
une puissance supérieure a 2.

Un au moins des trois parametres physlques étant alors négatif,
I’équilibre ne peut pas éire stable.

3° Dans le cas particulier ot a = — 2, la somme (H + K + L)
est identiquement nulle.

I action atomique est alors une attraction ou une repulston inver-
sement proportionnelle au carré de la distance.

Les signes + et — apparaissent nécessairement tous les deux dans
le groupe des parameétres physiques. L’équilibre stable est encore im-
possible.

Actions pouvant donner licu a des changements d’état physique.
— Du moment ol une hypothése faite sur I'action a distance exclut
la possibilité d’un équilibre stable ou celle d’un équilibre instable
dans un systeme atomique (quelle que soit la figure géométrique de ce
svsteme), on doit regarder cette hypothese comme inadmissible dans
les recherches mathématiques sur la constitution des corps naturels,
lesquels peuvent passer de I'état solide a I'état gazeux.
Si donc on voulait essayer I'explication des phénoménes physiques
en admettant une action a distance comprise dans la forme générale

- ‘o“,

il faudrait, d’apres les observations précédentes, rejeter toute hypo-
thése non comprise dans celle d'une attraction inversement propor-
tionnelle a une puissance supérieure a 2 ou dans celle d’une répulsion
inversement proportionnelle a une puissance inférieure a 2.

D’autres conSIderatlons anaI)thues que nous 1 entrevoyons pas
perinettraient peut-étre de restreindre plus encore le champ des hypo-
theses.
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§ 1V. — Efforts engendrés par une déformation infinitésimale.
Sommatre : Rappel de formules. — Nouvelles notations. — Systéme d’équations

linéaires. — Propriétés du déterminant. — Forine symétrique. — Equations diffé-
rentielles. — Intégration générale, — Réalité des racines s.

1. Rappel de formules. — Reprenant les notations adoptées dans
notre premier paragraphe, nous pourrons représenter l'effort total en-
gendré au point m, par suite d'une déformation infinitésimale quel-
conque du systéeme atomique, par-les formules

u,, = Zn (Xn,m F'm,n P, n -+ Fm,n xn.m)v
(') ¢V = Zu (Yn,m F:n,n P, n —+ Fm.n )‘n,m)v

LWy = zll (Zn,m bm,n I, n -+ l—“m,n Zn, m)7

dans lesquelles
; ‘ Xom =X, — X,
(2) o Yorn=Y,— Y,,
z Zn, m=Z, — Lp,

Xp == Xn — Ly

(5) 2 Imm = Yr — Jms
Zp,m = Bn ~— Zm,
. Xu,m Yn,m . Zn,m
(/l) Py = mxn,ln"‘m}n,m“"mzn,rn»
(5) Rm,'l.= vle,n -+ Y;ﬁz,n -+ Z;fl,l}"
> V v - s ; : .
(b) Fm,n = R 8m gnfm.n(Rm.n)' \
N e, n -

2. Nouvelles notations. — Afin de simplifier les écritures qui vont
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smvre, HOUS POSC!‘Ol]b

/

m n ~
R 1-\III, n + P m, n - gl’l alﬂ, n
n,m :

lll’l
) an_"'Pmnzom !)m,n,

m,rt M
o - o
m,n Fm, n om cm, no
\ n, m
/ Xn,l" YI). m 3 r —
S m,r T Om am,n *
n,m
Yn, ZII, l" ©
= g
Fm nT dm pm,n ]
n, m
- .
Ln‘ m Xn, m Fr o :\
\ mon T pm /m,lz‘
R, !

Les fonctions que nous avons désignées par les letires A,,, B,,, C,, et
P,, Q,, R, auront pour valeurs

(9)

(10)

Aln == Zn Ay iy
Bm Zn bm,iz’v
Cm = 2n Com,ns

f

‘ P,= 2,0,

? Qm“— Z ﬁm ny
- Rm =2, Yin,n+

Grace a ces conventions, le groupe des équations (1) pourra s’écrire

Uy, o o . .

g" = =— Am*rm_"'Znam,nx'n_' pm‘)fm—’- 2n am.n,)’ n'"'_Rm Tt 2'tz '}'m,nzn’
m

Vlﬂ

—=—P,x, +2'/1 amnxu Bpym+2 ub Y szm+ 2,. EomnZns

om

(S

— R/n XLyt Zn 'Ym,n Xy Qm,)’m -+ Zn ﬁm,n,)’n - Cm 2+ Zn cm,n Zp-

' 8m

3. Systeme d’équations. — Des équations analogues existent pour
chaque point du systéme atomique. En les écrivant pour tous les
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points au nombre de N, on forme le systeme de 3N équations

linéaires :

/

u o
T= A bar b a g my— Py Ly R X2 Bt sTETe b TRE e oP e a PN
teXi
u, Lo ' g
g—’ =, x, — A, 4. .—I—aQ’NxN—&—z?‘,y‘-— Py, +...+ gQ’N)’N+7,’lzl—B,z2+. TNt No
2 %
uy -
;{—N =y T Uy Ty = Ao Y o Kb — Py R g B Tyt Ry3ys
¢ i
b= =P a2, by oy =By b Ly, b gy Q L 2R Rt ol TR
g
¢,  x
é‘.: =2, % — l)z;pz—l—- - +12,N'tN -+ b2'|y| ‘B'I}}:{—._' '+b2,N-)‘N'+ ﬁ“ 2, _sz~z+' .ot pQ’NnN’
................................................................................. ,
‘)N ¢ v
o T Ty o By = Py by 0Oy 0 e — By by 2 By st = QuEys
S~ : .
(2% .
’;’;‘“ =—Rz +7(,‘."1"2+’ . '+7|,N‘Z‘N_Q|J‘|+p|,avyz+' . ‘+ﬁ1_N)’N_C| 3 + Ci2% +.. '+("1.NZN’
1
o, ) } , . .
';_' = /?.I‘T —'Rz'r2+"'+79,1\"1"n+ pz,.;}’. "‘02}’2‘*“- . '+@‘2,N-}'N+(\‘-','zl- 0222—1—. . '+(‘:,N"‘\’
o2 :
........ A
[2%
N \
.N_/Niz-}-/N? e — Ry ‘M”—}—QN‘,L ! —QN]N—i—ch z,+ N‘,zl—}-...—CNzN.

’

Les coefficients qui entrent dans les seconds membres de ces équa-
tions sont au nombre total de gN"’; mals on n en compte que 6N*?

distincts.

[l existe, entre ces 6N? coefficients, 6N relations analogues a celles
des groupes (g) et (10). ‘ :
D’autre part, on trouve par les formules (7) et (8), et en vertu da

principe d’égalité entre I'action et la réaction, pour deux points quel-
conques m et n, les relations svmetnques

(13)

— 5 — o . _
n— gn Apiny gm Ym,n — pn [’n,m7 gm cm,n — gn Cn,m7

e g it o AN o c aVingg et e o .
Uinsn == §nw'%nyins gmﬁm,n — on ﬁn,m s 8mfmn = 8n VY me
Tome XV (2° série). — Ma1 1870. :

21
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Le nombre de ces relations, lorsqu'on fait varier m et n (indices iné-
gaux) en les prenant de toutes les maniéres possibles dans la suite

1, 2, 3,..., N,

s’éléve au total de SN(N —1).

En résumé, il existe entre les 6N* coefficients distincts des équa-
tions (12) un systéme de 3N(N + 1) équations, permettant de dé-
terminer 3N(N + 1) de ces coefficients au moyen des 3N(N —1)
autres.

4. Propriétés du déterminant. —- Si 'on regardait les premiers
membres des équations (12) comme des quantités connues et les pro-
jections de tous les déplacements comme des inconnues, on aurait un
systeme de 3N équations du premier degré, dont nous désignerons le
déterminant par le symbole 3.

Ce déterminant est représenté par le tableau suivant, qui met en
relief tous ses éléments : '

—A a, .. @y | =Py an. - an | — R e oo N

b @, —Ay oo an | ey =Py oo aen | 720 —Re .. ey

i

i (ZNJ (ZN‘Q . ——AN “N,i “N'Q L eee T, -—PN 7N,1 'IN,E Y — RN

!—~ P, @2 “ 5 a1 N e B. b,,z S b],N. —Q| ’ ﬁ‘,z . s pLN

| %3, ¢ -—-Pz P %2,N b2,| —"Bz oo b‘.’,N ﬁg,l —Qz P pQ,N
N1 ANz e -—'—PN ’bN,l bN'Q‘ e ™ BN ﬁN,l BN,E .o —-—QN
—Ri 7. ceromn ] — Q0 B v | —C e e €1,N

j 7ot —R, ... Vo8 | Bar — Qi tes Box & —GC ... €a,N
7Nt e e —Ry| By Bye - —Qn| ewg oene ... —Cy

Les lignes a traits interrompus-que nous avons figurées divisent ce
tableau en neuf cases dans chacune desquellés se trouvent les éléments
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d’un déterminant partiel. Ces derniers sont au nombre de. six dis-
tincts; on peut représenter chacun d’eux par la lettre de ronde cor-
respondant a celle qui entre dans les symboles de ses éléments prin-
cipaux. On a ainsi les signes '

Ay By S P 2, &, o

et le déterminant P peut s'écrire symboliquement

M @ ' K
(14) oP=|e w2

I est facile de voir que ce déterminant est nul, ou, en d’aulres
termes, que le systeme des équations (12) est indéterminé. .

Supposons, en effet, que ces équations soient vérifiées par certaines
valeurs des @,, X,,..., Lyy des ¥y, Faye.ry Jy €t des 2y, Zoi..., Zy.
Elles le seront encore si I'on augmente tous les xx d’'une quantité arbi-
iraire A, tous les y d’une autre quantité arbitraire A et tous les z d’une
autre quantité arbitraire I, car cela revient a4 imprimer a tout le sys-
téme atomique, aprés sa déformation, une simple translation (4, &, I),
qui ne peut évidemment modifier ni les intensités ni les directions des
efforts. B

5. Forme symétrique. - Considérons en particulier le déterminant

partiel
—_ A, a, . wee Gy '
(15) v | B A as
| ax, ay, ... —Ay

Multiplions les éléments de 1a premiére ligne horizontale par vg,,
ceux de la deuxiéme par Vg,,..:; ceux de la N¥me et derniére par ygy.
21,
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Divisons ensuite les éléments de la premiére colonne verticale
par yg,, ceux de la deusiéme par yg,,. . ., ceux de la N*" et derniére

par \/g.

Nous obtiendrons un nouveau délerminant
]
l .
l o
’ K2 (
> _’ar.\ "-A Tew e »—a;,‘~ {
= Ve o s
o
| |
i
{

Posons
(17) '=g,8: . .8«-

Par suite des multiplications opérées sur ses lignes horizontales le
déterminant A se trouve évidemment multiplié par T. Par suite des
divisions opérées sur ses colonnes verticales, ce déterminant se trouve
divisé par T'. En derniére analyse, on n’a pas changé sa valeur; on a
donc

(18) B o== ot

Tees tableaux (15) et (16) représentent deux manieres équivalentes
d'écrire le méme déterminant; il est 2 remarquer que dans ces deux
maniéres les éléments principaux restent les mémes.

1.a forme - est celle d’'un déterminant symetrique. En effet, deux

¢léments symétriquement placés étant, généralement, \/3—”‘

on

”m:/z et

<, 2 i I3
\/”—" a, .., V'égalité de ces éléments
gm

! /

v o

Hm fHn .
(Ig) \/— nm,n - V - '“u,’m :

Sn 8m
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équivaut a
(20) ‘ 8m T ='g/l Qs

relation vraie d’apres les formules (13). .
Les autres déterminants partiels

W, 2, €, 9, &

peuvent étre transformés de la méme maniere en déterminants symé-
triques
W, 2, 5, 6 ¥,

sans qu’il y ait altération des éléments principaux.
Formant avec les déterminants partiels ainsi transformés un assem-
blage analozue a celui qu’indique la formule (14), nous aurons
te)

!‘V O ¥
(21) = | w |
]w %Io

Le déterminant @& ainsi défini est évidemment symeétrigue. 11 a les
mémes éléments principaux que le déterminant 3. Nous allons prouver
en outre que

(22) | g=D.

En effet, pour obtenir g, il est nécessaire et suffisant d’opérer sur D
les opérations suivantes : ' "

1° Multiplier par \/;g_, les éléments de la 1%, de la (N -+~ 1) ct de
Ja (2N 4+ 1)%7¢ ligne horizontale; par yg, les éléments de la 2°, de
la (N + 2)#m¢ et de la (2 N — 2)ieme lign:e,...; par vgy les éléments de
la N¥me, de la 2N¥"¢ et de la 3N ligne;

-2° Diviser par g, les éléments de la 176, de la (N + 1" ¢t de la
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(2N + 1) colonne verticale; par g, les éléments de la 2¢, de Ia
(N + 2)%m et de la (2N + 2)%" colonne,...; par ygy les éléments de
la N#me de la 2N“™¢ et de la 3N*™¢ colonne. ’

Les multiplications par lignes horizontales ont pour résultat de mul-
tiplier I par le facteur I'*; les divisions par colonnes verticales divisent
ce déterminant par le méme facteur. De cette compensation résulte
I'égalité (22) qu'il fallait démontrer.

6. Equationsdifférentielles. — Imaginons qu’on applique  I'atome m
une force capable d’équilibrer I'action totale par laquelle il se trouve
sollicité lorsqu’il occupe sa position primitive. Déplacons cet atome
infiniment peu, imprimons-lni une vitesse initiale quelconque, et aban-
donnons-le a lui-méme. '

Supposons qu'on en fasse autant pour tons les autres atomes a un
méme instant que nous prendrons pour origine du temps ¢.

Un phénoméne de mouvement prendra naissance. Tant que les
écarts atomiques resteront infinitésimaux relativement aux distances
séparatives, le mouvement sera régi par les équations différentielles
linéaires simultanées qu'on obtient, en remplacant daus les équa-
tious (12) les premiers membres,

u

I, u- N
—y  —arrry —
o -,
8 8 Ex
- v, v U
=, Z,e.., A,
v O o
5! »? DN
[
a w, N
et — v —
o 3 o
A 8 8y

par les dérivées secondes correspondantes :

d’.?.ﬂ dz.l‘z (ITIN
T IR —
dr dr? ot
d*y, dy, d:_)'N
de ’ a ' der
diz,  diz, dzy

——

ar’  ar 7 Tap
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Nous écrirons ces équations symboliquement sous la forme

i dia, . dy, " A d*z
—(F:(x,),z)‘, ar = (¢, 0, 2))15 7,‘{':(((1',)’,3)))1’
d*z d'y dz i
(23) _d?!.? = (2, s 2)2, d,z’ ={((x, 7 2))as _:1}_22 =(((s 7> 2)1)as
e ey e ey e e ,
d*r dy d’z
| (II’N :(x, Yy i r{ﬁN =((1‘, I Z»Na dﬁN =(((.’Z‘, X Z)))\

1l s’agit de les intégrer.

7. Intégration particuliére. — A cet effet, nous désignerons par le
symbole

/

v, ¥

I'intégrale générale de P’équation

d?e
(24) o = s
v el v étant les deux constantes arbitraires de cette intégrale, qui peut
prendre, comme on sait, trois formes analytiques différentes, suivant
que s est positif, nul ou négatif.
Le systéme (23) admeltra I'intégration particuliere

i

! . — / —_
.Z',:b.,’ll, ]4"'k|1kn z’l—[nlia
’ ! x2:h2, hlz’ .)A2=/"27 A;o :2—:12'['2)
(25)
! 1 1
Xy = hy, by, Fn= kyy by s 2y=1y, 15,
pourvu que, d’'une part, on prenne pour valeur de s une racine de
I’équation

(26) o M=o,

(M, désignant ce que devient le déterminant I lorsqu’on ajoute s
a chacun de ses éléments principaux), et que, d’autre part, on assu-
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Jettisse les constantes 7, k, l h K, l’ 4 vérifier les deux systémes
d’équations linéaires : ’

(mshy =0, K L)y sk = ((i,, k1), —slo= (R, by L),
(27$s -—-sﬁ;; (h, k, l) : — 542:: (B K, 03y, —sly== (((h, K, 1)),

';leigz(iz','k,”z')x, k= (Un b e = sly= (K, 1))y

K =B K1), K =R RL T, —s L =((R KU,
gy ) S F =R ey Ky (KL sl = L),

' —shy =R, K, U)x, “'5/‘\ —‘(Ul K ))xy  —sly :(’\(;‘,’/‘J’ )

respectivement déduits du aysteme (23) en lemplagaul d une par:,
les lettres o, y, z d’abord par A, k, I, puis par &', k', I'; et, d'autre
vz dy dz .
i d;’, d;ddbord par — sh, — sk, — si, puis
par —sh', — sk, ——sl’ _

Les 3N équations linéaires dont se compose le systeme (27) sont
homogenes; I'équation (26) exprime que leur déterminant est nul.
Ces équations déterminent donc (3N — 1) constantes au moyen de
la Nl’éme.

Une observation analogue s'applique au systeme ( 28).

Par conséquent le systeme (25), intégration particuliere du sys-
teme (23), contient, en derniere analyse, deux constantes arbitraires.

purt, les bymboles

8. [ntegration génerale. — L’équation (26) étant du degré 3N,
admet pour racines 3N valeurs de l'inconnues.

Chacuue de ces valeurs fournit une intégration particuliere ana-
logue a (25), et deux groupes conditionnels analogues a(27)et (28)
entre les coustantes qui se trouvent réduites a deux arbitraires.

F.a sommation des intégrales parttcuheres donne le systeme

xr=Sh,k, p =8k, K, z,=S,1,
\ x,= S/zg,lz'z, y.= Sk K,y z,=8SL,1,

/

[29) ) |
Xy == Sb\, /l\, pv=Shy, ky, z2y= Sl {5,
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contensnt en derniere analyse 6N constantes arbitraires et représen-
tant U'intégration générale du systéme (23).

Ces 6N constantes arbitraires pourraient se déterminer d’apres les
conditions initiales du mouvement, lesquelles sont également au
nombre de 6N (savoir : les projections des déplacements et des vi-
tesses au temps zéro pour tous les points du systéine atomique).

9. Réalité des racines s. — L’'identité (22) entraine évidemment la
suivante :
\q)o) & = D,

@ désignant ce que devient @ quant on ajoute s a chacun de ses
éléments principaux.
11 en résulte que 'équation (26) peut s’écrire

(3[): &,:O.

Le premier membre étant alors un déterminant symétrique, il s’en-
suit que toutes les racines de I’ équation sont reelles.

Nous donnerons a ces racines le nom de parameétres dynamiques du
systeme matériel.

§ V. — Les paramétres dynamiques.

Sommarne : Nullité de trois racines s. — Intégration correspondante. — Interpréta-
tion cinématique. — Equation simplifiée. — Cas particulier. —— Formule d’analyse.
--- Considérations générales. — Vibrations calorifiques.

1. Nullité de trois racines s. — On reconnait aisément que le dé-
terminant 3, (obtenu en ajoutant s a chacun des éléments princi-
paux du déterminant D) est divisible par s°.

Ajoutons a la premiére colonne verticale les (N — 1) colonnes sui-
vantes, en tenant compte des formules '

A,=2,a, ,,
Pm — zn Pin,ns
Rm: 2/: 7m,n;
Tome XV (22 série). — Mai 1870. 22
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la nouvelle colonne ainsi obtenue sera composée de termes tous
égaux i s. ' :
Ajoutons de méme & la (N + 1)*" colonne verticale les (N — 1) co-
lonnes suivantes, en tenant compte des formules
P"I == le am,/l?
B"Z — ZII bl",”’
Qm = zn ﬁm,n;
tous les termes de cette colonne deviendront égaux a s.
Ajoutons enfin a la (2N + 1) colonue verticale les (N — 1) der-
niéres colonnes, en tenant compte des formules
Rm =2, Ym, ny
Qm — Zn ﬁm,n)

Cm = Zrz Cn,ns

nous rendrons encore tous les termes égaux a s.
B, est donc divisible par 5, et par conséquent I'équation

D;=o,

du degré 3N, a nécessairement trois racines nulles.

2. Intégration correspondante. — Lorsque s = o, I'équation diffe-
rentielle

dz
Tt{ = — 5¢
se réduit a
de
an =
et admet pour intégrale
e =vt+ v/,

y et v' étant deux constantes arbitraires.
Par conséquent, les trois racines nulles de I’équation

(1) D=o

ont pour effet d’introduire dans le second membre de chacune des
équations intégrales (29) du paragraphe précédent un bindme linéaire
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en ¢, et de réduire 4 3 (N — 1) le nombre des autres termes bindmes
(exponentlels ou trlgonometnques) résultant des autres racines de
I'équation (1).

A cette triple racine nulle correspond l'intégration particuliere

gx‘ hit+F, yo=kt+kK, z=10t+1,
(2) ?xz:h?t—!_h;’ ]2=k2—l -+ ksn Zy= Zzt—’r—ly»

ay=hyt +hy, =kt + ky, ‘ zy= Iyt '*—li\7

du systeme différentiel (23), § 1V. 7
Les constantes A, k, [, au nombre de 3N, doivent vérifier les équa-
tions linéaires homogénes.

— A Aa, b4 Aa I — PA +/“/~2 R T L Tl e o TRLIE SRR o AUNECC R

ﬂ._,l/ll—A,‘/ly—i—...—i—(I%N’l doa, k=P Ak 4+ Zon Ayt Vol =Rl Iy =0,

gyt gy — A ay R e B = Pk oy L gy b = Ryl = 05
— Pl 4 H\"N B./-'l—i—/).}25'?+,..+/)1NA‘V—QI [l+@l.7[2+"'+iel,xl.\‘ = aq,

Wy hy = Py A gy b, B S B R by R B L — QA By fy = 0,
gy Mt g g Py = Py N O R b b = oAby LB h e = Oy = 0

=R Ay b4 Iy — Q byt Bkt B A —C o L+ (=0,

Yoty = Rl Ay Ay By A — Quh oot Byt i = Gl (=0,

Cxa M g — By h +p“ |+pm£}+...._QN,4~\,+chl1l-+pml,‘,-;—'...'— Cyfy=o.

Les constantes /', k', ', également au nombre de 3N, doivent véri-
fier un systéme d’équations tout a fait semblable qu’on déduirait du
précédent, en ajoutant simplement un accent a chacune des lettres £,
k, 1, et que nous désignons par (4):-

Les systémes (3) et (4) admettent le méme résultant, identique avec
le derel minant que nous avons demgne par ﬂl

i

22..
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D est égal a ce que devient-B;poar s = o, QP*SM est‘xdiv‘isi‘ble- par s¥;
donc D est nul aw troisiemeordre. Heen résulte qiie feyéquations (3) se
réduisent & 3( — ) distinctes; et 'qﬁ 1l en -est de méme des e-qud-

tions ([;) T N SR ARt TR BT S ELAA A
En tenant compte des equahom St
. p
;ﬂ,Am""’ 20l ;s

Bm*"" -‘Enbm,"nf s

5. R L T
Q=S T
Rm" Zlf /m ny B PRI SRV RNS D

on voit que le systéme (3) est _s:atlsfagt_ en [gosalnnt " ) L

o= by =y
k6) k{:k2:',';': k.\"
' lgzlgi.:\;'-..-:.“.‘é

Or ce nouveau systéme se réduit aussi 2 3 (N — 1) équations distinctes;
il est donc équivalent a (3).
De méme, le systéme (4) est satisfait en posant

| h": h"z:a-v: b;v',:v"
k'l-‘:',flﬁ_;'"::'/f:‘n
l=l=. =1

—~
~J
N

Ce nouveau systéme, se réduisant a 3 (N — 1) équations distinctes, est

équivalent a (4). :
D'apres cela, l'intégration partuuhele (2) se réduit i la forme trés-

simple . AR .
) Xy =X, =.. .= 1'N= ht + I,

(8 Y= Y=o e kbt K.
[ 2, = 2y ==viaw SpEm el SIRE AR

qui met en évidence les six constantesi anhitaires A,k I, i, K, 1.
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Interprétation cinématique. — Les pardinétresch, k; I'sont évidem'=
ment les trois pro_;ectlons de la vitesse d’in mouvement: rkacnhgne et
uniforme qui vient animer lous;es:atomes. du @ysteme :

Les vitesses initiales simultanément imprimées par hypothese a ces
divers atomes peuvent étre regardées comme résultant d'impulsions
égales en durée, mais différentes en grandeur et en direction. Trans-
portons par la pensée toutes ces impulsions au centre de gravité du
systéme atomique et composons-les afin d’obtenir leur résultante. Si I'on
regardait ce centre de gravité comme un pomtf matériel libre sur lequel
serait condensée la masse totale du systéme (ou en d’autres termes, la
somme des masses atomiques), lunpulsnon r§>sultame dont nous par-
lons lui communiquerait une vitesse déterminée en grandeur et en
direction. Cette vitesse doit évidemment étre identique avec celles que
1eprésentent les trois pl'OJechons h, k, 1

D'aprés cela, soient v,,, %, Ay, les trois pro;ecllons de la vitesse ini-
tiale de I’atome m dont la massc est g,,;.nous aurons

 Sagatin
/( - Sa gm—,
S, gn?
k — /n‘hm m
(9) , Soa
Sn gm)m
l = ——=—
g Sm“‘gm‘

Analoguement, en désignant par v, %, A, les trois projections du
déplacement initial de I’atome m; on ayrait- «
i § 1
; ,ll - Sm gmn',:_,.
5 _—:- Smgm ’ o
e EOLE
, S S ?, .
(10) k= "S'E’»J'«', -
| 11 — S,,,‘g,,,‘).',’" ’JV ’
X Sm gm

en sorte que X', &', [’ sont les ‘projections du deplacement initial subi
par le centre de gravité du systéme atomique.

4. Equation simplifice. — Tn dépouiliant l’équahow( ) de ses'trois
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racines nulles, on a
(I 1) ey D, =o,

équation du degré 3 (N — 1) qui détermine 3(N —1) paramétres dy-
namiques, positifs ou négatifs. . - . - ., :

Developpee suivant les. puissances. cro:ssamtes de $, cette équation
peut s’écrire

(12) §30,5_;+ 82205 ...+ T30, + SV =0,

le svmbole &, désignant un déterminant partiel- du degré p, formé
au moyen de 3, de facon que sa diagonale soit composée d’éléments
appartenant a la diagonale de 3, et 20, désignant la somme de tous
les éléments partiels de ce genre, an nambre de

S3N(3N—1)...(3N—p+1)
2...p I

qui peuvent se déduire de . »

Si 'on changeait d’une maniere quelconque les axes rectangulaires
auxquels se rapportent les coorddnnées atomiques, les équations inté-
grales du mouvement, représentées symhboliquement par le groupe (29)
du § 1V, conserveraient leur forme analytique; les parametres expo-
nentiels ou trigonométriques qui figurent dans ces équations reste-
raicnt les mémes. Par conséquent, les paramétres dynamiques sont
indeépendants des axes des coordonnées.

I} en résulte que les coefficients des diverses puissances de s dans
I'équation (12) sont aussi indépendants des axes. Il en est de méme des
trois expressions identiquement nulles

D, 3., et Zo_y,
qui représenteraient, dans I’équation non simplifiée
D, =o,

le terme constant, le coefficient de s et celui de 5.
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8. Cas particulier. — Parmi toutes les hypothéses qu'’il est pos-
sible de faire au sujet des fonctions

fmn( mrz

qui représentent les actions a distance, il en est une qui condnit a des
calculs remarquablement simples, et c’est 4 ce titre que nous allons
’examiner. Posons

('3) _/r.rz,n(Rm,n) = KRm,m

ce qui revient a supposerl action atomzque proportionnelle a la simple
distance. L
Nous aurons
Fm, n "—-'L"Kgmgm
Frn =0,
Am.n = bm n= Cmpn= Kgn’

“m n= ﬁm n— 71’!," = 0.

(14)

Posant
G= Sm gm’

de facon que G desngne la somme des masses 1mm1ques, nous pourrons
écrire ’

Am? Bm = Cm: K(G - gm)v

Pm.:va =R,=o.

Désignons enfin par (a, B,y) les trois p;rojeclions du déplacement

infinitésimal subi au temps ¢ par le centre de gravue du systeme ato-
mique, nous aurons

(15)

.
SugunTm

a —
G

]

(16) B = ngnrm,

Sm 8

V= "6

Au moyen de ces notations, les équations différentielles du mouve-
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ment revétiront la forme trés-simple

dix d*z, - ‘d’.r,v |
dtf :KG(a—x0)7 dt.f =K(:(a———x2),..., 7{—[_;1 :K(I(CZ—--.TN),
a ! d? 2 d?

(17) (S5 =KG(B—y.), S2=KG(E-yn S5 =KG(f—)y),
d? z, d?z, d? " .
W:KG(?—Z:)a T ':_"KG('y—Zz),..., -{/—{;—‘ :K(j(y—zu),

Soienta,,, b, c,,les trois projections dela vitesseinitiale del’atome m,
a,, b, ¢, celles du déplacement initial de ce méme point matériel, et
supposons qu’on ait

(18> Smgmam = Sm gm bm = Smgmcm = 0,
! ! U Us
U()) Smgmam: Smgmbm = Slngmcm: o.
Le centre de gravité du systeme atomique n’éprouvera aucun déran-

gement initial et ne sera sollicité par aucune impulsion primitive. On
aura donc constamment

(20) e=gf=y=o,

en sorte que les équations (17) deviendront séparément intégrables.
Si K est positif, on trouve pour I'atome m les équations finies

a . X7 7~ Ir 1~ )
X, = —= sintyKG + a cost yKG
m= g SV -costVRG,

bm . 5~ F -
(21) Im= \T(_GSIDWKG + b,cost yKG,
? Iy = ’:2_6 sinzyKG + ¢, cost VKG .
y

Si K est négatif, on trouve pour équations finies du mouvement de
ce méme atome :

m ' V=K ap ) ' lm,
Fon \v=KaG B )e (\/—KG '”)e '
(22) {5, = ( LI b’m> eV Ee L g e,
v—KG V—KG
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!

Les autres points donnent lieu & des £quations analogues.
La forme (21) qui correspond a K >o, ﬁgure un etat vibratoire de

période —— \/__ .1l y a pour ainsi dire solzdzte ‘en chaque pmjlt du
systeme. - EEE AL I

La forme (22), qui correspond 4 K < o, figure un état de mouve-
ment dontla vitesse croit indéfiniment. Les atomes fuient leurs posi-

tions prnmuves. Ilya pour amsn dxre gazezte en chaque pomt
Sl l on avalt geuei‘dlemem :

RIS ER O S R A

(23) . a’m _ blm — Com

an by Cm
c’est-a-dire si les impulsions initiales tombaient sur les mémes droites
que les déplacements, les traJectOIres seraient. 1'ect111gnes.

Exammons mamtenant le cas le plus géneral ou les déplacements
et les vitesses au temps zéro ne satlsferalent a aucune equanon condi-
tionnelle, _

Nous pourrons représenter les trois projections de la vitesse initiale
au point m par. @y + hy by, +7ky ¢,y 1, hy k, 1 étant trois quantités
arbitraires (les mémes pour tous-les: atomes ), et les a,,, b,, c,, étant
supposés satisfaire aux équations (18). Représentons de méme les trois
projections du déplacement initial en m par @, =/, U, + k, ¢, + I,

m m

K, K, U' étant trois paramétres quelconques (les mémes pour tous

les atomes), et les d,,,.b,;, ¢, étant supposés satisfaire aux équa-

tions (19).
11 est clair que le mouvement:du centre de gravité du systéme ato-
mique sera représenté par les formules

SR

2= ht+ K,
(24) ﬁ = At + K,
d’ou I'on déduit SRR T T
(25) c 2 d?a (lzﬁ_:_ ({27

—dr de T dr

Tome XV ( 2 série) -— Juin 1870. ) 23
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Les équations (17) pourront alors s’écrire

d*(z,— \ 2z, —

’%_) = —KG(x,—a), £ ({m ®) = _KG(y,—p), L° = = KG(z,—7),
dxy—a) (r=—B) ) d(z,—

(26) de = —KG(x;—a), e KG(] 27 ﬁ)’ (d 2 D= = KG(Zz -
d}xy—a) d — d*(zy—

((;t’ = —KG(ry—a), (y::s 2 KG(yv—p), (_zd‘l,zj‘) =—KGlzy—7).

Elles peuvent encore s’intégrer séparément au moyen d’un simple
changement de variables. On trouve ainsi, en tenant compte des équa-
tions (24), pour le mouvement au point m :

i°SiK > o,

4 e , —_—
| Xpy= ht N sin?z yKG + a,,cost YK G,
JKG
(27) Im=hkt + Kk + \/K”;} sinZyKG + b),cost VKG,

KG + ¢, cost yKG ;

m =t + U +

2° Si K < o,

m 4 [~KG m VK
L= Ilt + b’ -+ “ -+ a, elv e i—* - ﬂ’"z\) ¢ l‘/ * H
V—KG V—KG
bn ' K¢ b , o RG
(28) .}’m: kt -+ /il -+ — bm CI‘/ 1o - — [7;;1 e ty-ke 9
V—KG \/ —KG

Con ! —K 1 — ,:“—;
P Ry [y G R A A c-'m)e v
V—KG \/—KG y

et de méme pour les autres atomes.

Nous rencontrons ici les binomes algébriques et linéaires dont Ia
présence est due aux trois racines nulles de I'équation en s. Les bi-
nomes trigonométriques ou exponentiels sont dus aux autres racines
de cette équation; or ces bindmes ne contiennent, comme base trans-
cendante, que la seule expression KG; les racines dont il s’agit sont
donc toutes égales entre elles et admettent KG pour valeur commune.
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Ces observations montrent que I'équation générale

D;=o
se réduirait, dans le cas actuel, a la forme trés-simple
(29) s*(s —- KGJ® " =o.
6. Formule d’analyse. — De ce résultat découle une formule

d’analyse que nous croyons nouvelle, et qui pourrait trouver quelques
applications dans la théorie des nombres. Représentons par

819 829009 8mare-9 8N

des quantités quelconques. Désignons leur somme par G, et posons
pour toute valeur de l'indice m

(30) G — 8m = G-

Formons le déterminant d’ordre N :

.__G;+E 82 Sm e 8x
81 —Gy+c¢ ... 8m e 'gN

(31) A= e reese sereieae Cee eraseaes ter eesseanen ,
81 g2 e = Gpt+ce ... gx

g' g? Bm -Gl\+£

dans lequel & désigne un paramétre arbitraire. Nous aurons
(32) A=c¢(c — Gy,

7. Considérations générales. — Revenons maintenant a notre théorie
générale, et abandonnons toute hypothése sur la nature des actions a
distance.

En séparant dans I'intégration générale représentée par le groupe (29)
du § IV les bindmes algébriques (correspondant aux trois racines nulles

23..
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de I'équation en s), des bindmes transcendants qui correspondent aux
antres racines, on obtient le groupe symbolique

2, =ht+W+Sh, kK, y=hkt+K+Sk,K, z,=l++SL.1,,
(33) .Z‘2=/Il—|-hl—+-S,l_o_,hl2, ]2=I£t+/€'+SI’E2,If,2, 22=1l'+‘ ll+-slg,1'2¢

?

D I I R I S R T S Y IEEEEE IR vy . OIS

Vo= ht- B+ Shyg by, yy=kt + K +Sky, by, 2y=1-1-1'+ SIy, .

Le signe S indique la sommation de 3(N — 1) bindmes, trigonomé-
triques ou exponentiels, correspondant aux diverses valeurs positives
et négatives de s.

Les binomes algébriques définissent un mouvement rectiligne et
uniforme commun a tous les atomes, en sorte qu’il y a translation
générale du systéeme. Ce mouvement d’ensemble se compose pour
chaque mobile avec le mouvement spécial qui résulte de la somme
des autres bindmes. C'est seulement ce dernier qu’il est intéressant de
mettre a I’étude. '

Si tous les parametres dynamiques sont positifs, le mouvement spé-
cial de chaque atome résulte évidemment de la composition d’autant
de mouvements élémentaires périodiques qu’il y a de paramétres dis-
tincts. La trajectoire reste infinitésimale; son rayon vecteur ne dé-
passe jamais un maximum assignable. Le mobile circule dans tous les
sens autour de sa position primitive qui semble le solliciter comme un
foyer d’attraction. On peut dire qu’il y a solidité en chaque point du
systéme. '

Si tous les parameétres dynamiques sont négatifs, le mouvement
spécial de chaque atome résulte de la composition d’antant de mouve-
ments élémentaires non périodiques qu’il y a de parametres distincts.
La trajectoire acquiert une branche infinie ; son rayon vecteur croit
sans limite. Deés que ce rayon devient comparable aux distances ato-
miques, des lois nouvelles interviennent pour régir la suite du mouve-
ment. Le wobile fuit sa position primitive, qui semble le repousser. Il
y a gazéité en chaque point da systéme.

Si les parametres dynamiques sont partie positifs et partie négatifs,
I'état du systéme atomique rappelle celui d’une vapeur.
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Si tous ces paramétres avaient de trés-faibles valeurs positives, on
obtiendrait un état quasi liquide. : '

On comprend aussi qu’il puisse exister aux divers points du systéme
des états physiques différents. Si, par exemple, quelques paramétres
dynamiques étaient négatifs, il pourrait arriver, pour certains atomes,
que les coefficients des bindmes exponentiels correspondants fussent
identiquement nuls; 'état solide existerait alors en ces points, tandis
que I'état de vapeur se produirait pour les autres. Mais on voit aussi
qu'un tel phénoméne est accidentel, éphémére, comme doit Pétre, en
physique, tout phénoméne de transition.

Ainsi se trouvent complétées, élucidées, corroborées, les considéra-
tions relatives a la constitution physique et au changement d’état des
corps que nous avons exposées au § 2.

8. Vibrations calorifigues. — Considérons un corps solide dans un
état constant de température; I'action calorifique peut étre regardée
comme engendrant sur chaque atome une force constante en grandeur
eten direction. Les positions dans lesquelles les atomes pourraient res-
ter en équilibre dépendent de ces forces, et c’est ainsi qu’elles influent
sur le volume du solide. Mais aucun atome n'occupe en réalité sa
position moyenne ; 'influence des paramétres dynamiques se manifeste
par le développement de mouvements quasi vibratoires, résultant
chacun, comme nous l'avons vu, de la cqmposition d’une série de
mouvements périodiques.

On voit ainsi comment la théorie générale que nous venons d’ex-
poser pourra se préter a l'analyse rigoureuse des phénomenes de la
chaleur. C’est un sujet que nous nous proposons d’ approfondlr dans
la suite de cette étude.
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§ VL. — Détermination des paramétres dynamiques au moyen
des potentiels.

Sommaire : Equations aux potentiels. — Equivalence analytique. — Déterminant fonc-
tionnel. — Forme Hessienne de ce déterminant. — Equation intégrante. — Forme
Hessienne de cette équation. — Résumé.

A. Equations aux potentiels. — Un systeme atomique fixe est ana-
lytiquement défini d’'une fagon compléte, lorsqu’on connait, pour
chaque atome composant m, les trois coordonnées rectangulaires
Xy Yoy Z,, et le potentiel @,,. '

Les trois composantes U, V,, W,, de l'action totale au point m
s’expriment alors par les formules

do,

Um — dx,,;’

do,,

(1 Vi = Gy,
N do

ANo— M,

\ m dZ,,,

1l suffit d’appliquer en m une force extéricure égale et contraire
cette action totale pour obtenir I'équilibre de cet atome.

Le potentiel ®,, n’est pas seulement une fonction des coordonnées
X.ns Y,y Z,, de Vatome auquel il est relatif; il dépend aussi des coor-
données X,, Y,, Z, de tout autre atome 7 du systéme.

Pour une déformation infinitésimale quelconque, les coordonnées
du point m éprouvent des variations

Ly = O“Xm’
(2) Im = d‘Ym,
%)y = azm;

celles d’'un autre atome, n par exemple, éprouvent également des
variations '
x, = dX,,
(3) In=20Y,,

z, = 01,
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de méme les trois composantes de I’action totale en m éprouvent des
variations déterminées

Uy = d\U,,,,
(4) Vi = &va
w,= 0W,,.

Ces trois derniéres variations sont les composantes de V'effort engen~
dré en m par la déformation du systéme atomique.
En tenant compte des formules (1), on péut écrire

do,

Um = d\m)

do,

(5) . Vm:o‘\ﬁ’
do,

W,,, = d\m7

équations dont les seconds membres sont évidemment des fonctions
linéaires et homogeénes de

Lyy Layeey Xxy Fiy 290005 Iy Biy Bayeovy 2By

.Ainsi développé, chacun des seconds membres comprend 3N termes,
N étant le nombre total des points du systeme. .

Formous, pour tous les atomes, les équations analogues a (5), en
développant leurs seconds membres, et supposons qu’on écrive ces
équations les unes au-dessous des autres, de fagon que leurs premiers
membres occupent 'ordre suivant

(6) Uy Ugyeony Uyy Y4y Vageery Oxy Wy Wogunny Wy,

Le symbole (6) pourra représenter ce groupe d’équations et nous
servira a le désigner. .
SiT’on regardait les premiers membres de ces 3N équations comme
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des quantités connues, on aurait un systéme linéaire, dont nous dési-
gnerons le déterminant par 3.

Q. Equivalence analytique. — Ou pourrait déduire le groupe (6)
du groupe des équations (12) du’§ IV en multipliant respectivement
ces derniéres equahons ‘dans Vordre ot elles se présentent, par les
masses

819 8a3-+0s Bxr 81y B29-09 Exo 81y 821009 8N

dont nous représentons le produit par I'°,

Par conséquent, l'équivalence analytique est complete entre le
groupe (6) du présent paragraphe et le groupe (12) du § IV. Le sym-
bole I désignant le déterminant de ce dernier groupe d’équations, on
a évidemment

(7) D=1

Comme  est identiquement nul, il en est de méme de I'.

En identifiant les coefficients des équations (6) avec ceux des équa-
tions (12), § IV, modifiées par les multiplications indiquées ci-dessus,
on trouverait pour toute valeur de m

[ d? Oy
Xz = — 8n Ann
d*a,
(8) dY,",, = gln Brm

d?a, e
dZz, — T pm “m

d* o, d*e¢,

X aY, = av.ax, = — 8nFm
d*a,, do,

(9) Xz, = az.ay, — ~ 87 Qm
dro, dre,

TZ, dX, = aX,dz, — ~ 8nBm

qulﬂllOllb dejé mdlquees aun § 1 v .
On trouverait encore pour toute combmalson de valem.s (hstmc!es
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des indices m et n
d*d,
dX,dX,

d?*d,
(10) av.av., = 8Bm bm,m

a*d,
m = gm cm,n,

gm O, ns

d*en  dW,
dXadY,  dY, dX, = 8m %m,ns
d*d, d'o,
1 / — "
(11) Az, = 7. ay, = 8mPmm
d’(bm . dnq,m .
dzde,, - de([Z-I‘u-"_'.gm 7”2, ne

Les ¢éléments de 3’ s’expriment ainsi trés-simplement au moyen des
éléments correspondants de 3.’
Les relations connues

Em Cm,n = 8n An,my gm'bm,n = 8=» bn, my 8mCmn = 8nCn,ms
8m %m,n = 8n %n,my  8m pm,n = 8n ﬁn,ma 8mYmin = EnYn,m

(12)
montrent que I’ est un déterminant symétrique.

3. Déterminant fonctionnel. — Celle des équations (6) dont le pre-
mier membre est u,, (ou, en d’autres termes, la m*" de ces équations)
a pour coefficients, dans son second membre, les dérivées de la fonc-

(Dm

= relativement a toutes les coordonnées

tion

(13) Xy Xoyoooy Xny Yoy Yooy Yy, Zyy Zy,..., Zy.

La (N + m)*m de ces équations (dont le premier membre est ¢,,)

. e, ) . de .
a pour coefficients les dérivées de la fonction d‘?ﬂ relativement aux
m

mémes variables.
On trouve de méme dans la (2N + m)*" équation (dont le premier

r v g . dd)m
membre est w,,) les dérivées de la fonction i
m

Tome XV (2° série). — Ju 1870, : - 24
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Ces observations s'appliquant a toute valeur de V'indice m, pris dans
la série
1, 2, 3,..., N,

on voit que I est le déterminant fonctionnel du systéme

do, do, ddy do, do, ddy do, dd, doy
)

1 g g by m— i o .\ uistil crey
(14) dX," dX,)" "’ daXy’ daY., ay,’ ' ayy dz, d4z,’ dZy

b

composé d'une suite de fonctions des variables (13).
Ces fonctions doivent vérifier les équations connues

i dd,

Sm;ix_ =U,=o,
~ J o do
(13) ¢ bdemzvvm::07
m
do
Sln"ﬁ::W"f: o.

Elles ne sont donc pas indépendantes les unes des autres. On en peut
conclure que 3’ est identiquement nul. C’est ce que nous avons déja
démontré par une autre méthode.

4. Forme Hessienne. —- Le potentiel ¢ est déterminé par la formule
(I 6) q:)m = — Enfgmgnf;n.n(Rm,n) dBm,n‘

On en déduit, d’une part,

d(b,,, . d Rm, n
(l']) ax, - = Zn gmgnjm,n(l{m,n) X, ?
et, d’autre part,

d D, d Rm, n
(Ig) (75‘(" = -~ 8§m gnﬁy.u<Rm,n) '(Ti"—

En permutant les indices m et n dans cette derniére formule, on trouve

d(p” ‘ g . ,dﬂn,'ﬂl
('9) dX, = & gmf":m(R”r'") dX,
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relation qu’on peut encore écrire

o, {Ra,n
(20) 7%=~ Ennfmn(Bnn) Z25

Les formules (17) et (20) conduisent & poser

(21) Ao _ g A0,
dXp ey d X
Soit
(22) P=LQ, + ®,+...+ By)

la demi-somme des potentiels de tous les atomes du systeéme donné.
Nous aurons

d‘b" = 9 dl‘ _,d@m
p dXpm  dX,  dXn

123)

et nous trouverons par les équations (21) et (23) la formule trés-
simple

Cdo, _ dP
(24) 7} Sl

qui a lieu quel que soit m. ‘
Cette formule en X a évidemment ses analogues en Y et Z; de la le
groupe

v, AP
dX,  dX,
Ao, dP
(25) ay,  av,
do, _dP
dZ, ~ din

D’apres cela, la snite des fonctions (14) peut s’écrire

172 ) dP dP  JdP dP dP  JP P

(26) —z_ii-., ‘T}Ca-'-a m, Z-Y_.’ -&-x—;.)."_'a .ma dZ,’ E’“’ :li;,

et 'on voit que le déterminant W est I’ Hessien de la demi-somme P

24..
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des potentiels de tous les atomes, considérée comme fonction des coor-
donndes primitives

X, Xoyoooy X5 Yo Yoo Yy, Zy, Zy,..., Zy
de ces atomes.

5. Equation intégrante. — Revenons au groupe des équations (6),
définies au début de ce paragraphe. Remplacons respectivement les pre-
miers membres

Uyy Ugyovny Usy Pys Vagenny Py Wiy Wasoun, Wy

par

T STy $S82 Loy ey — SENKHNny T SE1 Yy — SE2) 2y —SENIw

— S8\ %, — SgaZny..., — SEyIy.

Faisons ensuite passer les premiers membres dans les seconds en réu-

nissant les termes semblables.
Nous aurons un systéme de 3N equanons linéaires et homogenes,

dont nous désignerons le résultant par B,.

Ce résultant pourrait se déduire de celui que nous avons précédem-
ment désigné par I;, en multipliant la 197 la (N + 1) et la
(2N + 1)%m ligne horizontale de ce dernier par 8i; sa oléme  gq
(N -+ 2)%meet sa (2N + 2)%™ igne par g,;...; sa Néeme sa 2 N“” et
sa JN'“me ligne par gy.

On a donc identiquement

(27) E:; =T EI;
en sorte que I'équation du degré 3N
(28) E'g‘: O,: | :,\7 ‘. ‘ )

qui nous a permis d’ mtegrer les equatlons dxffe?enhel]es des mouve-
wents simultanés, peut allssxsecnre o T

N

(29) . ’ o m;= Oy 7 e
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6. Forme Hessienne.— Représentons par

(30) om=V(Xpp— X + (Y — Y) + (2, — Z)*

le rayon vecteur qui va d’un point fixe (X, Y, Z) de 'espace a ’atome
y q p ’
quelconque m, et soit :

la moitié du moment d’inertie polaire du systéme atomique, relative-
ment au point fixe considéré.
On voit aisément que

&M W M
aXi = ay; — azn — 8m

N .
et que la dérivée seconde de M, relative 2 une combinaison quel-
conque de deux variables distinctes prises dans la série

X Xogooos X Y4y Yopono, YN) Zy, Zy,...y Ly,

est identiquement nulle.
Il est clair, d’apres cela, que r Hessneu de la foncnon

(32) Ps = P -+ sM
peut se déduire de 1 Hessien @’ de:la. fenchon P en ajoutam respecti-
vement aux 3N éléments principaux de ce dernier déterminant les

quantités
$81s S82r- -9 S8 SBis S82r-+ 5 SEny S84y Say- -0 SN

Ce sont précisément les opérations qu'il faut effectuer sur ' pour
obtenir le résultant que nous avons désigné par I,. Donc ce dernier
déterminant est 'Hessien de la fonction P;.

Par consequent on peut détermincr les paramétres d)fnamzques en
dgalant ¢ zéro I’ Hessien de la fonction P, demi-total de la somme des
potentzels atomiques et du produit de I'inconnue s par'le moment d’iner-
tie polaire du systéme relativement a un point quelconque de I’espace.
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On sait que I'Hessien d’une fonction d’un nombre quelconque de
variables se reproduit identiquement lorsqu’on opére une substitution
orthogonale. Par conséquent I, est indépendant des axes de coordon-
nées auxquels on rapporte la figure.

On arrive plus simplement a cette conclusion en se reportant a la
formule (27); et se rappelant que 3, est indépendant des axes des
coordonnées, comme nous I'avons démontré au § V.

7. Résumé. — L’équation en s
(33) ﬂ.;:rsﬂ‘s’;o,:

du degré 3N, a toutes ses racines réelles.

On distingue trois racines nulles.

Les autres racines.se divisent en positives s, dont nous désignerons
le nombre par p, et en négatives ¢ dont nous désignerons le nombre
par v. On a alors

(34) o+ v=3(N—1).

Au moyen de ces notations, le mouvement infinitésimal de I'atome m
se représente par des équations de la forme

X, = ht + h' + 3, (h,sintys + K, costys)
+ 3, (H,,eV~° + Hy;e=7),

(35) V= hkt -+ k' + 3, (k, sintys + K, cost\/s)
3, (K e+ K. ev=),

2, = It + l"+ Zu(l-m sintys -+ l’,-,,cOst\/s)

+ 2,(Ln.e¥= + L, e=),

3, demgnant la somme de p. bindmes tmgonomemques correspondant
aux racines positives s, tandis que 3, désigne la somme de v binémes
exponentlels cor‘respondant aux racmes neganves G

Les coefficients (71, k1) et (R, %, l’) qui apparnennentaux binémes
linéaires, sont les mémes pour tous les atomes. Les premiers sont les
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trois projections de la vitesse acquise au temps zéro par le centre de
gravité du systéme atomique, en vertu des impulsions initiales; les
trois derniers sont les projections du déplacement subi par ce centre
de gravité, par suite des deplacemenls atomiques au temps zéro.

- Les coefficients (A, by, 1n) et (A, K,,, I,,), appartenant aux bindémes
trlgonometmques, relatlfs a une racine positive s, varient d’un atome
4 un autre. On a donc, pour chaque racine s, 6N coefficients dis-
tincts, Mais ces paramétres ne sont pas tous arbitraires; ils sont liés
entre eux par des équations linéaires, qui peuvent étre trés-simple-
ment définies an moyen des potentiels par une notation symbolique.

A cet effet, regardons h,, k,, [, comme représentant des variations
infinitésimales de X,,, Y, Z,, et désignons par

R Lt

6dPs.
ax,’ ° dY,

dln
) a |
les variations totales correspondantes des trois dérivées de la fonc-
tion P; relativement aux coordonnées de I'atome m que nous consi-
dérons en particulier. Nous poserons

"\ l’s__ Ps_ Ps_
(36) - =0 0 - = o, d‘m.—o.

Ecrivant des équations analogues pour chaque atome du systéme,
nous obtiendrons un systéme de 3N équations linéaires et homogénes
entre les parametrea huy kny 1. Le résultant de ce systéme est égal
a B, et sannule en vertu de I'équation (33). On peut donc prendre
arbitrairement un des paramétres et calculer tous les autres.

En procédant de nméme pour les I, &, [), nous obtiendrons un
systéme d’équations tout a fait analogue, qui se déduirait du précédent
en ajoutant un accent a chaeun des A,, &,, .,. On peut donc encore
prendre arbitrairement un des parametres et calculer tous les autres.

Ainsi les 6N coefficients introduits par chaque racine positive dans
le systéme total des équations (35) se réduisent & deux arbitraires.

Il en est absolument de méme des 6N coefficients, tels que
(H,ns Kopy L,,,) t (H,, K, L), quintroduit chaque racine négative
dans les équations des mouvements atomiqnes.
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En résumé, le systéme de ces équations contient :

1° Les 6 coefficients (&, k, 1), (%', K, I');

2° 6..N coefficients, tels que (2, iy L)y (A, Kor L), vésultant, pour
chaque atome m, de chaque racine positive s;

3° 6uN coefficients tels que (H,, K,,, L), (H,,, K},, L), résultant,

pour chaque atome m, de chaque racine négative ¢; soit en tout :

6(r+ uN + vN) =6[+ + 3N(N — 1)

coefficients.
Mais ces parameétres se réduisent a

6 + 2(p.+v) = 6N

arbitraires, ainsi que cela doit étre pour un systéme d’équations finies
qui représente I'intégration générale de 3N équations différentielles
du second ordre. »

Ces 6N constantes arbitraires peuvent se déterminer d’aprés les
conditions initiales du mouvement, savoir : les projections des dépla-
cements et des vitesses au temps zéro pour tous les points du systéme
atomique.
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