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PURES ET APPLIQUEES, 225

SUR
L'INTEGRATION DE LA DIFFERENTIELLE
z+A

dx

\/x‘ + 22 + 82 + yr 490

Paz M. P. TCHEBICHEF [*].

L’intégration de la différentielle

z-+A
Vz' + 2t + Bai4 gz + S

dx

.ne présente aucune difficulté, si la fonction
x +ax® + Bxt+ g+ d

a des facteurs égaux. En faisant donc abstraction de ce cas, nous sup-
poserons dans tout ce qui suit que les facteurs de la fonction

x' +aad+ fx+qx+0

sont tous différents entre eux. Dans cette hypothése, comme V’on sait,
Vintégration de
dr

\/Zv‘ + ez’ + B2t 4+ Yo+ ¢

en termes finis est impossible; de 14 on conclut que l'intégrale

x4+ A dac
\/;‘—i- x4+ Bl qyx 0

[*) Cette Note a été imprimée en 1860 dans le Bulletin de I’ dcadémie de Saint~
Pétersbourg (t. I11). Nous la reproduisons ici avee plaisir, sur la demande de auteur.
Nous y joignons méme I'extrait substantiel que M. Tchébichef a donné aussi de son
travail dans les Comptes rendus de notre Académie (t. LI). (J. L.)

Tome IX (2°¢ série). — JuiLter 1864, 29
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ne peut étre exprimée en termes finis que dans le cas ot I'on donne &
la constante A une valeur convenablement choisie. En effet, si 'on
admettait que Pintégration de

T+ A dx
Vo' + ez’ 3 Bt x4 o

en termes finis fat possible daus le cas de A = G aussi bien que dans
celui de A =C,, on trouverait que la méme chose aurait lieu relative-
ment a la différentielle
dr
V&t + ai® + fa? + gz + ¢

u’on obtient en retranchant les différentielles
q

x4+ C o x4+ C

¢ dx
\/.r‘—l—a.r3+ﬁm2+-yr—}—6 ? Vi A aat - fat -y -4

Pune de Pautre, et en divisant leur différence par C — C,, ce qui est
inadmissible. D’apres cela les différentielles de la forme

xr+ A de
\/x‘ +ox® 4Bt 4 yx +é

présentent I'un des deux cas: ou, pour une certaine valeur de A,
Pintégrale

) ‘ r 4+ A —dr
V&t ax® 4 Ba'+yx 48

s'’exprime en termes finis, ou bien, pour toutes les valeurs de A, une
telle expression de

xr A
Vat + ax® prt 4+ yxi-d
est impossible. La discussion de la différentielle

-+ A
\/.7:‘ + o 4 Bat 4 Y+ ¢

dx
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sous ce rapport est d'une trés-grande importance. C'est 4 cela que se
réduit, en définitive, V'intégration des différentielles qui contiennent
la racine carrée d'un polynéme du troisiéme ou du quatriéme degré,
comme nous 'avons montré dans le Mémoire sur ces différentielles [*],
et c’est par la seulement qu’on peut reconnaitre si la fonction ellip-
tique donnée de la troisieme espéce est réductible ou non a celle de
la premiere. Ces questions importantes surpassent les moyens que
possede I’Analyse dans son état actuel, faute d’un critérium infaillible
par lequel, d’apres les valeurs des coefficients &, 8, 7, ¢, on puisse
reconnaitre si I'intégration de

a A

¢
\/.x‘+ax3+@x’+y.r+6

lx,

pour toutes les valeurs de A, est impossible en termes finis ou non.
D’aprés ce qu’Abel a donné dans son ingénieux Mémoire sur I'intégra-

. o, ) d. ye 4
tion de la différentielle F—/,_—;, Iintégrale
v

x4 A
doe
\/x‘ “+ axi+ Bt ye 4+ 4

pour toutes les valeurs de A n’est impossible en termes finis que daus
le cas ou la fraction continue, résultant du développement de

Vot 4+ ax® 4 fat 4 e + d,

est déponrvue de périodicité. Mais c’est ce dont on ne peut s’assurer '
aussi loin que soit prolongé le développement de

Vot 4 qad + fat 4y +

vu que le nombre de termes dans une période reste arbitraire. De
méme on ne peut tirer, par rapport a celte question, aucun parti

[*) Mémoires de I’ Académie impériale des Sciences de Saint-Pétersbourg, 6° séric,
t. VI.

29..
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de la considération de certaines intégrales définies, d’aprés lesquelles
on peut assigner analytiquement tous les cas des différentielles de la

forme
x4 A

\/x‘ G arl 4 fat + yxr 40

qui s’intégrent en termes finis; car, pour reconnaitre par la que la
différentielle donnée, pour toutes les valeurs de A, n’admet pas une
telle intégration, il est indispensable d’avoir les valeurs exactes de ces
intégrales, tandis qu’elles ne peuvent étre évaluées, d’apres les coeffi-
cients o, 3, 7, &, qu'avec une approximation plus ou moins grande.

Pour la solution compléte des questions importantes que nous ve-
nons de mentionner, on doit trouver un procédé qui, d'apres les
coefficients o, 3, y, ¢ et 4 'aide d'une série d’opérations algébriques
en nombre limité, conduirait &4 reconnaitre que, par le choix conve-
nable de A, il est possible ou non de rendre I'intégrale

z+A dr
Va4 2zt 4 Bt o g + 8

exprimable en termes finis. C’est ce que nous avons cherché i faire
pour le cas de a, 3, 7, & rationnels, et, pour ce cas, nous avons trouvé
une méthode qui, au moyen des opérations algébriques et en nombre
limité, conduit ou 4 trouver I'expression de I'intégrale

T+A dx
V! 4+ oat + o'+ yx 40 S

avec une certaine valeur de A, ou a reconnaitre que pour aucune va-
leur de A cette intégrale n’est possible en termes finis.
Cette méthode d’intégration de la différentielle

x4+ A
\l.z‘-&-—ax“-—{—ﬁ.t’-f—y.z—l—ﬁ »

o, ﬁ; e )

sont rationnels, consiste en ce qui suit :

Xy




PURES ET APPLIQUEES. 22q

1° On réduira U'intégrale

z -+ A
Vot 4 aad + Ba? 4 qyx 40

B
2t dz,
\/:“ B A AR S YT A Ny P2

ou I, m, n sont des nombres entiers, ce qu’on peut toujours faire par
la substitution linéaire

a la forme

x=a,z+ b,,
si la fonction
X'+ ax® + fxt + g + 3

a un facteur rationnel du premier degré. Dans le cas contraire, on
véduira préalablement I'intégrale

x +A
p dx,
V& 4 22 4 Bt g+ &
en posant

z,

\/x‘+a‘r3+§x’—|—7x+d‘-—x’—ézx——-[‘is:z—

d’aprés quoi, en faisant

—3a‘+16a2{3—16a7——16_ﬁ’+645 —q
2a3—81{3+167 -
%ag —a2fi=b,
T T ‘
-'—50. —l—;aﬁ———'y:c,
on obtiendra

I
4 A 1 it2A—ca i
dr= - dz + - logz,
\/.r‘ + ax® 4+ Bad 4+ yx 490 2 V/z‘+aza + bzt 4 ¢z 2

ou la nouvelle int¢grale contient, sous le signe du radical, un poly-
néme doué du facteur rationnel z.

RN REIT I
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2° On examinera si la fonction

2} - 128 4+ mz® - nz

est décomposable en deux facteurs rationnels du second degré

(2 4 pz)(2* + rz + )

dont les coefficients p, r, s vérifient I'équation

(1) s (p* — pr -+ §) = nombre carré,

et au moins I'une de ces deux inégalités

(2) pr—as>o ou 4s—r*>o.

Dans le cas ot il est possible de décompqser la fonction
24122 4z - nz

en deux facteurs (z*+ pz), (2*+ rz-+s) qui remplissent ces condi-
tions, et ol p n’est pas égal & r, on réduira l'intégrale

z 4B
dz,
\/z‘+ 128 4 mz 4 nz

(P—r)*(z2+ﬁz>_
(r—p)a+s 0

en posaut

ce qui donne

z+B .d”:lf 2o+ (r—p)(2B—p) dz
V’z‘ 4 {2* -zt 4+ nz 2 V/z. (2= (p— rPE (e 4 p? — pr®+ 4”!1 !

=
/2 + Yz, - {p~—ri
+ ~log Y2 %Z+” T
2 Vo — vz, (p— rp

La nouvelle intégrale

. f 2+ (r—p)(2B—p) s,
Valz+ (p — r) (s 4+ p"—pr) + §s2.]
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se réduira de la méme maniére, en tant que la fonction
iz (p— 1P 30+t — prt o disa
est décomposable en deux facteurs rationnels
(z%"”[’lzl)(:”%_" 'z, -|—S,)
qui remplissent les conditions

s, (p}—p,r,-+s,) = nombre carré,

piri—as, >0 ou 4s,—ri>o,
p, nétant pas égal a r,. Et ainsi de suite. Si, dans ces réductions, on
renconire une intégrale

" z; + B;

v [ z? 52 ..dzi’
N3] 3] A mp 3l - R g

dans laquelle la fonction
2pA- s 2ty z
se décompose en deux facteurs
(zf—|—pl-z,~) (zf—i— riz; -+ s,)

dont les coefficients p;, r; sont égaux, on trouvera immédiatement
Vexpression de cette intégrale, d’apres la formule

1
Z;i -+ — pi 7 5
ol iz, — Yloo Va! & pioi+ Vol + pisi+ 5
— " ~l —_— n L]
V(a2 +-piz) (3} pizi 4 si) 2 VEl 4 pizi 4 V2l 4 pisi + 5
en prenant
1
B‘-: E Pi-

Dans le cas contraire, on répétera ces réduclions jusqu'a ce qu’on

T . o R KRR FRRN
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parvienne A I'intégrale

5+ By
3 3 2 dz}’
Vil + Lz myzf 4 nyzy

dans laquelle la fonction

2} 41,23+ m 22+ n,z,
n’est plus décomposable en ‘deux facteurs rationnels du second degre
(53 +py3) (35 + 13+ 5))
qui remplissent les conditions

2 _ ;
$,(P3— p,r,+ 5,) = nombre carré,
pry—28,>0 oun 4s,—ri>o,

et on traitera cette intégrale par un procédé que nous allons exposer

tout de suite. .
3° Ayant i intégrer la différentielle

z-+B de

Hay

\/z* ~+- {2° A mz? + nz
ou la fonction
2' + [2* 4+ mz* + nz
n’est pas décomposable en deux facteurs rationnels
(3% + p2)(2* +rz+s)

qui remplissent les conditions

s (p* — pr + s) = nombre carré,

pr—215s>0 ou 4s—r*>o,
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on calculera, d'apres les formules

/ / i (1 — §m:)?
T TN T S S lm + 167,
3 4
;%) My =— — 2m; + Z lt ’
ey S lmy— o 1
iy = ¢ o b1 g’

lhb=10 my=m, n,=n,
les nombres
[y, my, g,
lyy My, 1y,

Ly, my, I,

. ] k] .
en poussant le calcul jusqu a ce que 'on rencontre dans cette suite
nne valeur fractionnaire, ou que l'on trouve deux systemes de nombres

Ly, mu, oy,

l/;.—i—va ’;2,'1_—“')’ n;x—i—u

qui soient respectivement égaux. Dans le premier cas, on conclura
que l'intégrale
z-+B
f , dz,
V3! A 3 ezt e

pour aucune valeur de B, n’est exprimable en termes finis. Dans le
second cas, il sera certain que cette intégrale, pour une certaine valeur
de B, est exprimable en termes finis, et son expression sera donnée
par cette formule

B q‘,__k,'.___ f!‘”'—"\
f i dz = log (\slz\,;g... \:#)

Va3~ (2 -+ ma' - nz

(4)

. ,Z}L—i—'l .2/J~+u

oY '2#'"’
-+ o1 log ( VEu+ VEptae:- V?u.—»—;)a
i - Ay

Ol Z,, By, Zg-+ -, Zutr sOnL des fonctions algébriques de z qui se déter-

Tome IX (2° série). — JuiLLer 1864. 3o
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minent ainsi ;

1 I I
/ ]_613~Zlumo+;”0
Sy = 2’
; — , 1 fm, — 12
\/z‘—+—loz “+ my 2t - nyz — 3 —;l,,z———S—-
1 ] 1
1—61f—Z1,m,+5m
5 Fp=— . : gy L
(‘ ) \/Z?—}-llz'}—o-m‘zf-i—-nlz,—zf—zl.z‘—4 IS !
¥
I 1 1
}‘Elf——‘z[“mi_‘-;”i
s == e
i1 4111,--—[;

f
\/z,-‘-l'-[izf + miz} 4 Rz — 2} —"Z‘Iizi TT8

Quant a la valeur de B, elle sera donnée par cette formule:

1

I 1 1
B:Z([0+;l‘+§;l2+.—l- 7 l‘u_,)
6
(6) Ny ,[ L
+7}2y~1 ;z; /1.""2#_'_; F+'+'“+2_,u-f——y——:- F+‘J—“l>'

Le nombre des opérations qu'on aura A faire par cette méthode
d’intégration sera toujours limité. Les réductions & exécuter, d’apres

le 2°, sur 'intégrale
1 ol
z4B
/ (/za
V3t {2 - et 4 nz

dans le cas ou la fonetion

2V (22 - mz? + nz

se décompose en deux facteurs (? + px).(x* + re +s) qui vérifient
les conditions (1) et (2), seront en nombre inférieur au plus petit ex-
posant des facteurs premiers dont se composent les termes de la

fraction
pr—os-+2 \/.s" (/)Z—pr—f- s)
— Y

\/3{/)" —pr = 5)
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réduite & sa forme la plus simple. Le nombre des systemes

l,, m,, ng,

lu My Ny,

qu’on aura & calculer, d’apres le 3°, en traitant I'intégrale

z+ B /
_—*‘#*k_wv—'i ( ,Z‘
Vet - 135 4 st - oz !

AR [ St R

ou {a fonction

ne se décompose pas en deux facteurs (22 ++ps). (3 + 1z + 5 ) vérifiant

les conditions (1) et (2), ne surpassera pas celui des solutions entiéres
des équations l

Y? — 3XZ = m* — 3{n,
ZH(6X3Z — X2Y® — 18XYZ + 4Y" 4 5-22)

=12 (4L n— P —18lan + 4m® + 271%),

qui ne peuvent étre qu’en nombre limité; en effet, d’apres la derniére
équation, le carré de I'inconnue Z doit étre diviseur de

(48— 1*m® —8lmn + 4n® + 27n%),

et tant qu’on fixe la valeur de Z, les deux autres inconnues se déter-
minent complétement par ces équations.

Pour montrer sur des exemples l'usage de cette méthode,

nous
allons chercher, en premier lieu, l'intégrale
r -4+ A
e .
i
\/.7." B A SRS S
4
Comme la fonction '
4 0 I
e Al S (Rt
4
n’a pas de facteur rationnel du premier degré, on réduira cette inté-

3o0..

L o (R RS FRR
L]
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grale, d’aprés le 1°, en posant

I

2

\/z'+.r2+m—|-i..x2_l
4 2

= 3.

De cette facon on obtient

x4+ A z -+ 2A 1
—eo dz + - logs.
v ‘+r+x—|— d—2ei—s i
X

En remarquant que la fonction

ne se décompose en deux facteurs rationnels du second degré
(2* + pz) (2 +rz+ 8),
qu’en prenant
et que ces valeurs ne vérifient pas la condition
s(p® — pr+ s) = nombre carré,

on passera immédiatement 4 la recherche de I'intégrale

z+2A
dz,
x/z.‘-—:m’— z

suivant le 3°, Pour cela on calculera les nombres

]o’ Myy Ny,

L, m;, n,

d’aprés les formules (3), en prenant

l=0, m=—2, n=-—1.
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L'on obtiendra de cette maniére

l,= o, Mmy=— 2, ne=—1,
li= 4 my= 4, n= 1,
l,=—4, m,= 4, Vig=—1,
L= 4. nmy,= 1, ny= 1.

En remarquant que le dernier syst'eme des nombres

Iy, my, 1,
est identique au second

L,, m, ny,

on s’y arrétera, et 'on conclura tout de suite que I'intégrale

f 74+ 2A
——— =,
\/7’— 22—z

pour une valeur de 24 convenablement choisie, est exprimable
termes finis. Comme dans ce cas

p=1, v=2,

on aura, d’aprés (4),

Z+?A 4 2t e 9B
{. = “"“Iog( ) 3l0g<\52}‘\’53)’

Yz —22—3

ou les fonctions

v
Zyy %oy L3

en vertu de (5), se déterminent ainsi :

l1“ llm-&—l
Bh T ghm g -3

5, = - 2

237

e

fm,—1; - \/
8

, . 1
Vet L2 o+ 2 — 2 — 3 lyz —
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I I Y
I—G'Zi—zllllil—f—;fl, )
Ty = — 4 [;
— 1 m, —
\/zf+l.zf+m.zf+nlz.—zf——l[z,——;_'
2 8
1
= 2 Z41
- Ty e ——— —_ b
\/z:+/izf+4zf-|—z.—zf—2z.
1 1 I
D lim 4 —n
. l6 3 4 2 2 > 2
Lq =
I my, — 1}
\/zf+l,z3—,—mz_,zf—i—nlz,—z;——l,z,-—i—z—ﬁz
2 8
1
2 2

\/z§-4z3+4z,§—z’—z§+2z7 Vel — 222 — 0 — 274

D’apres cela on trouve

V3 — 23" — 3!

[ e =tog (v + f1og (37 V)

1 4 -
*i|0cr 2 (z—f—lb'2
6 ° V' 22°— — 241 J
D'autre part, comme
p=1, v=2, =0, l,=4, l,=_4,

on obtient, d’aprés (6), pour la constante 24, cette valeur

1 1 474 4 1
rerri-g) =%
D’otu il suit que

I

D’apres ces valeurs de Iintégrale

—,gLﬁ[fz
Yz — 22t — 2z
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et de la constante A, la formule (7) nous donne

.z‘+l
6
\/x‘—é—x’-&—x—}-;
[ 4
I 5
2 > (z+x)“]+

1
—==lo —————
6 & <\/z.‘-—2z"—z—z’-}—1

dx

W -
Q
qs
(%]

ou
I
2

3 =
1 1
\/z‘-‘r—z’-l—x—i—z—a:’——

2

En portant cette valeur précédente de z dans I'expression précédente

I
r -4 =
Efi da,
\/.7/:‘—|—.r2—:—.2‘+—l7
4

on obtient en définitive

de I'intégrale

(x’—iﬂ- .z‘-l—ar?—{—x—l-l—)
> i

1
fr) 6 l()g ,*__.____I P s
e [
4 \ t/
L+ VR QNESRNING
— !~ P /
1 xR 1 2 2—‘_V
= llog T VR L dpgg 2 tog :
12 ,ti_‘/ﬁ =L R POy

ou

SRR s
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Prenons encore pour exemple I'intégrale

& z+B ds
J Vo' + 520 + 32—z =

Comme la fonction

se décompose en deux facteurs rationnels
(2* + pz), (2*+rz+s),
en prenant
p=1, r=4, s=—1,
et que ces valeurs vérifient la condition
s(p>—pr+s)= nombre carré
et Pinégalité

pr— 28>0,

on réduira, d’apres le 2°, I'intégrale

& + B
PP s,
V3 -+ 528+ 322 — 2z

(p—r(z+pz) __9(£2+3)
(r—p)a+s T 33—

en posant

= Z,.

On obtiendra de cetle maniére

z2+B - de— 1 & z2,+6B—3 =
\/z‘—|—5z3+3z’-—z 2] \/zf—zﬁ—m:‘;‘—c—’d[a. !

+l|o‘7£i\/i:'ﬁ.
2 T\ 4V, + g

La fonction
4 -3 2 -
24—} — 81z} + 813,

étant composée de quatre facteurs rationnels du premier degre

Zyy 5 —Oy Z[—1, &+
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on trouve, pour sa décomposition en deux facteurs rationnels du se-
cond degré

(2* + pz) (2* + rz+5),

trois systémes de valeurs pour p, 1, §, savoir :

p=—9, r= 8 §== 9
p=—1, r= o, s=-81,
p= 9 r—=—10, §= 9.

Or, comme aucun de ces systemes ne rend la quantité s (p* — pr—+s)
égale & un carré parfait, on cherchera l'intégrale

z,+6B—3
dz
Vzi — 2 — 8121 4- 813

par le 3°. Mais, en passant 4 la détermination des nombres

lO, 7710, nO’

d’aprés les formules (3), on devra s’arréter sur /,, en remarquant
qu'il résulte pour lui une valeur fractionnaire

(1+4-817 104979,

I — =5 8.1.81+16.861 646’

de 12 on conclura tout de suite que V'intégrale

5+ 6B—3
J Vzi4z—81zl + 813

dz,,
et conséquemment celle en question

z4B dz
\/z‘—|—5z3—|—3z’—z ’

est inexprimable en termes finis, quelle que soit la valeur de la
constante B.

Tome IX (2° série). - JuiLLer 1864. 3



