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GENERALISATION DE LA FORMULE DE TAYLOR:
Par M. Evovaro ROCHE.

1. La formule de Taylor peut étre considérée comme un cas parti-
culier de la formule suivante, que je vais établir,

Flat h)—=fa)—If ()= .— —

ha
I.2...9

o(lat+h)—y(a)—h¢{a)—...—

2

_1.2...q g JH (@ 84)
————2“.’2(}2—-9]2) qcp’l*“(a-l—eh)’

ou n et ¢ sont entiers et positifs, et 6 un nombre inconnu compris
entre o et 1.

Désignons par § le premier membre; c’est une fonction de a, &, #,
g qu'il faut déterminer par la condition

|o=fla+h) = fla)=f(a)—...- L fr(a)

1.2. n
(2) ¢
: y k1
[ =slelarh)—p(@)—hg(a) —.m 5 ¢(@)|
Soit la fonction auxiliaire
F(x):f(a—}—]z)—f(x) (a+h—ux f (x) — —-(a—l_’_nh;xj (x)

—8 [cp (@+h) —¢(x) — (@a+h—x)¢'(x)—...— lat h—ay qo’l(:c)],

1.2...9

dont la dérivée par rapport a la variable o est

, a+h—ax)" AN —az\ y
(3) Fla)== S e (2) s = ),
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F(x) et F'(x) seront des fonctions continues entre a et a - h, sil'on
admet qu'il en soit ainsi des fonctions

S @y @)y 1), (), ¢ (@), ¢ ().

Il suit de la que F (a + %) = o, et aussi F (a) = o, en vertu de la con-
dition (2). Donc F' () doit s’annuler au moins une fois entre et
a -+ h, c’est-a-dire que F' (@ + 0 h) = o pour une certaine valeur de 6
comprise entre o et 1. De la résulte, par I’équation (3),

A —) A {1 — 07
o=~ 0L i a k08 s H?H«(aw’m
et enfin

neg S (@ 0h)
# (ot 04)

S: 1.2...17 ]2"—9(1 —-6)
1.2,..n
Telle est I'expression du rapport cherché, ce qui démontre la for-
mule (1).

Le raisonnement serait en défaut si_f*+' () et ¢! () s’annulaient
pour une méme valeur de o comprise entre a et @ + k- car alors 1'é-
quation (3) montre que, dans cet intervalle, la dérivée F'(x) pour-
rait étre nulle sans que S fit déterminé, c’est-i-dire sans qu’il fit né-
cessaire de donner 4 S la valeur précédente. Pour éviter cet inconvé-
nient, sans oOter a la fonction f(x)sa généralité, nous assujettirons la
fonction ¢ (a) a la condition que sa dérivée p?*' (x) ne s’annule pas
de a & a + k. Cette convention faite, la formule (1) sera toujours vraie,
quand méme f"*' (x) viendrait 4 s’annuler.

2. La formule (1),lorsqu’on suppose nuls  la fois les nombres 1 et g,
se réduit au théoréme de Cauchy sur le rapport des accroissements
finis de deux fonctions,

(4\ f([l-{-ll)———f(fl):f,(d-l—eﬁ)’
’ pla+h)—e(a) ¢ (a+04)

pourvu qu'on ait soin de remplacer par I'unité les produits 1.2... 7,
1.2...49. A Pinverse, on peut de ce théoréme remonter i notre formule
générale. Il suffit pour cela d'appliquer I'équation (4) aux deux fonc-
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tions suivantes

fla+h)— f(x)—(a+h—x) f () —...~ Mf"(x)v

1.2...72

ola+h)—o(x)—(a+h—x) ?'(x)—--'—(—a%;‘fﬂ ¢ >

J x) et o(x) satisfaisant aux diverses conditions dont nous avons
parlé plus haut. On retrouve ainsi immédiatement la formule (1).

3. Voici une autre marche basée sur la démonstration de la formule
de Taylor 4 P’aide de V'intégration par parties. On a

f(a‘*‘h)—f(a):j;hf'(a—l—h-.x')dx.

Or I'intégrale indéfinie

ff’(a—i—b—-x)dx

se transforme en

xt

J:'/"(a—*‘h—x)+%f”(a+h—x)+...+ fra+h—a)

1.2...n

+—“1.21...n f.r"j’"*'(a—l— h — x)dax.

Prenons les intégrales entre les limites o et h, ce qui snppose la conti-
nuité des diverses fonctions dans cet intervalle ; il vient

7 A (s hr n
hf'(a)+ = fra) ...+ ———I_?f_“n/ (a)

1

k
1.2, fo xt fr+(a+h— x)dx.

-+

I.e dernier terme est une forme particuliére du reste de S (a+ h)de-
veloppé jusqu’au terme en k", et 'on peut écrire

5) S (a4 k) —f(a)—hf’ (@) —..m o f"(a) = Ry,

o

17..
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et

\ |
(6) Ry=—— f 2" fr (@ h— ) dx.

Soit maintenant ¢ () une fonction arbitraire de x, satisfaisant aux
mémes conditions de continuité, et de plus telle que 9%+ (x) ne s’annule
pas de @ & @ 4 k. On a identiquement

1 B ooy F7 a4 h— )
(7) R":“‘x.z...n_/o' x ?————-?W(a_*_ﬁ_x)~x‘7goq+‘(a+h———ac)dx.

Considérons le premier facteur de I'intégrale. Nous le ferons sortir hors
du signe, en lui attribuant une valeur moyenne entre les diverses va-
leurs qu’il prend quand x varie de o 4 &. Et comme, d’apreés les hypo-
theses, c’est une fonction continue, cette valeur moyenne répond a
une valeur de x comprise entre o et 4, que nous appellerons A (1 —6),
6 étant lui-méme compris entre o et 1. On a donc

(8) R,=

X
1.2...1

n " (a-+ Gk h "
(h—0h) ﬂw f 219" (@t h — x) dx.
Mais si I'on développe la fonction ¢ par les formules (3) et(6), on a,
en s'arrétant au terme en A9,
{ ’ »o,
?(a+h)—o(a)— k¢ (a) — 5 ¢'(a) —...—

1.2

I.2...q

(9) . h

=— f x?9? (a4 h — x) dx.
12.g )

Eliminant l'intégrale entre cette équation et la précédente,

neg L7 (a +64)
¢r' (@ 04)

‘Rn=1.z...q(k_6h)

" é ><[so(a+h)—qo(a)—bqo’(a)*'--‘m?q(“)]'

On peut considérer cette formule comme donnant une expression
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genérale du terme complémentaire de la séric de Taylor. D'ailleurs, si
P'on substitue R, dans I’équation (5), on retrouve notre formule (1)

4. Nous avons admis que la fonction, ¢?*' () ne s’annulait pas de a
aa - h, et par suite que ¢! (@ +h — x) ne changeait pas de signe
dex = o0 & x="r; alors tous les éléments 27 ¢+ (q -+ h — x)dx de
Pintégrale (8) sont de méme signe. Cela est nécessaire pour que, en
multipliant chacun d’eux par le facteur constant

(h — 6 hya L5 (et 00)

¢ (a + 0k)

on soit str d’obtenir un résultat équivalent & Pintégrale (7). Si cette
condition n’était pas remplie, rien ne prouve que le facteur qu’on veut
mettre en dehors du signe de Vintégration aurait une valeur intermeé-
diaire entre la valeur minima et la valeur maxima qu’il acquiert de

3

r—=oax=h.

5. L'expression (10) de R, contient les formes ordinaires du reste de
la série de Taylor et peut en fournir une infinité d’autres. Car en pre-
nant pour ¢ (x) telle fonction qu’on voudra (satisfaisant aux conditions
énoncées) et en donnant au nombre indéterminé q des valeurs parti-
culi¢res, on aura tout autant de formes du terme complémentaire.

Comme application, prenons d’abord

?(x) = (x— a)P+,
p + 1 désignant un nombre f)ositif; on aura
ng<¢x.)=(p+l)p...(p—q+2)(x_a‘)p—q+|;

d’ott il résulte *
pla+h)=W"* e ¢'(a)=o,

tant que g reste au-dessous du nombre positif p + 1. De la

. s 1.2...q (1 — @)1 Aot .
= Y
(1) B,= 5= " (P_l_,)““)_q_i_l)f (@+6h).
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Les deux nombres p et ¢ sont ici indéterminés, mais ¢ doit étrc entier

et inférieur a p + 1.
Faisons ¢ = o dans la formule (r0), et en méme temps

o (x) =f"(x), ¢'(x)=f""(x)

Cela est permis, d’aprés une remarque précédente, pourvu que S ()
ne s’annule pour aucune valeur de a comprise entre a et a + A. Par

la substitution, f™*'(a + 0k) disparait, et 'on a

(13) R = "0 fr(a+ k) — f"{a),

de sorte que le reste est alors moindre en valeur absolue que
s /(e )= [ (@)

6. Enfin lexpression générale (10) se réduit, quand on y suppose
nul le nombre indéterminé q, a

e h) — (@) A (1= O )
(+3) B”:?(:’(a—)u-e:)(a 1.;..421‘ "(a+0h);

c’est la formule de M. Schlomilch. Si 'on y détermine la fonction ar-

bitraire par la condition
p(x)=(a+h— ),

p -+ 1 étant un nombre quelconque positif, on trouve

(14) R, = = (g,

1.2...2(p—+1)

ot

Cette expression du reste, que j'ai donnée dans ce journal (cahier de
juillet 1858, p. 271), contient comme cas particuliers les deux formes
usuelles. La forme de Lagrange s’obtient en y faisant p = n, et pour
p = o on retrouve celle de Cauchy.

o 0 ———



