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L INTEGRABILITE DES FONCTIONS DIFFERENTIELLES
D'UN ORDRE SUPERIEUR AU PREMIER;

Par MM. STOFFEL er BACH.

1. On sait que la variation de l'intégrale définie

‘L‘f (2, 75 7'y 7"5ee.) d ez,

dans laquelle 3/, y”, etc., sont les dérivées des différents ordres de y
considérée comme fonction de x, se décompose en deux parties, 'une
dépendant essentiellement des variations aux limites, I'autre dépen-
dant des variations entre les limites.

Cette décomposition, ainsi que 'ont montré depuis longtemps Euler
et Lagrange, permet de trouver d'une maniere aussi simple qu’élégante
la condition d’intégrabilité d’une expression de la forme

Sy, s v y)de,

contenant x, ¥ et ses dérivées jusqu’a celles de I'ordre n inclusive-
ment.

Nous allons, pour entrer en matiére, établir d’abord cette condition
d’intégrabilité, en reproduisant a peu de chose pres le raisonnement
d’Euler.

2. Dire que 'expression ci-dessus est intégrable, c’est dire que
son intégrale peut étre trouvée indépendamment de la relation arbi-
traire qu’il faut en général supposer entre y et x pour rendre I'in-
tégration possible par une quadrature, ou que l'on a, en d’autres
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fermes
[ S @y p s )
=F(x, y, ¥y, ") — F(xo, Yor Voseor i
Posons
Sl e, y®)=V
et

dV=Xdxr+Ydy + Ydy +..+ Y dy",

expression dans laquelle

_dv _dv ., dv A
X*([T, Y—d-—T-’ Y—Wa-.-, x ,—(l‘y\'"rA

en désignant les différentielles partielles par la lettre o/, et réservant
le caracteére d pour indiquer les différentielles totales.

Ecrivons ensuite la formule connue de la variation d'unc intégrale
définie; elle est, en supposant que Y et ses dérivées, jusqu’a celle de
I'ordre n — 1 inclusivement, gardent la méme valeur pour x = x,

3 [ Ve =y s (v 4 g s

T .| I L )
(1 +- <Y/—dd§ +4_—dd;;‘_{:) )
N PR
—(\‘Y"—%::—I—...)]’”—...wY""l‘_)”‘/"‘] da
_;_fx<Y_.(£+ﬂ—...idl—lY(—“)) m ol
1 ", dx dx? da

Mais si I'on a

f Vdx =F(x, 7, 7,0y ) — F (Z4y For-.ns Yoo
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la variation du second membre, d’aprés nos hypotheses, dépendra
uniquement des variations a la limite supérieure, et il devra en étre

x
de méme de celle def Vda. Puisque d’ailleurs cette variation con-
'l‘ﬂ

tient

x day’ Y’

[}

intégrale qui dépend évidemment des variations entre les limites, il
faudra que par la nature de la fonction V cette intégrale soit identi-

quement nulle, ou que l'on ait

7 2 "
(2) Y yr &y +...=o.

/ B TR T

Euler démontre aussi que I'équation (2} étant identiquement vérifiée,
l4 fonction Vdx est intégrable. Sa démonstration a été modifiée avec
avantage par M. Bertrand, dans un Mémoire inséré au XXVIII® ca-
hier du Journal de I’Ecole Polytecknique. On trouve aux pages 255
ot 265 de ce méme Mémoire des méthodes d’une application facile
pour arriver a intégrale.

Bien que cette question de I'intégrabilité des fonctions différen-
tielles ait eu le privilége d’attirer Pattention des géometres les plus
éminents, il ne nous a pas semblé hors de propos de tratter le sujet
a ' point de vue dont il est & peine fait mention dans les ouvrages et
Mémoires gue nous avons pu consulter, et de faire voir qu’en partant
de I'équation de condition et en s’ appuyant sur des considérations
uniquement tirées du calcul différentiel, on peut mettre Vd.x sous
la forme d’une fonction différentielle du premier ordre renfermant
Ly ¥y ¥yee., ¥V considerées comme variables indépendantes et
satisfaisant aux conditions d’intégrabilité bien connues de ces fonc-

tions.

Cette forme, i laquelle on est naturellement conduil en ayant égard
a 'équation (2) et en changeant dans la formule (1) les ¢ en d, permet
de trouver immédiatement l'intégrale par des quadratures.

7..
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3. Ecrivons

dym
—Yr n—1) (—1) -~ (n—12)
| Vdx =Y® dy= +(Y" e )dj

dyY@—u d2*Y®
—+ (Y("—”— ar -+ T) d]n—a —+...

(3) <f_,‘!Y_” &y .
+{Y P Youle i por e PP dy
, dY” , ,  dY” ”
—I—I:V—- (Y— iz —|—...)j— (Y _E—F"')f —_—

| — Y™ j(”)] dx,

\
ce qui d’ailleurs est une identité, en ayant égard aux relations
d]_—_]r’dx’ dj':_y”dx,..., dJ,(n—l):](n) (].T.

Pour faire voir que, I'équation (2) étant satisfaite, Vdar mis sous
cette forme est la différentielle du premier ordre d’une fonction de x,
Y1 Y.y 7" considérées comme variables indépendantes, prouvons
d’abord que les coefficients ded x,dy,dy",..., dy ™= dans cette expres-
ston ne contiennent pas de dérivées de y d’un ordre supérieuran — 1.

Ecrivons a cet effet 'équation (2) sous la forme

d (v, dY’  dy”
et faisons observer que Y étant une dérivée partielle de la fonction V,
y v’y entrera pas avec un indice supérieur a n; donc, puisque I'équa-
tion (2) a lien identiquement,

i Y’— dY// dg Y’” _

dx dr dr? o
ne devra pas non plus contenir y®+, y#+d et comme la diffé-
rentiation totale augmente d’une unité I'indice des y,

dy” &2 Y”

’_.— S — —— .
Y F Pl alr pr O

ne devra pas renfermer J avec un indice supérieur a n — 1.
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Mettons actuellement I’équation (2) sous la forme
dyYy’ d dy”
N FCONE P P

Y— dzx dx?

dx

14

. dY . .
et faisons observer que Y — e ne pouvant contenir Y avec un in-

dice supérieur a n + 1, il doit en étre de méme pour

& (g, AT _
52(3(—@— )

mais deux différentiations totales angmeutent de deux unités I'indice
des y, donc

yr_4¥ &Y
dx d «?
ne saurait contenir ) avec un indice supérieur 4 n — I.

En poursuivant le méme raisonnement, on arrivera jusqu’a Y qui
ne pourra non plus contenir y avec un indice supérieur & » — 1, car
si la fonction V provient d'une différentiation totale effectuée en re-
gardant y, 7'y ¥"5...y y*7" comme des fonctions de &, elle est néces-
sairement linéaire en ¥, et dés lors sa dérivée partielle par rapport a
7™ ne renferme pas cette variable. Rien d’ailleurs ne s’oppose a ce
que I'on étende jusqu’a Y™ le raisonnement employé plus haut. Quant
au coefficient de dux, il ne contiendra pas non plus y™, car le terme
de V ot entre cette variable, n’est autre que Y* y®.

Apres avoir montré que l'expression contenue dans le second
membre de P’équation (3) ne renferme pas les dérivies de y d'unordre
supérieur @ n— 1, il nous reste & faire voir qu'elle satisfait aux con-
ditions connues nécessaires et suffisantes pour Uintégrabilité des diffé-
rentielles du premier ordre.

Mais avant cela établissons une formule dont nous ferons un
usage continuel dans tout ce qui va suivre.

4. Cette formule est Ja suivante

d du d. du du
(4) o dz  dz dy® + dy ="
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dans laquelle « est une certaine fonction de ., y, y',..., ™, eic.
Pour y arriver, différentions totalement la fonction u, et nous aurons
du du

4 s
de — In z}‘]’ -+ ;l)’, Y +_“'+d‘y(1'“)

du du i

L

puis différentions partiellement par rapport &y,

d du _ du d?u , diu »
dy ) dz T dzdy® + dy dy® J o+ dy' dyr) Jte
< d*u Py du
T ot g

Mais T'ensemble des termes du second membre, a I'exception du

i
(

. s e . ’ - {4
dernier, est précisément la différentielle totale de S on a done
7

d de . d du + dnu
({y([‘) : dax - dx : (ZY(P‘ dj"ﬁl’—‘/’

ce qui est la formule (4.
Nous ne ferons usage que de cette formule, mais il est facile de voir
(jue I'on 4 en général

d dmu d=  du L dm du Y du
= - ...

;[:),u)) dam (T.;-'"'{/)’:P;‘ -+ Ly J;": : d‘),f,u—u = n'),-(pfr,

.od du + du
‘9 (“I—; ‘ l[}’(l,_"‘+l; ‘[].(P—m) ?

+(

e

1, Gy Gy, ete, étant les coefficients de la puissance m*™ du binome. 1l
est bien entendu que l'on devra remplacer, il y a lieu, 3 par y el

supprimer tous les termes qui suivent.

<. Revenons a notre sujet et comparons d’abord le premier terme
de l'expression [3) avec tous les suivants. 1 s'agit de prouver que

lon a
dYr d / y =i d Yin—i+
({} n—i—yy T (l_y("*':\ (\ d.r v

Pour cela, différentions par rapport 4 y™ le coefficient qui suit im-
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mediatement celui que nous considérons, et d’aprés ce qui a été dit
(n° 3) nous pouvons écrire

d . dY(na\) R
- (n—i—1) __ —
dy () <Y dx + .”‘) =9

ou encore, en vertu de la formule (4),

dY (r—i=t) d d . d Y (r=itt)
N

Ayl T dx dy® dx
d . dY(r—i+1)
— -8 _ - —_—
=y (Y rpammliny ) = o0,

ce qui revient a

dY®) d (Y(n-.i) o d Y@—i+n) . ”) ,

dy(n——i—-lj - dyn—! dx
car .
dY(—i=) dY®
d),-(n) — (l),(n—i—l)7

et d’ailleurs, en vertu du méme n° 3,

d . . dY(n—i-H)
[ n—t) __ -~ —
o (Y o+ ) =o.

Pour comparer le premier terme avec I'avant-dernier, on différentiera
I’équation (2) partiellement par rapport & y™, et I'on aura

A 4 d (g dY d__ [y Y .
dr™ Az ™ = ) T e\t T am ) T

ce qui revient, comme on le verra sans peine, 4

axw d , Ay~
2 T @\ Ty )

C'est précisément I'égalité qu’il s’agissait d’établir.
11 est également facile de comparer tous les termes & P'avant-der-
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nier, et de montrer que I'on a

d aYy” d dY(r—k+0) )
— % (v — = & (yo-h S .
e (Y iz —|—> =% (Y ot

Supposons que l'égalité des dérivées ait lieu entre I'avant-dernier
terme et celui qui précede le terme considéré, lequel commence par
Y~*+_ Différentions 1'équation de condition par rapport a ™%, et
il viendra

aY d _d (o 4y d__ [y _dY" .
Fom —ae \V o) T s\ ) T

ce qui peut, d’aprés notre hypothese, s’écrire

dY(—H d d d dy”
— e — (n—h+1) ___ . '
dy dz dy(Y )= Ay (Y a4+ )
ol encore
d d Y(r—t+1) d i aY”
- (n—ky _ 27 - % . .
d_}’ (Y dx + '> df(n—lr—l) <Y dx- -+ -> ]

et puisqu’on a déja comparé le premier terme avec I'avant-dernier,
égalité est générale.

6. Considérons actuellement deux termes quelconques, et prouvons
que l'on a

dx

dx

4 __ (Ym—k) —

dY(n—k+l% d
{{]-(n—-i—l) AN + "

. dY(n—-i+|)
—_ —— ((anl) I .
s (¥ +...)

Admettons que l'on ait

- d (k) dY(n—lr+:|) . d (i) dY(n—H-l)
'))W Y ——dx—_ —+... -—W Y - dz =+ )

~

ce qui revient a dire que I'égalité des dérivées partielles a été vérifiée
pour le terme antérieur 4 celui qui commence par Y comparé avec



PURES ET APPLIQUIES. 5

~1

tous ceux qui suivent, et posons

d <Y(n—lq _ dY(d"—"+‘> N )

dy(n—i—ﬁ T
— M _ i.__d__(y(n-im) oyt (Yorrt) = )
d‘y(n-—i—l) dT (l.),(m—i——l) "') (lf(m—i—z) Rl

cela peut s’écrire, en vertu de I'équation (5),

a <Y(n—k) _ dY(r—h+) +. )

dy (=i=1) do
_ AY (r—i—1) d d iy A Y (r—i+1) dY (i)
T dy—h) A dy () dr )T Tape-n”
d d I d o d Y (—i+D) .
e (YD — oot [y T .
+ dx dy=h ( : . ) T dy R (Y dz -+ .. )

Tffectuant les rédnctions, on tombe sur la formule qu'il s’agissait
de démontrer, savoir

d dY (k0 d : dY (i)
N (n—k) _. — (=t T .
(6,) dy(n—i~l) <Y d.L' + '-'> _d‘y("'k"') (Y dx + ...)

Or I'égalité des dérivées partielles ayant été prouvée pour le pre-
mier coefficient comparé avee tous les suivants, jusqu’a Favant-der-
nier inclusivement, ainsi que pour I'avant-dernier compare avec tous
ceux qui précédent, on conclura de la formule (6) I'égalité des déri-
vées pour un coefficient quelconque comparé 4 tous ceux qui suivent,
a Pexception du dernier dont nous n’avons pas encore parlé jusqu’ici.

7. Pour faire enfin la comparaison d’un terme quelconque avec le
dernier, il faut démontrer 1'égalité suivante :

d . dY(n—i-H)
—_ (=) _
e <Y ot )

d ) , dY” , , dY” ”
_—(—13;(1—1—.—:1—) ['V-— (Y —H+..->‘7 —<Y —_— ddf +‘...>f—...
ijw 
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Posons, pour simplifier I'écriture,

dY(n—i+n

(n~t) __
Y dz

+...=U.

En vertu des relations établies plus haut, I'égalité qu’il s'agit de veri-
fier devient

744 . dV dU dU ,'/
([?_—‘ d:y-(u——i~|) W - [(7/
dU (n) ( T(R—i—1) dye—=o
— r‘("—')‘}f — \X B P
- dU dU dU in dU
— Yr—i—) __ T o " e ny __ Vin-i—4) .
=Y . r 77 yi—.. = Y + -

Réduisant et groupant convenablement les termes, nous trouvons

dU_¢U 4U , dU _, v
}H—-ZI;-F;}—]’ +dy’) +.+m_}’ y

ce qui est une identité.

Ainsi se trouve établi trés-simplement que Vdx peut étre mis sous
la forme d’une différentielle du premier ordre quand I'équation

Y — ﬂ —+ dzl—-——z o)

dx dax?
est identiquement vérifiée; et en imtégrant cette fonction du premier
ordre par les procédés connus, on arrive a I'intégrale demandée.

I est facile actuellement d’écrire Iintégrale de la fonction différen-
tielle donnée. En posant, pour abréger,

d Y”

Y= =0 (2, 7,y ym),
T de -

Y/ — T e =0 (x, ¥, I eens =),
Y- dym

- ) (=1}
T = Yo (5 5 ) yens, y0),

Y= 00 (®y 75 5oy y01),
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NeJ

Vintégrale sera

[ Vdx= f (V=000 0, sy 20— 00,y sy ) —

— P, (2, x, ¥y, 0 |da

y
+f @i (Xoy 73 Jseeny y) dy
Y,

o

]I
+f ¢2 (X, Yo Vs )‘/("-—”)d]""'"'
y

4

..................................

(1)

=+ Cim (‘T(H Yoreery J‘(g—z), ]-n—l ) d]-(rz—” .

y%n—l)

8. Pour éclaircir ceci par un exemple, prenons la fonction diffé-
rentielle

V=aa?+y* +a2xyy + 5" +yy" + xy".
Nous aurons

Y:2J’+2.T]'/+.)’”, Y’:2x]+2)’,, Y”:)’, Y.m:x,
dy dy” , Ay

—[i;=2y+2xy’+2j”, w =Y o =y,
dY” — dry” . dsY” .
de = 77 der 7 7 dz

L’équation de condition est vérifiée, comme il est aisé¢ de s’en con-
vaincre, et I'intégrale cherchée est

x ¥
f (22 4+ * + 9" da —|—f (2xey + 9 dy
X Y,

[ 28

"

y’ A
+ f (Fo—1jdy" + [ wedy”,
Ya Yo
8..
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ce qqui donne, en faisant les réductions,

2x° 2 " ’ ’ .
5 tra+yle+yy —y + G
9. On peut encore donner & | Vda une autre forme, analogue i

celle qu’a donnée Poisson, mais dans laquelle les intégrales sont plus
simples. En effet, pnisqu’il n’y a dans Pexpression finale qu’une seule
constante, on peut prendre zéro pour les limites inférieures des inté-
grales dans le cas ou cette valeur attribuée aux limites ne rend infinie
aucune des fonctions @, 9., ¢, etc., et écrire, en renversant I'ordre des
intégrations,

U’ -t

de.r f go,, X, ¥, ) ’,,,_’ Ja"—d 7 ~n—1) )d]' n—1,

(n—21;

—|—j Prnety (3 o Flovery P70, 0)dy™ ..

oy
+J G2 (0 ¥y 7y 0, 0, O)df

+f @, (x, 7,0, ,...,o)dj—i—ff(.x‘,o,o,...,o}d.r.

ou cncore

3]

(o) (2, wy, 0, 0,...) ¥ + g, (., Y uy', 0, 0,...) ¥
+ Pa (‘T’ AT u)'(”_”)‘)"m'h] du.

N

v 0

[’exemple précédent traité de cette manicre donne

JQJL da +f 2y df—;—f — 1)dy’ —+~J1] ady”
:——1-1] + )y =y +ay’+C,

ce qui est identique avec le résultat obtenu plus haut.
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10. Notre analyse, comme on peut s’en convaincre avec un peu
d’attention, s’applique encore 4 une fonction

J(x, 7, Y ¥, 5, 7, .y 2" d e,

qui proviendrait de la différentiation totale d’une fonction
Y, e, Y, 2, 2,0, 20N,

La méthode des variations conduit alors 4 deux équations expri-
mant les conditions d’intégrabilité, et I'on reconnaitra sans peine que
Vdx peut, dans ce cas, étre mis sous la forme d’une différentielle
exacte dua premier ordre, qui s'intégrera par le procédé connu [*].

[*] Je n’aime pas & intervenir par des notes dans les travaux de mes collaborateurs.
Qu’il me soit pourtant permis de rappeler au souvenir des géométres, i ’occasion de
cet article, un Mémoire de M. Raabe (Journal de Crelle, t. XXXI, p. 181) et surtout

un Mémoire de l'excellent et regretté Joachimsthal (Journal de Crelle, t. XXXIII,

p. 95). {J. Liouvitre.)
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