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v LYY VMAMATAA I MAVIA WV WA ATARAR LAV WA VAMA MAAARAAAAAAA WA AR MAAAAS AN
[

MEMOIRE

SUR

LE NOMBRE DE VALEURS QUE PEUT ACQUERIR UNE FONCTION
QUAND ON Y PERMUTE SES VARIABLES DE TOUTES LES MANIERES POSSIBLES ;

Par M. Evue MATHIEU [*]-

Des substitutions.

Soient abcd...l et e f gh... k deux permutations des mémes let-
tres : on représente par la notation

abced... I
(efgh... k)
'opération qui consiste & remplacer les lettres de la permutation supé-
rieure par celles qui occupent le méme rang dans la permutation infé-
rieure; cette opération porte le nom de substitution.
Rangeons les lettres a, b, ¢, d,..., I sur un cercle, puis mettons cha-

cune d’elles a la place de celle qui la précéde : nous aurons ainsi fait
sur ces lettres une substitution qui est dite circulaire; ainsi la substi-

tution
abe... [
bed..la
est circulaire; on I’écrit plus simplement

(abcd...l).

[*] Ce Mémoire est un extrait de plusieurs Mémoires présehtés a I’Académie des
Sciences. { Poyez les Comptes rendus des 3T mai, 21 juin et 2 novembre 1858, et du
25 avril 1859.)

Tome V (2° série), — Jaxvier 1860. 2
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Toute substitution, si elle n’est pas circulaire, équivaut a plusieurs
substitutions circulaires effectuées Simultanément sur des lettres diffé-
rentes. Ainsi la substitution

a bcdefglziklmnop)
mgalbndckfeoiph
peut s’écrire

(amophc) (bgdle) (ikfn).

Les substitutions circulaires en lesquelles se décompose unc substi-
tution quelconque sont appelées les ¢yeles de la substitution. Si le
nombre des lettres de chacun des cycles d’'une substitution est le méme,
la substitation est dite réguliére.

Une substitution S que 'on obtient en faisant une autre substitu-
tion S, £ fois de suite, se nomme la k#"¢ puissance de S,.

Soient

AB,C, ., G,

différentes substitutions effectudes sur les 7z lettres d’une fonction
F(a, b,c,...,1),

et qui laissent cette fonction invariable ; si nous faisons successivement
dans un ordre quelconque quelques-unes de ces substitutions, nous
obtiendrons en général d’autres substitutions, qui laisseront évi-
demment la fonction I' invariable; les substitutions ainsi formées sont
appelées les deérivées des substitutions A, B, ..., G. On considére

abce... 1
abe...l
comme faisant partie de ces substitutions dérivées.
Si sur la fonction

(1) F(a, b,c,..., 1)

on fait les M substitutions qui la laissent invariable, on obtient M va-
leurs égales de cette fonction F, F,, F,, ..., Fy_ .
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Faisons ensuite sur cette fonction la substitution
abece... |
(l’ b/ C’ l' )

qui change cette fonction; ', ¥, ¢, .., I’ étant par conséquent les let-
tres a, b, ¢, ..., [ prises dans un autre ordre: nous aurons la fonction
10, Cy o, LD 5

(2) Fla,b,c,. ,1");

changeons dans les M substitutions qui laissent la fonction (1) inva-
riable les lettres a, b, ¢, ..., I, respectivement en a,b,.. . U, et nous
aurons M substitutions qui laissent la fonction (2) invariable, et sion
les effectue sur la fonction (2), on obtient M autres valeurs égales
F,F,,F,,..., Fy_,. On voit d’apres cela que les 1.2.3... n valeurs que
I'on obtient en permutant les n lettres a, b, c, ..., { dans la fonction (1)
de toutes les maniéres possibles sont égales M 4 M, et que le nombre

1.2.3...n

des valeurs distinctes de la fonction () est égal a M

» et, par

conséquent, a un diviseur du produit 1.2.3... .

Des fonctions transitives.

Nous appellerons fonction transitive une fonction dans laquelle on
peut faire occuper & une lettre quelconque telle place que 'on veut,
sans que la fonction change de valeur, pourvu que I'on fasse occuper
a toutes les autres des positions convenablement choisies.

Une fonction qui n’est pas transitive, sera dite infransitive.

C'est & M. Cauchy que nous empruntons I'idée de distinguer les
fonctions en fonctions transitives et en fonctions intransitives,

Puisque dans une fonction symétrique on peut déplacer les lettres
d’une maniére quelconque, sans qu’elle change de valeur, il est clair
qu’une fonction symétrique est transitive. Mais il existe bien d’autres
fonctions transitives; car une fonction est transitive toutes les fois
qu'elle n’est pas changée par une substitution circulaire effectuée sur
toutes ses lettres.

Supposons en effet une fonction de # lettres qui ne soit pas changée

2..
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par la substitution circulaire suivante, effectuée sur ses n lettres,

(abed... g... k).

.

11 sera toujours possible d’amener une lettre quelconque  telle place

que V'on voudra dans la fonction, sans que la valeur de cette fonction

soit changée. Car si I'on veut, par exemple, amener dans la fonction

la lettre g, qui occupe la p##me place dans la substitution a la place de

Ia lettre a, il est clair qu'il suffira de faire cette substitution {3 —r fois.
Ainsi, par exemple, la fonction de trois lettres

ab?c® + beta® + ca* b?,

qui nest pas changée par la substitution circulaire (abc), est une fonc-
tion transitive.

Une fonction peut d’ailleurs étre transitive sans jouir de la propriéte
d’étre invariable par une substitution circulaire effectuée sur toutes ses
lettres. Par exemple, la fonction

(a—b)(c—d)

est transitive, et il est aisé de voir qu’elle est changée par toute substi-
tution circulaire effectnée sur les quatre lettres a, b, ¢, d.

11 est facile de reconnaitre que le nombre des valeurs distinctes
d’une fonction transitive de 7 lettres est le méme que si cette fonction
était considérée comme fonction de n — 1 lettres, et que, par consc-
quent, on supposit une lettre immobile.

Considérons, en effet, une fonction transitive de 7 lettres

F(a,byc,d, ..., k1),

et supposons que l'on ait fait sur ses lettres toutes les substitutions
possibles. Nous pourrons ensuite, dans toutes les fonctions ainsi ob-
tenues, et dans lesquelles la lettre a ne sera pas a la premiére place,
I'amener a cette place, pourvu que nous déplacions convenablement
les autres. Toutes les valeurs se réduisant a des fonctions dans les-
quelles a occupe la premiere place, il est clair que la fonction I’ ac-
quiert toutes ses valeurs, considérée comme fonction des n —1 lettres
bye,d, ..., L

b bR
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Réciproquement, si la fonction F acquiert toutes ses valeurs, con-
sidérée comme fonction des n — 1 lettres b, ¢, ..., [, cette fonction est
transitive par rapport & ses n lettres.

En effet, imaginons que I'on fasse sur les n lettres a, b, ..., [ les
1.2.3... n permutations possibles, on obtiendra des valeurs-dans les-
quelles @ occupera la premiére place, d’autres dans lesquelles @ occu-
pera la deuxieme place, etc., d’autres enfin dans lesquelles « occupera
la n®m place, et les valeurs distinctes se réduiront a celles dans les-
quelles a occupera la premiére place. 1l snit de la qu’on peut amener
une lettre quelconque a la premiere place sans que la fonction change
de valeur, pourvu que 'on permute convenablement toutes les let-
tres, et réciproquement on peut amener une lettre qui se trouve a la
premiére place & une place quelconque. D’apres cela, on pourra ame-
ner une lettre quelconque d 4 la place d’une lettre quelconque f, sans
que la fonction change de valeur; car on pourra d’abord amener d
la place de a en permutant convenablement les lettres, puis on pourra
amener d qui occupe la premiére place a la place de la lettre f. Donc
la fonction est transitive.

On peut remarquer que si r est le nombre des substitations qui
s'effectuent sur les n—1 lettres b, ¢, ..., [, sans changer la valeur de la

’ 2.3... (n—1}

. - ) . I.2.
fonction F, le nombre des valeurs de cette fonction est ;
r

et, par conséquent, le nombre total des substitutions qui la laissent
invariable est ra.

Des fonctions plusieurs fois transitives.

Imaginons une fonction transitive de 7 lettres; cette fonction, con-
sidérée comme fonction de n — 1 lettres, pourra encore étre transi-
tive. §'il en est ainsi, nous dirons que la fonction est deux fois transitive.

Si cette fonction est encore transitive, considérée comme fonction
de n — 2 lettres prises parmi les n — 1 précédentes, nous dirons qu’elle
est trois fois transitive, et ainsi de suite.

Il suit de la qu’une fonction p fois transitive acquiert toutes ses
valeurs, considérée comme fonction de n — p. lettres. On voit encore
-qu’une fonction symétrique est une fonction 7z — 1 fois transitive.

Une fonction de 7 lettres qui est invariable par une substitution
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circulaire de ses n lettres, par une substitution circulaire de n —1 let-
tres, par une troisieme substitution circulaire faite sur » — 2 d’entre
ces dernieéres, etc.; enfin, par unc pme gubstitution circulaire effec-
tuée sur n— p+1 lettres obtenues en agissant comme précédemment,
est . fois transitive.

Taforime. — Si une fonction de n lettres est p. fois transitive, elle
est transitive par rapport a n — 1 lettres quelconques, elle est transitive
par rapport a n — 2 lettres quelconques, etc. ; enfin, elle est transitive
par rapport a n— .+ 1 lettres quelconques.

En effet, supposons une fonction transitive par rapport a ses n

lettres
a, b,c,d,..., k1,

puis par rapport aux lettres
byc,d, ..., k1L,
puis par rapp.ort aux lettres
c,d, ...,k

et ainsi de suite. Je dis que cette fonction est transitive par rapport
A n— -1 lettres quelconques e,, f,,..., 4,1, ,

En effet, désignons par a’, 6", ¢”, ... les . — 1 lettres de la fonction
qui ne font pas partie de celles-ci. La fonction étant transitive par
rapport aux lettres a, b, c, ..., k, I, nous pouvons amener la lettre o'
a la place de la lettre a, et les n —1 autres ¥, c’, ..., &', I’ remplace-
ront respectivement b, ¢, ... k,I. Or ces n —1 lettres o', ¢/, ..., k', I’
remplagant respectivement b, c,..., &, /, la fonction sera transitive

par rapport aux lettres
b,c,d, .. kU,

puis par rapport aux lettres
c,d .., k1,

et ainsi de suite. Parmi les n — 1 lettres &', ¢/, ..., ¥, I’, nous pouvons
prendre b” et 'amener a la place de &', pourvu que nous déplacions
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convenablement les autres, et les lettres csdy . K, I seront rem-
placées respectivement par ¢, d”, ..., k”, I”. Les lettres ' d” e KT
se trouvent dans les mémes conditions que leslettresc’, d’, ..., k', I’, et

par suite que les lettres ¢, d, ..., &, I. Et si I’'on imagine que 'on con-
tinue ce raisonnement, la proposition devient évidente.

Cororraire 1. — Dans une fonction p. Jois transitive, on peut amener
u letires quelconques a telles places que Uon veut.

CoroLLAIRE IT. — Réciproquement, si dans une Jonction on peut ame-
ner u lettres quelconques a telles places que l'on veut sans que la fonc-
tion change de valeur, la fonction est p. fois transitive.

Supposons, en effet, que dans une fonction on puisse amener v let-
tres quelconques a la place de p. autres lettres quelconques. Puisqu’on
peut amener une lettre quelconque a’ i la place d’une autre quel-
conque a sans que la fonction change de valeur, cette fonction est une
fois tramsitive. Puisque, sans déranger @', on peut amener une lettre
quelconque &' ala place de b, lafonction est deux fois transitive, et ainsi
de suite.

Taionime. — Siune fonction den lettres acquiert toutes ses valeurs,
considérée comme fonction de n — p lettres, elle est p. fois transitive.

Nousavons vu que, si une fonction de  lettres a,b,c,...,lacquiert
toutes ses valeurs considérée comme fonction de 7 — 1 lettres b,cy
elle est transitive par rapport a ses n lettres. D’aprés cela, supposons
une fonction de n lettres a, b, ..., S8 -5k, 1, qui acquiere toutes
ses valeurs considérée comme fonction des n — w lettres g, ..., k, ;
elle acquerra évidemment toutes ses valeurs considérée comme fonc-
tion des 7 — 1 lettres

bycy..., f,8, sk, 1,

puis elle acquerra toutes ses valeurs, considérée comme fonction des
n — 2 lettres

Cyoos f38yens ko d,

et ainsi de suite; enfin elle acquerra toutes ses valeurs considérée
comme fonction des z — p lettres

O A
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et, par conséquent, la fonction sera transitive par rapport a n lettres,
puis par rapport & n—1 de ces derniéres, puis par rapporta n — 2
lettres prises parmi les n — 1 précédentes, et ainsi de suite. Donc
enfin la fonction est p fois transitive. '

TatoriME. — Si une fonction de n lettres est transitive par rapport
a ses n lettres

a,b,..., f,8,h,
puis transitive par rapport a n — 1 lettres
a,b,.., f,g,
puis transitive par rapport a n — 2 letéres
a’, b, .., f’,

et ainsi de suite, enfin transitive par rapport a n— .-+t lettres, elle
est u. fois transitive.

La fonction est transitive par rapport aux lettres a, b, ..., f, g, k, et
elle est aussi transitive par rapport a n —1 de ces lettres «’, iy .85
elle est donc deux fois transitive, et par suite elle est transitive par
rapport a n —1 lettres quelconques; ainsi la fonction est transitive par
rapport aux n —1 lettres

a’, b .y [y 845
on voit donc que la fonction est transitive par rapport aux 7 lettres
a’, bﬂ?ﬂ-, ,f”’ g1s hys
puis par rapport aux n—1 lettres
a, by 80
puis par rapport aux 7 — 2 leitves
a,b,.., f";

la fonction est donc trois fuis transitive, et si 'on imagine que l'on
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continue ce raisonnement, il devient clair que la fonction considérée
est u. fois transitive.

Tukoreme. — Une fonction p. fois transitive, qui n’est pas changée
par une certaine substitution qui ne comprend pas plus de p. lettres, est
invariable pdar une substitution circulaire de trois lettres quelconques,
et, par suite, elle w'a au plus que deux valeurs.

Supposons, en effet, une fonction qui soit p. fois transitive et qui ne
soit pas changée par la substitution

m (abc fp>

’ hklm. . b. g

qui ne renferme pas plus de p. lettres. La fonction étant p. fois transi-

tive, & la place des lettres a, b, ¢, ..., p, on peut amener d’antres let-
tres quelconques,*sans que cette fonction change de valeur ; donc aux

places de a, b, ¢, ..., p, on peut mettre respectivement les lettres

a, a, ¢, ..., p, la lettre 2 n’appartenant pas 4 la substitution (1), et, par

conséquent, la fonction n'étant pas changée par la substitution (1)
w’est pas changée non plus par la substitution

(2) (aac jp)
kim.. . a..gq

Faisons la substitution (1), puis I'inverse de Ia substitution (2), et
nous aurons fait en définitive la substitution circulaire de trois lettres
(bee f), sans que la fonction ait changé de valeur. Si donc la fonction est
au moins trois fois transitive, 4 la place des lettres b, «, Jf, on pourra
mettre dans la fonction trois lettres quelconques; la fonction ne sera
donc changée par aucune substitution circulaire de trois lettres, et je
dis que, par suite, elle aura au plus deux valeurs.

Ln effet, faire une schstitution circulaire (aba) revient 4 faire la
transposition (ab), puis la transposition (a«). La transposition (ab)
changera la valeur F, de la fonction considérée en F,, et la transposi-
tion (@a) changera la valeur F, en la valeur primitive F,. Faisons
ensuite la substitution circulaire (abe) sur F,, et pour cela faisons la
transposition (ab), puis la transposition (ac). La transposition (ab)

Tome V (2° série). — Janvier 185g. 3
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change F, en F,, et la transposition (ac) faite sur F, doit rendre la
fonction F,. Ainsi les deux transpositions (a.a) et (ac) qui ont une lettre
commnne, produisent le méme changement sur la fonction; de méme
(ac) produira le méme changement que (cd). Par conséquent, (ac)
et (cd) produisent le méme changement sur la fonction. Or tonte
substitution peut s’effectuer par une série de transpositions successives.
Si I'on fait une premiére transposition sur F,, F, deviendra F,; en fai-
sant une deuxiéme transposition sur F,, on changera F, en F,; une
troisieme transposition changera F; en F,, et ainsi de suite. La fonc-
tion a donc évidemment au plus deux valeurs, car on peut avoir
F,=F,.

Ainsi le théoréme est démontré toutes les fois que la fonction est au
moins trois fois transitive.

Il reste 2 démontrer qu'une fonction deux fois transitive qui est
invariable par la transposition (ab) n’a pas plus de deux valeurs. Or,
comme dans une telle fonction on peut amener 4 la place de a et b
deux lettres quelconques, on voit que cetie fonction est invariable par
une transposition quelconque, ou qu’elle est symétrique par rapport a
toutes ses lettres. )

\ . S n o, .
CoroLraire. — Une fonction de n lettres ne peut étre plus de :fozs

transitive, lorsqu’elle a plus de deux valeurs.

En effet, considérons une fonction de n lettres p. fois transitive ; cette
fonction est changée par toute substitution qui s’effectue sur lettres;
elle a donc au moins 1.2.3... p valeurs. D’ailleurs le nombre des
valeurs de la fonction est un diviseur du produit 1.2.3... (n —p); on
a donc

.23, (n—p)2r.23..y,

et, par suite, u est au plus égal a —;f
On peut citer un cas ou g est précisément égal a g Soit la fonction
(ad+bc+ef Y (ab-+ce+df ) (ae+bd+cf ) (ac-+de+bf ) (af +-cd+be);

cette fonction est invariable par chacune des trois substitutions circu-
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laires

(acbfed), (abcde), (abdc),

comme il est aisé de le vérifier.

Cette fonction est donc trois fois transitive; par suite elle a au moins
1.2.3 = 6 valeurs; car il est aisé de voir qu’ellea plus de deux valeurs;
ellen’a pas dailleurs plus de six valeurs, puisqu’elle doit acquérir toutes

ses valeurs, considérée comme fonction de trois lettres; elle a donc six
valeurs. '

Fonctions de n lettres qui ont deux valeurs.

Quel que soit n, on peat former des fonctions de 7 lettres qui n’aient
que deux valeurs

Prenons en effet les 7 lettres a, b, c, ..., £, [, et faisons le produit ¢
de toutes les différences de ces lettres, nous aurons

v=(a—b)la—c)..(a—k)(a—1)(b— e)...(k=1);

v* est évidemment une fonction symétrique des 7 lettres, et ¢ a deux
valeurs égales et de signe contraire; car ¢ change de signe si ’on trans-
pose a avec b. _

Soit F une fonction des 7 lettres a, b, c, .. -y 4, qui a deux valeurs; on
- démontre facilement que cette fonction est changée par Ia transposition
de deux lettres quelconques. (Foir 19° lecon de I'dlgebre supérieure
de M. Serret.) D’aprés cela, désignons par F (a, b) 'une de ces deux
valenrs, I'autre valeur sera F (5, a). Posons

F(a,b)+ F(b,a):go, F(a,b)v — F(b’“)":'q’y

¢ et ¢ ne sont pas changées par la transposition (ab), et comme a et b
sont deux quelconques des lettres a, b, .., I, les fonctions ¢ ct ¢ sont
symétriques. De ces équations on déduit

F(a,b):%—;—%—,v, cu F=& 4+ Yy,

® et ¥ étant deux fonctions symétriques des lettres a, b, ..., /.

TarorimE. — La fonctionde n lettres qui a dewz valeurs, est changée

3..
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par toute substitution circulaire effectuée sur un nombre pair de let-
tres, et elle w'est changde par aucune substitution circulaire faite sur
un nombre impair de lettres.

Faisons en effet sur cette fonction la substitution circulaire de « let-
tres (abed ... g). Pour faire cette substitution, nous pourrons trans-
poser a avec b, puis a avec ¢, puis a avec d, ct ainsi de suite ; et nous
ferons ainsi & — 1 transpositions. Or i chaque transposition la fonction
change de valeur; donc puisque la fonction n’a que deux valeurs, si o
est pair, la fonction change de valeur, et si « est impair, la fonction
ne change pas. Ce qu’il fallait démontrer.

Scolie. — D'aprées ccla, pour reconnaitre si une substitution ne
change pas la fonction qui a deux valeurs, on décomposera cette sub-
stitution en ses cycles. Si le nombre des cycles qui renferment un
nombre pair de lettres est pair, la fonction qui a deux valeurs n'est
pas changée par cetle substitution; si le nombre de ces cycles est im-
pair, la fonction est changée par cette substitution.

CoROLLAIRE. — Soit une fonction g invariable par une substitution A
qui renferme un nombre impair de cycles ayant un nombre pair de
lettres; si l'on multiplie cette jonction ¢ par la fonction des mémes
lettres qui a dewx valeurs, on obtient une fonction F qui a un nombre
de valeurs double du nombre des valeurs de ¢.

En effet, soient

s Puy Gareos s

les . valeurs distinctes de la fonction g que P'on obtient en faisant sur
la premiere les substitutions

{a) SHSE"'-)S

p—1

soit ¢ la fonction des mémes lettres qui a deux valeurs; faisons sur g
les mémes substitutions, nous aurons les fonctions

{\b) Py C1 ¥y %92"27-“;90,,__."‘,‘,,7

Oy 943 Vay o0 ¥, _, S€ réduisant a deux valeurs ¢ et ¢’. Sur les lettres de

la substitution A, faisons successivement les substitutions (a), nous
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aurons les substitutions semblables

A, AL Ay Aﬂ_ﬁ
faisons chacune de ces substitutions respectivement sur les fonctions (b
de méme rang, les premiers facteurs ne seront pas changés, et, d’aprés
le scolie ci-dessus, les seconds facteurs le seront : on aura donc p. au-
tres valeurs de ¢ v. Comme la fonction v n’a évidemment pas plus de
2. valeurs, elle en a effectivement 2 .

Ainsi, par exemple, la fonction

(ad-+bc-+ef) (ab+ce+df) (ae+bd+cf ) (ac-+de+bf ) (af+be+cd)

est une fouction trois fois transitive qui a six valeurs, et qui n’est pas
changée par les substitutions

(achbfed), (abcde), (abdc).

Si nous multiplions cette fonction par la fonction des mémes lettres
qui a deux valeurs, nous aurons une fonction qui aura douze valeurs,
et qui sera invariable par les substitutions

(abe){cfd), (abede), (ad)(bc);

on voit donc aussi que cette fonction est deux fois transitive.

Fonctions transitives d’un nombre premier p de lettres. — Fonction
trois fois transitive de p + 1 lettres qui a 1.2... (p — 2) valewrs, et
fonetion deux fois transitive de p +1 lettresquia 1.2... (p—2) X 2
valeurs.

Pour étudier les fonctions transitives d’un nombre premier de varia-
bles, nous désignerons ces p variables par Ty XLy, Lzyeens Lpoyy €N CON-
venant que Von aura x,=x,, si 'on a

a=e(mod. p).
Nous désignerons aussi par (&, x,,) la substitution qui changera en
général x, en X, .
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Il est facile de former une fonction
(a) ' (X, 2y, Xgyerny Xy y)
qui soit invariable par la substitution circulaire
(b) ' (0o 2, 250 205 )5

pour cela, il suffira de prendre une fonction X (X, x,, X3y..., Zp_y}
qui soit changée par toutes les substitutions, et de faire sur cette fonc-
tion p —1 fois de suite la substitution (5); on aura ainsi les p fonctions

Loy Lyy Lsyeeey Lpy )’

A
Ay, Lgy Lyyenny Lo,
A( Xy gy Xgyeuny ),

et, en prenant une fonction symétrique de ces p fonctions, on aura la
fonction (@). Cette fonction transitive, qui est invariable par les p substi-
tutions (&, X, ), 2 évidemment 1.2... (p — 1) valeurs.

Solent » une racine primitive de p, et « un diviseur de p—1; faisons
sur la fonction (a) la substitution réguliére (22 x,,,) et ses puissances
(2, Xz ;), nous aurons les fonctions

i

‘ ‘-P(xovmn x27"'7xp—4)7

‘ q} (.I’o, x(‘)u, x2wu,..., x(P_l)wu),

/

, $ (Xoy T, T, 20y x(p—l)m’");
bov e e e v e e e e s

- . o —1 .
formons'une fonction symetrique de ces I—J—u—— fonctlons, et nous au-

rons une fonction ¥ invariable par toutes les substitutions
(d) (xz xa"z+b)'

On voit d'abord immédiatement que si I'on fait sur les fonctions (c)
la substitution (x:x,,), on passe d’une .de ces fonctions a la sui-
vante; par conséquent, ¥ est invariable par (x,x 1 ) et par ses puis-



PURES ET APPLIQUEES. - 23

sances (&, 2, ;). Ensuite la premicre des fonctions (¢) étant invariable
par les substitutions (x, x,.,,), la fonction

LIJ (.Z‘o, stu, x2wsu, xaw:u, ‘e )
est invariable par les substitutions
(xw"‘z’ 'x.wf" z+m) ’

ou (x, x,,,). Donc chacune des fonctions (¢) est invariable par les
substitutions (&, x,,,); donc ¥ est invariable par les substitutions
(X, 20;) et (2, 2,,,,), et par conséquent aussi, parles substitutions(d);
¥ est donc une fonction transitive qui a 1.2... (p — 2) > u valeurs.

_ Ainsi, soient p un nombre premier, et u un diviseur dep — 1,il y a
toujours une fonction transitive de pvariables quia 1.2... (p—2)<u
valeurs.

On doit remarquer, en particulier, le cas ou u est égal a 13
dans ce cas la fongtion ¥ est une fonction deux fois transitive qui a
1.2...(p — 2) valeurs et qui est invariable par toutes les substitutions
(a,r,,.5); cette fonction coincide avec la fonction résolvante de La-
grange, si 'on prend pour la fonction (@) la fonction

(2o + o, + @2y + ...+ aP 2, ,),

a étant une racine p®"® imaginaire de unité.
Nous allons donner une autre méthode pour former les fonctions
invariables par les substitutions (d).

11 est aisé de former une fonction
(e) 0 l(xo), Ly Ly X 2yeens .:cwp_,]

qui soit invariable par la substitution réguliére (X2, )3 il suffira
0 Z b4

pour cela, de faire cette substitution et ses puissances sur une fonc-
tion quelconque p., et de prendre une fonction symétrique des fonc-
tions 1, f4y, {4y ,... ainsi obtenues. "

Faisons sur la fonction (e) les p substitutions comprises dans 'ex-
pression (x;x,, ), nous aurons p fonctions renfermées dans la
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formule

(f) ‘ ?[(xk)’ Ty Lo xm’—i—k”“"xw”"—i—k]:q’l\"

k étant susceptible des valeurs o, 1, 2,..., p— 1. Formons ure fonc-
tion symétrigue ® des fonctions ( /'), et nous aurons une fonction in-
variable par les substitutions (d).

11 est d’abord évident que la fonction ® est invariable par les substi-
tutions (&, x,,,,); je dis ensuite que cette fonction est invariable par
la substitution (a2, ). Or, par cette substitution g, deviendra

(g) ?[(kau), xmu_'_kmu, -I'mu+l Skt erwu+2+kwu,...],

et de méme que la fonction (¢) est invariable par (x; x4 ), la fonction

(f) n’est pas changée par (x, _, &« ) et(g)n’est pas changée par

(xm" z+hw? xm'"‘z——i—/. wu);
si on fait sur (g) 'inverse de cette derniére substitution, cette fonc-
tion devient

CP [(ka")’ x!—(-—kwu’ ‘z‘m—f— kot 'Tm’—ff kw"""J’

ou g, «; ainsi la substitution (x; . ) change ¢, en ¢, .; en faisant
sur les variables la substitution (a; x s}, on fait sur les fonctions ¢ la
substitution (9, 9,,.) 3 Ja fonction @ est donc invariable par (),
et, par suite, par les substitutions ().

11 est naturel de se demander ici §'il n’existe pas une fonction trois
fois transitive de p -+ 1 variables, qui ait 1.2... { p — 2) valeurs, et qui,
considérée comme fonction de p lettres, soit la fonction deux fois tran-
sitive qui est invariable par toules les substitutions (x;x,.,;); or rous
allons démontrer que cette fonction existe effectivement, en sorte que
I'on a ce théoreme :

Si p est un nombre premier, il y a une fonction trois fois transitive
de p + 1 variables, qui a 1.2... (p — 2) valeurs.

Nous allons donner la forme générale de cette fonction.

Soit ¢ [(mo), Xyy 8,0 XLpen Ly vy a'wp_z] une fonction qui est inva-



. PURES ET APPLIQUEES. 23
riable par la substitution circulaire (2, x,,); d’apres ce que nous ve-
nons de voir, nous aurons une fonction deux fois transitive invariable
par toutes les substitutions (x, x,,.;), en formant une fonction symé-
trique des fonctions suivantes : '

?[(*’%)7 Ly X, X 3 Xosameny xw»P—Q]a

@[(.Z',), Xas ‘Tl—d—m’ xl—i—a)” t:tl+w”""’

(4)

@ [(x,), Lriry x,-+&,’ x,-+,,,!7 x,-+,,)37-"7 'r,',%ml’—’]a

! (P[(xp--l)’ Ly xp_l+m, xp_l+mg, x?,_l_'_ms,...,
Désignons cette fonction par

(B) o0 (xoa Ly Logeery x(,,ﬂ""’);

soit ') une (p + 1) variable, qui entre d’'une maniére arbitraire dans
la fonction (B); faisons sur cette fonction la substitution

’

(h) (x, & &y, )

et ses puissances, X', X'y, Xy, etc., étant déterminées par les égalités

r 4 ’l ’
Xy =&y, X=X peny xw‘l:xwp*a""’xwk:xwp«l—/\' LRRRE

nous obtiendrons ainsi p fonctions @. Considérons encore la fonction
N U [
(Cn) (1)(.1’0, X, X, p-1y e SRR xm),

que nous obtenons en changeant dans la fonction (B), o, 2,y x,,...,

7

4 . N
Zpis X, respectivement en &y, &', &y,..., ac;,_l, X,o; enbn, formons
une fonction symétrique © de ces p + 1 fonctions @; je dis que cette
fonction n’est pas changée par les substitutions

(l) (x‘ xmxw""xwpﬂz)" (if) (xo Xy l1,2""zlp—-1 )7

Tome V (2¢ série). — Janvier 1860. 4
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et par (&), et qu’ainsi elle est trois fois transitive, et a 1.2... (p — 2)
valeurs.

11 est facile de reconnaitre d’abord que la fonction © est invariable
par les substitutions (%) et (). En effet, la fonction (B) n’est pas changée
par la substitution (i), et par suite elle n’est pas changee par
(x{ &L, p-1 X, ps... T ) ot par

(2]
YA .’ 7 ! ’ .
(i) (xixm xw,...‘rmp—z),

donc, la fonction (B) étant invariable par la substitution (i), si 'on
faitsur lafonction (B) la substitution (%) et ses puissances, on obtiendra
p fonctions, et les substitutious (%) et (i) ne feront que permuter ces
p fonctions. Dailleurs, de méme que la fonction (B) n’est pas changée
par les substitutions (&) et (i), la fonction (C) n’est pas changée par
les substitutions (%) et (i"); donc la fonction © n’est pas changée par,
les substitutions (%) et (i), ou par les substitutions (&) et (1).

Reste donc & démontrer que la fonction © est invariable par la
substitution (£).

Dans la fonction © changeons x,, x,, x,,..., x,_,,
Xyyrns .z*;)_l, X,, nous aurons ainsi une fonction @, et puisque Ia fonc-
tion @ n’est pas changée par la substitution (%), ® n’est pas changée par
la substitution (£). Si donc nous démontrons que la fonction €’ est
égale & la fonction @, il sera démontré que la fonction © est invariable
par la substitution (k) : c’est ce que nous allons faire.

Remarquons que les fonctions (B) et (C) entrent toutes deux daus
O et @, et il sagit de démontrer que les p — 1 autres fonctions ¢ qui
entrent dans © sont les mémes que les p — 1 autres qui entrent dans ©';

! 7 !
x, en X, <,

ce qui revient encore a démontrer que si I’on fait sur la fonction (B)
¢ fois la substitution (&), on aura la méme fonction que si 'on fait sur
la fonction (C) u fois la substitution (4), en assignant & u une valeur
convenablement choisie.
En général, silon a
X, = X,
c’est que 'on a
ab=1 (mod. p); oun x,=x.

@

N ERRR RN T TRRNE NS TR
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D’apres cela, les fonctions (A) peuvent s’écrire :

27

| = ’ K ’ J LA
o[ (xo), x, x, x|, x ..., x ],
P w? o wP=?_
T r ! r ¥ . "I
¢ [(xy), x, x',, x,, x5, 7
2 ) I+ ot 14wt I+ oP?
|
(D) 4 ’ U ’ ol ’
@ x o\, X, o,x o, N N x ,
r 1 rw ot -t L
N I 4 ’ ’
of(x |\, x,, x yx L, x a2 ],
p—1 p—1-w p—ita? p-—1—+a pP—14wh?

La fonction (B) est une fonction symétrique des
sons sur la fonction (B) ¢ fois la substitution (%),

fonctions (D). Fai-
la fonction qui ré-

sultera sera la founction symétrique de ces fonctions :

[ (o),

! p 1
Lo x x, x o, x, ., x| ,
i -t — 1 — 4t st
| ) w P w [
I i~ ' ’ ’ r ' i :
o[ (x, ) x x' , x| ,  x - ],
-t t —— e t — ¢
B 2 1+ o -+ 1t w? Y wP?
D e e e e . RO
(E) ¢ o/ . : , . , o
o[ , x y X , X , X, yeens . _H],
- { — ——
t r + r4+1 ¢ Pt +i r4ot Pt +t Pl
- r -l ‘.’ r I
\99 x| , Toy x| , & , x| T .
R 4+t t - 3 [3 0 14 —_— 1
VLN pt p—I14w p—1t P—1+ o p—~1+aof-?
De méme la fonction (C) est une fonction symétrique des fonctions
suivantes
‘ol (), =, x, , x L genny x ]
@ w? w? P 2
CPI: (xl)a x]? x 19 x 1 b X 1 P ERAR Ax i ]
2 14w I+ 1+ w? I+ wbP-2
D .
el{x, Yy X .5 T, X, , T e, X ],
v 1 ro r—-o? r—ot r—4 @bt
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et si I'on fait sur la fonction (C)  fois 1a substitution (&), on aura une
fonction symétrique de ces fonctions

I ’
[ ¢ (xo)a X'y ur X, ’ x, N X, yerey x| ’
et ] — +u :!+u —_—wl'"'+u

L 3] P “
—

¢ ('xd+u)) X, x y X y X goeey X ’

;+u [ ] 1= o? 1wl ¥ 1+o)l”"+
oot ‘
‘AN » X s X y L s X yerry X »
Pl o +u s+ “+u o+

| ” r—+1 “+w 4wt r4+ ot rw -

Nous avons 4 démontrer que ¢ étant quelconque et x convenable-
ment choisi, les fonctions (E) sont égales aux fonctions (G ) prises dans
un certain ordre. '

Si la premiére des fonctions (E) est égale a la (r + 1) des fonc-
tions (G), c’est que l'on a

' r

Lo =X, y X, =X 1 —a X, =X 1 i’
—+u : -1 1
r r4w? o r+w’t
' =x ’ =
X, = 1 L _.x_._H_x ; e
P e . wk P

d’ou les congruences

(l+t)(

r+o°

- (wi“” J <r+;c':' - “) =" (mod. p).

G ' : " 1 ] : I [ ! o e e ren e
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Au moyen des trois premieres congruences, on trouve

(m) u=-, r=—1, o'=—¢ (mod.p),

et ces valeurs satisfont effectivement a la congruence générale (). Ainsi
la premiére des fonctions (E) est égale a la (r + 1) des fonctions (G ),
si et r ont les valeurs (m).

. . , 1 .
- Recherchons maintenant si, u étant= , toutes les fonctions (E) sont

égales aux fonctions (G); voyons done si la deuxicme des fonc-
tions (E) est égale a la (r -+ 1 + 1)#me des fonctions (G), la troisieme
des fonctions (E) égale a la (r + 1+ 27)@m des fonctions (G}, etc.,
et, en général, si la (v=+ 1)éme des fonctions (E) est égale a la
(7 4 1 + v1)éme des fonctions (G).

Si la (¢ + 1)#m des fonctions (E) est égale a la (r 1 + vt} des
fonctions (G), on a

x = X , X =X I 9
1 +u
— 4 —“+u ~t- 1 7
4 r4vr Vb1 r—+v7r o
! ’ _ N
x| =X . ey X = . yenen
-t _— ik ———p
— r4vr+ufTI [T rve 4t

ce qlll donne les congruences

(:H)( ! +u>5_
v r—+vrT

Quel que soit v, la congruence (n) est satisfaite pour les valeurs (m)
de r, u et v et pour = — ¢*. 1l est donc enfin démontré que la
fonction © est trois fois transitive et n’est pas changée par les substi-
tutions (%), () et (k).
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Remplacons x, par x_; la fonction © est invariable par les trois
substitutions (i), (), (%) qui peuvent s’écrire

('rzl'wz)a (xzxz+i), _(.sz z >;
1+z

tontes les substitutions qui laissent cette fonction invariable sont donc de

la forme (xz .rAH_B>; cette expression a p* valeurs, mais en suppri-
Cz—+D .

mant les p valeurs de cette expression qui changeraient z en une con-

stante et qui par conséquent ne peuvent représenter des substitutions,

il en reste p* — p on (p—1)p(p + 1); par conséquent toutes les sub-

stitutions (., a, , , o\ laissent la fonction © invariable.
Cz—+D

Soint P et P’ deux fonctions semblables 4 0, ct soit x la fonction des
memes variables qui a deux valeurs. La fonction P + P’y est une

fonction qui a 1.2... (p — 2) x 2 valeurs et qui est invariable par les
substitutions

('rzx&,ﬁg)a (xz'Tz+l)7 (.I‘ZJY.‘ z >;

I+ 2z

cette fonction est évidemment deux fois transitive.
La fonction P + P’y est invariable par la puissance deuxiéme d’une
quelconque des substitutions (xz xAz+B); or la puissance deuxiéme

Cz+D
de X Xpng i B est
Cz+D

(.rz x(A’+BC)z+B(A+D)>’
C(A+D)z+ (CB+D)
et l'on a

(A*+ BC) (CB + D?) — BC(A + D)* = (AD — BC)?;

donc la fonction P + P’y est invariable par toutes les substitutions

(xz xAH_B) pour lesquelles AD — BC est un résidu quadratique.
Cz+D
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Etude des substitutions XXy, -
) Cz+D

Si par la substitution

§ )
(p , : szxAz+B)

Cz+D
la variable a; n’a pas été déplacée, on a

A+ B
k= —+

ce qui donne la congruence du second degré

Ck* —(A—D)k—B=o,

é—ni\/(A+D)z—4(Au—BC)_

k 2C

I

D’aprés cela, si 'on a

(A + D) — 4(AD — BC) = o,

une senle lettre restera immobile et la substitution s'eflectuera sur p
variables. Si (A + D)* — 4 (AD — BC) est un résidn quadratique, deux
lettres resteront immobiles et la substitution s’effectuera sur p— 1t va-
riables. Enfin si (A + D) — 4 (AD — BC) est un non-résidu, la sub-
stitution s’effectuera sur p 4+ 1 variables.

Reportons-nous au mode de formation de la fouction @, Iyt fonction
© est une fonction symétrique de p + 1 fonctions ®, et, sauf ia fonc-
tion (B), toutes ces fonctions se déduisent de la fonction

(C) . P (xt)a Xyy XLppozgreny Loy xw> ::(I)('),

en faisant sur celle-ci les substitutions (. 2x,), (X, 2,.,), (X, 2,0, el
désignons ces fonctions respectivement par &, @'\, O,,..., & _ et re-
présentons par @, la fonction (B).

De méme que les substitutions qui laissent invariable la fonction ®,
laissent invariable la fonction ©, toutes les substitutions qui laissent
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invariables les fonctions @, @', ®,..., @,_, laissent aussi invariable la
fonction @, et ce sont les seules substitutions de p et de p — 1 variables
qui ne changent pas cette fonction trois fois transitive.
®; n’est pas changée par la substitution (xlx : ); donc @, n'est
Yy ry+1

pas changée par la substitution circulaire de p variables

(¢) (.rl x ) ou (xz x([+u]z_uﬁ>.
-4y ——+tu —_—
. r 41 TH1—u

Nous avons p substitutions circulaires différentes en faisant
U=0,1,2,...,p— 1}

en y ajoutant la substitution {@,x,.,), nous avons les p + 1 substita-
tions circulaires de p lettres qui laissent la fonction © invariable.

Chacune de ces substitutions a p — 1 puissances; on a donc p* —1
substitutions de p lettres de la forme ( p).

Cherchons maintenant les substitutions de p — 1 variables. [La fonc-
tion @, étant une fonction symétrique des fonctions {G) est invariable
par les p substitutions circulaires de p — 1 variables qui sont renfer-
mées dans l’expressif)_n

(r) (.r , x x | R ),
u +u +u ——

-+ 3 o]
r=+ 1 r+w r-m? r 4P

et que I'on obtient en faisant
Pr=0,1,2, ., p—1I.

En donmnant aussi a « les valeurs o, 1, 2,..., p — t dans cette expres-
sion on obtiendra p? substitutions; mais 1] est aisé de voir que ces
substitutions ne sont pas toutes distinctes, et qu’il y en a qui sont les
inverses des autres. '

Les deux variables qui ne se trouvent pas dans la substitution (r)
sont x, et x  ; pareillement les deux variables qui ne sont pas per-

-—+u
r

mutées par

"t ' o ey ! i [ [ RN ERREREY TR RE YN TS SN A
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sont Jxy et x, . Donc pour que ces deux substitutions s’effectuent
=+
:

sur les mémes variables, il faut que I'on ait

Ly — &, ) x = &y

I
’
—u ——tu
1 r

ce qui donne
1 1
u=——+u, --+u=u {mod. p)
r r !

ou

(t) ' rr=p-—r, u’E%—t—u.

r' et u’' ayant les valeurs ainsi déterminées, la substitution (s) est V'iu-
verse de la substitution (r); ainsi ’ étant une quantité a déterminer,

on a
x =X ’ X =X
. .
.l-'--i:‘; “ ' e I+cu+u 1’+w“"+u
X = X . X =X 1
! ' 7 ’ ~u -—{—u’, ’
1-*—m"+u l"+m"—’+u r 4wk P’ — K
car ce]a revient aux congruences
L o ru=——ru
P41 T 4wt ?
= +
r+w+ s ?
o —+- uEr,_i_w‘_k -+ w,...,

1
et si Pon remplace r’ et &’ par leurs valeurs (¢), ces congruences sont

satisfaites pour w*=—r?.
Les valeurs (¢) ne sont plus admissibles dans le cas particulier ou
on a r==o, car &' serait infini ; dans ce cas la substitution () a pour

inverse la substitution (x __ x, 2., ... %) quinechange pas

la fonction @,.
D’apreés cela si dans la substitution (r) nous donnons a r les valeurs

5

Tome V (2¢ série). — Jaxvier 1860.
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p—1
2

0, I, 2,...,

plp+1)
2

y et 4 u les valeurs o, 1,a,..., p — 1, nous aurons

substitutions circulaires distinctes de p — 1 variables.

1 T

La substitution {») peut s'écrire / a X ou, en fai-
L) H
4u +u
r-y rwy

sant

+ U=z,
r+ur¥

(u) x, x

1
( +ru)z~u(l+ur)
1—

)
rz —ru—~+ ——
T—

- . . j —1
et en faisant dans cette expression r= o, 1, 2,..., 1'—5— et u=o, 1,

+1 _— . .
2,..., p = I, on aura les P_(I_’_Z___z substitutions circulaires de p —1 va-

riables qui ne changent pas 6._

En comptant les puissances de ces substitutions, on aura

ﬂw substitations de p — 1 variables qui ne changent pas ©.

Lapuissance ¢ de la substitution (r) ou («) est [ x x s
T ¥
LI u
'."'-7—* * r—+on%y
ou
!
(w) X, X, y
—+ru z—-u(]»{— ur)
1 —n*
&)“
rZ —ru +
1 — o% -

et remarquons que la substitution («') comme la substitution («) ne
contient pas les deux variables x, et x,
-+ u.
r
Dans 'expression (z') la quantité (A + D)* — 4(AD — BC) est =1,
et par conséquent il est vérifié que c’est un résidu quadratique.
Cherchons maintenant les substitutions circulaires de p +1 varia-
bles. Remarquons d’abord que I'expression () peut donner la substi-
tation (¢) de p variables; pour cela divisons par r les deux termes de

la fraction qui entre dans Pexpression (), la variable &,  coincidant
LY.
;
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avec x,, nous ferons r =« , et nous voyons alors que Iexpression ()
donne la substitution (g), si I'on fait

O=1, r(l—w)=I.

La formule (z) peut aussi évidemment représenter les substitutions
circulaires de p + 1 variables, si ’on modifie convenablement le sens

des'quantités qni y entrent. Ainsi x et x cessent d’exister: donc u
u 1 s
-tu
r

I . . . . . .
et~ + u sont des imaginaires. Afin que la substitution soit d’ordre
P 1, prenons pour o une racine primitive de la congruence wf+'=j,

N . . I 1
r et u seront alors des imaginaires telles, que —— - u, u (— -+ u) )
r{i—a) r S

w . . I3 i M
— U+ =) soient des nombres entiers réels. Posons d’aprés cela

r{1—uw

les congruences

r{i—w)

Il

B
(v) —I——i—usé, —u(%-{—u)za, — U+

r(1—o)

D
<’

A, B, G, D étant des nombres entiers réels. On tire de ces congruences

AD—-BC_ @
(W) (A+D)2:(l+m)2(m0d.P)'
Posons
(H) AD—BC__ 1

(ADyE ™~ k42’
la congruence (w) deviendra
(y - w* — ko +1=o0.

Cette congruence étant irréductible, ses racines penvent étre représen-
tées par o et par w?, de sorte que P'on a o?*'=1.

D’aprés cela, on cherchera une racine primitive de la congruence
2P =1 (mod. p); cette racine sera w = g + V=1, on I'ajoutera

a son inverse o — 8/ —1; soit k la somme : ces denx racines primi-
tives sont les racines de (I).

5..
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k étant déterminé, on calculera A, B, C, D de maniére qu'ils satis-
fassent a la congruence (H); remarquons que AD — BC est un non~
résidu, puisqu’une substitution circulaire de p +1 variables change la
fonction qui a deux valeurs; donc, d’aprés la congruence (H), k42
est aussi non-résidu, et ’on satisfera a cette congruence en posant

AD — BC=k+2, A+D=k—+2;
on en tirera

— AT (A—1) (h+ 2)
C

(K) B » D=k-+2—A.

f

Ces derniéres formules ont été données par M. Serret, dans une étude
de ces substitutions. ( Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, du
17 janvier 1859.)

On aura ainsi les valeurs de B et D au moyen de celles de A et C, et
la substitution circulaire de p + 1 variables aurala forme(p), A,B,C,D
étant des nombres entiers réels.

Il n’est peut-étre pas inutile de démontrer ici que les substitutions
que l'on obtient de la sorte sont bien des substitutions circulaires de
p -+ 1 variables. Les substitutions considérées peuvent s’écrire

(L) Y S o ; . ) y
(—“)z*“(:*“)

r{t—w)

@
z— U+

r(i—w)
» étant une racine primitive de xP*' =1, et et r ayant les valeurs
_ {(A—T)e—1 ‘l___I—-mz
(M) lt:-—c—m——“7 ;: Co »

que I'on tire des congruences (¢). Donc, de méme que la substitu-
tion () est identique & la substitution (r), la substitution (L) peut se
mettre sous la forme

(N) (x . x| x| L >,
LI 4 ——— —u +u

. - £
r=1 r+4-m r-+uw ,.+wP

ce qui est évidemment une substitution circulaire de p -+ 1 variables.

' ! ! ' [ d P ' R EER RIS TR LR
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Dans les expressions (K), nous pouvons donner & A les valeurs
0, 1, 2,..., p—1; ce qui nous donnera p(p — 1) substitutions de p 41

. . o g —1
variables; mais elles ne sont pas toutes distinctes, car ]-)(PT—-) de ces

substitutions sont les inverses des Iﬁz—_f—lz autres. En effet, la substi-

tution

(N') (x, x x e ‘) ‘
123 L -+ u .

— 1
41 46 - A w? Pl f

est I'inverse de la substitution (N), si 'on a
[ ¥ ! I ’
lt:;-f-u, ;—I“ILEH,

et cela est évidemment prouvé par le raisonnement qui a servi 4 dé-
montrer que la substitution (s) est 'inverse de (r), si ces deux con-
gruences ont lieu. Repfé‘sentons la substitution (N') par <.rz L0, B,),

Clz+ 1/
et remplagons dans les deux dernieres congruences z et r par leurs
valeurs (M), «’ et r’ par leurs valeurs analogues; ces denx congruences
jointes a ces deux-ci :

— A (N — 1) (h+2)

B= G

D=k+2— A,

donneront

A'=D, B=—-~B, C=—(C, D'=A.

Il suit de lélAque si dans les congruences (K) on donne A les valeurs

s On atra

. —1
0,1,2,..., p—1, et a Cseulement les valeurs 1, 2,..., d ~

les 11(12_2——_1_2 substitutions circulaires distinctes de p +1 variables.

. . . p—1
En formant les puissances de ces substitutions, nous aurons p{p—1)
2

substitutions réguliéres de p+ 1 variables.
Ajoutons a toutes les substitutions que nous avons trouvées, la
substitution (&, x;), et nous reconnaissons que leur nombre est
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(p—1) p(p+1); nous vérifions ainsi que nous avons considéré toutes

les substitutions (p).

Fonctions transitives de p* variables, p étant premier. — Fonction
trois fois transitive de p’'~+ 1 wvariables qui a 1.2...(p"— 2)
valeurs et _fonction deux jfois transitive de p’ -1 variables, qui a
r.a...(p*— 2) < 2 valeurs.

Soient p un nombre premier, et ¢ une racine d’une congruence irré-
ductible du degré ¢, F (x)==o0 (mod. p) : considérons I'expression

(1) Op— Oyl Ol + ooy 770

/

dans laquelle on prend les valeurs de a,, 2,, 2,, etc., qui sont enticres
par rapport au module p; cette expression est susceptible de p” va-
leurs distinctes, et, sauf la valeur zéro, ces p* valeurs satisfont  la con-
gruence binone '

(2) zP"~' — 1 =o (mod. p).

Soit 8 une de ces p* — 1 valeurs; posons
B"=1 (mod. p);

le plus petit nombre n pour lequel a lieu cette congruence est un
diviseur de p* — 1. Si ce nombre 7 est égal & p* — 1, [§ est dite racine
primitive de Ja congruence (2) [*]

Ces principes, quisont dus & Galois, ayant été rappelés, nous voyons
que nous aurons p variables en mettant comme indices a la lettre x
les p* quantités (1), et en répétant presque littéralement les raisonne-
ments que nous venons de faire, nous pouvons étendre aux fonctions
de p* et de p* + 1 variables, les théorémes que nous avons démontrés
pour les fonctions de p et de p + 1 variables. Nous allons donc re-
prendre trés-rapidement ces propositions. '

Soit m une quelconque des quantités (1), la substitution (&, &)
est une substitution réguliére composée de p*~* cycles de p lettres: Soit
) une fonction quelconque; faisous sur dles p” substitutions (x; Zz1m),

[*1J.-A. Serret, Algébre supéricure, 25¢ lecon.
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nous obtiendrons les p* fonctions 2, 2, h,..., Ay
tion symétrique ¢ de ces p’ fonctions, nous aurons une fonction transi-
tive invariable par toutes les substitutions (x, .., ).

Soient « une racine primitive de la congruence (2), et z un diviseur

de p* — 1, faisons sur la fonction ¢ la substitution réguliére (x x . )
z (21 4

r_,; formons une fonc-

pr—1 .
- fonctions ¢, ¢, , dy,..., et en

et ses puissances, nous aurons les

formant une fonction symétrique de ces fonctions, nous aurons une
fonction ¥ invariable par toutes les substitutions (2, 4,.;), @ et b étant
de la forme (1).

D’apres cela, p étant un nombre premier et « un diviseur de p* —1,
il y a toujours une fonction transitive de p* variables qui a

1.92... (p* — 2} > u valeurs.

Dans le cas ou w est égal a 1, cette fonction est deux fois transitive.
Soit ¢ une fonction invariable par la substitution réguliere (X2 ,u);

;
faisons sur ¢ toutes les substitutions (x, x,.,,), et formons une fonc-
tion symétrique O des fonctions ainsi obtenues, ® est aussi une fonc-
tion invariable par toutes les substitutions (X, 2 ;.s).

Désignons par

P (g, gy Xy X eyenns X pios)y

o?

une fonction deux fois transitive invariable par toutes les substitutions

(2, X42.4); faisons sur cette fonction toutes les substitutions (x'z .:t‘z+m),
« étant égal 4 a3 nous obtiendrons ainsi p* fonctions; ajoutons-y
«
la fonction
o (x()’ Ly xc-:pv_'27 meV_s, Ty xw) ;

enfin, formons une fonction symeétrique de ces p’+ 1 fonctions, nous
auruns une fonction trois fois transitive © invariable par toutes les sub-
stitutions '

(3) ' (xz xAz+B>’

Cz+D

A, B, C, D étant des quantités de la forme (1).



4o JOURNAL DE MATHEMATIQUES

Soient P et P’ deux fonctions semblables 2 @, et soit y la fonc-
tion des mémes variables qui n'a que deux valeurs. Si p est un nombre
premier autre que 2, P -+ P’ y est une fonction deux fois transitive qui
a 1.2... (p' — 2) > 2 valeurs, et qui est invariable par toutes les sub-
stitutions pour lesquelles AD — BC est résidu quadratique.

Parlons maintenant des substitutions (3). Considérons la quantité

4) (A +D)* — 4(AD —BC).

Si cette quantité est = o, la substitution (3) s’effectue sur p* varia-

bles. Si p est différent de 2, la quantité (4)est un résidu quadratique,

quand la substitution s'effectue sur p* — 1 variables. Si p est différent

de o . la quantité (4) est un non-résidu, quand la substitution g'effectue
,laq q

sur p* -+ 1 variables.
Toutes les substitutions de p* variables sont des substitutions régu-
lieres composées de p*~* cycles de p lettres; elles sont renfermées dans

les deux formules
[xz x(l—i—ur)z—u’r)]’ (xz xz-!—u)-
rz—+1-~—ur

Les substitutions circulaires distinctes de p* —1 variables sont toutes
comprises dans I'expression
(5) Xy .Z'( 1

—+ru)z—u(1+ur)
1—w

g — ru
1—w

.
@ étant une racine primitive de(2). En donnant a u et r les p’ valeurs
dont ils sont susceptibles, on aurait p** substitutions circulaires de

- p* —1 variables; mais groupons ces substitutions deux a deux, de ma-

niére que si & et r ont les valeurs u’ et r’ pour 'une des substitutions,
et les valeurs «” et r” pour l'autre, on ait

les substitutions de chaque groupe seront inverses I'une de l'autre, et
par conséquent il suffira de prendre une substitntion de chacun de

A ' ' ! ' byt ' . o ' N It L L ]
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-ces groupes. II faut toutefois remarquer que les P’ substitutions pour
lesquelles r est = o, ne peuvent étre groupées avec aucune autre ; I'ex-

. v 4 I . . . . I
pression (5) donne donc E—(';L) substitutions circulaires distinctes.

La puissance "¢ de la substitution (5) s’obtient en changeant o
en o

Occupons-nous enfin des substitutions circulaires de P’ 1 variables.
Ces substitutions seront encore données par 'expression

X, x

: , . ;
————— U |5 —uf{ ~+u
(G ki)

—ue »
r(t—a)

mais alors o sera une racine primitive de w”*+'==1, et r et « seront des
imaginaires de la forme p,+p, o, @, et u, étant des quantités de la
forme (r). De plus, r et « devront étre tels, que on ait

1

=4 i l+u = U =D
——l—-u:cv - =< — +—*‘—':6’

r{r—w)

A, B, C, D étant des nombres de la forme (1).
On tire de ces congruences

AD —BC __ o .
(6) (A+D)F™ (1ige)’
on peut poser
( AD—BC__ 1
(7) (AfD)y k+a2’

k étant un nombre de méme forme que A, B, C, D, et la congruence (6)
devient

(8) ) w—kw+1=o.

Cette congruence doit étre irréductible, et & cause de la forme de £,
ses deux racines peuvent étre représentées par » et ', de sorte que
lon a wF*'==1 (mod. p). On cherchera donc une racine primitive de
la congruence z7*'=1 (mod. p), on I'ajoutera 4 la racine primitive

Tome V (2¢ série). — Fiymzr 1860. ‘ 6
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inverse; soit & leur somme : ces deux racines primitives sont les ra-
cines de la congruence{(8).

k étant ainsi déterminé, on calculera A, B, C, D de maniere qu’ils
satisfassent 4 la congruence (7); a cet effet on posera

AD —BC=k+2, A+D=k+ 2,
et I'on en tirera

— A (A—1){k+ 2)
’

B C

D=k+2—A.

I

On aura ainsi les valeurs de B et D au moyen de celles de A et C,
et la substitution circulaire de p* -+ 1 variables aura la forme (3), A, B,
C, D étant des nombres de la forme (1).



