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PROPRIETES
DES COURBES A DOUBLE COURBURE DU. TROISIEME ORDRE :

Par M. CHASLES.

1. On appelle courbe a double courbure du troisieme ordre, une
courbe a double courbure qu’un plan quelcongue ne rencontre qu’en
trois points (dont deux peuvent étre imaginaires ).

2. Ia courbe d’intersection de deux cones du second ordre qui ont
une génératrice commune satisfait & cette condition, et, par conse-
quent, est une courbe a double courbure du troisieme ordre.

Réciproquement, toute courbe a double courbure du troisieme
ordre peut étre considérée comme l'intersection de deux cones du se-
cond ordre ayant leurs sommets en deux points quelconques de I
courbe.

Cela résulte de cette propriété caractéristique de la courbe a double
courbure du troisieme ordre, savoir, que tout cone qui passe par la
courbe et qui a son sommet en un (e ses points est du deuzxiéme ordre.

En effet, tout plan mené par le sommet du cone ne le coupe que
suivant deux arétes, ce qui prouve qu’il est du deuxiéme ordre.

3. Six points donnés dans I’ espace déterminent une courbe a doubic
courbure du troisieme ordre.

Car deux de ces points peuvent étre pris pour sommets de deux
cones du deuxiéme ordre passant par les six points et ayant une aréte
commune. La courbe d’intersection de ces deux cones passe par les
six points.

4. Comme I'expression courbe a double courbure du troisieme ordre
doit se présenter dans toutes les nombreuses propositions qui vont
suivre, on éprouve le besoin d’une dénomination plus simple. Clest
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pourquoi nous appellerons la courbe dont il s’agit, courbe gauche du
troisieme ordre.

IT.

Propriétés d'une courbe & double courbure, ou courbe gauche, du troisicme ordre

derivées du rapport anharmonique et de la considération des figures homographiques.

5. Etant pris cing points fixes sur une courbe gauche du troisieme
ordre, les droites menées de ces cing points & chacun des autres points
de la courbe forment des angles pentaédres {ou Saisceaux de cing
droites) homographiques entre eux.

6. On en conclut que :

Les deux faisceaux formés par les rayons menés de deux points
Sfixes d’'une courbe gawuche du troisiéme ordre, a tant d’autres points
de la courbe qu'on voudra, sont homographiques.

7. Ces deux propriétés consiituent une analogie remarquable entre
les courbes gauches du troisieme ordre et les couviques planes. Car la
seconde exprime, dans ses propres termes, la propriété fondamentaie
des sections coniques; et quant i la premiére; elle correspond i cet
énoncé, savoir, que le faisceau de quatre droites menées de quatre
points fixes d’une conique 4 un cinquiéme point quelconque de la
courbe, a toujours le méme rapport anharmounique; ce qu’on peut
exprimer en d’autres termes, en disant que ces quatre droites forment
un faisceau qui est tonjours homographique &4 un méme faisceau fixe.

Il v a done, a ’égard de ces deux propriétés, une analogie parfaite
entre les coniques planes et les courbes gauches du troisieme ordre.

Ces propriétés concernent les points, tant des sections coniques que
des courbes gauches; or on sait que les tangentes aux coniques don-
nent lieu a des propriétés semblables et non moins importantes : nous
verrons plus loin (53) que ces propriétés des tangentes ont aussi leurs
analogues dans les courbes gauches du troisieme ordre, non pas pré-
cisément a Pégard des tangentes a ces courbes, mais 4 I'égard de leurs
plans osculateurs.

8. Quandon a deux faisceaux de rayons, dans espace homogra-
phigues entre euwx , le liew des points de rencontre de deux rayons ho-
mologues est une courbe gauche du troisiéme ordre,
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Et si l’on consideére dans les deux faisceaux deux plans homologues,
leur droite d’intersection sappuie toujours sur la courbe en deux poinis
(lesquels peuvent étre imaginaires).

9. Quand dewx dioites sappuient , chacune en deux points, sur
une courbe gauche du troisiéme ordre, si autour de ces deux droites
on fait tourner deux plans se coupant toujours sur la courbe , ces devx
plans forment , autour des dewx (roites fixes , deux faisceanz homo-
graphiques.

10. On peut dire encore que:

Si par quatre points fixes d’une courbe gauche du troisieme ordre
on méne quatre plans se coupant suivant une méme droite qui s’ appuie
en dewx autres points quelcongues de la courbe, le rapport anharmo-
nique de ces quatre plans a toujours fa méme valeur, quelle que soit
cette droite.

Cette droite peut étre une tangente a la courbe. Par conséquent :

Si par chaque tangente a une courbe gauche du troisiéme ordre on
meéne quatre plans passant respectivement par quatre points fixes pris
sur la courbe , le rapport anharmonique de ces quatre plans a toujore: s
la méme valeur. A

1. Siautour d’une droite fixe passant par un point de la courdic
gauche du troisiéme ordre , on fait tourner un plan qui rencontre [n
courbe en deux autres points, la droite qui joint ces deux points en-
gendre un hyperboloide qui passe par la courbe pioposce.

12. Etant donnés six points d’une courbe gauche du tioisiéme
ordre, construire la courbe par points.

Soient a, b, c, d, O et O les six points donnés. Que par les deux
0O, O’ on méne un plan quelconque P; ce plan rencontrera la courbe
en un troisieme point m que Pon construit ainsi. On considere le
plan P comme appartenant au faisceau des quatre rayons Oa, Ob,
Oc, Od, et on détermine le plan homologue P’ dans le faisceau des
quatre rayons Ya, O'b, O'c, O« considéré comme homographique
au premier, Ce plan P’ passe parle point O’ et coupe le premier suivant
une droite. Considérant cette droite comme un rayon du deuxiéme
faiscean, on détermine son homologue dans le premier faisceau. ILe
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point d’intersection des deux droites est le point de la courbe que Por:
cherche.

Autrement. Les quatre points a, b, ¢, d, pris trois a trois, déter-
minent quatre plans. Que par la droite 00’ on méne un plan queci-
conque qui rencontre ces quatre premiers suivant quatre droites, et
que l'on congoive la conique tangente & ces quatre droites et 4 la cin-
quieme OOQ’; les tangentes a cette conique, menées par les points O et
0, se rencontreront en un point qui appartiendra a la courbe cherchée.

111.

Courbe gauche du troisieme ordre considérée sur un hyperboloide & une nappe.

L3. La courbe gauche du troisiéme ordre ne peut se trouver sur une
surface du second ordre , qu’autant que cette surface est engendree par
une ligne droite , et est , par conséquent , un hyperboloide a une nappe,
lequel peut étre , dans les cas particuliers, un paraboloide hyperbo-
lique , ouw un céne, ou un cylindre.

14. Quand une courbe gauche du troisiéme ordre est tracée sur un
hy perboloide a une nappe , elle rencontre en deux points toutes les ge-
nératrices ’un mémne systéme de genération , et en un seul point toutes
les génératrices du deuxieme systéme.

5. Une surface du deuxiéme ordre quelconque ne rencontre une
courbe gauche du troisiéme ordre qu’en six points (réels ou imaginaires).

Dot il suit que : :

Quand un hyperboloide a une nappe rencontre une courbe gauche
du troisiéme ordre en sept points , cetle courbe est tout entiere sur Uhy-
perboloide.

16. Par une courbe gauche du troisicme ordre et par une droite qui
s'appuie en un seul point sur la courbe , on peut faire passer un hyper-
boloide ; les genératrices de cette surface qui sappuient sur la droite
donnée rencontrent la courbe , chacune en dewx points.

17. On conclut de la que:

Par un point quelconque de ’espace , on peut toujours mener une
droite { et on n’en peut mener qu'une), qui §'appuie en deux points sur
une courbe gauche du troisiéme ordre.
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18. Par conséquent :
La perspective, oula projection d’une courbe gauche du troisiéme

ordre sur un plan, est une courbe du troisiéine ordre ayant toujours
un point double ou conjugué.

19. Quand une droite s’appuie en deux points sur une courbe gauche
du troisieme ordre, on peut mener par un point pris arbitrairement dans
lespace un hyperboloide passant par la courbe et par la droite.

Tous les hyperboloides ainsi déterminés ont pour intersection com-
niune la courbe et la droite.

20. Quand deux droites s'appuient , chacune en deusx points , sur
une courbe gauche du troisiéme ordre , ces deux droites et la courbe
sont sur un méme hyperboloide.

21. Si une droite qui s’ appuic en deux points sur une courbe gauche
du troisieine ordre est I'aréte commune a plusicurs angles diédres en
involution , les cordes que ces angles interceptent dans la courbe Jor-
ment un hyperboloide. )

22. Réciproquement : Quand une courbe gauche du troisieme ordre
est tracée sur un hyperboloide, dont elle rencontre en deux points
toutes les genératrices d’un méme systéme (14), si par une droite fice
quelconque qui s appuie en dewx points sur la courbe , on méne deux
plans passant par les dewx points ote la courbe rencontre chacune de
ces geéneratrices, les couples de plans ainsi menés forment des angles
diédres en involution.

23. Cette proposition conduit 2 une solution simple du probleme
suivant :

Une courbe gauche du troisieme ordre étant tracée sur un kyperbo-
loide , determiner les deux génératrices de U’ hyperboloide qui sont tan-
gentes a cette courbe.

Iv.

Courbe gauche du troisiéme ordre consideérée sur deuwz hyperboloides.

24. On peut faire passer par une courbe gauche du troisieme ordre
une infinité d’hyperboloides ayant pour génératrice commune une
droite qui s’appuie en deux points sur la courbe.

Tome I 7 2® série). —Novemsre 1857. 51
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25. Quand une courbe gauche du troisiéme ordre est Uintersection

de deuzx hyperboloides a la fois , ces deux hyperboloides ont nécessai -
rement une genératrice commune.

26. Quand une courbe gauche du troisiéme ordre est intersection
de dewx hyperboloides qui ont une génératrice commune , cette courbe
rencontre cette generatrice et toutes celles qui appartiennent au méme
systemne de génération dans chacun des deux hyperboloides , en deux

points . et les génératrices du deuxiéme systéme de génération en un
seul point.

27. Quand autour de trois droites données dans Uespace on fait
tourner trois plans formant trois faisceaux homographiques (ou, en
d’autres termes, se correspondant anharmoniquement), le point d’in-

tersection de ces trois plans décrit une courbe gauche du troisiéme
ordre.

V.

r

Deux courbes gauches du troisiéme ordre tracées sur un méme hyperboloide.

28. Quand deux courbes gauches du troisiéme ordre tracées sur un
méme hyperboloide rencontrent chacune en deux points une méme
genératrice , ces deux courbes se rencontrent en quatre points;

Et quand les deux courbes rencontrent, l'une en deux points et

Uantre en un seul point , une méme génératrice , elles se rencontrent en
cing points.

29. Puisque deux courbes gauches du troisiéme ordre tracées sur
un hyperboloide, et qui rencontrent chacune en deux points une
meme génératrice, ne se rencontrent qu’en quatre points, il s’ensuit
que :

Trois Lyperboloides qui ont une genératrice commune ne se rencon-
trent qu'en quatre points.

30. Quand deux courbes gauches du troisiéme ordre ont cing points
communs , on peut faire passer par ces deux courbes un hyperboloide.

1. Par cing points d’un hyperboloide , on peut faire passer deux

courbes gauches du troisiéme ordre tracées sur la surface de 'hyper-
boloide.
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32. Ktant données sur un hyperboloide deux courbes gauches du
troisieme ordre qui rencontrent une méme gcénératrice chacune en deux
points , construire les quatre points d'intersection de ces deux courbes.

33. Etant donnés cing points dans lespace et une droite , construire
la courbe gauche du troisiéme ordre qui passe par ces cing points et qui
s’appuie en deux points sur la droite.

V1.

Systemes de courbes gauches du troisiéme ordre tracées sur un méme hyperbolotde et

passant par quatre mémes points,

54. Quand plusieurs courbes gauches du troisieme ordre, décrites
sur un hyperboloide , passent par quatre mémes points et rencontrent
chacune en deua points une méme generatrice ,

19, Les segments faits par ces courbes sui cette droite sont en invo-
{ntion. .

2°. Ces segments correspondent ankarmoniquement aux points dans
lesyuels les courbes rencontrent une gencrafrice du second systeme e
genération de Ukyperboloide.

35. On conclut aisément de cette proposition la solution des ques-
tions suivantes :

Par quatre points donnés sur un hyperboloide , faire passer wune
courbe gauche du troisicme orere qui soit tangente a une genciatiice
donnée.

Plus généralement, par quatre points d’un hyperboloide , mener sur
cette surface une courbe gauche du troisieme ordre qui intercepte sur
nne generatrice un segiment e grundenr donnce.

536. Par cing points d’un hyperboloide , nener sur cefte suiface une
courbe gauche du troisiéme ordre qui rencontre en dei.r points les ge-
neratrices d’un méme systeme de ge’némliom

37. Ltant donnés trois points sur un by perboloide et deuax genera-
trices d'un méme systeme de généiation , on peut tracer sur 'y perbo-
loide quatre courbes gauches du troisieme ordre passant par les trois
points et tangentes aux dewx droites.

51.
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VII.

Surface développable dont la courbe gauche du troisiéme ordre est 1’aréte de rebrousse-
ment. — Plans osculateurs & la courbe en divers points.

38. Par une droite donnée , on peut inener quatre plans tangents
une courbe gauche du tioisiéme ordre.

39. La surface développable formée par les tangentes a une courbe
gauche du troisiéme ordre est du quatriéme ordre.

40. Par un point donné, on ne peut mener que trois plans tangents
a cette surface.

En d’autres termes : Par un point donné , on ne peut mener que {rois
plans osculateurs & la courbe gauche du troisiéme ordre.

1. Les points de contact de ces trois plans osculateurs avec la
courbe sont dans un plan passant par le point donné.

42. TI résulte de 12 que : Connaissant les plans osculateurs en trois
points de la courbe , on construit immédiatement le plar osculateur en
un quatrieme point quelcongue.

43. On conclut encore du théoréme précédent cette propriété re-
marquable :

Toute courbe gauche du troisiéme ordre peut prendre un mouvement
infiniment petit dans lequel tous ses points se dirigent suivant les nor-
males aux plans osculateurs en ces points [*).

44. La developpable formée par les tangentes a une courbe gauche
du troisiéme ordre a pour trace sur un plar. quelconque une courbe du
quatiieme ordre ayant trois points de rebroussement lesquels sont les
points d’intersection de la courbe gauche par le plan.

45. Quand le plan est tangent a la courbe proposée , la trace de la
cléveloppable sur ce plan est du troisiéme ordre et a un point double.

[*] On sait qu'une certaine courbe gauche du troisieme ordre jouit de cette autre
propriété, .qu’cll(: peut preadre un mouvemnent infininment petit dans lequel tous les points
se dirigent vers un méme point de ’espace, suivant les arétes d'un edne du scconed ordre.
(Voir Comptes rendus, tome XVI, page 1424, année 1843.)

oow '
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46. Si le plan est osculateur a la courbe , et , par conséquent , tan-
gent « la développable , il coupe cette surface suivant une conigque.

47. Si par un point on méne des droites paralléles aux tangentes a
une courbe gauche du troisiéme ordre , ces droites forment un céne du
quatriéme ordre qui a trois arétes de rebroussement.

VIIL

Corrélation entre les points d'une courbe gauche du troisieme nrdre et les plans oscula -

teurs & la courbe en ces points,

48. 1l résulte du théoréeme (43) que :

Les points d’une courbe gauche étant considérés comme formant une
premiere figure, les plans osculateur s a la courbe en ces points forment
une figure corrélative [*].

19. Cette simple proposition suffit pour donner lieu immédiatement
a une foule de propriéiés nouvelles des courbes gauches du troisieme
ordre; car ces propriétés seront les corrélatives {selon la loi de dua-
lit¢) de toutes celles qui précedent.

On en conclura en particulier diverses égalités de rapports anhar-
moniques.

a0. Par exemple, Ftant pris six points a, b, ¢, d, e, f d’une courbe
gauche du troisieme ordre , si par les deusx points e, f on méne quatre
plans passant respectivement par les quatre premiers, le rapport anhar-
monigue de ces quatre plans est égal @ celui des quatre points dans
lesquels la droite d’intersection des plans osculateurs en e et { ren-
contre les quatre plans osculateurs en a, b, ¢, d.

51. Une tangente quelconque a une courbe gauche duw troisicme
ordre rencontre quatre plans osculateurs fixes en quatre points dont
le rapport anharmonique est constant , quelle que soit cette tangente.

32. Si lon congoit cing plans osculateurs a la courbe gauche lu
troisiéme ordre , un sixieme quelconque coupe ces cing premiers suivant
cing droites qui forment une figure toujours homographique ¢ une méme
Jigure.

[*]) Voir dpercu historique sur Porigine et le développement des Méthodes en Geo-
métrie, page 676.
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53. 8i lon congoit les plans osculateurs en deux points fixes d’une
courbe gauche du troisieme ordre, les droites suivant lesquelles les
plans osculateurs en tant d’autres points qu'on voudra coupent ces
deux premiers, forment toujours dewx figures homographiques.

(Vest ce théoréme et le précédent qui constituent dans les courbes
gauches du troisiéme ordre 'analogie entre lenrs plans osculateurs et
les tangentes des sections coniques, dont il a été question plus haut (7).

34. Silon prend deux points fixes a, b d’une courbe gauche du
troisiéme ordre, et un troisiéme point quelcongue de la courbe m, le
rapport des distances de ce point aux plans osculateurs en a et b est
auw rapport des distances du plan osculatenr en m aux deux points a,
b, dans une raison constante.

Etc., etc.

IX.

Surfaces réglées passant par une courbe gauche du troisieme ordre.

35. Siune droite qui sappuie en denzx points sur une courbe gauche
du troisiéme ordre est Uaréte commune & deux faisceaux de plans ho-
mographiques , les cordes interceptdes dans la courbe entre les couples
de plans homologues des deux faisceaux , foruieront une surface du
quatrieme ordre.

Ainsi, par exemple, si les cordes sont interceptees entre les ¢cotes (lun
angle diédre de grandeur constante , tournant autour de son arété fire
qui s'appuie en deux points de la courbe , ces cordes forment une sur-
Jace du quatriéme ordre.

Observation. — Par chaque point de la courbe gauche proposée pas-
sent deux génératrices de la surface, de sorte que cette courbe est une
ligne de striction de la surface réglée du quatrieme ordre.

Si les deux faisceaux homographiques sont en involution, la surface
devient un hyperboloide, comme il a été dit précédemment (21°.

6. Etant données une courbe gauche du troisiéme ordre et wne
droite fixe dans Uespace , st , par chaque point de ceite droite , on méne
une autre droite qui s’appuie en derx points sur la courbe , le liew de
ces droites est une surface du quatrieme ordre.

En d’autres termes :

Si, autour d’une droite fixe . on fuit towrner un plan qui renconti e
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nne courbe gauche du troisieme ordre en trois points, le liew des droites
qui joignent ces points deuzx @ deux est une surface du quatriéme ordre.

37. La surj&zce réglee dont les genérutrices sappuient chacune en
un point d’une courbe gauche du troisieme ordre et sur deux droites
situées d’une maniére quelconque dans Uespace , est du siziéme ordre.

58. Cororratres. — Si l’une des deux droites rencontre la courbe
en un point, la surface n'est que du cinquiéme ordre.

89. Si les deuwx droites sappuient chacune en un point sur la
courbe , ou bien si U'une sappuie sur la courbe en dewx points et que
’autre ait une position quelconque dans Uespace , la surface n'est que
di quatriéme ordre.

60. Si l'une des droites s'appuie en deux points sur la courbe, ct
Uautre en un point seulement , la surface r'est plus que du troisieme
ordre.

Enfin, si les deux droites sappuient chacune en deux points sur la
courbe , la surface devient un hyperboloide ¢ une nappe, comme il «
été dit précédemment (20).



