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AL LA VAR LI AT VA T T AAAMA M AU LVAVAARV AR VLAY A AL VAT AR UVAT VS WAW AL VA WY

- Note @ Uoccasion du Mémoire précédent ;

Par M. J. LIOUVILLE.

1. En désignant par u, v, w trois fonctions de x, ¥, z, continues
et bien déterminées dans toute I’étendue ou on les emploie, on réduit
aisément 'intégrale triple

du dv dw
fff(a—i— @—4— Z) dxdydz,

qui concerne les éléments drdydz d’'un volume contenu dans une
surface fermée ( /), & une intégrale double

ff(ucosa + vcos 3 + wcosy) dw,
qui n'est plus relative qu’aux éléments dw de la surface ( f7), et ou
a, 3, 7y sont les angles que la normale & dw, dirigée hors du volume,
fait avec les trois axes rectangulaires des coordonnées x, 3, z. Clest
ainsi que dans les Additions a la Connaissance des Temps pour 1855,
j'ai de Péquation

du do dw
dx + @—-*— dz o

déduit celle-ci
ff(ucosa +vcosfB + wcosy)dw = o,

qu'on aurait pu, du reste, a 'endroit indiqué, poser & priori, s'il
n’avait été bon de montrer tout d’abord, sur un cas simple, la marche
d’un calcul qui devait se reproduire plus d'nne fois dans le cours du
Mémoire.

50..
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L’équation
du  dp dw
fff (F+re+ 7) doedyds
:ff(ucosa + vcosf3 + weosy) dw

a ¢té, au surplus, souvent employée, explicitement ou implicitement,
dans ce Journal. L’analyse qui la fournit, et qui démontre en méme
temps les trois suivantes dont elle se compose,

fffj—';(lxdydz:ffucosadw,
fff%”“’fd“ffvcosﬁdw,
fff%dx{/)’dz:ffwcos"/dm,

a été développée avec beaucoup de soin par M. Gauss dans le Mé-
moire sur I'attraction des ellipsoides que M. Borchardt cite; mais quoi-
que ce Mémoire remonte a Pannée 1813, les formules elles-mémes
étaient, si je ne me trompe, déja connues antérieurement. Peu im-
porte, au reste, pour 'objet gne nous avons ici en vue. Contentons-
nous de partir de I'équation rappelée plus haut, comme d’une équa-
tion familiére 4 nos lecteurs.

2. Maintenant, soit .
S (x, 7, 2) = constante,

ou, pour abréger,
| = constante,

I’équation de la surface fermée ( /') dont dw est 'élément, et posons
_ df)z (df 2 ldf\2
nous aurons

' df

COS Y — ——

1 df 1 d
VR VRS VR &’

cos o = ——=» c€os f3

en fixant convenablement le signe du radical. Ces valeurs des trois
cosinus sont des fonctions de x, ¥, 2: on peut conserver ces fonctions
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telles qu’elles sont; on pourrait aussi les modifier, et, par exemple,
les réduire a des fonctlons de deux variables seulement, au moyen
de I'équation de la surface. Modifiées ou non, désignons-les par

IJ, N[, N;

en sorte que L, M, N soient trois fonctions de &, ¥, z, conservant un
sens précis pour chaque point de I'intéricur de (f), et devenant res-
pectivement égules aux valeurs de nos trois cosinus sur la surface (f)-

3. Cela étant, si I'on demande que les fonctions u«, v, w du n° 1
soient telles qu’on ait, a la surface de ( /),

wcosa + vcos f3 + wcosy = o,

¢ ou ¢ (x, ¥, 3) étant une fonction de x, 7, 2 a volonté, la réponse
la plus simple a4 cette question, naturellement susceptible d'une infi-
nité de solutions, sera de prendre

w=U~Lg, v=Mg, w=Ng;
en effet, cela donne, a la surface,
u=gcosa, v=gcosfl, w=gcos7y,
et 'équation demandée s’ensuit, puisque

cos® o + cos® 3 + cos? y = 1.

D’apres le n® 1, il vient des lors

d.1, d.M d N
IS (88t 430 e
:f‘/\ﬁo (z, 7y 2) do.
En particulier
? d (o df d( s &
JINEGRE) 5 (5%)+ (FE)] emtres
:ffq)(x,f,z)dw.

C’est la formule fondamentale de M. Borchardt.

. Mais M. Borchardt ajoute des détails intéressants ou figurent les
rayons de courbure principaux de la surface ( f). Saus le suivre dans
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cette partie de son Mémoire, qui a été, on ne peut en douter, son
objet principal, je vais du moins donner une courte démonstration
de I'équation par laquelle il détermine les rayons de courbure dont il
est question.

Au point m ou (x, y, z) de la surface ( /') menons la normale mu,
et au point infiniment voisin m’ ou (x -+ dx, y + dy, z 4- dz) la
norinale m’n'y si mm’ est la direction d’une ligne de courbure, mn
et m'n’ se rencontreront en un point o a une certaine distance
om = om’ des deux points m, m’: soit X cette distance [que je prends
négative ou positive suivant que mo est ou n’est pas sur la partie de
la normale mn extérieure & (/)]; les coordonnées du point o, en tant
quil appartient & la normale mn, seront

x —)dcosa, ¥y — rcosf3, z— hcosqy;

mais en tant qu’il appartient 4 la normale m/n’, elles seront expri-
mées par ces mémes quantités augmentées de leurs différentielles : ces
différentielles seront donc nulles, et on devra avoir

dx —hdcose =0, dy —idcosf =o0, dz— Adcosy=o,

si mm’ est la direction d'une ligne de courbure; de plus, dans ce cas,
A sera le rayon de courbure de la section principale correspondante.

Les trois équations que je viens d’écrire se réduisent au fond i
deux, car si on les multiplie par cos @, ces f3, cosy, et quon les
ajoute, on trouvera une identité, puisque, d’une part,

cos adx —+ cos Bdy + cos ydz = o,

vu que mm’ et mn sont a angle droit, et que, d’autre part,

cos azdcos o + cos Bdcos B + cos ydcosy = o.

En les développant, il vient

dcos o d cos a d cos «
{x—)\ - )d.x——)\ P dy — A dz = o,

de+ (1—)\(13;55

N

d cos
— 2 dz

deosy , dcos d cos g _
—)\wd;——da-—)\ & dj—f—(l-—l 7 dz = o;

d
)dj—)\cTO:ﬁdz:o,
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éliminant donc dx, dy, dz, qui n'entrent que par leurs rapports, on
arrive a conclure que 3, ¢’est-a-dire chacun des deux rayons de cour-
bure principaux de la surface (f), vérifie I'équation

dcosa d cos = dcosa !

A s a My |
Déterminant — A dcos pa — A M, — A deosp o
dr dy dz = s

i N (lcos'y, B dcosy’ I__)\(ICQEZ !

| dx dy dz |

laquelle revient au fond & celle de M. Borchardt, qu'on pourra ainsi
introduire dans les éléments.
Je n’insiste pas sur ce que notre méthode offre en méme temps,

relativement aux lignes de courbure, le long desquelles nous voyons
qu’on a toujours

dcosa :dcos B dcosy i dx . dy . dz.

Mais je dois faire observer que, dans une Note insérée au tome XVII
dn présent Journal, j"annoncais la solution d’un probléme bien plus
général, a savoir celui de déterminer la direction et la courbure des
sections principales ou plutot le rayon de courbure d’une section
normale quelconque d’'une surface représentée par une équation entre
des coordonnées u,, u,, u, dont la signification géoméirique n’est pas
connue, et pour lesquelles on sait seulement que le carré ds* de la
droite qui joint deux points infiniment voisins a une expression don-
née. Le principe de cette solution est on ne peut plus simple; mais
le calcul exige quelques développemerts : ce sera objet d’un pro-
chain article.

Revenons i équation en ), qui fournit les deux rayens de cour-
bure principaux g, ¢’ de la surface (f). Cette équation ne doit étre
et n’est en effet que du second degré; car le coefficient du terme
en )* qui se présente d’abord, lorsqu’on développe le déterminant
placé au premier membre, est égal au signe pres a la quantité sui-
vante

dcosw dcosB dcosy  dcos z dcosy deos B dcosy deos z dcos
dx dy dz dx dy dz -+ dr Jy dz

dcos B dcosa deosy 4 dcos B dcos ¢ dcosa deosy lcos B deos z
dr dy dz dx dy dz dx dy dz

?
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que Fou trouve égale a zéro, en exprimant que cos y est une fonction
de cos « et cos L.

On aurait eu de suite une équation sans terme apparent en 2® si, au
lien d’éliminer dx, dy, dz entre les trois équations

dx — Jdcosa = o, dy —kdcosf =0, dz— Adcosy= o,

on s’était servi de deux équations déduites de celles-1a, et de I'équa-
tion

cos o.dx - cos By + cosydz = o

mais le calcul eiit été moins élégant. En opérant comme nous ’avons
fait, on a d’ailleurs Pavantage de retrouver exactement les résultats
de M. Borchardt. Nos formules définitives sont

I—-Gl—%—H)\”:o, é—l—%:G, ~:H,

et nos valeurs de G et H, savoir

dcos « d cos d cos 5
G:T_i— d_yﬁ: dz /’
et
H — igmidcosp+dc057 dc05a+ dcos B dcos y
dx dy dz dx dy dz
dcosa dcos B dcosy dcos« dcos § dcos ¢
A Td T Tdr & T dy

coincident (quand on y remplace les cosinus par leurs valeurs) avec

celles que I'habile géomeétre de Berlin a obtenues dans son élégant
travail.



