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OBSERVATIONS

SUR LA THEORIE DU SON;
Par M. POPOFF,

Professeur & Université de Kazan.

§ L
Réduction des équations générales du mouvement des fluides.

4. La théorie des forces moléculaires a conduit M. Poisson aux
équations générales du mouvement des fluides. Pour établir ces équa-
tions, on calcule les pressions dans I'intérieur de la masse fluide,
d’aprés les formules données pour les corps solides élastiques, en
supposant que I'inégalité des pressions antour de chaque point n’est
que momentanée. Dans les cas ordinaires de I'ondulation de fluide,
on peut supposer la masse homogéne et partout également échauffée
et les variations de densité trés-petites pendant le mouvement des.
molécules; en excluant, de plus, le cas des vibrations trés-rapides,
auxquelles on attribue les phénoménes de la lumiére, on trouve [*]

dx dw d*u d*u d*u
P <X*'—=)*5 +ﬁ(a§+d—yr+7§)’

’ &\ _dw die  de  de
(1) P(Y—F) +ﬁ<dxz+7:7+d—z:)’
d'z dw  dw  d'w
P(Z‘“w)“ +*6(dx= y’*‘Fz?)’
d*x du du
-E-F—(—I-t—'—*" +V y—l—w
(2) Ly % —i—vd +wdv
’ @ d dz
d*z __ dw dw d +wdw.
@ T tm Tty o
. dx dy dz_ .
(3) U =Y, =W

[*] Poyez le Journal de I’Ecole Polytechnique, xx® cahier.
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: 3 (4 dp dp ap\.

{4) w:p+h<z+‘uﬂ+v@+‘w3;,
dp  don . dopv d.pw

(5) Tt ar + dy + w = O

Toutes les dérivées, dans les équations (1), (2), (4), (5), sont partielles
et prises par rapport aux variables qui sont écrites au dénominateur;
&, y, 2 sont les coordonnées rectangulaires d’une particule du fluide
en mouvement; %, v, w les vitesses suivant la direction des axes des
coordonnées, au bout du temps £; X, Y, Z les composanies paral-
leles aux mémes axes de la force rapportée i l'unité de masse et
agissant sur le point matériel (&, y, 2); p la pression et p lIa den-
sité au méme point; {8 et & des constantes qui dépendent de la nature
du fluide. On ajoute Péquation (5) comme une condition particuliére
qui exprime que la masse du fluide reste continue pendant le mouve-

7

ment. Au lieu de I’équation (4), M. Poisson donne la suivante
d kd
4] s=p—at—aa=t,

ou les différentielles dp, dp se rapportent i toutes les variables qui
dépendent de ¢. Les valeurs des constantes o, k, {3 se déterminent
au moyen des équations suivantes:

a:quat.dt, B=a(k+K),

1 % I d.;-fr
K.:P::*G—E—sz':fl', k:mzl'a ar 5

les sommes s’étendant i toutes les molécules qui entourent le point
(x,7, z) et dont la position est déterminée par les coordonnées ',
¥', 2’ velatives 4 ce méme point. La fonction ¢ est égale a Punité
pour ¢ = o, elle varie trés-rapidement et devient nulle ou insensible
pour les valeurs de ¢ tant soit peu sensibles. La fonction fr représente
la force moléculaire, ou Paction mutuelle des deux molécules M
et M’ situées A la distance r; cette fonction étant positive ou négative,
selon que la force sera répulsive ou attractive et n’ayant d’ailleurs
des valeurs sensibles que pour des valeurs insensibles de r. Enfin, on
désigne par:s Iintervalle moyen des molécules autour du point M.
Toutes ces quantités, aussi bien que les équations précédentes, se
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rapportent au temps 2. Les quantités ¢, B, k devraient étre regardées
comme des fonctions de x, y, z, ¢£; mais nous les supposerons
constantes, vu que les dilatations ou les contractions du fluide et les
vitesses des molécules sont trés-petites. Les sommes désignées par &
et K ne se réduisent pas a des intégrales, parce que la fonction fr,
dans les hmites de la sommation, peut changer plusieurs fois de
signe. Nous ajouterons a cette remarque importante de M. Poisson,
que pour les fluides aériformes, ot la fonction fr représente constam-
ment la force répulsive, la réduction des sommes précédentes a des
intégrales est aussi inadmissible. Pour démontrer notre assertion
nous désignerons par 6 I’angle que fait 'axe des z avec le rayon vec-
teur r mené du point (x, y, 2), et par ¢ I'angle de la projection de r
sur le plan (x, y) avec I'axe des x, ce qui n

z2’=rcosf, y'=rsinfsing, = rsinbcosy.

Décrivons maintenant du point M comme centre, et avec le rayon r,
une surface sphérique, et partageons cette surface en un trés-grand
nombre de petits éléments ds, nous aurons

ds = r?sin6 dody.

En supposant que les sommes K et & soient réductibles 4 des inté-
grales, la fonction fr pour les molécules situées 4 la surface ds sera

constante, et la valeur de la'somme Z rfr, étendue a toutes ces mo-

, ' . . . . . ds
lécules, sera proportionnelle 4 lear nombre, c’est-A-dire 4 —. On
2 9 g2

trouve de cette maniére

K=~ f drff 3ji’sm9d9dnp-_—— Owr3frdr,

he= wf drf f ( )smededq,_ = 1“,50,_;],-.7

d’ou V'on tire

k= —K,

B=o.

La réduction des sommes K et £ & des intégrales fait donc disparaitre

et, par suite
'y P ’

| L L 0 [ oo EULE U0 RIS e g i N ey e s
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les termes essentiels dans les équations (1). Pour montrer maintenant
I'identité des équations (4) et [4], nous observons d’abord que la
fonction ¢¢ et la quantité « dans tous les cas peuvent étre supposées
positives, de sorte qu’il est superflu d’attribuer a la fonction ¢¢ la
généralité des valeurs que M. Poisson lui suppose. (Journal de I’ Ecole
Polytechnique, xx° cahier, page 148.) De plus, pour les liquides,
M. Poisson trouve (Mémoire déja cité, page 1 5g)

kdp __3dp

pdt 5 dt
et, par suite, I'équation [ 4] revient a .

o adp

& = p-+ B
ce qui est identique avec I'équation (4), en y supposant % essentielle-
ment positive. '

Pour les fluides aériformes; il existe équation

o d d
".’b\) il =7 l i 3
- pdt pdt
ou y désigne le rapport de la chaleur spécifique sous une pression
constante, a la chaleur spécifique sous un volume constant; par
suite, ’équation [ 4 ] revient a

d v .k
w—_—.p—a—lz(l—l—2; ),

“de
ce qui est de nouveau identique avec 'équation {4), en y supposant

h:—a([+27’+k>-

Mais a present il n’est pas facile de voir si la constante A est positive
ou négative. :
A la vérité, des expressions pour k et K I'on tire

h=—gp+ gz 20,

et, par suite,

I

—z91 1=
5 err

Tome XV. — Mars 1850. I
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I.a condition de % positive se réduit donc a

Zr‘f'(r) 5

-S>

) 2 rfr 27

ce qui est tres-difficile a résoudre sans connaitre la forme de la fonc-
tion fr. Néanmoins, si la réduction des sommes k et K & des intégrales
peut étre admise pour les corps aériformes comme premiére approxi-
mation , on aura aussi ‘
k=—K=—p,
et, par suite,
h > o.

2. Pour intégrer les équations (1), (2), (3), (4), (5), il faut établir
une relation entre la densité et la pression. En raisonnant sur cette
relation , on observe une différence essentielle entre le cas du mouve-
ment des corps solides et celui des corps fluides. Pour les corps solides
élastiques, la position de chaque point matériel peadant le mouve-
ment est toujours déterminée en fonction des coordonnées initiales de
ce point; pour les fluides, cet expédient ne présenterait pas le meme
avantage, puisque dans-le mouvement de ces corps 'arrangement des
particules autour de chaque point change avec sa position dans
Pespace. Ainsi les quantités p et p doivent étre exprimées en fonctions
des coordonnées du point de I'espace ou la particule arrive au bout
du temps ¢; de sorte que ces fonctions contiendront en partie les ex-
pressions de p et p, qui appartient A ce point pendant Véquilibre du
fluide. Pour des températures assez éloignées de lébullition et de la
congélation, on admet la compression des liguides proportionnelle
& Paccroissement de pression. Pour les corps aériformes, du moins
pour les pressions possibles a Vair libre, cette loi est bien démontrée :
on peut done poser, en général , pour un fluide en équilibre,

v dp’=ndp’,

ol ¢’ désigne la densité du fluide et p’ la pression correspondante; la
constante n est la compression produite par une atmosphere. D’un
autre coOté, en faisant, dans les équations (1),

dp

u=o0, ¥=0, W=0, =

_'__(),

S ! ! t B R R R N A R N AR RN o | TR
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an obtient, pour P'état d’ équilibre,

dp’ ap’ dp’
' Y v — P rg o
A=’ PY—dy’ p'Z dz
Ces conditions étant combinées avec I'équation (7) donneront
®) p'=Dexs,
: D
' — _ ent
(9) p=r; e+ H,
ou

¢ = [(Xdx + Ydy + Ldz)

D est la densité du fluide pour { =0, e la base des logarithmes népe-
riens, H la constante introduite par Pintégration. En ne considé-
rant que le mouvement ondulatoire ot les molécules d’'un fluide
gécartent trés-peu de leur position d’équilibre, il sutfit de supposer

{10) =p (1— ),

s désignant une fonction de x, 7, z, t inconnue, mais dont la valenr
est toujours trés-petite. En méme temps, on peut admettre

/ : »

(r1) p=p —~-p'$

ol ) est une constante. Cette équation suppose la variation de 'élas-
ficité au point (&, ¥, 2) proportionnelle a la compression ou a la
dilatation au méme point. Nous exprimons cette proportionnalité

1 " . 7 :
par % et non par -, comme cela a éte fait dans 1'équation (7). Pour
/] n

justifier Vexpression (r1), il suffit de remarquer quelle résulte de

I’équation (6), qui est vraie méme pour des variations trés-rapides de
la densité, et qui nous donne

=)

A étant la constante de P'intégration. En substituant Vexpression
g y P

de p donnée par I'équation (10) et négligeant les termes proportion-
nels an carré et aux puissances supérieures de s, on aura

]
—— A
P:(P’)’/ (AP,— —,;P’S)'
L € ,)";
Le coefficient (¢')7 , ou, ce qui est la méme chose, e\7 , peuat

I1..
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€tre regardé comme une quantité constante; par suite , on retombera
sur I’équation (11).

3. Dauvs la théorie de ondulation des liquides et des fluides aéri-
formes, on suppose ordinairement les vitesses u,v, w et leurs dé-
rivées partielles trés-petites, et clest pourquoi on néglige les carrés
et les produits de ces quantités. Admettant cette supposition et substi-
tuant dans les équations (1), (4), (5) les valeurs de p et p données par
les équations (10) et (1 1), on aura

d ds ™
du M ds " dx ds
ax = ; Eﬁ—]th)—sX—}—)\X(S—I—]ldj)

B{du d2u+d’t¢
‘ d\aw T T )

»—

ddf'
(ﬁﬁ-k——d—}‘)——SY—}—lY(J‘—l—]l%

dv A
n dy dt

(12) dt

;)
‘_<E+-+F)’

ﬁ d?v d?o do
P, dy? &3
dds

dv_ M das %% / ds
ﬁ dep dw d e .
o - AV~ s
Is  du  dv  -d o

(13) i:%—l—»(—é—l—ﬁ—i-n(u)(—ka—i-wZ),

ot YFon peut considérer Ia quantité p’ comme constante. Dans les
cas ordinaires de la théorie des ondes, il suffit de supposer

X=0, Y=o, Z=g,
en désignant par g l'intensité de la pesanteur qui agit dans la direction
de laxe positif des Z. Si I'on rejette les termes proportionnels a la

quantité 8 et qu'on remplace la fonction s par une autre fonction ¢,
telle que -

(4 s = pe—srs,
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on aura, au lieu des équations (12) et (13), les suivantes :

\,

P
du ) (d? —h dx e—gns
gt T u \dz ' dt ’

N\

d dq’)
(l 5) dy M| dy @
— ==\ =t —= | e—gne
dt 2 \dy +h dt € ’
dy
dv | dp Az ) _
@ o\ TR ) e —gge—ens;
dy du dp dw
T — pgne |22 il haad .
(16) =€ <d.z'+_dy+ — +r)gw>

Enfin, si Ion différentie les équations (15) et (16) par rapport a x,
¥, %, L, et quon les ajoute, il en résultera

diy dpy X [d*e dig dg
r ga“—;(uv+lyf+z?
(17) PR S S
+ h) dz? + dy? 4 dz
n dr dt dt ’

et, au lieu des équations (10) et (11), on aura

I 4 ) A
p=p =8 p=pi—4,
ou l'on fait
A=rp'oe—snz,

§ IL
Sur la propagation des ondes dans une atmosphere indéfinie.

1. Dans ce paragraphe, nous supposerons les forces X, Y, Z égales
4 zéro, afin que la densité du fluide dans son état d’équilibre soit
constante. De plus, nous négligerons, dans les équations (12), les
termes proportionnels 4 la quantité 8, soit qu'on supposera les diffé-

2 2

U i ooy \ .
rences ——, — etc., des quantités tres-petites du second ordre, ou
dz*’ dy?

qu'on admettra par approximation {3 = o. Il s’agit donc d’intégrer les
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équations aux différences partielles

.l
du g ds 4% dx

- V@ a
ds

((l} do if_ T dy .

' P v
ds

dw 5 ds dz -
a Tt e

(6) el A P

ot Von a fait

Mais , par une combinaison toute simple des équations (a) et (), on
déduit encore celle-ci,

d ds d?s dis’
ds , [dis | dis  d’s " dz? “dy? " dz
(1) =n e ) -+ .

e T dy* + g T Ta dt

On n’a donc qu’a intégrer cette équation (1), et metire ensuiie la
valeur trouvée de s dans les équations (@) pour déterminer, au moyen
d’une intégration, les valeurs de u, ¢, w, de maniere que leurs
expressions deviennent des fonctions arbitraires pour ¢t = o:

(3) ”0:‘-!)(1‘7)’az)7 VO"—-'C‘D(.%',]’,Z-), WOZX(*T»‘)’,Z‘)-

1l faut y ajouter encore une quatrieme fonction arbitraire pour ex-
primer la valeur de’s, correspondante a ¢ = o, et que nous expri-
merons ainsi :

(3) - so=F(x,7,2).
tal ite % t=o
Quant & la quantité —, pour ¢ = o), on a
ds\ _ du, de, dw,
@ (7). =%+5+%

On satisfait 4 I’équation (1) en-posant

s= 3 (Ae¥" + Bet") cosa (x — @) cos b( y — f) cosc (z — )

i “r ' ' " SULE U 0 I aE L
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/

ay b, ¢, o, 3,7, A, Bétant des constantes arbitraires, dont les deux
derniéres peuvent étre considérées comme des fonctions arbitraires
des autres; £’ et £” sont les racines de V’équation

£+ (a? + b* + c*) (v§ + n’) = o.
Si 'on néglige le carré et les puissances supérieures de la quan-
tité », et que Fon pose

p’:cﬁ—}—b’_{—c’,

on aura
zyj j——
§ = — - +npy—1,
" ! T
= — = —npy—1;
§ . V=3

par conséquent,
§ = Ze—ﬁ’-‘“"(Acosnlut + Bsinnp?)Q,
ou Pon a fait
Q=cosa(x —a)cosb(y — f)cosc(z—7),
et ou Pon a écrit A et B au lien de A + B et de (A — B)y — 1.

Les sommes se rapportent aux constantes arbitrairves, et, pour une

masse indéfinie, elles peuvent étre remplacées par les intégrales

.s-:ffffffe——%x,u’t (Acosrept-+Bsinn‘ut)QdZ:tdolg)d?dEdEd}

Enfin, si on détermine A et B de maniére & satisfaire aux equa-
tions (2), (3), (4), et qu'on écrive, pour abréger, un seul signe d’inté-
gration, on aura

B S

= % fF(a,ﬁ,“/) Frptt (wsnlu.t—é— xg Smnyt)Qdaa’b dc a'a dp ({y,

e [o]

4 ’ —l snn t o o o A+ A —
f‘lj p " %Q g‘dob uC ftdﬁd'y
d ()@vl) e—inpt sinnpt © w ® 4+ 4 :
dr o Pt_np—QL{,ac{;bdoc{”{ﬁd/’
d s Py R 1 t ® o W + —+ —v,\
—l—}t;urx%"v—)e i7s ti’%ﬁQ{arﬂbtﬁc{a{ﬁ(_{-/.
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2. Occupons-nous maintenant de la réduction de Iintégrale

JITTIT#r ettt Qe b dededy = x

Les indétecrminées a, b, ¢ peuvent étre regardees comme trois coor-
données indépendantes;. en les changeant en trois autres, ., 6, @,
telles, que a:p.cos@ b=psnbsinw, c=psinf cosw, nous
aurons

\ X = ffffff“‘lf’ “‘”"Smnwcosp.Bsm@p’d‘udedmd_ad_‘@d;y,

ou Fon a fait, pour abréger,
R=(x —a)cosb + (y — ﬁ)sm@smm+(;v—'y)smecosm

Mais, d’apres les formules connues, on a

x amr .
f f cosp.Rsin@d@dm:éﬂ—mma
o o ®e

oo - n*t I pn pn

T . 1 57 onil o -5
f e—#tsinnpt sin ppdp:z\/z_“-e 2z 2xtler —e r ),
o k34

en posant, pour abréger, o* = (& — «)* + (¥ — B)* + (z — ¥)% par
conséquent,

Les termes qui contiennent les fonctions ¢ et y admettent des réduc-
tions pareilles, de sorte que si I’on fait, pour abréger,

"= 2,,fff”“’@’” 7w
e ) e G

) T 4n1-;x/77\/2xtfff ‘3’7 2:t<er —e—%l> dadﬁa’y,
ffffff wbil, '%*”"’s’%lﬂQdadbdcdadpdy,



aon aura

)

ou Von fera ¢’ = t apres avoir exécuté la différentiation
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AT AT
T de

2
dt’

dxX

e —
dr

dY

A

d7.
iz

tion T’. Cette fonction T’ donnera, aprés la réduction,

nd ot

¢ axt’

(T) 1= -

2am\mant
en observant que

W

)

If [Pl - (

n*?

] L INY4 . . l
e— U gin nt sin 1o dy. =3

2%

xe’

é

wat!

npt

3
{D

np i

not

l—,(é, e

39

sur la fonc~

ert — e 77)1!(1 A dy.

npt' ™

at! )~

5

Si les fonctions F (&, ¥, 2), ¥ (2,7, %), £(Z:05 z) sont dévelop-
pables en série de Taylor, il est facile de réduire les expressions de
X. Y, Z, T aux intégrales doubles. Nous allons exécuter les calculs
pour la fonction T. En posant

o= X -+ pCOS P,

on auara

B =y + psinpsing,

dadf dy = o* sin pdodpdy,

ny

r L

etz [ f Fix+pcosp, y+ssinpsing, s+-psinpcos g ¢

Grmymyant

K
K4

a4

¢

o

zx

—

oh

x

)

Y= % - osinpcosq,

nooxoax

psinp dpdp dg.
0 [ '

La fonction sous le signe d’intégration est formée de deux termes dif-

s n

térents T, et T,, dont le premuer contient la fonction exponentielle e,

pn

et le second la fonction e * , de sorte que
T=T,+ T,

En posant pour le premier terme,

ce qui donnera

) =

) =

Uome XV, — Maas 1850.

— a pour 4

[e e}

pOlIl‘ p

p=nt+ wyaxl.

o,

(1 ==

vart

N
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nous aurons

T.:E;—v,;f e*“”pdwff ¥ sin p dp dy

ou 'on a fait

V=F(x+pcosp, y-+psinpsing, z+ psinpcosy).

Mais, en vertu des limites de Fintégration par rapport a pety, on
peut, dans la fonction ¥, poser — p au lien de 5 apres quoi Pex-

pression de T, se déduira de T, par le changement de la limite » — =
en » = — oo ; par conséquent,

—® I 27
Ty = 4—% f e~ pdwf f Wsin p dp dy
nwymw [5 [ e}

13 T 2T
&‘411\7;;/; e—w’pd&)/ j W sin p dp dy,
RN 0 (4] 0

et, définitivement,

f ~+ ® . T 2w
ST N ,,;./‘ e pdmf f F(x +pcos p, » +psinpsing, z +asin p cos gisin gy dg
Aumyrd— o o Jo
en faisant
2 =nt -+ wyant,

Si 'on développe la fonction F en série de Taylor, suivant les
puissances de la quantité wyaxt, et qu'on pose, pour abréger,
L=F(x +ntcosp, »p-+ nésinpsing, z -+ nEsin p cos g ),

o1 aura

. 1 T R . w d (7 /27 . [dLN .
(6_)1:4—71}0 /O‘ 11’5111pd[){{(1’+§%77}?2_[) /(; i (\7][) sin pdp y.

en négligeant les termes proportionnels au carré de la quantité z, et
en ayant égard aux formules
e W

P ?
. 1.3.5.(2n—1, _ T

f e_"'!g)z" dCr) — T ( / V/ﬂ" ‘/ e ) (L).Z P4t dr‘) — .

. o

2“
—

Les fonctions X, Y, Z admettent aussi une pareille réduction; ‘17 se
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, . . i ,
déduit de T par le changement de « en —-» par conséquent,

2l ™ 27
e ’ e p'dwf f F(r-+d'cosp, y--o'sinp sing, z-+o/sinpcos qisin pdp to,
[d 0

f TN ST
a0
pl=nt + wyant'
De plus, le développement de la fonction F suivant les puissances

de -y 2x7’, donnera

ey S wdt'
I o= = ./.) f(: tLsinpdpdg + g— (Itf f smpdp dg ;
par conséquent,
. ‘d T * Ly .
'8 (71[-,) Tonie ({tj j TI_ sm pdpdy.

3. Ainsi nous avons réduit les intégrales des équations (@) et (h)
aux suivantes :

dT dT’ dX dY dZ
§ = = — B o A —— —
dt dt dx oy dz
t ds
, L ds dx
w=1yx, y,z)+n A = de,
Lt/ d ds
(L= (.T z) + n? é—{—h-——{—T{ dt
- (P ? ]‘7 / o dj‘ dr H
t .
ds ™
d d'?ii
. . 2 as a2
w=y(x, »,2) -+ n \zZ +h ~ de,

ou les valeurs des X, Y, Z, T, T’ sont données par les formules (X .
(Y), (Z), (T), (T"). L’expression pour X, par exemple, sera

n't .
T Py = EL ___\
.:______.fff"‘_iﬁ_ﬂe et (pr _ dodp dy,
farymyent 12

en POS&I]t

X

p=lx—aP+ (y—FP+(z—17

I2..
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ou, sous cette autre forme,
_ L -+ 4 2r
X::;}—,—;;\/;;‘[;m e“°”pd0)£ l P{x+pcosp, y+ psinpsing, z-+psinp cosqg)sin pdp dy,
en posant
0 =nt -+ wy2xt.

De méme, I'expression de T’ sera

1 -0 . @« am
T'= - v—-f e”” pdw f f Flz—+p'cosp, y+ o' sinpsing, 4 p sinpcosq)sinp dp dy,
4/77.’\/11' —_0 0 0 '
ou
o' = nt 4+ wyant'
11 est facile de vérifier que les expressions de s, ©, ¢, w, pour £t = o,
sont identiques avec les fonctions arbitraires données.
En faisant, en effet, £ = o0, on aura X = o,
dX ,
7y =4z, 2]
1 TP . Zx T 2T
A e e W w\/—- dr.)f Yl +pcosp, y-+psinpsing, z 4 psinpcosgsinpdpdy;
Snrmynd—m» ¢ o o ‘

et si 'on remplace dans le dernier terme o par w yt, on obtiendra

dX
e $ (2, 7, 2).
On trouve de la méme maniere
dT’
= pour (¢ =o,

de sorte que les équations
SOZF(x7f>Z)7 uOZ‘P(x?‘y’ Z)’ Vo= Gl ¥y E, Wo= Y\, ¥, 3},
et les équations (4) sont satisfaites.

Les fonctions F, ¢, ¢, y peuvent étre continues ou discontinues,
mais elles restent finies pour des valeurs finies de x, y, z et s’anéan-
tissent pour '

—_—

r==xw, y—==w, I=I"w0.

Quand ces fonctions ne sont différentes de zéro que pour les valeurs
trés-petites des variables; alors, dans les expressions des X,Y, Z,

[ ] [ Ve [ (I LR R R RN N A NN KR R el 1"
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T, T' pour un point (x, ¥, z) tres-éloigné de 'origine des coordon-
nées, on pourra poser

et, par suite,

‘9 X=—

ou B représente une fonction de x, J> %, qui ne dépend pas de ¢.
On conclut de I'équation (g} que Ia fonction X varie, suivant la méme
toi, pour tous les points 'x, y, z) qui sont ¢galement éloignés de
Porigine des coordonnées, et qu'elle a des valeurs réelles pour tous
les points de la masse indéfinie, quelque petit que soit 7,
En observant que
dX X

2 242 .
= Y —nt Lt — at,
dt axet b

nous aurons, pour déterminer le temps 7 correspoudant i la valeur
maximum de X,
4wt — =y,

ot T'on tire, en négligeant les quantités pro hortionnelles au carré
: I

de «,
7

10) r=nt -+ —.
N : an

Les mémes conclissions se rapportent aussi aux fonctions Y, Z. Ob-
servons encore qu’'en {»~ant g =, et changeant ' en ¢, on pourr:
ecrive, au lieu de Péquaton (T7), celle-ci:

4

iy P
A o 4 Ac¢ ’

'Jj/ —_—

g Vo

ot 'on a fait

net r? nre
T= = = .

2 2% *
ne § r: nrt
T oay 2% e

A — {‘{‘/‘F{a,lﬁ‘:,'// (la{t'(i(l",
T e 4117:\/;r ’
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tu différentiant cette formule, nous aurons

o B
dT" _ Ae 9(0. T Ac a(ﬁ P
40 \e 20 IR
et si Von fait 6 = ¢, comme Vexige I'équation (s), on &
AT’ Ae Ac
— = (2t — ) r— - nrel.
dé ?.zt“g/t( )LP w I\t '

en faisant, pour abréger,

nr nr nr na n*t =

—_ —— — —_— — _—— e —_———

yr=er —e ‘. pr=er+e v = T

En différentiant de nouveau par rapport at,ona

Ae e ‘

— (n'lﬁ——r‘—l.—'&zt;"—q:r—{—( e —ryyr—Adriwt—r + 3xt) = .
TR et

Mais la différentiation jmmédiate nous donnera aussi

ey ntet—r? N -
I_—-—l ! = —‘-—f—A \4” et — 4= 3t < —————:-—t—)f-\ —borintt - r
dr 2% \/t 2vt ,

par conséquent, la condition du maximum de 1a fonction

dT o dT
dr dt’
qui est égale a

_éa;!’_(}{t— 3n2t2_ 2+4nt’“’ ]
sera
(',v-.'_[lnt’_‘fi +3n2t‘-’~xt)(ngtz—l‘2+3xl)+gxt(r"—»3n2t2;:0,
17

Pour » = o, cette équation donnera deux racines positives r = 7t
et r = 3 nt. Ayant admis la p:em1ere de ces racines, nous poserons.

pour la seconde apprommatlon ,

A
r=nt — —
ant

i
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et, en observant que

Yr e sin (2 270 pdh
Bt [l

% L ¥1’] —axl
? o, —e

ou, si Yon néglige les termes proportionnels & #*,

w . N
Lr o 7 sin{2are)
— = el =y,
q} r s o {4

Ol aura

— lﬁxt)- — 2 aunt.an?t® — 6x%tr = o:

L
o
par suite, la relation définitive entre 1 el £ sera
1) re=nl = \,‘:,{_i‘,
en négligeant les termes trés-petits du second ordre. Nous ne discu-
terons pas I'autre racine de 'équation précédente, parce que I'expeé-
rience n’a pas prouve, jusqu’a présent, I'existence d’une onde sonore
douée de la vitesse 372, 1l est donc démontré, par Panalyse précedente,
(que, dans une atmospheére ¢lastique et indéfinie, le mouvement ondu-
latoire commence aussitdt pour tous les points de la masse, quelque
petit que soit le rayon de V'onde initiale. Mais la variation de la densité
et les vitesses, étant insensibles en dehors de Ponde initiale pour fes
premiers instants du mouveient, acquicrent des valeurs maxima
apres un intervalle déterminé du temps, et s’annulent peu a peu apres
cette époque. La propagation de Ponde douce de la plus grande va-
riation de densité dépend des causes initiales d’ébranlement. Si les
vitesses initiales sont communiquées immédiatement a quelques molé-
cules du milieu, sans que la densité de ce milieu ait subi une variation
quelconque, Pexpression de s ne renfermera que les fonctions X, Y, 7.
Pans ce cas, la propagation de Vonde sera uniforme, mais expression
de Pespace parcouru contiendra un terme counstant et pro;)m"tiomwi “
la quantit¢ #, qui, étant déterminée par Pexpérience, donnera fa va-
leur de la constante / introduite dans les équations genérales (a) et (b
St P'ondulation est produite par une variation de la densité dans
quelques endroits de Fatmosphcre, et si les vitesses initiales des molé-
cules sont nulles, il v aura deux ondes & maximum de la variation de
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densité : la premiere se propagera avec une vitesse qui croit propor-
tionnellement a la racine carrée du temps; la seconde se propagera
avec une vitesse décroissante dans la méme raison, de sorte qu'au bout
du temps ¢ ces deux ondes s’éloigneront 4 la distance 2y/x¢. Mais cette
distance, aussi bien que la valeur de la fonclion méme

dT dT’

7
diminuent indéfiniment avec la quantité », et deviennent égales a zéro
pour x = o. Donc, pour les points qui sont trés-éloignés de 'onde
initiale, la fonction F (x, ¥, z) ne contribue pour rien a la variation
de la densité; de sorte qu’il restera

dX dyY dZ

.9:(7;._4_474-%.

Nous avons vu que les fonctions X, Y, Z, T, T" s’expriment par des
intégrales définies triples. Le méme nombre de signes intégrals en-
trera dans l'expression de s, tandis que u, ¢, w s’exprimeront pa
des intégrales quadruples.

En supposant x = o, on obtiendra

" ds
u=1d(x, y,z)+ n’ / Rl
!, odx
v U
o i v 7 o [ ds
ve=ola, ¥,z 0t | .
0 fi)’
) . 2 L ds
Ww=yix,y, s +n —— dt :
Jo 4z
d I T V27T
yED —— o / Fiz -+ npteosp, » + ntsinpsing, z-+ nesinp cosq'tsinp dp dy
de 4= ), Sy ‘

T 2w
i - - . - v .
-+ Z-;f f ¥{x--ntcosp, y-+ntsinpsing, z - nrsinpg cosq)ésing dpdy,
"o o

ou, en place de

dx, 5,3 i de(z,y, 3 . dy v, 3,3 i
dx ' dy dz

on a écrit, pour abréger, W (x, ¥, .. Ces équations sont identiques

o ' Pt [ LA R R R R Y FARR AR [ "
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avee celles que M. Poisson a données dans les Memoires de Ulnstitit
 tome X

4. La supposition g = r, que nous avons admise pour simplifier les
expressions de X, Y, Z, T, T, réduit onde initiale & une sphere tres-
petite, ou, pour ainsi dire, 4 un point; c’est par cette raison que les
termes dépendants des dimensions de Y'onde initiale ne sont pas entrés
dans les équations (10) et (171). Pour conserver ces termes, il faat
transformer les expressions citees de X, Y, Z, T, T de maniére que
la position de I'onde initiale soit déterminée relativement au point
(x, ¥, z). Transportons l'origine des coordonnées dans ce point et
remplacons les coordonnées rectilignes par les coordonnées polaires .,
en posant

.= X+ pCosp,

I

¥y +op sin p sin ¢,

Y =% +psinpcosq,

ou p désigne 'angle que fait Paxe des x avec la ligne p menée du
point (x, ¥, 2 au point (z, 3, 7), ¢ est 'angle formé par la projection
de o sur le plan (yz) avec laxe des z. Passons 4 un autre systeme
F’axes rectangulaires, et désignons par a, a,, d, les cosinus des an-
gles que le nouvel axe des a fait avec les axes initiaux; b, b,. b, et
¢, ¢, C, ont des valeurs correspondantes pour les nouveaux axes
des y et des z; soient de méme p’ et ¢’ les nouveaux angles polaires,
on aura
cos p = @ €Os p+ b sinp'sing’ + ¢ sin p’ cos q',
sin psin g = a, cos p’ + b sinp’sin ¢’ + ¢, sin p’ cosq’,
sin p €os § = a, COs p+ bysin p’sin g’ -+ ¢, sin p'cosq’,

do. dfs dy = g* sin p’dp’ r{q’({ia.

[’intégrale X prendra la forme suivante :

R n .
Qs Ty __P__ Pr _fﬂ 2T K
B 22t i # ; . N _ H . . ' -
- - 4 el e wdo dq o (% gCOS p, ¥ -osinpsing, 2+ 33inp cos g)sin p' du
‘ o

Yo

ou 5 désigne la plus grande valear de p'; r, et ry sont la plus grande
f'ome XV. —~ Maus 1850. 13
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et la plus petite valeurs de ¢, pour lesquelles la fonction ¢ n’est pas

2

nulle. La fonction e~ 27, p ne change pas de signe entre les limites
d’intégration , par conséquent,,

ou M représente la valeur de I'intégrale
e dq’ e’ —e ¥ x ~+ p COS ~osinpsing, z -4 sin g €os o) sin p’ dp’,
»/[”?-\/;\/21\/0‘ qA/O. \ ?( £ Py 4 P 7y p

pour la valenr moyenne de p entre ry et r,. De plus, comme

ry P i r}
/ e ﬁpdp::xt[e_zxt-—e 27t |,
r .

1

on aura l’équaticm

ri ri n*t B
(M) X:xM[e“EaTz—e’sz]e_—;vt,
et sa différentielle
nit . L -
dX  Me 2| —; 5

U —nre 4 w)—e (2 _pip +xt) |,

T 2:\/;

d’ou P'on tire,, pour la valeur maximum de 1a fonction X, la condition

suivante :
PR o e
er £
/IQ e 2« = %'_*Aﬁ
\ ) +I‘f~—ﬂ2t2+v.t’
ou

ry=r, -+ g,

ce qui est identique avec I'équation (10), si I'on néglige les quantités
proportionnelles au carré de ¢. En retenant les quatre premiers termes
du développement de la fonction exponentielle dans Péquation précé-
dente, et supprimant le signe de r,, nous aurons

o 2er 4 ¢g? ; N
2ul =r* —n*i® +ut + e -t — Pt o) o

Perd e (’ir ﬂ??“ﬁr*}) :

2nt




PURES ET APPLIQUEES. 49

et si, daus les termes ajoutés, on pose, par approximation,

on obtiendra

ce qui nous conduit de nouveau 4 un mouvement unitorme de onde,
du moins pour des valeurs de ¢ trés-considérables. Si le nouvel axe des
x passe par I'onde initiale, et si le point (x, 7. z) est assez éloigné
de cette onde, de sorte que I’angle ¢ reste toujours tres-petit,, on aura

cosp=a, sinpsing=a,, Ssinpcosq = dy;

et la valeur de I'intégrale M sera

~? [ on an
gn . ' .
Qe'e ,)up(x+ap, yap, o dsp.

fnyarm

I.a valeur de la fonction X est donc proportionnelle a g%, c’est-a-dire
2 la base du cone qui enveloppe I’onde initiale. Différentiant la fonc-

tion X deux fois de suite, nous aurons

2 2
_me_n

AX Me b 2 . o ‘ 2
— [(r]—n®t* +-unt)? — Grt(r? —nrt A at) = anl (- ant i,

de o T \/,—

nt !

(r2—n*t*+unt)P —4ut)r;— Rt w i)+ aut?(x—a2nit)f

I.a condition pour le maximum et le minimum de X .

r, ’

2xt a
e Ut —nP -t = e

]

T .
T(rz—ntet ont.

étant combinée avec I'inégalité

gt —r.

e '>e

donne
ri— et e nt L rd— ntt - nt.
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et, par suite,

ad:X
o <0

d’ou il résulte que la condition précédente se rapporte nécessairement
au cas du maximum. 11 nous rvesterait a trouver la condition du
maximum de la fonction

dT d’T

& T rar
en y conservant les termes proportionnels & ¢ et ¢2; mais cette dis-
cussion,, il nous semble, serait trop longue pour avoir sa place ici.

§ TII.

Réflexion du son sur le plan.

Lorsque I'atmosphere élastique est terminée d’un coté par un pian
fixe , ce plan réfléchit 'onde sonore, de maniére que la normale 2
la surface de 'onde, avant la réflexion , et la normale a la surface de
cette onde, aprés la réflexion, font, avec le plan réfléchissant, deux
angles égaux. Pour donner une démonstration générale de cette foi
d’acoustique, prenons le plan réfléchissant pour le plan des coor-
données (xy); la condition que le mouvement normal i ce plan
s’annule au contact avec Ini sera

ds

w =0 o0u rE — 0, pour =z =— o.

L’expression de s ne changera pas de forme, et I’on aura

. dT d’T dX dY dZ

=@ % Y am T T

mais , pour que les fonctions T, T/, X, Y, Z satisfassent aux équations

dis d’s d’s

- , d., ——- d, ——— d. —

dﬁs‘_‘ 2<rl~’x+ dzs_‘_‘d’_s 4x dx? + dy? 4 dz?
drr =\ g dy? dz? \ dt dt a7

ds

E: o, p()ul“ 2 =0,

oy | " oy [NE I RN [ERREEER YRR AR vi ! [
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et se convertissent en fonctions arbitraires qui sont données pour

FOE

toutes les valeurs des variables, comprises entre x = — %, y = — ==
et x=m, y =oo, et seulement entre z =0 et z =090, par les
¢quations

so=Fix, ¥, 2, Xg=o0, Y,=0, Z,=o0,

(zls _d ‘dX dY dZ

dt) o dt QE + dy + dz |’

X (1YY v e
(7,)0‘— YiKs Y, 2)y ('(F) —C‘/(JC,J’,Z/, o U_X,( 3 Y Tos

[}

il faut supposer

y N . - -~ - "
—ogapd n \
I 2 fp vy Byyle Sl cos (@~ ajcosb (¥ — B)coscz cos cq dadbde du d d-y .

7 o o0 u - «
1 a . [= =B o R R T
2 224 gin nut : o A
=" f}:/ (2, Py 7) ¢ DR s a i — 2} cos b (¥ — B} cos 3 cos ¢y da b de o By
' % 0 0 0 - .
o/
L 3 : ECEEE A -
9 ) — 3 et SN nwt . . Yy
X o= [‘1& {2, B, 9}¢ £ cosa r—ujeosh )y — Blcoscz coscy da db dedadp &
7 (% ’ n H G0 0 - - ¢
Sobauit . £ W W A g -
.2 , : sin 72 p.t . .
Yy—=1=° {. v, B, e B cosa(a— x)cos by — B)cosez cos ¢y dn db de dadf dvy .
", d 0 60 —

— g A . e S < S SN
i , : 5 ¢ . .

/ = o /X {w, Byy) id P r —ax)cosb(y —B)sin cz siney dadbdedzdbdy,
L np ) -

O 0 0 e e

ou l'on a désigné, pour abréger, les limites arbitraires des o, 5. v

par les signes — et —+.
En observant que

1 ) \ 1 . N
€O G2 COS LY = ~ COS ¢ (2 — ) + - cosC{z ),
- h el . I e . I o

SIN 2 Sin €y = —~COS € (2 — 7 — Scosc iz + 7,

et faisant usage de Panalyse des paragraphes précédents, on aura

it

’ ./ opn LN . S P o
., r - - 24 - B
2 » - 2 # —_ A 2 ” : ;

: ; e’ —e s et —e : i
.t - [ffF(x, B, v)] e 2t (—-———) 4 2t ( e ) dx ol ey
X EIRY § N 4 / . B A ¢

ou
Pl = gy — B )
=l —a? +{y—pF+ (2—7"
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Pour X et Y on obtient des expressions pareilles. On trouve de meme

N

n* ¢’ ./ pnt pnt

—— £ - = £ — T
. o 2t . - = (L,zl e zt — - et —e »t -+ v
= TR = {vffF (Oﬁ, xﬁ’ Y ¢ dnt! , -+ ¢ axt'\ O e o !{p(/'/,
Inrymyaxt’J o . . ,D , [ o

si 'on écrit, pour abréger, Pexpression de T sous la forme suivante
-+ + + - e
T=/[Flo, B RdadEdy + [Fla, B, 1)K, dxAfdy,

ort K représente le terme (ui contient g, et K, le terme qui contient g,
et qu'on remplace dans ce dernier y par — ¥, on aura

I i o ~+ o+
T =/ Fia, B,y Rdedfdy — [Fa, B, —y)Kdudf dy,

en observant que K = K, pour p = g,.

Donc la fonction F contribue deux {ois a 'ondulation dans le meme
point (x, ¥, z). La premiére ondulation se propage suivant les lois des
ondes dans une atmosphere illimitée de tous cotés : c’est Pondulation
directe. La seconde ondulation, ou 'ondulation réfléchie, produit des
ondes dont les formes et les lois de la propagation sont celles qui ont
fieu pour des ondes provenant d’une onde initiale identique par I«
forme et les dimensions, avec 'onde initiale réelle, mais située de
Pautre coté du plan réfléchissant et symétrique avec cette derniere.

Des conclusions pareilles se rapportent aux fonctions X. Y. Z.



