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OBSERVATIONS 

SUR LA THÉORIE DU SON; 
I'm M. POPOFF, 

Professeur à l'Université de Kazan. 

§ ι. 
Réduction des équations générales du mouvement des fluides. 

Ί. La théorie des forces moléculaires a conduit M. Poisson aux 
équations générales du mouvement des fluides. Pour établir ces équa-
tions, on calcule les pressions dans l'intérieur de la masse fluide, 
d'après les formules données pour les corps solides élastiques, en 
supposant que l'inégalité des pressions autour de chaque point n'est 
que momentanée. Dans les cas ordinaires de l'ondulation de fluide, 
on peut supposer la masse homogène et partout également échauffée 
et les variations de densité très-petites pendant le mouvement des, 
molécules ; en excluant, de plus, le cas des vibrations très-rapides, 
auxquelles on attribue les phénomènes de la lumière, on trouve[*] 

I /v d'x\ dis Q {d^u d'u d*u\ 

1 /,r dIy\ dis r. (d'v d^v d'p\ 

I /„ d*z \ dis r, ίd'w d7tv d'(v\ 

( -dF— Έ
 + uTx + vT

y

 + wdé' 

K | dV dt dx dy dz 

t d* ζ dw dw dw dw 

Φ λ="' 7t=w> 

[*] Voyez le Journal de l'École Polytechnique, xxe cahier. 
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M) « = />+'A (!+. «s+ «$■+·*>§)! 

(K\ dP | d'P" f d-f I d-?w - ο 
1') dt dx dy dz 

Toutes les dérivées, dans les équations (i), (a), (4), (5), sont partielles 
et prises .par rapport aux variables qui sont écrites au dénominateur; 
x, y, z sont les coordonnées rectangulaires d'une particule du fluide 
en mouvement ; u, ν, w les vitesses suivant la direction des axes des 
coordonnées, au bout du temps t \ Χ, Y, Z les composantes paral-
lèles aux mêmes axes de la force rapportée à l'unité de masse et 
agissant sur le point matériel (χ, y, ζ) ; ρ la pression et ρ la den-
sité au même point ; β et h des constantes qui dépendent de la nature 
du fluide. On ajoute Péquation (5) comme une condition particulière 
qui exprime que la masse du fluide reste continue pendant le mouve-
ment. Au lieu de l'équation (4)j M. Poisson donne la suivante 
r . -i dp Adp [4] ^p„a

__
aa

_, 

où les différentielles dp, dp se rapportent à toutes les variables qui 
dépendent de t. Les valeurs des constantes a, k, β se déterminent 
au moyen des équations suivantes : 

les sommes s'étendant à toutes les molécules qui entourent le point 
{pc,J, z) et dont la position est déterminée par les coordonnées x', 
y', z' relatives à ce même point. La fonction φί est égale à l'unité 
pour t — o, elle varie très-rapidement et devient nulle ou insensible 
pour les valeurs de t tant soit peu sensibles. La fonction fr représente 
la force moléculaire, ou l'action mutuelle des deux molécules M 
et M' situées à la distance r; cette fonction étant positive ou négative, 
selon que la 'force sera répulsive ou attractive et n'ayant d'ailleurs 
des valeurs sensibles que pour des valeurs insensibles de r. Enfin, on 
désigne par ε l'intervalle moyen des molécules autour du point M. 
Toutes ces quantités, aussi bien que les équations précédentes, se 

X OQ 
yt.dt, /3 = a(Ar-t-K), 

R = p = ε?Σ&> k = ώΣ'9-sr' 
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rapportent au temps t. Les quantités a, β, k devraient être regardées 
comme des fonctions de x, y, z, mais nous les supposerons 
constantes, vu que les dilatations ou les contractions du fluide et les 
vitesses des molécules sont très-petites. Les sommes désignées par k 
et R ne se réduisent pas à des intégrales, parce que la fonction fr, 
dans les limites de la sommation, peut changer plusieurs fois de 
signe. Nous ajouterons à cette remarque importante de M. Poisson, 
que pour les fluides aériformes, où la fonction fr représente constam-
ment la force répulsive, la réduction des sommes précédentes à des 
intégrales est aussi inadmissible. Pour démontrer notre assertion, 
nous désignerons par Q l'angle que fait l'axe des ζ avec le rayon vec-
teur r mené du point (x, y, ζ), et par ψ l'angle de la projection de r 
sur le plan (x,j) avec l'axe des a?, ce qui nous donnera 

z'= r cos0, jr' — rsin θ sin ψ, λ = / sin 6 cos ψ. 

Décrivons maintenant du point M comme centre, et avec le rayon r, 
une surface sphérique, et partageons cette surface en un très-grand 
nombre de petits éléments ds, nous aurons 

ds — r ? sin $ d$ d<\>. 

En supposant que les sommes R et A: soient réductibles à des inté-
grales, la fonction fr pour les molécules situées à la surface ds sera 
constante, et la valeur de la somme ̂  rfr, étendue à toutes ces mo-

ds lécules, sera proportionnelle à leur nombre, c'est-à-dire à — · On 
trouve de cette manière 

R =
 67

e

Jo
 dr

'£ £
 r
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'
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d'où l'on tire 
k = — R, 

et, par suite, 
β = ο. 

La réduction des sommes R et A: à des intégrales fait donc disparaître 
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les termes essentiels dans les équations (i). Pour montrer maintenant 
l'identité des équations (4) et [4], nous observons d'abord que la 
fonction ψ t et la quantité α dans tous les cas peuvent être supposées 
positives, de sorte qu'il est superflu d'attribuer à la fonction ψ t la 
généralité des valeurs que M. Poisson lui suppose. (.Tournai de l'Ecole 
Polytechnique, xxe cahier, page 148.) De plus, pour les liquides, 
M. Poisson trouve (Mémoire déjà cité, page i5g) 

Λ- d ρ 3 dp 
ρ dt 5 dt ' 

et, par suite, l'équation [4] revient à 

'a = P + 5*' 

ce qui est identique avec l'équation (4), en y supposant h essentielle-
ment positive. 

Pour les fluides aériformes, il existe l'équation 

l6) ρΛ = ν^' 

où γ désigne le rapport de la chaleur spécifique sous une pression 
constante, à la chaleur spécifique sous un volume constant; par 
suite, Péquation [4] revient à 

ΒΓ = /,-αΐ(Ι + ίΤί)' 
ce qui est de nouveau identique avec l'équation (4), en y supposant 

h = ~ + 

Mais à présent il n'est pas facile de voir si la constante h est positive 
ou négative. 

A la vérité, des expressions pour k et Κ l'on tire 

ί = ~5^+άΣΓ!/'('')' 
et, par suite, 

1 1 -f- 27.x ? I — 2r/r 

Tome XV. —MARS I85O. 

I I 
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La condition de h positive se réduit donc à 

Σ''/'w 5 ι > — ' 

Σ-f 1 

ce qui est très-difficile à résoudre sans connaître la forme de la fonc-
tion fr. Néanmoins, si la réduction des sommes A et Κ à des intégrales 
peut être admise pour les corps aériformes comme première approxi-
mation , on aura aussi 

k = — Κ = — p, 
et, par suite, 

h > o. 

2. Pour intégrer les équations (i), (2), (3), (4), (5), il faut établir 
une relation entre la densité et la pression. En raisonnant sur cette 
relation, on observe une différence essentielle entre le cas du mouve-
ment des corps solides et celui des corps fluides. Pour les corps solides 
élastiques, la position de chaque point matériel pendant le mouve-
ment est toujours déterminée en fonction des coordonnées initiales de 
ce point; pour les fluides, cet expédient ne présenterait pas le même 
avantage, puisque dans le mouvement de ces corps l'arrangement des 
particules autour de chaque point change avec sa position dans 
l'espace. Ainsi les quantités ρ et ρ doivent être exprimées en fonctions 
des coordonnées du point de l'espace où la particule arrive au bout 
du temps i; de sorte que ces fonctions contiendront en partie les ex-
pressions de p et ρ , qui appartient à ce point pendant l'équilibre du 
fluide. Pour des températures assez éloignées de l'ébullition et de la 
congélation, on admet la compression des liquides proportionnelle 
à l'accroissement de pression. Pour les corps aériformes, du moins 
pour les pressions possibles à l'air libre, cette loi est bien démontrée : 
on peut donc poser, en général, pour un fluide en équilibre, 

(7) dp'—y dp', 

où p' désigne la densité du fluide et p' la pression correspondante; la 
constante y est la compression produite par une atmosphère. D'un 
autre côté, en faisant, dans les équations (1), 

u =z o, e = o, w = o, = o, 
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on obtient, pour l'état d'équilibre, 

_ dP' ηιΎ _ dr>' „'7 _ dP' 

Les conditions étant combinées.avec l'équation (7) donneront 

(8) p' = Dei«, 

(9) P'— 7 e>î? + H? 
où 

ζ = f (Χώ + Y rjy ■+■ Ζ <7z) 
D est la densité du fluide pour ζ = ο, e la base des logarithmes népé-
riens, H la constante introduite par l'intégration. En ne considé-
rant que le mouvement ondulatoire où les molécules d'un fluide 
s'écartent très-peu de leur position d'équilibre, il suffit de supposer 

(10) p=p'(|·— j), 
s désignant une fonction de zc, y, z, t inconnue, mais dont la valeur-
est toujours très-petite. En même temps, on peut admettre 

(ri) p = p'~~p's, 

où λ est une constante. Cette équation suppose la variation de l'élas-
ticité au point (oc, y, z) proportionnelle à la compression ou à la 
dilatation au même point. Nous exprimons cette proportionnalité 
par - et non par -» comme cela a été fait dans l'équation (7). Pour 
justifier l'expression (ti), il suffit de remarquer qu'elle résulte de 
l'équation (6), qui est vraie même pour des variations très-rapides de 
la densité , et qui nous donne 

p = \V ' 

A étant la constante de l'intégration. En y substituant l'expression 
de ρ donnée par l'équation (10) et négligeant les termes proportion-
nels au carré et aux puissances supérieures de s, on aura 

p = (p'Y' ' (v-^p'Î)· 

Le coefficient (p')'/ 1 ou, ce qui est la même chose, eu ' , peut 
I !.. 



84 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

être regardé comme une quantité constante; par suite, on retombera 
sur l'équation (ι i). 

5. Dans la théorie de l'ondulation des liquides et des fluides aéri-
formes, on suppose ordinairement les vitesses M, P, w et leurs dé-
rivées partielles très-petites, et c'est pourquoi on néglige les carrés 
et les produits de ces quantités. Admettant cette supposition et substi-
tuant dans les équations (i), (4), (5) les valeurs de p et p données par 
les équations (io) et (ι i), on aura 

Ϊ = ;(| + Α^)-'·γ + λΥΗ4Ι) 

p / d2 u d2 u d2 u \ 
?' dy2 dz2 / ' 

(la)

 Ϊ = ;(| +
 Α
^)-'·

γ
 +

 λΥ
Η

4
Ι) 

β / d*v d-v d*v \ 
p' \ dx2 dy2 dz7 j ' 

λ-(*L + h-^ù -sZ + λΖ (s + h~) 

p /d2w d2w d2(v\ 
' " p'\dx2 dy* dz? j ' 

03) * = *
 +
 *

+
-j4-,(«x

 +
 .y

 + w
z), 

où l'on peut considérer la quantité p' comme constante. Dans les 
cas ordinaires de la théorie des ondes, il suffit de supposer 

X = o, Y = o, Z = g, 

en désignant par g l'intensité de la pesanteur qui agit dans la direction 
de l'axe positif des Z. Si l'on rejette les termes proportionnels à la 
quantité β et qu'on remplace la fonction j par une autre fonction φ, 
telle que 

(i4) s = ye-siz, 
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on aura, au lieu des équations (12) et (>3), les suivantes : 

l Λ=ΛΛ +h-*-Je-'"> 

1 dt η \dy dt / 

/ d.«\ 
U = ;\i + i"F/ e"?"s - ̂ e~snz ; 

^ a —e (s;+ & +118W) ' 

Enfin, si l'on différentie les équations (i5) et (16) par rapport à x, 
γ, ζ, t, et qu'on les ajoute, il en résultera 

/ . „d9 _\(d2<f d'y rf'y\ 

('7) Λ.ΪΙ d.tx d.<r,\ 

et, au lieu des équations (10) et (u), on aura 

Ρ = Ρ'~Δ> P = P'~l±, 
où l'on fait 

Δ = p'tpe—g**. 

§ II. 

Sur la propagation des ondes dans une atmosphère indéfinie. 

1. Dans ce paragraphe, nous supposerons les forces Χ, Y , Ζ égales 
à zéro, afin que la densité du fluide dans son état d'équilibre soit 
constante. De plus, nous négligerons, dans les équations (12), les 
termes proportionnels à la quantité β, soit qu'on supposera les diffé-
rences *—·> etc. , des quantités très-petites du second ordre, ou 
qu'on admettra par approximation j3 = ο. Il s'agit donc d'intégrer les 
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équations aux différences partielles 

du „ds ' dx 

dt dy dt " 

dî~n 5F+ κ ~ώ~' 

ds du dv dw 
fô) dt dx dr dz ' 
où l'on a fait 

„ λ Λ λ rr — -» κ = — » η 
Mais , par une combinaison toute simple des équations (a) et (b), on 
déduit encore celle-ci, 

8 (O d2s g /d^s d2s d2s dt2 W \ dx2 d/2 rfa 0 f as ,Ld¿ \ dt d. 

On n'a donc qu'à intégrer cette équation (i), et mettre ensuite la 
valeur trouvée de s dans les équations (a) pour déterminer, au moyen 
d'une intégration, les valeurs de u, t>, tv, de manière que leurs 
expressions deviennent des fonctions arbitraires pour t = ο : 

(a) u
0
 = ψ(.τ, j, z), v

0
 = <p(x,jr,z), w

0
 = χ (χ , j, ζ). 

Il faut y ajouter encore une quatrième fonction arbitraire pour ex-
primer la valeur de'i, correspondante à t — o, et que nous expri-
merons ainsi : 

(3) · s
0
 = F {x, y, z). 

Quant a la quantité -j i pour t = o , on a 

W \dtjo ~dx,dj dz' 

On satisfait à l'équation (i) en~posant 

s = ̂  (Ae^'( + Be?"') cos α [χ — a) cos b{y — β) cosc (ζ — γ)·. 
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a, b, c, a, β, ·/, A, Β étant des constantes arbitraires, dont les deux 
dernières peuvent être considérées comme des fonctions arbitraires 
des autres; ξ' et ξ" sont les racines de l'équation 

ψ + (a2 + b2 + c>) (κξ -t- «a) = o. 

Si l'on néglige le carré et les puissances supérieures de la quan-
tité κ, et que l'on pose 

μ2 = a2 + b2 + c2, 
on aura 

ξ'=~ ί + ̂ V-L 

ξ, _ _XJL'_ 
par consequent, 

s- = ̂ e~L'"!< (Acos/zp-i -+- Bsinnp.£)Q> 
où l'on a lait 

Q = cos a [x — a) cos b [χ — |3)cos c (ζ — γ), 

et où l'on a écrit A et B au lieu de A H- B et de (A — B) y — ι · 
Les sommes se rapportent aux constantes arbitraires, et, pour une 

masse indéfinie, elles peuvent être remplacées par les intégrales 

ν = Ι ι I f I e-(A cos ημί-Λ- Β sin ημί) Q da db de da. άβ dy. 

Enfin, si l'on détermine A et B de manière à satisfaire aux équa-
tions (a), (3), (4), et qu'on écrive, pour abréger, un seul signe d'inté-
gration , on aura 

λ = ~ J" F(a,/3,y)e
-

" = (cos η μ t -+- j Q dadb de do. dfi dy, 

+
 ̂  Ï!LÎ££ Q z M de da dp dy, 

+ ^
 Q dadb de do. άβ dy, 

_l_ iL Γχ P> τ) Q da db de dadl3 rf"/. 
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2. Occupons-nous maintenant de la réduction de l'intégrale 

ffffff Ψ(α;
3

β' Q àa db de da dp dy = X. 

Les indéterminées a, b, c peuvent être regardées comme trois coor-
données indépendantes;, en les changeant en trois autres, μ, 9, ω, 
telles, que a = μ cos 9, b = μ sin 0 sin ω , c = μ sin 6 cos ω, nous 
aurons 

X = J J Jff^
 e 'χμί ^η^Ρ·2άμ ^0 dw άαάβ dy, 

où l'on a fait, pour abréger, 

R = (,r — a) cos 9 -l· (y — j3) sin 9 sin ω + {ψ— γ) sin θ cos ω. 

Mais, d'après les formules connues, on a 

f f cos uR sin 9 d9 d<ù = , 

J e~ ϊ*ρ·*1 sin ημί sin μράμ = ^ — e "J, 

en posant, pour abréger, ρ2 = (jc — α)2 + (y — β )2 + (ζ — γ)2; par 
conséquent, 

(X) X = - e f f e~**~'(e * — e~ x ) άαάβάγ. 

Les termes qui contiennent les fonctions φ et χ admettent des réduc-
tions pareilles, de sorte que si Ton fait, pour abréger, 

m *=fff*^·' ^d
·" 

(Ζ) Z = —e f f f—' ^ ΐ') e aj(i(ex — e * } άαίίβ dy, 

m T=1'*7)<*">»<<* 

T' = yyy
f S f ^

5

''
 s2H^JtL Qdadb de άν.άβ dy, 
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on aura 

, . dT dT dX d\ dA 

où l'on fera t' t après avoir exécuté ia différentiation sur la fonc-
tion T'. Cette fonction T' donnera, après la réduction , 

(Τ") 'Γ— ''—— Γ Γ rihih.ll (Γ (e7F _ e \dcnd^dy. 

en observant que 

J p— 4-*.«' ι' sin n pi sin pp dp — ^ y ^ρβ '■ut' 2"'^<?χί—e *' J* 

Si les fonctions F (oc,y, ζ), ψ {se, y, ζ), y {se,y, ζ) sont dévelop-
pables en série de Taylor, il est facile de réduire les expressions de 
Χ, Y, Ζ, T aux intégrales doubles. Nous allons exécuter les calculs 
pour la fonction T. En posant 
α = a: + ρ cos ρ, β = y -t- ρ sin ρ sin q, y — ζ ο sin ρ cos q. 

on aura 
da άβ dq — o2 sin ρ dp dp d<j, 

Ϊ— j./.X/ Fi'.r 4-p cos/5, r-t-r- sin /;sin q, z^- ρ sin/>cos q\ c ixf I <? "— e * f f> sin ρ dp tip <fq. 

La fonction sous le signe d'intégration est formée de deux termes dif-c n 
fërents T, et T

2
, dont le premier contient la fonction exponentielle e * , 

_py 
et le second la fonction e " , de sorte que 

T = Tt -t- T„. 

En posant pour le premier terme, 
ρ = nt -t- ω y u κ t. 

ce qui donnera 
ω = — a pour s = ο, a — : · 

ω = ce pour ρ — ce , 
Tonte XV, — Mar& l85o. I 5. 
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nous aurons 

T,=w4 1 

— ρ / W'pi/w / / Ψ sin ρ ώ du, 

ou l'on a fait 
ψ = F (λ· -t- ρ cos ρ, y ρ sin ρ sin ο , ζ -+- ρ sin ρ cos ο). 

Mais, en vertu des limites de l'intégration par rapport à ρ et q, on 
peut, dans la fonction Ψ, poser — ρ au lieu de ρ ; après quoi l'ex-
pression de T, se déduira de T, par le changement de la limite w = -λ 
en w = - χ ; par conséquent, 

T., — —î—τ-, f pdw f f Ψ sin ρ dp dq 

~ 7 7~ I pda Ι Ι Ψ sin pdpdq, 

et, définitivement, 

:>■ Τ:--- -·- Ι <~'Λ pdt,> J I F(x -t-a cos p, r + ρ sin/j sin y, ζ -+- a sin ρ cos q) sin/■ dp dq , 

en faisant 
ρ = ni ■·+- ω y ι κ t. 

Si l'on développe la fonction F en série de Taylor, suivant les 
puissances de la quantité ωγΑκί, et qu'on pose, pour abréger, 

L = F (x -+- nt cos ρ, γ h- ni sin ρ sin q, ζ ni sin ρ cos ry), 
on aura 

w = L
 /LsmpdrJfi<r

^*J^i £
 i2

[
d
Jt)^nPdPd(l· 

en négligeant les termes proportionnels au carré de la quantité κ, et 
en ayant égard aux formules 

/ β~ " ω-" du — 1 v'ff 5 / e " "+f dco = o. 

Les fonctions X, Y , Ζ admettent aussi une pareille réduction; T' se 
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déduit de Τ par le changement de κ en -- > par conséquent. 

'Γ r-.· / r 81* ρ'άω Ι I F(x + o'cosp, y -f- o' sin/ι sin //, ?</sin /> ros 17 ) si» <fp dq, 

OU 

p' = ni -4- ωγ'ΐκί'. 

De plus, le développement de la fonction F suivant les puissance.-
de Ό \ ·>. κ / donnera 

T
' ̂  4

L

r
 £' £ "thsmpdpdq + t2 { ̂  j sinpdpdq ; 

par conséquent, 

8 (?) = si' X' '* (?) *>/>*<<»· 

3. Ainsi nous avons réduit les intégrales des équations [a] et [h) 
aux suivantes : 

_ (ΙΊ dΤ' ( //X rfY dZ 

" = Ψ
 (

*>
 2

) -
 7{1

j
o

 (l
 + h

 -Λ")
 Λ

' 

e = φ (X, J, z) H- ,jf (j
;

 + dt, 

w= χ (*, ζ) + n
2

J^ (| + Λ-f
2

) dt, 

où les valeurs des Χ, Y, Ζ, Τ, T' sont données par les formules (X . 
(Y), (Ζ), (Τ), (T'). L'expression pour X, par exemple, sera 

nr t *2x p* / p« f">\ {e'-e'', dud fi d■/, 

en posant 
p2 — (x — α)2 + (y — /3)2 -+- (ζ — γ)2, 

12.. 
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011, sous cette autre forme, 
/*-hto r»7r /*0.7: 

x~: -- / e~~'"\dv I j + pcosp, y + ρ sin^sin q, z ρ sin ρ cos g) sin ρ dp dg . 

en posant 
ρ — nt -t- ω \ji y. t. 

De même, l'expression de T' sera 

T'= — / e~"" ράω Ι I F [x -+- o' cos ρ, γ-h o'siap sin g, ζ -+- ο' sin/>cos g) sin/) dp dg, 

OÙ 
o' = «e -F- « \j7.yt'. 

Il est facile de vérifier que les expressions de s, u, ν, <v, pour t — o, 
sont identiques avec les fonctions arbitraires données. 

En faisant, en effet, t — ο, on aura X = o, 

rfx ,, , 

—— dm Π ψ (.r -+- ρ cos ρ, γ -+- ρ sin ρ sin g, ζ -t- ρ sin ρ cos g) sin ρ dp dg ; 

et si l'on remplace dans le dernier terme ω par « \jt, on obtiendra 

— = ψ (x, jr, z). 

On trouve de la même maniéré 

= o, pour t = o, 

de sorte que les équations 

s
0

— F (x, y, z), u
0
 = ψ {oc, y, ζ), v

0
 = ® ( <·, y, ζ), tv

0
 = χ y, ζ), 

et les équations (4) sont satisfaites. 
Les fonctions F, ψ, φ, χ peuvent être continues ou discontinues, 

mais elles restent finies pour des valeurs finies de x, y, ζ et s'anéan-
tissent pour 

χ = ±z oo , y — ±:oo , ζ = ± co . 

Quand ces fonctions ne sont différentes de zéro que pour les valeurs 
très-petites des variables; alors, dans les expressions des X, Y, Z, 
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Γ, "Γ pour un point {x,y, z) très-éloigné de l'origine des coordon-
nées , on pourra poser 

ρ2 = x2 -h y2 -4- z5 = ;■% 
et, par suite , 

;q. \ = . 

où Β représente une fonction de χ, y, z, qui ne dépend pas de t. 
On conclut de l'équation (9} que la fonction X varie, suivant la même 
loi. pour tous les points [x,y, z) qui sont également éloignés de 
l'origine des coordonnées, el qu'elle a des valeurs réelles pour tous 
les points de la masse indéfinie, quelque petit que soit t. 

En observant que 

dx x , , ο , 

nous aurons, pour déterminer le temps t correspondant à la valeur 
maximum de X, 

11112 -h ni — ,'·2 = υ , 

d'où l'on tire, en négligeant les quantités proportionnelles au carré 
de a , 

1 o) /· = nt -f- — · 

Les mêmes conclusions se rapportent, aussi aux. fonctions Y, Z. Ob-
servons encore qu'en j—sint ρ = r, et changeant t' en θ, on pourra 
écrire, au lieu de l'équation (T'), celle-ci: 

r X· 4 \'· '' 

où l'on a fait 

n-1
 (

 r7 r/rl 2 y ' 2 χ χ ' 

r, n· f- r- nrt 
* 1 χ 2 χ κ 

^ Γ Γ Γ ^ (α> 7/ da. dp dr/ 
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Lu différentiant cette formule, nous aurons 
" β 

dO ~ \ ¥ ~~ 20 J \ F ~ âô/ ' 

et si l'on fait 6 — t, comme l'exige l'équation (s), on a 

-ΤΓ = f H2r + r-xiHr · nrs /·. 

en faisant, pour abréger, 
nr nr nr η 2 ni i r-

ψ r = c y- — e ' ; φ r = e" ■+■ e '■ ε = e 2y '2y ' ■ 

En différentiant de nouveau par rapport à t, on a 

, dr
. 

- -ÎL — ■———\{η'Ρ — r' ■+" 3 ». ri —■φ e H- (n't-— r-) ψ/' — Art ri'i — r> + 3xti - ' j 

Mais la différentiation immédiate nous donnera aussi 

df ~~ 2* fi ft I V 2*' } 

par conséquent, la condition du maximum de la fonction 
d T dT 
Ht ~ <1'dtr" 

qui est égale à 

A κ t — 3df ~~ 2* fi ft I V 2*' } 

sera 

[r- — 4nt^~ -r- 3n2t2 — nt^j (n2t2 — r2 -+-3y.t) -r axifr2 ~ 3ri112> = o. 

Pour κ = ο, cette équation donnera deux racines positives r = ni 
et i' = 3 ni. Ayant admis la première de ces racines, nous poserons, 

pour la seconde approximation, 

r = nt -—— ; 2 nt 
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et , en observant que 

A κ t — 3df ~~ 2* fi ft I V 2*' } 

ou, si l'on néglige les termes proportionnels à κ2, 

V'· ~ π Jo ~ " < U ~~ ' ' 

011 aura 

( yi— — 3 κ < ^ — cf.- + α κί.2 η2 ί2 — 6κ2 /2 — ο : 

par suite, la relation définitive entre / et t sera 

m) r — ni ± \y.t, 

en négligeant, les ternies très-petits du second ordre. Nous ne discu-
terons pas l'autre racine de l'équation précédente, parce que l'expé-
rience n'a pas prouvé, jusqu'à présent, l'existence d'une onde sonore 
douée de la vitesse 371. 11 est donc démontré, par l'analyse précédente, 
que, dans une atmosphère élastique et indéfinie, le mouvement ondu-
latoire commence aussitôt pour tous les points de la masse , quelque 
petit que soit le rayon de l'onde initiale. Mais la variation de la densité 
et les vitesses, étant insensibles en dehors de l'onde initiale pour les 
premiers instants du mouvement, acquièrent des valeurs maxima 

après un intervalle déterminé du temps, et s'annulent peu à peu après 
cette époque. La propagation de l'onde douée de la plus grande va-
riation de densité dépend des causes initiales d'ébranlement. Si les 
vitesses initiales sont communiquées immédiatement à quelques molé-
cules du milieu, sans que la densité de ce milieu ait subi une variation 
quelconque, l'expression de s ne renfermera que les fonctions X , Y , /.. 
Dans ce cas, la propagation de l'onde sera uniforme, mais l'expression 
de l'espace parcouru contiendra un terme constant et proportionnel à 
la quantité κ, qui, étant déterminée par l'expérience, donnera la va-
leur de la constante h introduite dans les équations générales (a) et (b). 
Si l'ondulation est produite par une variation de la densité dans 
quelques endroits de l'atmosphère, et si les vitesses initiales des molé-
cules sont nulles, il y aura deux ondes à maximum de la variation de 
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densité : la première se propagera avec une vitesse qui croît propor-
tionnellement à la racine carrée du temps; la seconde se propagera 
avec une vitesse décroissante dans la même raison, de sorte qu'au bout 
du temps t ces deux ondes s'éloigneront à la distance isjv.t. Mais cette 
distance, aussi bien que la valeur de la fonction même 

rfT dT 
~dt -

diminuent indéfiniment avec la quantité κ, et deviennent égales à zéro 
pour κ ■= ο. Donc , pour les points qui sont très-éloignés de l'onde 
initiale, la fonction F(x,y, ζ) ne contribue pour rien à la variation 
de la densité; de sorte qu'il restera 

__ dX dY dZ 
dx dy dz 

Nous avons vu que les fonctions Χ , Y, Ζ, Τ, T' s'expriment par des 
intégrales définies triples. Le même nombre de signes intégrais en-
trera dans l'expression de s, tandis que e, w s'exprimeront par 
des intégrales quadruples. 

En supposant κ == ο, on obtiendra 

u — ψ (χ, r, ζ) ■+ η2 j ' ,it. 

V — ψ (χ, r, ζ) ■+ η2 j ' ,it. 

W=— ψ (χ, r, ζ) ■+ η2 j ' ,it. 

> — — J j r iî ntcosjj, r -t- rit sin ρ sin q, ζ ■+■ nt sin/< cosy !dp dy 

-4- — Ι Ι Ψ (x-+- ntcosjj, y -+- ntnap sin q, ζ ■+ ntsmp cos q) t smyj dp dq, 

où , en place de 

d Ψ ί-r, y , z) dq(x,y,y ^ 'Ιχ > . ■ . ·. 
dx dy dz 

on a écrit, pour abréger, ψ {χ, y, ζ κ Ces équations sont identiques 
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avec celles que M. Poisson a données dans les Mémoires de l'Institut 

( tome X ). 

ί. La supposition p = r, que nous avons admise pour simplifier les 
expressions de Χ, Y, Ζ, Τ, Τ', réduit l'onde initiale à une sphère très-
petite, ou, pour ainsi dire, à un point; c'est par cette raison que les 
termes dépendants des dimensions de l'onde initiale ne sont pas entrés 
dans les équations (to) et (ι t). Pour conserver ces termes, il tant 
transformer les expressions citées de Χ, Y, Ζ, Τ, T' de manière que 
la position de Tonde initiale soit déterminée relativement au point 
(χ, γ, z). Transportons l'origine des coordonnées dans ce point et 
remplaçons les coordonnées rectilignes par les coordonnées polaires, 
en posant 

α = χ -i- ρ cos ρ, 

β = j + ρ sin ρ sin <j, 

y = ζ -hp sin ρ cos q , 

ou ρ désigne l'angle que fait Taxe des χ avec la ligne ρ menée du 
point (x,jr, 2} au point (α, β, y), q est l'angle formé par la projection 
de ο sur le plan (yz) avec Taxe des z. Passons à un autre système 
d'axes rectangulaires, et désignons par a, a,, a

2
 les cosinus des an-

gles que le nouvel axe des χ fait avec les axes initiaux; b, b,. b
2
 et 

c, c,, c
2
 ont des valeurs correspondantes pour les nouveaux axe-. 

desy et des z; soient de même p' et q' les nouveaux angles polaires, 
on aura 

cos ρ = a cos ρ' -h b sin ρ' sin q' -h c sin ρ' cos q ', 

sin ρ sin q = a, cos ρ' ~+- b, sin ρ' sin q' -h c\ sin ρ' cos q', 

sin ρ cos q = a
2
 cos ρ' -+- b

2
 sin p' sin q' + c

2
 sin p' cos q'. 

da dβ dy — ρ2 sin p' dp' dq' dp. 

f.'intégrale X prendra la forme suivante: 

Χ -7—/ r 2/£ y ρ * J rido Ι ιiij' I s(i-rocos /ι, y t - ο sin ρ sin if, ζ -r , sin cos ./) sin 

ou a désigne la plus grande valeur de ρ'; r, et r
2
 sont la plus grande 

fomn XV. — MARS I85O. 
i 3 
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et la plus petite valeurs de p, pour lesquelles la fonction φ n'est pas 

nulle. La fonction e 2i". ρ ne change pas de signe entre les limites 
d'intégration , par conséquent, 

x=— le fdi" 

où M représente la valeur de l'intégrale 

. ρ f dq' f \ e'■ — e * 1 φ ρ cos y?, y -f- ρ sin ρ sin q , ζ -+- ρ sin y; cos y ) sin ρ dp . 

pour la valeur moyenne de ρ entre r, et r.
2

. De plus, comme 

X r, _ Γ _ LL Ί' 

on aura l'équation 

(M) X = κ M I e 7/. ι — e 3<i e a* yt» 

et sa différentielle 

= ai>î*f)-e 3l" (r| - na + χ <)]> 

d'où l'on tire , pour la valeur maximum de la fonction X, la condition 
suivante : 

/ \ ~ 2S/"| -f- ε 

OU 

r2 = r, -+- s, 

ce qui est identique avec l'équation (io), si l'on néglige les quantités 
proportionnelles au carré de 8. En retenant les quatre premiers termes 
du développement de la fonction exponentielle dans l'équation précé-
dente, et supprimant le signe de r,, nous aurons 

= + (/3 ~«a^ + Kd+ (1ι:»γ±*ί\ ·. 
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et si, dans les termes ajoutés, on pose, par approximation, 

/ * =r: ή1t2 -4- κ /, 
on obtiendra 

U r—nt + — ' ), 

ce qui nous conduit de nouveau à un mouvement uniforme de l'onde , 
du moins pour des valeurs de t très-considérables. Si le nouvel axe des 
χ passe par l'onde initiale, et si le point (χ, γ, ζ) est assez éloigné 
de cette onde, de sorte que l'angle σ reste toujours très-petit, on aura 

cos p= a, sin ρ sin q = α,, sin ρ cos q = a., ; 

el la valeur de l'intégrale M sera 

4 >> V 2 z 

La valeur de la fonction X est donc proportionnelle à σ2, c'est-a-dire 
à la base du cône qui enveloppe l'onde initiale. Différentiant la fonc-
tion X deux fois de suite, nous aurons 

=— f(rf — n2t2 -+■ xt)2 — 4 *t(r J — n2t2 -+- κί) -s- a κ/· 2 (κ — -in11) j, 

1 _____ ^,-2 — tpt2 κ t)2 — 4κί) r \ — n312 ■+■ κ l) -t- Η<'(κ — in21) J. 

La condition pour le maximum et le minimum de X . 
/-* r'' 

e 2"'(/, — n2t2 -t~ κύ = e '(r\ — n212 ^ κ t ). 

étant combinée avec l'inégalité 
— ;·? — /·. 

e >e 

donne 
/·'; — n212 -ι- κ t < r2 — n212 -f- κ t. 

LU. 
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et, par suite, 

IF <° '! 

d'où il résulte que la condition précédente se rapporte nécessairement 
au cas du maximum. Il nous resterait à trouver la condition du 
maximum de la fonction 

dt ^ dt' 

en y conservant les termes proportionnels à ε et ε2; mais cette dis-
cussion , il nous semble, serait trop longue pour avoir sa place ici. 

§ III. 

Réflexion du son sur le plan. 

Lorsque l'atmosphère élastique est terminée d'un côté par un plan 
fixe , ce plan réfléchit l'onde sonore, de manière que la normale à 
la surface de l'onde , avant la réflexion , et la normale à la surface de 
cette onde, après la réflexion, font, avec le plan réfléchissant, deux 
angles égaux. Pour donner une démonstration générale de cette loi 
d'acoustique, prenons le plan réfléchissant pour le plan des coor-
données (χχ) ; la condition que le mouvement normal à ce plan 
s'annule au contact avec lui sera 

ds w = o ou — = o, pour ζ = o. 

If expression de s ne changera pas de forme, et l'on aura 

dr r d"i dx dY d ζ 
S — — — 2 —7-7 H- —: }- —j i~ —j~ '1 

mais , pour que les fonctions Τ, Τ', Χ, Y, Ζ satisfassent aux équations 

(ddli d.'1 ' ,/.i ' \ 

ds 
— = O , pour Ζ = Ο , 
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et se convertissent en fonctions arbitraires qui sont données pour 
toutes les valeurs des variables, comprises entre χ — — ce , γ = — zc 
et x = co , y — co , et seulement entre ζ = ο et ζ = co , par les 
équations 

— ι y■> ~)ι x„ — ^ι Yo — ®— ο, 

\ dt) 0 dt \ dx dy dzj 

[~dï)
0
 U)

0
=X^';·' 

il faut supposer 

Γ1 x ,j '■ / M 30 CC | -r- -

Τ'— Ι F' (a, p, 7) '·' -· cos α ·,χ — ϊ) cos b ( y — p) cos CJ cos c7 da db de dx dp dy . 

Χ — Ι ψ (χ, S, y) r — cos η <χ — a) cos ί> ( > — ρ i cos cz cos cy da db de do dp dy 

Υ = - I » 8, 7 ) e cos « fx — χ) cos bi Y ■— 3! cos cz cos cy da db dc dx db dy . 

/■ ~ f X i.*> P, 7) '' ^cos « (,r — a) cos b (y — p) sin cz sin cy da db dc dx dp dy . 

où l'on a désigné, pour abréger, les limites arbitraires des a, β, y 

par les signes — et —f-. 
En observant que 

cos cz cos cy = - cos c — y) -+- - cos c [z ~t- y\, 

sin cz sin cy — i- cos c {ζ — y) — ^ cos c (z- -h y), 

ei faisant usage de l'analyse des paragraphes précédents, on aura 

'4 77 y'77 V-f V «/ «/ L. \ ? / , Ρ' / -- f 

OU 
ρ2 =(x - a)2

 + i / — β)'- + ίζ — y)2. 
= (fr — a)2 -h ( j ~ β)2 -r {z — yi2· 
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Pour X et Y on obtient des expressions pareilles. On trouve de meme 

ρ ni pnt\ / ptnt Ριηί \ 

si l'on écrit, pour abréger, l'expression de Τ sous la forme suivante : 

'Γ = / F (α, β, y) Κ άσ.(1β dy + f F (a , j3, γ) K4 da r/β dy, 

ou Κ représente le terme qui contient ρ, et R, le terme qui contient ρ,. 
et qu'on remplace dans ce dernier y par — y, on aura 

Τ — /F {μ, β, y) R άσ. άβ dy — f F (α, β, — y) R da dβ dy, 
-- — O — ο 

en observant que R = R, pour ρ = p,. 
Donc la fonction F contribue deux fois à l'ondulation dans le meme 

point (x, y, z). La première ondulation se propage suivant les lois des 
ondes dans une atmosphère illimitée de tous côtés ; c'est l'ondulation 
directe. La seconde ondulation, ou l'ondulation réfléchie, produit des 
oncles dont les formes et les lois de la propagation sont celles qui ont 
lieu pour des ondes provenant d'une onde initiale identique par la 
forme et les dimensions, avec l'onde initiale réelle, mais située de 
l'autre côté du plan réfléchissant et symétrique avec cette derniere. 

Des conclusions pareilles se rapportent aux fonctions X. Y. L 


