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LLLULINY
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MEMOIRE

Sur les wibrations des gaz dans des tuyaur cylindriques,

coniques, etc.;

Piar M. J.-M. C. DUHAMEL.

{Présenté 4 ’Académie des Sciences, le 8 avril 183q.}

Les diverses questions traitées dans ce Mémoire se rapportent prin-
cipalement au mouvement vibratoire des gaz renfermés dans des
tuyaux cylindriques ou coniques.

L’objet que je m’étais proposé¢ d’abord, en commencant ces recher-
ches, avait été de lever quelques doutes exprimés par M. Dulong, sur
la vitesse de propagation du son dans les gaz renfermés dans des
tuyaux, et sur I'influence que pouvait avoir sur le ton le mouve-
ment des molécules dans le sens perpendiculaire a I'axe du tuyau.
Ces questions en ont amené d’autres que je vais indiquer succincte-
ment, ainsi que les conséquences principales auxquelles elles m’ont
conduit.

Les équations dont jai fait usage sont celles que 'on emploie ordi-
nairement dans I’hydrodynamique, modifiées, comme on le sait, par
la chaleur développée par la condensation.

Je les ai d’abord appliquées au mouvement de Iair dans un tuyau
cylindrique, indéfini dans les deux sens, et de forme quelconque.
M. Poisson, dans son premier Mémoire sur la propagation du son
dans Iair indéfini, considére, au lieu du mouvement de chaque mo-
lécule, le mouvement moyen de celles qui composent une méine
couche sphérique, ayant son centre en 'un des points de la partie
tres-limitée du fluide, que 'on suppose primitivement ébranlé. Dans

Tome XIV. — Feveier 1849 7
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le cas d’un tuyau cylindrique, c’est le mouvement moyen dans une
section droite que je considére; mais il y a ici une difficulté de plus,
provenant de la paroi du tuyau, qui oblige les molécules en contact
avec elle a ne pas s’en séparer pendant tout le mouvement. En intro-
duisant cette condition, et supposant une forme arbitraire 4 la section
droite du tuyau, j’ai démontré que le mouvement se propagera dans
Pair qui y est renfermé avec la méme vitesse que dans Pair libre. D’ou
il résulte évidemment que la vitesse de propagation n’est pour rien
dans la différence observée entre les résultats de Pexpérience et ceux
du calcul.

La méme analyse conduit 4 une autre conséquence qui mérite
d’étre remarquée.

Lorsque Pébranlement primitif, suppos¢ d’une tres-petite étendue,
s'est propagé jusqu’a la paroi du tnyau, il s’y réfléchit, revient sur
lui-méme, se réfléchit de nouveau, et ainsi de suite indéfiniment.
La propagation a lieu en méme temps dans le sens de la longueur,
et le mouvement va en s’affaiblissant constamment sans s éteindre
complétement dans aucune des sections par lesquelles il a passé. Or
il est a remarquer qu’a partir de P'instant ot une section quelconque
est atteinte par le mouvement, la vitesse moyenne des molécules
qu’elle renferme, estimée dans le sens de la longueur du tuyau, con-
serve une valeur différente de zéro, pendant un temps déterminé qui
est le méme pour toutes les sections; et qu’ensuite cette vitesse
moyenne reste nulle indéfiniment, quoique le mouvement ne soit pas
anéanti dans la section. Cet intervalle constant est égal au temps que
Pépaisseur de Pébranlement primitif met a traverser la section; il a
pour valenr cette épaisseur divisée par la vitesse de propagation du
mouvement.

Aprés avoir déterminé la vitesse de propagation du mouvement,
jai calculé le mouvement méme de chaque molécule en particulier,
en supposant que la section droite du cylindre indéfini soit un cercle,
et que, pour les points d’'une méme section, 1'éiat initial ne dépende
que de la distance 4 'axe. La solution est donnée par deux séries
d’intégrales définies doubles. J’ai examiné, en particulier, le cas ou
le mouvement est le méme dans toutes les sections, et dirigé dans le
sens des rayons. Le systéme repasse périodiquement par les mémes
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etats quand on ne considere que I'un des mouvements simples,
dont la superposition forme le mouvement le plus général. Les
nombres de vibrations exécutées pendant un mneme terops, dans ces
différents mouvements simples, sont proportionnels aux racines d’une
équation transcendante. Les surfaces nodales correspondantes a cha-
cun de ces mouvements sont déterminées tres-simplement au moyen
des racines de cette méme équation. Les distances de ces surfaces
consécutives ne sont pas les mémes, et elles conservent les mémes
rapports entre elles quand on fait varier le diametre du tuyau; elles
sont proportionnelles a ce diametre , ainsi que la durée des vibrations.
Je passe ensuile au cas d’une application plus immédiate, ou le
tuvau est limité dans les deux sens, et je cherche Vinfluence que les
mouvements perpendiculaires & ’'axe peuvent avoir sur le son produit.
e mouvement le plus général est représente par des séries de
mouvements simples superposes, qui correspondent chacun a un son
unique. Le plus grave de tous est celui que la théorie connue avaif
donné, et qui differe tres-peu de celui que donne I'expérience dans
des tuvaux (lont la largeur est tres-petite par rapport a la longueur.
Le plus grave apres celui-ci est tellement élevé au-dessus de lui,
quand il y a des mouvements perpendiculaires a 'axe, que 'on peut
affirmer que de pareils mouvements ne sont pour Iien dans la diffe-
rence qui existe entre lexpérience et la théorie quon lui a comparee.
Je suis parvenu a des conséquences semblables en considérant nmn
tuyau prismatique au lieu d’un tuyau circulaire.
Je passe ensuite au mouvement de ’air dans des tuyaux coniques.
l.a premiére question que je traite est celle de la vitesse de propa-
gation du mouvement, en supposant Pébranlement primitif entiere-
ment arbitraire. La surface conique a pour directrice une courbe
fermeée quelconque, et la question se trouve ainsi traitée de la ma-
niere la plus générale. La difficuli¢ était plus grande dans ce cas que
dans celui du cylindre. Mais je suis parvenu a la surmonter, et yai
démontré que, dans ce cas général . la vitesse de propagation était la
méme que dans un milieu indéfini. On reirouve encore d’autres re-

sultats analogues a ceux qu'avaient offerts les tuvaux cylindriques
wndeéfinis.
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Jai encore cherché cette vitesse de propagation pour 'air compris
entre deux plans indéfinis, en partant d’un ébranlement arbitraire.
l.e résultat a encore été le méme. :

Jétudie ensuite les sons rendus par des tuyaux d’une grandeur
finie, ouverts ou fermés aux deux extrémités,, ou bien ouverts 3 Pune
quelconque des deux, et fermés i autre.

Daniel Bernoulli s’était occupé de cette question dans P'important
Mémoire que tous les physiciens connaissent. Mais il v’a fait le calcal
que dans le cas particulier ou la plus petite base est nulle, et ou, par
conséquent, le tuyau a la forme d’un cone entier. Il reconnait ne
pouvoir appliquer son analyse au cas général ; toutefois il considere
certains troncs de cone particuliers. Ce sont ceux que 'on pourrait
détacher du cone entier, en le coupant soit a2 un ventre, soit 4 un
noeud, suivant que lextrémité devra étre ouverte ou fermée. Mais
quoiqu’il ait soupconné que certains résultats devaient avoir lieu pour
tous les troncs de cone, il ne I’a pas démontré; et, pour la plupart des
conséquences, elles n'étaient pas susceptibles d'étre étendues par ana-
logie, parce que leurs lois n’étaient pas assez simples.

Enfin, je considére en dernier lieu les sons que rendrait un tuyau
formé par quatre faces planes, dont deux seulement seraient paral-
leles. T.es surfaces nodales et les ventres dépendent alors de la résolu-
tion d’équations plus compliquées que dans les cas précédents. Lors-
que des expériences exactes auront été faites sur les points nouveaux
traités dans ce Mémoire, je m’empresserai de les comparer aux résul-
tats indiqués par mon analyse.

Equations genérales.

L. Cas des gaz. — Soient, dans I'état d’équilibre, D la densité du
gaz, qui sera, par exemple, lair atmosphérique, celle du mercure
étant prise pour unité; Po sa force élastique, g la gravité et A la hau-
teur barométrique ; on aura

Po = gh.

Désignons par p la densité variable de Pair en uu point quelconque,
par p sa pression, et par v sa condensation ; de sorte que lon ait,

" P PRV D 00 i
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pour une température égale a celle de I’état naturel .
p=gh(1+ 7.

La condensation positive ou négative développe une quantité de cha-
leur positive ou négative, qui éleve la température d’une quantité de
méme signe, que 'on peut regarder comme proportionnelle 4 la con-
densation, du moins quand elle n’est pas trop considérable. Cette
élévation de température produit, dans la force élastique p de lair,
une augmentation qu’il n’est pas permis de négliger. En désignant
par § le nombre de degrés centésimaux dont la température v s est
élevée, et par o le coefficient 0,00366 de la dilatation de Pair, on aura
la proportion
pigh D+ y1+a(v+6)]: D0+ uo).
don
i v ab
Pzgh(""')()“ﬁ':,_?‘"

ou, en se bornant i la premiere puissance de ¢,
p=ghli+ 7,1+ ab);

et enfin, en négligeant le produit y9,
p=gh(r+ ¢+ ab).

Si I'on remplacait a9, qui est sensiblement proportionnel a y, par kv,
on aurait la formule employée par M. Poisson dans le Mémoire ou il
a calculé le premier le changement produit dans la vitesse du son par
I’élévation de température, qui résulte da rapprochement des mole-
cules en mouvement.

On sait que § peut s’exprimer au moyen des deux chaleurs spéci-
fiques ¢ et ¢’ de Vair, la premiére se rapportant & une pression con-
stante, et la seconde 4 un volume constant pour la méme masse: et
Pon a

o:@—..:'y(c?—1>,

d’ou résulte

P=gk(l+'x%)-
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Cela posé, nous supposerons que les vitesses, estimées suivant la
direction des trois axes rectangulaires, soient les dérivées partielles
d’'une méme fonction ¢ par rapport aux coordonnées x, ¥, z. On
obtient ainsi, en posant

o=

c
— 2
S =a,
o

les deux équations suivantes :

- 5 _ 0 (d:’? d’e d’?)
W @ =Y\ Tt w )
L . 1 do
(2] Y= — o

et quand la fonction p sera déterminée, on connaitra, a chaque in-

. . 1 d
stant et en chaque point, la condensation — — =X, et les composantes
a* dt
de ia vitesse, qui seront 2, 2, % o oar suite, la vitesse %%, estimee
i 556, q dz’ dy dz L par s 2 ar’

suivant la direction du rayon vecteur r, mené de l'origine au point
que I'on considere.

Cas des liquides. — Soient D et p, la densité et la pression initiale,
D (1 %) et p, + k ce que sont ces deux quantités 2 une méme tempe-
rature, & et k étant deux accroissements simultanés. connus pour le
liquide en question, et tous les petits accroissements simultanés de
ces quantités étant supposés proportionnels a / et &, de sorte quon
ait en méme temps, a cette méme température,

ks

o=D(+3), p=p+ 3

Soit ¢ I’élévation de température produite par la condensation s. e
7 la dilatation cubique du liquide ; on aura

Gd‘zs(%—x‘)-

Pour calculer 'augmentation de pression produite par I'é}évation § de
la température, sans variation de densité, soit IV la densité, elle de-
viendrait D' (1 — §4) par I'accroissement de température G, sans chan-
gement de pression; produisons maintenant une condensation §d, sans

1 [ PERRE I i i s [
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changer la température, ce qui ramene la densité a sa valeur IV, il en
. . k .

résultera une augmentation de pression ; 6J. L’ajoutant avec p. on

aura la pression produite par la condensation s, en tenant compte du
dégagement de chaleur. Ainsi,

€

A
/) = p(, -+ Z ?, .
Les équations de ’hydrodynamique conduisent alors &

1 dy ﬂ — 2 (dQ({J g d’:.‘\) )

§ = - —

@ d’ der T dx? dy? Az )
€1 posant
g 1k ¢

lLes équations sont donc de méme forme pour les liquides et pour les
2az.

On retomberait dans le cas des gaz, en supposant

k=poh,
et alors

2 __ P O

a D

Fitesse de propagation u mouvement e lCair dans un tuyau
cylindrigue quelconque.

1. Considérons un tuyan cylindrique inébranlable, rempli d’air ou
d'un autre gaz quelconque, s’étendant indéfiniment dans les deux
sens, et ayant pour section perpendicnlaire 4 ses arétes une courbe
d’une forme quelconque. Supposons que, dans une trés-petite partie
du fluide, on ait produit en chaque point une certaine condensation.
et imprimé certaines vitesses; lorsqu’on abandonnera le fluide i lui-
meéme, le mouvement se propagera d’un point a4 un autre, el nous
nous proposons ici de déterminer la vitesse de cette propagation : ce
qui revient a connaitre au bout de quel temps un point situé a une
distance donnée de la partie ébranlée, commencera 4 se metire en
mouvement. On pourrait tirer quelques inductions i ce sujet de la
considération de la superposition des petits mouvements; mais on
ne peut réellement en tirer aucune conséquence, et il est indispen-
sable, pour la solution rigoureuse de la question, d’employer )es
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equations générales avec les conditions spéciales qui se rapportent au
cas actuel.

Les vitesses et la condensation initiales étant données,

%?: :[1%7 Z—}? :,—Z: g—:‘a pour £ =o,
sont des fonctions connues de x, J» # qui ne sont différentes de zéro
que pour les valeurs de x, 7, z correspondantes aux points compris
dans une portion de tuyau, trés-peu étendue dans tous les sens. On
connait ainsi, a une constante arbitraire prés, la valeur de ¢, pour
t = o.

Cela posé, prenons pour inconnue la valeur moyenne de ¢, relative
aux points d’une méme section quelconque, perpendiculaire aux
arétes. [’ébranlement initial étant tout a fait arbitraire, cette valeur
moyenne cessera d’étre nulle pour une section en dehors de cet ébran-
lement, au moment méme ol le mouvement atteindra ceite section
I’expression de cette moyenne sera

SSodyds
JSdydz

ces intégrales se rapportant a 'aire entiére de la section. Le diviseur
[f dy dz étant constant, il suffit de déterminer le numérateur, et nous
poserons

[fedydz = u,

d’ou il résultera

dy _dn dig _(l"lt.
ff.flaﬁ dy dz = —— ffgrdj’dz—- prk

les intégrales étant toujours prises dans toute Iétendue de la surface

de la section.

Cherchons maintenant & évaluer

dop dig _
ff(_d-r’_ -+ rlz"/,) dy dz.

’ d*
Inteégrons ’abord d—;: dy entre les deux valeurs de ¥ correspondantes

o 1 1 oty D P " "
i
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au méme z, BC, fig. 1. Nous aurons ainsi
(g dy
(‘(1)’)2 dy/),’

do i .
ces deux valeurs de :{; se rapportant respectivement aux deux points

Cr
~1

M,, M,. Il reste maintenant & former l'intégrale

18, )|

entre les deux valeurs extrémes de z qui se rapportent aux points de
la section ou la tangente est parallele a 'axe des y.

Z
!
/?‘1\1
D .
. ¢ 7
Fig. 1. yd
‘A / B X
- /
s Sid :
o 2 s
7 e

Si nous désignons, en général, par €, y les angles formés avec les
directions positives des y et z, par la direction extérieure de la nor-
male 4 la surface du cylindre, que nous supposerons, pour plus de
simplicité , sans inflexions; nous aurons. au point M, ,

dz = ds,cos6,,
et. au point M,
dz = — ds,cos6,,

ds, et ds, étant les arcs infiniment petits M m,, M,m, considéres
comme essentiellement positifs.
On a ainsi
(dp ’d?) 1. — (f’? e ((1?‘ -
‘ (er —_ (3; . dz = R;)gdsgcos g, + ‘@)' ds, cos §&,.
Tome XIV -~ Fevrizk 1840, ) 3




3

58 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

Donc l’mtégrale
(A __ (%
fl,(dJ’)z (@’)1] =z

peut étre remplacée par la suivante

dy
f;l; dscos§,

¢tendue au périmetre entier de la section.
, A . d*? f .
Opérant de la méme maniére sur —lz—::i dzdy, et réunissant les deux
[«

résultats, on obtient

ff(%+%>(ydz:f(%cos€-k Z—zcos"/)ds,

cette derniére intégrale s’étendant au périmetre entier de la section.

. de dy . \
Mais d—j? et d_z étant les composantes de la vitesse, parallélement aux

axes des y et des z, la composante suivant la normale aura pour

expression
dy a9
—(Ecosé—i— 7 €OS ¥,
¢t comme cette composante est nulle, puisque, par hypothese, le
tuyau est complétement immobile, on a, pour tous les points du
contour,

Y ol o P
-~ cos 7 =0
2y €086 -+ Zcosy ,
soit que les points du fluide y soient en repos, ou en mouvement.

Tous les éléments de I'intégrale étant nuls, on a

d2 d?
ff(d]q: -i——d;f) dydz = o.

Cela posé, si 'on intégre tous les termes de I'équation (1), multipliés
par dbdc, et qu'on étende ces intégrales a ’aire entiére de la section
correspondante 4 une valeur quelconque de x, on aura

d’u___ g diu
der T Y

Multipliant de méme par dydz les termes de ’équation (2), on

1 T [ Pt [N R RN RN R (R [N
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obtient

d du
Ry oS

Les équations (3] et (4) feront connaitre les valeurs moyennes de g et

. d . R
de 7. La valeur moyenne de la vitesse 2%, parallele a 'axe des x, sera

, du N .. . .
Jdonnée par o et 'on connaitra ainsi la vitesse et la condensation

moyenne a un instant quelconque, et pour une section que]conque.
TI1. 1.intégrale de I’équation (3) est
u="F(x + at) + f(x — at),

et il ne reste qu'a déterminer les fonctions arbitraires F et f d'apres
I’état initial. Supposons que I’ébranlement initial soit renfermé entre
deux valeurs de x trés-peu différentes, o et [, et ne s’étende pas né-
cessairement jusqu’aux parois du tube. Les condensations et les vitesses

de
étant connues A cet instant, on connait les valeurs de ;ta - pour

t = o, et, par conséquent, aussi celles de d pour ¢ = o.
En différentiant la valeur générale de u par rapport 4 ¢ et x, oun

obtient

du ; .
n=Fx+at)+f (x — at),

:—ti; = a|F (x + at) — ['(x — at)].

Soient y (x) et ay, (x) les valeurs connues de %, g:f pour ¢ = o0, ou
aura

x) + ' (x) = ¥ (®),

F(x) — f' (x) = yi i)

{ " _ 1
F/(x‘):X\x\‘:X‘(x), f’(x)——X(x) % ()

dou

et, par suite,

da __ y(x+al) +~y (x4 at) + y(x — ai) — y (xr — a?)

b dx 2 2 ’
(6) lﬂ__Z_(z—f-at)—{-x,(.z:—{—at)_x(x—at)—x.(x-——at).
adt 2 2
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Ces equations (5) et (6) feront connaitre chaque instant la conden-
sation moyenne et la vitesse moyenne parallele &4 Uaxe des x, des
points qui se trouvaient primitivement dans une méme section quel-
conque. ’

iV. Les fonctions X (@), i (@) sont nulles pour toutes les valeurs
de & qui ne sont pas comprises entre o et /. Si donc on considére une
section correspondante 4 une valeur de x plus grande que , y (x + at)
et y, (& + at) seront nuls, quel que soit ¢; et, par conséquent, pour
toute section situfe en dehorﬂ de ! ebranlement primitif, on aura

du _ y(x—at)— y(z —at)
(7) = > ’
(8) i_’_lf:XI(x—”t)—X(-T“‘”)’ l
N a dt 2
J’onr résulte
de 1 du
dr —  adr’

ce qui montre que la vitesse moyenne d’une section est le produit de
la vitesse de propagation par sa condensation moyenne.

. . du du
Les équations (7) et (8) montrent que — et - sont nuls tant que
Pon a x — at > [; ils cessent de Vétre quand x — at = [; et ils re-
deviennent nuls quand x — at < o. Ainsi la vitesse moyenne dans

le sens des x et la condensation moyenne commencent & acquérir

i , R x—1
des valeurs différentes de zéro apres le temps 7 = —— elles repren-

. x . o . .
nent la valeur zéro lorsque £ =72, et la conservent indéfiniment,
a

par conséquent, n’ont d’existence que pendant lintervalle de
{
temps ~
La propagation de la vitesse et de la condensation moyennes se fait
donc avec une vitesse égale a n, c¢’est-a-dire avec la méme vitesse que
se propagerait le mouvement dans le fluide indéfini en tous sens.
On peut donc dire aussi que le mouvement se propage dans le tube
avec la méme vitesse que dans le fluide indcfini.
V. La partie primitivement ¢branlée, et que nous avons supposée

tres-petite en tous sens, s'étend et communique le mouvement au
tluide, comme §’il était indéfini, jusqu’a ce que 'onde vienne en con-
» » JUSq q

' e o PVRRES I c0r b e i ! "
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tact avec la paroi. Elle se réfléchit alors successivement et produit un
mouvement rétrograde qui se réfléchira de nouveau, et ainsi de suite.
Or, sans rechercher pour le moment la loi de ces réflexions, on voit
que le mouvement se propagera dans les deux sens suivant la longueur
du tnyau, mais ne s'anéantira pés dans les parties Jle cette longueur
par lesquelles il aura passé.

Or il résulte de ce qui précede cette conséquence remarquable, que
lorsqu’une section est atteinte par le mouvement, la vitesse moyenne
et la condensation moyenne de ses points sont différentes de zéro pen-

. , o .
dant un intervalle de temps égal a —» et quensuite elles restent con-

stamment nulles, bien que le mouvement continue 4 avoir lieu dans
cette méme section.

Mouvement de Uair dans un tuyaw cylindrique indefini a base
circulaire.

V1. Nous allons chercher maintenant, non pas seulement la vitesse
avec laquelle se propage le mouvement , mais le mouvement méme de
chacun des points du fluide renfermé dans un tuyau cylindrique indé-
fini dans les deux sens. Nous supposerons gue la section de ce cylindre
par un plan perpendiculaire aux arétes soit un cercle, et que I'é¢bran-
lement primitif soit semblable autour de I'axe : de sorte que le mou-
vement et la condensation en chaque point ne dépendent que du
temps ¢, de labscisse a parallele a4 I'axe du cylindre, et de la
distance r 4 cet axe. En introduisant cette derniére variable au lieu
de y et z dans I’équation aux différentielles partielles , précédemment
écrite, on obtient

diy al <d:e,y 1 dy (17?>

dt* dri " rdr | dxt

\

l.a composante de la vitesse suivant le rayon r sera

- d d (]
A s PN
rdy rdz dr
d : S _
d—‘P sera toujours la composante parallele & 'axe des x, et la vitesse
X

résultante sera

d(p 2 qu E
(@) + (&)
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l.es wolécules situées primitivement i la surface intérieure du tuyau
devront y rester constamment ; leur vitesse dans le sens du rayon ser:
done nulle 4 chaque instant. Il en sera de méme des points situés
dans l'axe. Si donc on désigne par { le rayon de la section circulaire,
on devra avoir ‘
%’ = o0 pour r=o0 etpour r=»/[,

quels que soient x et ¢.

I’état imtial du fluide étant donné, on connaitra les composantes
de la vitesse en chaque point, ainsi que la condensation, pour la va-
leur zéro de ¢. Ce seront des fonctions arbitraires de r et x; et la
question consiste & déterminer la valeur de ¢ qui satisfait & Péquation
aux différences partielles, et aux conditions particuliéres que nous
venons d’indiquer.

On a ainsi 4 satisfaire au systeme des équations suivantes -

_ d: d dy = a
- ?:a2<_g L dy ‘F>’

dt dr? 7 dr dx?

. ds

{2) 7,0 pour r=o0 etpour r=/[,
[ dy

)E:F(x,r) pour t=o,

:\")} d

? e f —

(E-—j(x,r) pour t¢=o,

. d

A ' 17:’ =¢{x, r) pour ¢=o.

Les deux équations (3) déterminent, 4 une constante arbitraire pres.

la valeur de ¢ pour ¢ = 0. En y joignant Léquation (4), on connait
done les valeurs de ¢ + ¢ et de %’ ou Q%) » correspondantes a
? = 0. On pourra d’ailleurs prendre pour ¢ la valeur qu’'on voudra;
elle n’influera en rien sur I'état du fluide en chaque point, puisqu’il

ne dépend que des dérivées de ¢ par rapport a r, x et ¢.
Posons d’abord
o = ub,

# étant une fonction de r sealement, et 6 une fonction de x et ¢,

L] 1 i te PUEE O IR e i g Bl T
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I’équation (1, deviendra
T d*0 L fpdie  Gdu _diO\
3) o= e (975+;m+“,1x2)

Déterminons « par I’équation

R 2 u 1 dn
(6) (L2 ——\:~~f2 .
el a dr2+r(lr .

¢ étant une constante indéterminée. I’¢équation (5) deviendra

a9, d
der dz?

2
oy

— «?h.
La valeur la plus générale de u, qui satisfait a Péquation (6, est
n «r n wr ’ g
=M cos (— cos v dw + N cos (=~ cos o ) log (rsin® w) dw.
Q Q /

VM et N étant des constantes arbitraires. On en tire

du Ma T . [ar
— = - — sin (——cosm cos wdw
dr a J, &
Ne ™ . jar ]
— sin (7 cos ) cos w log (rsin? w) dw
0

N T ar
+ - cos (—u— cos w) dw,

et il faut que cette expression devienne égale a zéro pour r = o et
r =1, afin que les équations (2) soient satisfaites. Tl résulte de la que

R . . du e
la constante N ne peut etre que zero, sans quol e serait infini pour

. L. ,y . du . . L
r = o. Cette supposxtton réduit — A son premier terme, qui devient
dr ’

nul pour r = o. 8i lon y fait r=14, il faudra que 'on ait

T «l
a sin { — cos o coswdw = 0.
0

ou, en supprimant le facteur a, ce qui n’enleve aucune solution.

T ol
sin — COS » ) cOS w s — 0.
o

Cette équation déterminera les valeurs de « qu’il est nécessaire de
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prendre pour que les équations (2] soient satisfaites. En intégrant par
parties , on Ini donne la forme suivante

. T ‘ol \ .
3 af cos <— cos w) sin®wdw = o.
) o a ;
et cette équation se dﬁcompose dans les deux suivantes
=0,
{Q; T xf s o .
R cos{ —cosw ) sin® wdw =o.
Y 3] ;

Les racines de cette équation sont égales et de signes contraires , puis-
que le premier membre reste le méme quand on change « de signe.
Mais comme la valeur de «, qui se réduit, en supprimant le facteur
constant, a

. Tr ar
(10) U= cos (— cos o | dw,
0 a /

ne change pas non plus de signe ni de valeur quand on change « de
signe, les racines négatives de 'équation (g) ne donneraient pas de
nouvelles valeurs de «, et 'on peut, par conséquent, se borner aux

racines positives.
Supposons donc que l'on prenne une quelconque d’entre elles

pour valeur de «, et intégrons I'équation (7).
Si nous faisons pour cela

§ = cosp (x — 8) cosmi,

il faudra que I'on ait
M? = a®p? + o?;

J'otl résultera
§ = Acosp(x — 6)cost \/ZIE[J,Z -+ o2,

A, p., 6 désignant des quantités quelconques indépendantes de x et 1.
Nous aurons encore une solution de I'équation (7) en prenant

A= Ly (8) dEdy,

et intégrant la valeur de § par rapport 4 § et . entre les limites — =

et -+ oc ; car ce n’est autre chose qu'ajouter des intégrales particu-

[N} 1| I ' t (RN (R R R R N R RE R Ve
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lieres. On aura ainsi
() 4 :ifw fw 7 (8) cos p. (x — 6) cos ¢ \a? pu? + o* d6dp.,

et, pour ¢ = o, cette valeur de § se réduira a la fonction arbitraire
y (%), tandis que sa dérivée par rapport a ¢ deviendra nulle.

On aura une autre solution de P’équation (7) en intégrant 'expres-
sion (11) par rapport & ¢ & partir de ¢ = o, et remplacant la fonction y
par une autre fonction arbitraire y,; on obtient ainsi

| (o — 8) sin ¢ ya? p? + a® dEdp.
\‘2 f fw \/ﬂly—|—a’ P(x D)Sln vatpt +a 7

Cette expression devient nulle pour £ =0, et sa dérivée par rapport
a t devient y, () dans cette méme hypothése. Si donc on ajoute les
solutions (11) et (12), on obtiendra cette autre solution :

_—__wawfﬁX(Qcosf"(x_g)COStVIMdelu
(13) eV
f f \/ T COS{L(.Z‘——D)Slnt\,mdodp_’
@ tly. o’

et 'on trouvera, pour £ = o,

\ db
0= ylx), == xx-

En faisant le produit des valeurs de « et § données par les équa-
tions (10) et (13), on aura une valeur de ¢; et si I'on ajoute toutes
celles que fourniraient ainsi les différentes valeurs de « tirées de
I’équation (g9), on aura une valeur plus générale

(14) c‘D:ZuG,

qui satisfera anx équations (1) et (2).
Il ne veste donc plus qu’a satisfaire aux équations (3) et (4), qui
font connaitre, comme nous 'avons déja dit, les fonctions de x et r

d (g +c)

auxquelles se réduisent ¢ - ¢ et —

pour ¢ = o; ou encore celles

Tome XIV. — Fvuen 184g. 9
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d :
de ¢ et % pour ¢ = o, puisqu’on peut supposer nulle cette constante
indéterminée. On sait comment la valeur de ¢ se déduira des fonctions

F(x, r), f(x, r) par de simples quadratures.
Supposons ce calcul effectué, et soit

¢ =1M(x,r) pour ¢=o.

La valeur de ¢ donnée par I’équation (14) conduit, pour ¢ = o, aux
deux équations

(15) Zux(x):ll(x,r), Zux,(x):np(x,r),

d’aprés lesquelles il faut déterminer les fonctions arbitraires x (),
x ().
Considérons d’abord la premiére d’entre elles, et désignons par

Koy Kyy  Aayeeey Oy

toutes les racines positives en nombre infini de ’équation (9), dont la
premiere «, est zéro. La fonction ¢ dépendant de «, les deux fonctions
%{x), . (x) en dépendront aussi, et nous représenterons par " (x),

) (x) leurs valeurs correspondantes a la racine a,. D’aprés cela, la
premiere équation (15) peut étre mise sous la forme suivante

[ W X (x) 4 2y 4 (2) + g x® (x) +...

(16) + Uy (x) + .= O (x, r).

Or on sait que les intégrales désignées par u, qui satisfont 4 I'équa-
tion (6) et aux conditions (2), satisfont aussi i la suivante

!
f Up Uy dr = 0,
0

toutes les fois que les indices m, n sont différents.
Si donc on multiplie les deux membres de Péquation (16) par w, rdr
et qu'on les intégre entre o et /, on obtiendra

Y’ !
1" (x) j ruldr = f O (x, r)wu, rdr,
b} o
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{
f Oz, rja,rdr
0

7
f ulrdr
0
et I’on trouvera de méme

f q.u I, ) u, rdr
|u) v
f ul rdr
o

La valeur de o qui satisfera 4 toutes les conditions de la question sera
donc

d’ou 'on tire

X (x) =

?

!

i o - (€, r)u, rdr
\ Zu,,j_w » d8 dy. cos p. (x — 8) cos t yaPp* + ol Sy

ul rdr
) B 0

a7 9=

2% !

N Zu ® d@dchSp( —6) sin ¢ /m-/o‘ ]
" a” P’-2 —+ 2! vanp " l
! i f ulrdr
(4]

VII. On peut, au moyen de cette valeur de ¢, vérifier le résultat
obtenu dans le n® IV. En effet, I'équation

l
f Up U Pilr =0
o .

i
f u, rdr=o,
o}

excepté pour n = 0. Si donc on multiplie les deux merabres de I'équa-
tion (19) par 27 rdr et qu'on les integre entre les limites o et [, il
suffira de considérer, dans le second membre, les deux termes corres-
pondants 2 7 = o. Si I'on remplace u, par sa valeur 7, on obtiendra

9..

Y (6, r)u, rdr

prouve que I'on a
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ainsi, en observant que o, = o,

2nrodr = d@d cos i (x — 8) cos wat I, r) rdr
| anrg 3 . cos .

«©w —
+f f deHcos” (= amyatf Y8, r)rdr.

2 [ .
/ M, ) rdr =g, (8),

(18)

Posons

et remplacons
cos 1 (x — &) cos pat
par
cos p. (x -+ at — 8) +cosp(x — at — §)
2

Y

la premiére partie du second membre de I’équation (18) deviendra
7o (x + at) + ¢, (x — at)).

Quant 4 la seconde partie, elle peut étre mise sous la forme

j dtf f d8du cos 1 (x — 6) coslu.atf ¢ (6, nrdr,

et, sl nous posons

f $ (6, Nrdr = #2(6),

elle devient
&
rrf [92 (& + at) + ¢, (x — at)] dt,

et peut se mettre sous la forme

. [L(x: at) = (& — at)’J

k4

en posant
S92 (6) a6 =4, (6).

D’apres cela, I'équation (18) devient

)
(19) /0' rodr = 9 (# + at) + 9, (x — ar) 4 ¥ (z+a:)_,;,,($_a,):

2 2a
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si Pon différentie les deux membres de cette équation par rapport a x
et 4 ¢, et que Von observe que I’on a

. !
f F(&, r)rdr, ), (G):%(@):] 0(8, P rdr,

Q

on obtiendra

ol v .
;f (P 1(]/ = ~; J [F(x +at, r)+ Flx —at, | rdr

I
—4-?—'(—1/. [¢(x+ at, r) — Y (X — at, rirdr.

120}

IR

L ay t
f - rdr = f [F(x + at, r) — F(x — at, N]rd
° [

21

+

fo‘l [¢ (= +at, )+ ¢ (x —at, ] rdr.

i

En faisant 1 = o d«ms
etre

j ‘P,drhf F(x, ryrdr, f %rdr:f Y (x, rirdr,

Comparons maintenant les équations (20), (21) aux équations (5
et (6) du n° ITT, en observant que I'on devra poser

du by du Id(;
U — 27 rar — = —l‘(f". —_ = —_ g
j(: g.rdr, - 27':]0‘ o rdr. Mcf”v = rdr,

» par conséquent,

! (
A (X)) = znf Flx, nrdr, ay,(x)= an ¢ (x, r)rdr.
o o

ces équations, on trouve, comme cela devait

D’ou T'on voit que lgs équations (5) et (6) coincident avec les équa-
tions (20), (21); ce que nous voulions vérifier.

Cas ou le mouvement nw'a lieu que dans la direction du rayon.

VL. Supposons que, dans I’état initial, les points ne soient pas
sortis de la section dans laquelle ils se trouvaient dans 1’état naturel
d’équilibre, et que cet état initial soit le méme pour tous les points
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egalement distants de P'axe. La fonction ¢ ne dépendra alors que
de r et ¢, et, par conséquent, on aura

Fx,r)=o.
Les fonctions conmnues f(x, r), ¢ (x, r) seront remplacées par fir
dn . .
dr(r) » et par ¢ (7); et la fonction II (x, r) sera

remplacée par II (r). Les équations du probléme seront donc

die o (d'g i dp
= (7:#;5 ’

]
v

7, — 0 pour r=o et r=1,

que nous désignerons par

o= H(T‘)
do pour I —o.
- =¢(

On peut traiter directement ces équations comme celles du n® VI, et
poser d’abord

¢ =uf,

f ar L al oy
= cos Aa—cosc.))dw, o cos zcosw)sm wdw = o,
o 0

nous verrons tout a2 ’heure qu'on peut négliger la racine o = o. I}
q

résulte de ces équations e
d*9 . :
- = —oa’d. 6@ =Acosat+ Bsinaz,

?:EA,,u,,cosa,,t +2 B, u, sin o,, ¢

A, et B, seront déterminés par les conditions
F

ZAnu,,: I (r), ZanB,,u,,.% b (r),

1 I
f o r1L{r) dr f u, vy (r)dr
o o

Au —_ Bn = ———

l 1
f ul rdr oy f ul rdr
o - o

d’ou
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! {
f T (ryunrdr . f Y {r)ugrdr
° sinu, ¢ Jo
+ : -

(22) go::Zu,, cos o, t s ——f——-

I % Py

wlrdr j ul rdr
o

et, par conséquent,

¢

Quoique cette formule ait été tres-facile a trouver directement, -1l
w’est pas inutile de reconnaitre comment elle peut étre déduite de Ja
formule (17), en supposant qu'on y remplace les fonctions 11 (€, 1,

Y (8, r) par IL(r), ¢ (r). Pour cela, nous considérerons d'abord V'in-
tégrale

fw fm d8du cos p (& — 8) cos t ya® u* + al;

intégrant par rapport a §, enire a et une limite positive tres-grande .
il faudra calculer ensuite

© sin u (6 — ) —
f dp. ~L(u——) costya®p® + a?,
o .
puis, supposer § = .
Il est facile de voir que lorsque € est tres-grand, il suffit de con-
sidérer les valeurs de p. trés-voisines de zéro; ce qui réduit
cost ya* pu* + 2 sensiblement A cos a, . Quant 4 Pintégrale

sing (8 —2) ,
f # f

gui devait étre prise entre des limites tres-voisines de zéro, il n'y a
aucun inconvénient 4 la prendre entre — x et + % , ce qui donne 7
pour sa valeur. La partie de l'intégrale double qui vient d’étre cal-
culée est donc égale a m cos «, £.

On verrait de méme que la partie correspondante aux valeurs de €

comprises entre — % et x, est encore égale a mcosa,z. Do i
suit que P'on doit remplacer

f ” f - d8 du. cos p. (x — 8) cos ¢ V"Eé"pii’l"b?,?

par 27 cos o, &.
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Un calcul semblable donnera

® *® dfducosp (x —€) . Ty 2 1 sin %, ¢
f f ¢ cos p ( ) sin ¢ Vlazf-’} + k= TS x
o

w \/a’ s ay,

La formule (1) devient donc

! !l
0{(7) a, rdr i f Y(riu, rds
) U S10 &, 8

; +X - 7
f ulrdr f ul rdr
) . o

e qui coincide avec la formule (22 .
Il est bon d’observer que, dans I’équation (22), il est inutile de
temir compte de la racine «, = o; car la premiére partie du second

. :Zuncosant

. .. . d oy
membre donnerait un terme constant, qui dlsparaltra dans d—; et (Tf
7

et la seconde partie donnera un terme nul » VU que
i
f Y (r)rdr = o,
o

puisque la masse du fluide n’a pas varié.

IX. Considérons dans la valeur de o les termes correspondants &
une meéme valeur de «; ils seront de la forme

u, (A cosa,t + Bsin O £).

En supposant ¢ réduit i ces seuls termes, on aurait

dy du, . .

d—f: — (Acosa,t + Bsin o, ¢,

de . .
7 = Gl (— Asing,t + Bcosa,t),

d’ou I'on conclut que, dans ce mouvement partiel, les vitesses et les
condensations en chaque point redeviendraient les mémes apres un
intervalle de temps T, ayant pcur expression

, T — 27,
an

Ainsi les nombres de vibrations exécutées pendant un méme temps,
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dans les divers mouvements élémentaires qui peuvent avoir lieu dans
le méme tuyau, sont directement proportionnels aux racines corres-
pondantes de Uéquation ().

Pour déterminer les surfaces nodales correspondantes a une racine
que]cdnque o.,, il faut poser

du,
= 0
dr ?

au

T / N

A ¥ —

rf cos(ﬂ cosm)sm wdn = o,
0 I

ce qui donne, dans tous les cas, r=o0; et, en effet, tous les points
de D'axe restent nécessairement immobiles. Les autres valeurs de r se
déduisent immédiatement de la comparaison de cette équation avec
équation (g), et Fon obtient

a2
a,r=ol, r=-=1
U

Dans cette équation, on donnera 4 o toutes les valeurs tirées de
équation (g); et les valeurs de r qui seront moindres que [ détermi-
neront des surfaces cylindriques ayant méme axe que le tuyau, et
dont tous les points seront sans vitesse : ce seront les surfaces nodales
correspondantes 4 ce mouvement particulier. La condensation n’y

, , ol
sera pas nulle, parce que u, n’étant pas zéro, -}; ne le sera pas non
[¢

plus généralement.
Les différents rayons des surfaces nodales seront donc, en ne consi-
dérant pas I'axe ni la surface du tuyau,

“rBy ol
Pt A o

leur nombre est le méme que celui des racines moindres que celle que
I'on considere.

Les numeérateurs a, , ¢,, etc., ¢tant les mémes pour deux racines
quelconques a,, &,, les rayons des surfaces nodales du méme rang.
dans deux mouvements simples différents, sont en raison inverse des
deux racines correspondantes a ces mouvements. Les intervalles entre

Tome X1V. - Mars 1849. o
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ces surfaces sont donc dans des rapports invariables, quel que soit ce
mouvement. '

M. Poisson a eu occasion de considérer une équation semblable a
P’équation (g), dans le mouvement vibratoire d’une membrane circu-
laire , qui offre beaucoup d’analogie avec celui que nous examinons
ici. Il rameéne sa résolution a celle de Péquation suivante dont les ra-
cines sont entiérement numériques, et ne dépendent d’aucune des
données particulieres de la question,

L —
f cos (2 Var cos w) sin? w da = o.
0

Les deux plus petites racines de cette derniére équation, calculées par
cet illustre géomeétre, sont

xy = 3,55, x,= 19,41;
d’ot nous concluons '
243,55 2a V12,41
U R A
et généralement
%, = 20 ¢.2:"-

{

Le temps T, pendant lequel s'opére une vibration, devient

La quantité a, qui est la vitesse de propagation du son dans le gaz,
sera égale a 333, si ce gaz n’est autre chose que Vair atmosphérique
a4 la température 0°, en prenant le metre pour unité; la formnle
précédente devient alors

. xl

T 3337,

Dans la valeur de T, il n’y a que le facteur £ qui dépende du tuyau,
puisque x, est racine d’une équation qui n’en dépend pas, d’ot1 'on
conclut que dans des tuyaux de largeurs différentes, le ton corres-
pondant au méme nombre de surfaces nodales est en raison inverse
du diamétre du tuyau.
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- . o€ -
I expression — { des rayons des surfaces nodales relatives au mouve-
<73

ment simple correspondant a la racine o, devient, en introduisant les
racines de l'équation en x,
>
r= l\/——‘
xl!

Ces valeurs sont proportionnelles a [, et, par consequent, les surfaces
nodales forment des systémes semblables dans des tuyauax différents.

On peut remarquer que les valeurs de « w’étant pas en progression
arithmétique, les parties qui sont comprises entre deux surfaces no-
dales consécutives, et qui effectuent dans le méme temps leurs vibra-
tions dans le sens du rayon, n’ont pas la méme épaisseur.

X. Pour que l'air renfermé dans le tuyau rende un son unique, il
faut qu’il n'existe qu'un seul de ces mouvements simples. Le plus
grave que 'on puisse obtenir correspond a a,; il v’y a alors aucune

surface nodale entre ’axe et la paroi du tuyau; la durée de Poscillation
totale est

onl
T = srsg

Ainsi. pour un tuyau de 1 metre de diametre, le son le plus grave
correspondrait 4 un nombre de vibrations égal a

1154’_84 = 3g9.42.

Le plus grave apres celui-c1 correspond a o, la durée de l'oscilla-
tion est

. 2xl
T= —w—+—
2346,17
Le nombre d’oscillations exécutées dans une seconde est donc

2346,17

2l
et, dans le cas ou le diametre 2/ est 1 metre, ce nombre est

746,8.

10..
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Ce ton n’est pas tout a fait 'octave du premier. Le rayon de la surface
nodale qui lui correspond, et qui peut étre regardée comme une
paroi résistante, est aussi un peu plus grand que la moitié de celui

. . A 1254 ,84 S
qui répond au premier ton. Car il est - { on 336,17 {, qui est un peu

1
plus grand que 5 l
En déterminant les diverses racines a,, o, , eltc., on connaitrait tous
les sons uniques, correspondants aux différents mouvements simples
dont le tuyau est susceptible.

Comparaison avec le mouvement longitudinal dans un tube fermé aux
deux bouts.

XIL. Les réflexions du mouvement, aux parties opposées du tuyau,
conduisent & comparer le ton résultant & celui que produisent les ré-
flexions aux deux extrémités d’un tuyau fermé des deux cétés; en ad-
mettant, comme on le fait ordinairement, que les molécules du fluide
w'aient de mouvement que parallelement a 'axe du tuyau’, et que tous
les points compris dans une méme section, dans Pétat d’équilibre , ¥y
restent constamment.

Les équations du mouvement sont, dans ce cas, en désignant par L
la longueur du tuyau, et prenant une des extrémités pour origine

des x,
g 'y
dx?

4
dt?

9

dy __ - .
5y =0 pour x=o0 etpour a =1,

dy .
7 = F(x)
4y

dr / (x) J

On satisfera 4 la premiére équation et aux conditions des extrémites,

en prenant
nrx
o =3 cos "=

la somme se rapportant a toutes les valeurs entiéres de n depnis 0 jus-

pour t = o.

nwal . 2 4
(Acos ; +Bsm”£”),

\
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qu'a l'infini. Les coefficients A, B se déterminent, comme on le sait,
au moyen des fonctions F (x), f(x); mais nous n’avons pas besoin de
connaitre leur forme, et nous nous bornerons a Pexpression préce-
dente de ¢. On en tire

dyp T 2 nsin neax A cos nrat B si nrat
—_ — = sin — " i
i L ( L -+ Sit L 2

dz

dy Ta nex . nmat llTL'(ltj
e cos — | — A sin > .
T Zn I & sin —— + B cos |

dt L

si Pon considére le mouvement simple correspondant a une seule va-
leur de 12, on voit que la durée de sa période est, pour tous les points,

2L

—_—

na

et que les valeurs de x pour lesquelles la vitesse est constaminent
nulle, sont données par I'équation

nrr

d’on
o L
' - n

i désignant un nombre entier. Les surfaces nodales sont donc les sec-
tions perpendiculaires a Paxe, aux points qui le partagent en n parties
égales.

Sin =1, ona leson le plus grave; le nombre de vibrations etfec-

’ a . . .
tuées dans une seconde est o et Pon voit qu’en multipliant ce nom-

bre par le double de la longueur du tuyau, on aurait la vitesse a de
propagation du son. Dans ce cas de n=1, il W'v a pas de surface
nodale entre les extrémités.

Sil'on prend n =2, il y aura une surface nodale au milieu; et
Cest ce mouvement qu'il est le plus naturel de comparer au mouve-
ment suivant les rayons du cylindre, dans lequel il ya de méme un
noeud au milieu de l'intervalle compris entre les deux parties ou ont
lieu les réflexions. On a alors

T=

L
a



78 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

Supposous que la distance L des deux faces réfléchissantes soit égale
2 la distance correspondante 2/ dans le mouvement suivant les rayons:

la valeur de T devient
9/

T:—’

a

et celle que nous avons trouvée pour Pautre cas est

2wl

T=ersr

Le second son du tuyau fermé et le premier du tuyau indéfini cor-
respondent donc 4 des nombres de vibrations qui sont & trés peu pres

254,8 -
dans le rapport de a 1254,84 oude 11,2, ou encore de 5 - 6.
™

Mouvement de Uair dans un tuyau ¢ylindrigue d’une longueur JSinie.

XII. Notre objet principal étant d’apprécier I'influence des mouve-
wents perpendiculaires 2 I'axe, sur le son produit, nous admettrons,
comme on le fait ordinairement, que la condensation du fluide est
nulle aux parties qui sont en communication avec I'air environnant,
M. Poisson, au moyen d’une hypothése particuliére, a ey égard aux
petits changements de densité qui peuvent avoir lieu en ces points, et
a expliqué ainsi les petites différences que présentaient le calcul et
Pexpérience. Mais ces considérations nous écarteraient de notre objet
présent, et nous remetirons 4 un autre temps cette discussion plus
approfondie.

Soit / le rayon de la section perpendiculaire aux arétes, et 4 la
longueur du tuyau. Nous prendrons P'une des extrémités de Faxe
pour origine des abscisses. L’état initial étant donné, on connait les

valeurs de
dp dy dy

7 9 dx, c; pOllI‘ f=o.

. N de
Ansi. on connait les valeurs de o et/Tf pour ¢ = o, la valeur de @

pouvant étre augmentée d’une constante arbitraire » qui n’influera en
rien sur les diverses circonstances du mouvement, qui ne dépendent
que des dérivées de ¢.

' P e A N NI TR TR S e
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On aura donc i satisfaire aux équations suivantes :

diy d?e 1 d d?g?
{ P — a2 (_._ Loy —\,
\(l) dt? a  dr? -+ rdr + dx? )

d
(b j} =o0 pour r=o0 et r=»/[,
PN do . !
() 7 =0 pour x=o0 et x=2b.
(o o =M (x,r) 2

L= 0

N ds pour .
e T=yx,n |

les fonctions 1I et ¢ n’étant données qu’entre les limites
x=o0, x=0b, et r=o, r=»

Nous poserons, comme dans le cas du tuyau indéfini,

4 or
¢ = ub, u:f cos(—cosm>dw,
o a
) T al . g
(f) o cos(;cosw)sm wdw = o,
[¢]

et I'on satisfera ainsi aux équations (a) et (b), quelque racine de I'équa-
tion (f) que I'on considére.
I équation qui détermine la fonction de x et ¢ désignée par &, est

) d*9 d*0
{ — % 2
\g) dt? a daxd x 9"

et I'on doit avoir

d9

-— =0 our x=o0 et x =b.
dt p x

On aura uue intégrale particuliére de 'équation (g) en posant

= (Asin ux + Bcos px) (M cost ya? p + o + Nsint Vaip® + of).

, ., 490 . R
Pour que I'on ait 7 — © pour x = o quel que soit £, il faut faire
B = v, et pour que la méme condition ait lieu pour x = 5, il fam
. nmw . . . >
faive u. = —=» n étant un nombre entier quelconque qu’il suffira de

prendre positif.
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En faisant la somme des valeurs particuliéres de § relatives a toutes
les valeurs de » depuis » = 1 jusqu’a n =1, on aura I'expression
plus générale

. na'w? 2 . Ilza"wz_‘“ 2)
= Zsmnn (Mcost 7 | . \/ )

les coefficients M et N pouvant varier arbitrairement pour les diffé-
rentes valeurs de z et pour une méme valeur de «.

En considérant une racine particuliére quelconque 2, de I’équa-
tion { /1), on aura la valeur particuliere suivante pour g,

raiw . n*a’rw? .
0 = ustmnﬂ: <V[C0b t\/fb2 -+ o2 4 NSIH.t\/—b—2+aZ>=

et faisant la somme des expressions de ce genre, relatives a toutes les
racines o de 'équation (f), on aura une valeur plus générale de o,
qui pourra satisfaire 4 toutes les conditions de la question, en déter-
minant convenablement M et N en fonction des quantités n et o,,.

Cette valeur de ¢ sera exprimée comme il suit:

m—_=w no= W ._‘-——.

. onTx natw: L. nta*rw* p
O:ZustmT<Mcos.t\/ iz —|—a,?,+l\sm.t\/_b7‘~,_a_ai)
: -

m==o0 n=1

Et il suffit, pour qu’elle résolve la question, qu’elle donne

d: , N
o= II(x, ry et Zj' =dix,r) pour t=o.
Les coefficients M et N doivent donc étre détermines par les équations

suivantes :

(k) ZuMZMSin'—ZZ—x:II(x,r),

o ZumEN\/”a +a,,x.sm—-bﬁ_ng(x r).

Pour satisfaire a I'équation (k)

, observons que chaque valeur de iz,
est multipliée par une série qui renferme x et la méme racine o, de

I'4quation ( f). Le premier membre de I'équation (£) pourrait donc se

1 ' e COUU b (RN RN NN R [ ]
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mettre sous la forme

5L

E 1, (2, o) = 1 {2y 1y,

et en ne considérant que la variable r, on tirera de la
!

N{x, ) unydy
o

{
f oy, dy
o

at, d’apres la signification de la fonction ', (x, 2,), on devra avoir

. \
Plﬂ (x’ fj‘”l) =

Fn(x, an) = 2 Msin "

b
Ao
2 [t . nrb
M sz Fon (6, o) sin 20 .
0
L5 2
I .
o Pt oamE f (6, ) tny dy
N . T
om M = B sin —— dg“% .

o

1
f o i dy
o

X
"f (6 ? 7) Uy, 7 ([nll

. N L 8 10
[n\ \ iy ——/—2——-——-—— f sIn _’E;_:_' ([g 4] -
narr? 0 . i
b —— z 1l d
\/ e ¥ b

Jry

On déduira de méme de I'équation (7)),

Les valeurs de M et N données par les formules (m), (r) sont les fonc-

tions cherchées de n et a,, qui, substituées dans I'équation (h,
donnent la solution complete de la question.

XIII. Si I'on considére d’abord la partie de ¢ qui correspond a la
senle racine ¢, = 0, on aura, en la désignant par g,

b { Ty
A cos ™t (Msin 22 de [ T(E.g) gy
2 . nnx bt b ) b 4]
Pl v,= Y sin .

b 4 . namt

b nr6 { ) \
— — N ———— { EYAR {'
\ nari’ sin b ._/(: sin b dg€ ..[;: “P (\éﬂ 7 e I’I

Tame XLV, — Mars 184q.
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Cette valeur est celle que Pon trouverait pour ¢, si I’état initial était
indépendant de r, et que les fonctions [T (e, ), ¢ (a, r) fussent rem-
placées par

2 { ) - \
’—f s ) ady, F[ Y, )y,

qui se réduisent i I1 (x), ¢ (x) lorsque les fonctions IT, Y ne ren-
ferment pas r.

Le son simple le plus grave, fourni par la formule {p), correspond
a n =1, etles vibrations ont pour durée

T—Zb‘

a

il y a une seule surface nodale qui est la section également distante
rdes bases.

Tous les autres sons simples fournis par la méme formule sont les
harmoniques du premier, et la position des surfaces nodales corres-
pondantes est connue depuis longtemps.

Examinons maintenant Pexpression de @,, ¢est-a-dire de la partie
de ¢ qui provient de la racine oy, '

Si nous désignons par M,, N, les valeurs de M, N que fournissent
les équations (m), () quand on considére la racine

et la seule valeur n=1, nous aurous . en désignant par ¢! cette partie
de g,

/ — Py

\ g 2 2 2
w r . mx @' S alm
COSs (—[l;- COSs G)) (j&). sin ‘b— (M, COs. ¢ \/T - a? -4 N‘ sin . 7 Vh

L’état initial qui correspond i cette valeur de ¢ est celui qui donnera
le son le plus grave que puisse rendre le tuyau, lorsque les points du
flnide ont un mouvement dans le sens des rayons.

Tous les points situés dans I’axe n’ont de mouvewment que dans le
sens de cet axe, et sont les seuls dans ce cas,

Tous les points situés dans la section ¢galement distante des deux
bases n’ont, au contraire, aucun mouvement dans le sens de I’axe:

\ , " I N T IR L R PN IR RN R AR AR AR R [
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mais ils en ont dans le sens des rayons, excepté toutefois ceux qui sont
situés a la circonférence ou au centre.

I’intervalle de temps apres lequel a lieu le retour de tous les points
a leur premiere position, ou la durée de la vibration, est

25

————— A T————
2.b?

T + o® a [+ .li’_.__

| pEYE

. 2b ’ ) . L.
au lieu de = que nous avons trouve dans le méme cas, lorsqu’il 0’y

4 aucun mouvement dans le sens des rayons. Ce mouvement pro-
dnit un son plus aigu, dans le rapport de

\/I+'_4_,2_~’z:;,1
,n.'lli'

qui est d’autant plus grand que le tuyau est plus étroit par rapport a
sa longueur. Ce rapport peut méme étre regardé comme proportion-

nel & ;> des que la longueur b est égale a plusienrs fois la largeur 2 (.

Pour donner une idée de Vinfluence des mouvements perpendicu-
laires 4 I'axe, considérons un tuyau dont la longuenr soit égale a dix

fois la largeur; il faudra faire alors - =20, et le rapport précédent
devient 4 tres-peu pres

2 1,

ce qui correspond & la quadruple octave de la quinte au-dessus du
ton que 'on obtiendrait s’il n’y avait pas de mouvement dans le sens
des rayons, et dont expérience s'éloigne tres peu.

1l me semble donc que I'on est en droit de conclure de 12 que, dans
les sons rendus par les tuyaux cylindriques, les molécules du fluide
doivent étre regardcées comme n’ayant que des mouvements paralieles
a I’axe; du moins lorsque I’ébranlement qui le produit est le méme
pour tous les points également distants de l'axe.

Les légeres différences que présente I'expérience et la théorie fondée
sur 'hypothese des mouvements paralléles a I'axe, ne peuvent tenir
2 Vinexactitude de cette hypothese; puisgu’en introduisant les mou-
vements perpendiculaires on obtient un son extrémement éloigné de

11..
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ceux que fournit I'expérience, et que, par conséquent, ces derniers
mouvements ne sont pour rien dans V'effet observé. Ce n’est pas a dire
qu'on ne pourrait réellement les produire; mais je ne connais sur ce
point aucune expérience qui puisse servir i vérifier les indications du
calcul. La formule précédente montre qu’ils seront d’autant plus aigus,
et, par conséquent, d’autant plus difficiles 2 produire, que le tuyan
sera plus étroit par rapport a sa longueur.

Quant aux causes qui peuvent produire la différence qui a lieu
entre la théorie et le calcul, on en a indiqué plusieurs qu’il n’entre
pas dans mon objet de discuter en ce moment.

On arriverait & des conséquences analogues en considérant un tuyat
prismatique. Nous allons en indiquer rapidement le calcul , €N Suppo-
sant que la base soit un rectangle quelconque.

Mowvemnient de Uair dans un tuyau fini a base rectangulaire.

XIV. Désignons par 2:m, 2n les cotés de la base, et par / la lon-
gueur du tuyau, qui est ouvert aux deux bouts. On devra avoir les
conditions suivantes, en supposant que I'axe des & soit I'axe du tuyau,
'origine & une de ses extrémités, et les axes des y et des z paralléles
aux deux cotés de la base,

{
[i:o pour y = +=m,

dy

il”u—:o pour z =+ pn,

iz

dﬁ:o pour x=o0 et x =/
dt ’

On satisfait & Péquation aux différentielles partielles et i ces conditions
particuliéres au moyen de la valeur suivante

. J q resz . P ? i 2
;:25mpﬂvcos ’M’cos%(Msmnat %—i—q——f———i— Ncosrmt\/%-#—z-,_;—k

! m m? n?

cette somme s’étendant i toutes les valeurs entiéres et positives de p,
4> r; etles coefficients M et N étant des fonctions de ces quantités,
qu’on déterminera sans difficulté d’apres 1'état initial.

Pour un méme systeme de valeurs de Ps ¢, r, on aura un mouve-
ment simple correspondant 2 un état initial particulier, et la durée de

[ : 1 BT R L o
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la vibration aura pour expression

. 2
I' = —F=———+
RV

s m? 7’

Sil'on prend ¢ = 0, r=o0, le mouvement est le méme pour tous les
points d’une méme section, et on retombe sur la formule ordinaire

. 214

r=—.

i.es vibrations sont plus rapides s'il y a des mouvements perpendi-
culaires a 'axe ; parce que g et r étant différents de zéro, le dénomina-
teur de T est plus grand, et T plus petit. On voit méme qu’elles sont
’autant plus rapides, toutes choses égales d’ailleurs, que les dimen-
sions de la base sont plus petites.

Le son le plus grave que le tuyau puisse rendre lorsque les compo-
santes de la vitesse parallélement aux arétes de la base ne sont pas
nulles, correspond a p =1, g=1,7r=1, et la durée de la vibration
est alors

T = 2
! -+ . -+ !
a [ T
i m? n-

Si les mouvements étaient tous paralléles & axe, on aurait pour le
son le plus grave

Les nombres de vibrations correspondants 4 ces deux sons sont dans le

rapport de

Si les cotés 2 m, 2 n de la base sont suffisamment petits par rapport u
la longueur du tuyau, on peut supprimer 'unité sous le radical; il v
aurait a peine quelques milliemes d’erreur, si la longueur était seule-
ment égale a cinq fois la largeur. En faisant cette simplification , le
vapport des nombres de vibrations devient
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0u

l \/m—t— n’ -
mn o
Ce rapport est donc proportionnel 4 la longueur du tuyau, a ta dia-
gonale de sa base, et en raison inverse de la surface de cette base.

XV. Supposons, par exemple, un tuyau a base carrée, et dont la

longueur soit égale 4 dix fois Ia largeur; le rapport en question de-
viendra

28,28 : 1,
et le premier son serait presque la cinquiéme octave au-dessus du
second , qui est sensiblement celui que donne 'expérience.

Dou I'on peut encore conclure que ce ne sont pas les mouvements
paralleles aux cotés de la base qui produisent les petites différences
qui ont lieu entre observation et le ealcul.

Dans ce tuyau cylindrique dont la longueur est égale 4 dix fois la
largeur, comme dans cet exemple, nous avons trouvé, entre les deux
sons dont il est question, le rapport fres-approché

. 24 113
i est moindre que pour le tuyau a base carrée , dans le rapport de
6 : 75,07.

XVI. Les valeurs de T données dans les n* XIII et X1V, s’accordent
avec une loi générale annoncée par M. Savart, démontrée ensuite
analytiquement par M. Cauchy, et que M. Savart a retrouvée plus tard
dans les ouvrages du P. Mersenne.

Cette loi consiste en ce que les vibrations de corps semblables consi-
dérés dans des circonstances semblables, ont des durées propor-
tionnelles aux dimensions homologues de ces corps. Or la valeur

. \ . b .. )
2t proportionnelle 4 b, si 7 reste constant, c’est-a-dire si Jes tubes

sont semblables. De méme, la valeur

[ ' RN RN RN RN AR "
T \ Ve [AXEENT! PIpITIe sue ey
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donnée dans le n° XIV, est proportionnelle aux dimensions (. . » .,
si elles varient proportionnellement, ou, en d’autres termes, si I'on
considére des tuyaux semblables; car elle peut se mettre sous la forme

21

rl_‘ = oo e
: ) - “—12—1—7"12
f q* P —
¢ 1 n? n?
!

N R . , . !
et Ton voit quelle varie proportionnellement 4 { si *, 2 sont con-
m n

stants. Ces résultats vérifient donc la loi en question,

Propagation di mouvement de Uair dans un tuyai conique.

XVII. Considérons maintenant un tuyau conigue indéfini, d’ une
forme quelconque. Prenons son sommet pour origine, et une direction
quelconque dans son intérieur, pour axe des 2. Soient z le cosinus de
I'angle formé par le rayon vecteur r avec cet axe, o I’angle formé avec

Faxe des y par sa projection sur le pian { y, z); on aura, comme on le
sait,

d.ry l
{ —u? :
- d*ry 2 d*.re ‘ [(I “) du J " f dy-”é'!‘
e Cdr ¢ dr? ride re(t— a) QZJT"

On donne pour t =0 les valeurs de o et r;llft— pour tous les points du
Huide compris entre deux sphéres ayant leurs centres Vorigine, et
des rayons égaux respectivement a & et & + /. Ces valeurs seront ex-
primées par deux fonctions de r, u, w, qui seront nulles pour toute va-
leur de r non comprise entre b et # + {. Les limites des valeurs de «
pour lesquelles ces fonctions sont données, varient avec w; elles par-
tent de 1 et s’étendent, pour chaque valeur de w, Jusqu’a la valeur
correspondante 4 la génératrice du cone qui est située dans le plan
passant par Paxe des x et faisant Pangle » avec Paxe des 7. Quant,
aux valeurs de w, elles passent de zéro a an pour les valeurs de «
comprises entre 1 et la plus petite de celles qui déterminent des cones
de révolution autour de Paxe des a, compris entierement dans ie
cone donné. A partir de la, les valeurs de w auront des solutions de
continuité entre zéro et a7, qui dépendront des intersections du cone
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donné avec les cones de révolution , déterminés par les valeurs succes-
sives de u.
Cela posé, nous allons chercher la valeur moyenne de rg pour les
points situés a la distance r de I'origine; elle aura pour expression
S[frideds. ar I
P ou ?ffrqodudw,
les intégrales se rapportant a tout V'intérieur du tuyau, et s désignant
Iaire que ce tuyau intercepte sur la sphére décrite de Vorigine avec
Punité pour rayon.
Posons
ffroduds = v,
et intégrons les deux membres de I'équation (1} entre les mémes limites
rque v, apres les avoir multipliés par du dw.

T.es deux termes

dirg d're

dtr . drt
donneront

dv de

drr drt

Avant d’intégrer les deux autres, nous chercherons I'expression des
composantes de la vitesse d’un point quelconque M, suivant trois nou-

Z

Fig’. 2, ,‘ “‘.‘y

velles directions rectangulaires; la premiere MR sera celle du rayon

! " ' THEE U e ey e
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P>

vecteur r; Ja seconde MO, celle de la perpendiculaire au plan passant
par I'axe des x et le point que Pon considére et du coté opposé au
sens de w croissant ; enfin, la troisieme MU sera dans ce dernier plan.
et perpendiculaire au rayon vecteur, en sens opposé & celui de § crois-
sant.

I expression de la premiére a été donnée par M. Poisson ; elle est
dy
dr
bornerons i en donner les valeurs, qui sont respectivement, en gran-
deurs et en signes,

- Nous ne rapporterons pas ici le calcul des deux autres; nous nous

dy
T da Vi—aut dy

rV1— r du

De ces trois expressions, il est facile de déduire la composante nor-
male a la surface du cone, pour une molécule en contact avec cette
surface.

En effet, soit ¢ Pangle de cette normale avec MU, M ¢tant consi-
déré maintenant comme un point de la surface conique; cet angle sera
le méme que celui de MO avec la tangente MT & la section sphérique.
vu que les quatre droites MO, MT, MU, MN sont dans le plan per-
pendiculaire 2 AM. Pour avoir la composante de la vitesse suivant MN.
i} faut projeter les trois composantes rectangulaires de cette vitesse sur
cette divection. Celle qui est dirigée suivant MR donnera zéro. et lex
deux autres donneront
2) »\{-1——7—““ ‘% cos € + ’TI_—_—__; ({% sin 2.
si le point M est tel , que la distance MP 4 I'axe des & augmente avec o.
Dans le cas contraire, la composante normale de la vitesse aurait pour
eXPression

Y yi—uw do 1 dy

r du r1—u tlew
Cela posc, intégrons d’abord par rapport a u le terme

LT deo”
(l\(l — a?) d——lrij d L{x — u?) %J
4
L T ddude ou = dudw,

ridu rdu

Tome XIV. — Mars 1849 12
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et considérons toujours les différentielles indépendantes i, du
comme ayant nn signe constant et positif. Nous obtiendrons par cette
premieére intégration

(1— u?) dy

—‘—‘—"'r "d-u d&),
qu’il faudra prendre entre les limites z, et 1, «, étant la valeur de «
relative au point M du contour. On a ainsi

4. — (‘;T;uj—) (1{?—)' dow,
qu’il faut intégrer entre w = o et w = an. Mais il est nécessaire de
commencer par lui donner une autre forme.

Pour cela, décrivons du point P comme centre un arc de cercle
partant de M et terminé en N au plan mené par AX, en faisant un
angle dw avec le plan MAX; cet arc MN sera tangent a MO, et, par
couséquent, fera avec le contour de la section sphérique le méme
angle ¢ que la ligne MO avec la tangente MT & ce contour. Désignons
par ds 'arc infiniment petit de cette courbe compris entre les deux
plans qui font entre eux P'angle dw, nous aurons

MN MN
do = = 22, MN = ds cos ¢,

et 'expression (4) devient la suivante

" Vi—u %)
{5 — 7, dscose,

’

quil faudra intégrer dans toute P'étendue du contour de la section.
Mais avant d’opérer cette intégration , il faut en opérer une premiere
sur le dernier terme de I'égnation (1), et réunir ces deux résultats.
Ce terme, multiplié par du dw, devient
1

1 d’re dicfo
rT(—I—-——;LT) db)zr du d(:) ou I’(_I—:—u—g) ﬂ du [llfd H

intégrons-le d’abord par rapport & w, en laissant « constant, nous

obtiendrons
du LI(P

r{1—u?) "de

6
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Or, pour ies valeurs de z qui donneront des points de P'intérieur du
tuyau, quel que soit @, il y a continuité dans les éléments de cette in-

tégrale depuis w = o jusqu’a w = 27; et comme, a ces deux limites.
ey . c C

‘," a la méme valeur, lintégrale est nulle. Il suffit donc de considérer
(17

les valeurs de u pour lesquelles la surface conique qu’elles déter-
minent autour de AX coupe le contour de la section. On aura alors
plusieurs intégrales ayant pour limites ces points d’intersection , consi-
dérés denx a deux; et Pon devra retrancher les valeurs de Pexpres-
sion (6) qui se rapportent aux points ou la distance MP croit avec o,
des valeurs relatives aux points ot MP décroit quand o augmente.

Supposons, par exemple, que les deux points M, M, correspondent
4 une méme valeur de u; que MP augmente avec v, et que le con-

traire ait lien pour M, : alors ces deux points donneront, pour V'ex-
pression (6),

- du  [dyp du d?)
“/' r(l-——u?‘) kd_ou 2 ;EI—IZ—-T) dw, ]

ou Von regarde toujours du comme positif; et il en serait de méme
pour les autres couples d’intersections, de la section sphérique avec
le cone droit déterminé par la méme valeur de u.

Transformons 'expression (7), et, au lieu de du, introduisons s,
anquel nous supposerons la méme valeur que précédemment. On a

MP =ry1 — u?, d.MP = e,
Vi—u
Soit M’ le point du coutour qui correspond a Paccroissement i ;
M’P' une perpendiculaire sur AX, qui fera avec MP un angle infini-
ment petit : la différence M’ P’ — MP ou «.MP pourra étre regardée
comme la projection de MM’ ou ds sur M'P’; elle sera donc égale
a ds multiplié par le cosinus de Pangle de la tangente MT avec M'P’
ou avec MP; on peut donc poser

d. MP = ds cos TVP.

Ur, dans Pangle triedre formé par les lignes MO, MT, MP, angle
OMP est droit, angle OMT est égal a ¢, et angle des faces OMP.

2.,
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OMT est égal a PMU ou 9. Donc on a

cos TMP = sinc cos 0 = wusince,

donc
d .MP = uds.sing,

et enfin

— rudu .

e = uds sin ¢

\/1 —u’
’ou, en observant que du et ds sont toujours pris positivement,

7] .

L2 — dssine.

\/l —u?
I’expression (7) devient donc
g ds.sin ¢, ((l?) ds.eine, (dq:)
( ) r7\/x~u§ dw/y r"\/l—-u'{ dw/

Le second terme, réuni a U'expression (5) qui se rapporte au méme
point M, donne
—1—u? [d 1 "d .
TN (%Y dscose, — L) dssine,,
: du/, 1

r ri—a \do
. , . R ds
ce qui nest autre chose que Pexpression (2) multipliée par ~ et
comme cette derniere est la valear de la composante de la vitesse dans
le sens de la normale au tuyau, elle est constamment nulle. Donc
tous les termes des intégrales qui se rapportent aux points tels que M,
ou la distance MP croit avec w, se détruisent en chacun de ces points.
Passons aux points tels que M,, ou MP décroit quand » augmente.
Pour cela, il faut réunir le premier terme de I'expression (8) & Iex-
pression (5) prise pour le point 1,, ce qui donne

— \/[—- u? (di‘) ds cos ¢, + ds.sin e, :13) ,
r- a’u 2 re \/I‘“Z dh)/ 2

o R . L, . o . ls
antité égale a zéro, puisqu’elle ne d ur — de
qu g » puisqu’elle ne differe que par le factem . de

P’expression (3) qui est nulle an point M,.
D’ou il résulte que les intégrales des deux derniers termes de Péqua-
tion (1), prises par rapport a & et w dans toute la surface interceptée

[T} [ : re LU Ry (RN RN NN E AR [ b
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par le tuyau sur la sphere de rayon r, sont nulles; et que, par consé- -
quent, I'équation (1), multipliée par dudw et intégrée dans toute
Pétendue de cette méme surface, conduit a la suivaunte

d*o g @y

- —a .

dt? dr?

in appliquant 4 cette équation la discussion du nv 1II, on par-
viendra a des conséquences analogues; et entre autres choses, on re-
connaitra encore que le mouvement se propage avec la vitesse a clans
le tuyau conigue, de forme quelconque; vitesse qui est encore la méme
que si le miliew gazeux était indefini dans tous les sens.

Propagation du mouvement entre deux plans inddfinis qui se coupent.

XVIIl. Nous supposerons que I'ébranlement primitif soit le méme
dans tous les plans perpendiculaires & intersection des deux plans
dont il s’agit; nous prendrons cette ligne pour axe des z, et nous dé-
terminerons un point quelconque par sa distance r 4 cet axe, et par
I’angle § formé par ce point avec le plan za, qui sera, par exemple,
'un des deux plans donnés.

I'équation (1) dit n° 1 devient alors

n d’?:ae(iﬁi¢l"_‘?

dt o)
de*? —{-i_q:)

1
dr? " rdr r? dg?

La composante de la vitesse dans le plan méridien et perpendiculaire
1 de , . s

an rayon est ~ —=. Désignons par € I'angle des deux plans; on devra
avoir
o) dy _ . — —
(2) 55 = 0 pow 9=o0 etpour §=2_6.
Les deux Composantes de la vitesse initiale étant connues pour chaque
point, ainsi que la condensation, on devra encore satisfaire aux
conditions suivantes:

dy .

(F = P (r, 6)
d ,
d—q; =Jf(r.8); pour t=o.
dq;

a=¢ (ry 9)
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Les deux premiéres font connaitre la valeur initiale de © a une con-
stante arbitraire pres, qui n’influera en rien sur les résultats : de sorte

A d. _—
qu’on connait les valeurs de ¢ et % pour £ = o. Nous pourrons ainsi

remplacer les trois derniéres conditions par les deux suivantes :

¢ =x(r6) '

3 p our I =o
: ? __ p :
ar = 4 0)
Multiplions les deux membres de I’équation (1) par dg, et intégrons-
8
. , da?
les entre les limites zéro et & f T:;d@ sera nulle, en vertu des
[»)

égquations (2). Si donc nous posons

f@de:v,

dio 2((]%} 1 dp
= d )a

nous anrons

A — B
S8 dt? dr? rodr

équation dont on connait la solution générale au moyen ¢’intégrales
définies simples. Mais il nous sera plus commode ici d’employer des
intégrales définies doubles. Pour cela, nous poserons 1% = x* + 3?2,
et équation (4) deviendra

-y div — a2 (dzv (l"o“)

S o oder T P dyt )

Les valeurs de o et e relatives 4 # = o, seront des fonctions de r ou

de ya? + y* déterminées par les équations (3); et ¢ sera une fouction
de ¢ et Vx® 4 y* exprimée par des intégrales définies doubles, au
moyen d’une formule trés-connue, donnée par M. Poisson. It 'on
conclut, comme on le sait, de la forme de cette intégrale, que la valeur
de v, et, par suite, 'ébranlement du gaz compris entre les deux plans
fixes, se propage avec une vitesse égale a a; c’est-ia-dire avec la méme
vitesse que si le milieu était indéfini et libre de tous cotés.

' ' T L e g P e
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Mouvement de Uair dans un tuyau conque fini.

XIX. Les mouvements des molécules du gaz, dans le sens perpen-
diculaire a4 la longueur, n’ayant pas lieu dans les cas ordinaires,
comme nous 'avons reconnu dans une discussion précédente, il serait
suffisant de considérer les mouvements dans le sens des rayons par-
tant du sommet du cone droit a base circulaire dont une portion finie
quelconque forme le tuyau en question. Nous indiquerons néanmoins
la marche a suivre pour la solution complete du probleme, en sup-
posant 'ébranlement symétrique autour de I'axe du tuyau. On aura.
dans ce cas,

1)

, - doro
s . d| (v —u? i d

d*.ry o dire i " du |

R QL B i - .
l dr* r? du

e e

Désignons par § la valeur de u relative aux génératriceé de la surface
intérieure du tuyan; la vitesse estimee perpendiculairement au rayon
vecteur et dans le plan méridien devant étre nulle pour les points de
cette surface, nous aurons

dr

du

=0 pour u=1 etpour n==¢.

Soit 9r = U@, U étant fonction de u seulement, et ¢ une fonction
dle r et ¢t; Péquation (1) deviendra par cette substitution

au
1 d?% a* d*9 azd[(l—uz);iz:]

—————— T

6 der 8 dr r Udu
- dU’ .
d|(x—u)—
L de] soit indépendant de u, s quol & dé
i pe e 1, sans quoi § en dé-
pendrait. On devra donc avoir

o0

3) g =—a’U,

et il faut que

« désignant une constante arbitraire ; d’ou résulte

. ' 1° 6 d*6 226
A\ 4 — a2 _—— -
ik dr? a (dﬂ r7)
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I’équation (2) devient alors

. dU _ _ _¢
) dg — © pour u=i et wu=o.

Si 'on représente par U,, U, deux intégrales particulieres de I'équa-
tion (3}, son intégrale générale sera

U = AU, + BU,,

A et B étant des constantes arbitraires, et, en vertu de ’équation (5},
on devra avoir

dU, dU,
A - B —- =0 pour wu=r,
dU. dU, y e
A —w B —w =0 pour wu=§.

, _ , . , . A )
L'une de ces deux équations détermine 5 et substituant sa valeu:
dans I’autre, on a nne équaticn qui ne renfermera d’indéterminée que
la constante &, et donnera pour elle une infinité de valeurs réelles.

Passons maintenant a I'équation (4}, et posons

9 = (M cos amt + N sin amt).
z ne dépendant que de r; on obtiendra ainsi

dz 2 AN
=+ 5 (m* — r?) = 0.

On peut satisfaire 4 cette équation au moyen de I'expression suivante

I 1 ————— 7 -,
. - Vi fo? . Virger
o= p* 2 , €os (mrcos ) sin w dw.

Connaissant une intégrale particuliére, on en connait facilement une
seconde. Si on les désigne respectivement par z,, z,. la valear géné-
rale de z sera

z2=Pz, -+ sz ’

P et Q étant des constantes arbitraires.
En supposant toujours le tube ouvert aux deux bouts, et désignant
par b et b+ [ les valeurs de r correspondantes aux extrémités, o

[T i T g I [IERERRR NS RN R R A 1 e
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devra avoir {% = o pour r = b et r = b + [. On doit donc aussi avoir

a8 . A
7 = O, eb, par suite. z= o0 pour ces mémes valeurs de r; ce qu

donne
Pz, +Qz,=0 pour r=26,
Pz, +~Qz,=o0 pour r=14+1;
.4y . P Tt TR ‘ :
ce qui détermine encore Q' quis éliminé entre ces deux équations,

conduit 4 une équation entre o et m; d’ou I'on tirera, pour chaque
valeur de o, une infinité de valeurs réelles de m.

En ajoutant les solutions relatives & toutes ces valeurs de « et m.
multipliées par des constantes arbitraires, on aura une valeur plus
génerale de ro, et il ne restera plus quwa satisfaire 4 I'état initial , qui

, . d,
détermine les valeurs de re et % pour ¢ = o.

Si 'on pose
B
U,+XU2:U et z,+§z2—_—§

g étant des fonctions déterminées des constantes z et m, On aura

re :ZAUZ P& cos amt + ZA, UZ P, sin amt.

Dans la somme relative & m, P varie arbitrairement d’une valeu:
de m a 'autre, et la somme s’étend A toutes les valeurs de m corres-
pondantes 42 une méme valeur de a. Cette sommation étant effectuée .
on multipliera le résultat par Av, et Uon fera la somme des expres-
sions semblables relatives a4 toutes les valeurs de «, la constante A
changeant arbitrairement ’une valeur de « a Pautre. Il faut entendre
de la méme maniere la seconde partie de ro.

Cela posé, si I'on désigne par F (r, ) et par f(r, 1) les valeurs iui-
dre
de

B
- et
A

tiales de rg et » on devra avoir

EAUEPC =F(ru, ZA.uE P Gm = ij(/, u),

équations qui <létermineront les constantes A, P, A,, P, par les
méthodes ordinaires.

Tome XIV. — Mazs 184g. 13
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Nous allons considérer maintenant le cas particulier ou ¢ est indé-
pendant de u; ce qui revient & ne prendre que la valeur 2 = o, dans
le calcul général que nous venons d’indiquer.

Tuyau conique ouvert par les deux bouts.

XX. La valeur de ¢ étant supposée indépendante de «. on «

\ dirg _ 2 4(re)
dt? dr?

l.e tuyau étant en communication avec lair extérieur, a ses deux
extrémités, on aura

dy __

(2 - =0 pour r==b etpour r==b+1{;

et, de plus, on aura, d’apres ’état initial,

13 o = F(r), Zj = f(r) pour ¢=o.

1]

On satisfera a I’équation (1) en prenant
r¢ = (A sin mat + Bcos mat) (sin mr -+~ M cos mr),

et 'on devra avoir, en vertu de I’équation (2),

sin mb + M cos mb = o,
sin (mb + ml) + M cos (mb + ml) = o.

Eliminant M, on obtient
sinml=o,
4ou
nw
(= T’

;i désignant un nombre entier quelconque.

T.a valeur de r¢ prendra ainsi la forme suivante, en remplacant M
par sa valear — tang mb,

nw(r-— b)
T 3

. nmwat . rmrat
ro = (Asm — -+ B cos ; )sm

A et B désignant des constantes arbitraires, qui changent avec les
valeurs de n; et il suffira de considérer ces derniéres comme positives,,

i ' " LU U e g e e
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car ies vaieurs m}gatives donneraient des expressions qui rentreraient
dans les preniiéres,

Ajoutant les intégrales particulieres correspondantes 4 toutes les
valeurs de n, on aura

nwat nmwat\ . — b
4, rq;:Z(Asm T; +Bcos—7—;—->smg(r1~—~)~,

et les coefficients A et B seront déterminés par les équations (3), g
donnent

> Bsin ”ﬂ(‘rl_— i (r).

.onn(r—b) rt
2: ! — )
nAsin - =— f(r.

iin tire de la

[ ! ¢ |
2 - . onnir-— b
\ == T . SIN- ————— "
wma ), rf(r) sin ; r,
b ’ \
L a .onmir— b
B = 7 f rF(r) sin =227 oy
b ‘ /

b prenant ces valeurs pour A et B, Péquation (4) donne ia solution
complete de la question.

in en tire d’abord cette conséquence , que tous les points re-
viennent périodiquement 4 I'état de repos apres un intervalle .l
temps T ayant pour valeur

- 24
I — ]
144
ce qui montre que le son rendu par un tuyau conique est le méme
celui que rend un tuyau cylindrique de méme longueur, ouvert au.:
derx bouts comme le premier.

Si Fon considére le son simple correspondant 2 une seule valeur
de 7. les valeurs de r correspondantes aux sections ou la condensation
est constamment nulle, et que 'on désigne ordinairement sous e non,
1ie ventres, seront données par I'équation

nwir— by
Sl =t = 0,

[N
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r—==5bt+ i l,
n
k désignant un nombre entier quelconque.

Le nombre des ventres est donc 7 —+ 1; ils sont situés aux extrémités
du tuyau, et aux points qui le divisent en 7 parties égales. Sin =1,
on a le son simple le plus grave, et il n’y a de ventres qu’aux deux
extrémités.

Les nceuds ou les points qui sont constamment en repos s'obtien-

dront en posant
dy

dr:()'

Pour le son simple correspondant a une valeur quelconque de n.
cette équation devient

nm(r—=b6) narnr
tang —— =7~

Flle détermine une infinité de valeurs réelles pour r; mais on ne
prendra que celles qui sont comprises entre

b et b+ L

Elles pourront se metire sous la forme
la
re=b+ —-
nw
Les valeurs successives de o sont respectivemeni comprises entre
h1 ™ T™
o et 27 m et 7T+;7 am et 272'—}—;7

ot ainsi de suite; elles vont en se rapprochant de leur limite supé-
rieare, avec laquelle elles peuvent bientot étre regardées comme con-
fondues, et alors elles ont entre elles une différence sensiblement
constante et égale a n. Les valeurs de r tendent donc a avoir une dif-

., , L
térence constante et egale & —» comme pour les ventres : elles sont res-
pectivement comprises entre

I ! l ! 21 t
Lot bt~y Batetb+ b —y b+ et b+ =+
a2n n n an n

{
» etc.
n ¥

2
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Tuyau conique fermé par les deux bouts.

XXI. Dans ce cas, les conditions relatives aux extrémités sont ex-
primées par ’équation

f71
®—0 pour r=4&b et r=p+{
dr

On posera encore

ro = (A sin rnat + B cos mat) (sin mr + M cos mry,

et les constantes m, M seront déterminées par les équations

. ml
‘\ tangm/_—-—~—l+(b_l+bl\)m_‘,
o
' ; M — mb cos mb — sin mb

mb sin mb + cosmb

La valear de r¢ devient, en désignant par A et B deux nouvelles
constantes arbitraires,

(2 ro = (A sin mat + B cos mat)[sinm(r — b) + mb cos m (r — bl

En faisant la somme des expressions de cette forme correspondantes i
toutes les racines de I'équation (2), et déterminant les coefficients A et B
par les méthodes ordinaires, on satisfera a I’état initial, et par conseé-
quent, i toutes les conditions de la question.

Examinons en particulier le mouvement qui produit un quel-
conque des sons simples que le tuyau peut rendre; c’est-a-dire, consi-
dérons la valeur de ¢ donnée par I'équation (2) dans laquelle m est
I'une quelconque des racines positives de "équation (1), autre que la
* racine zéro, a laquelle il est inutile d’avoir égard.

Ces racines sont comprises respectivement entre

k3
- et
{ .

' ™ 7 ) ™
T 4 — 27 4 - nmw - —
2 p 2

et (

arm P4 t t
9 7 T Yy — € -——l— ’ etc. .

. . . P AT
elles se rapprochent de plus en plus de leur limite inférieure '7r7 et

L . \ ®
tendent, par suite, 4 avoir entre elles la différence constante =
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i équation ' 2) fait voir que chaque point devient périodiquement au
repos apres un temps T dont la valeur es

27
T ==
ma
et comme ml est incommensurable, ce son wa pas de rapport comn-
mensurable avec celui que rendrait un tuyaw cylindrique de méme
longueur,
Quand la racine m varie, le ton s’éléve dans le méme rapport

l.a position des ventres sera déterminée par I'équation

dep

ax — 9

qui donne
tang m (r — b) = — mb.

{es valeurs de r tirées de cette équation et comprises entre r et r -+ i
correspondront a tous les ventres. Si I'on désigne par o le plus petit
arc positit ayant pour tangente — mb, ces. valeurs équidifférente~
seront comprises dans la formule suivante

64+ nm

m

r==&6-+

n étant un nombre entier quelconque tel, que 'on nait pas

&+ nrw

>
m

Les nceuds correspondent aux valeurs de r tirées d»

dy _
dr
au de ‘
, mir—b
tang m(r — b) = T mihr

equation qui est satisfaite évidemment par r = b, et aussi par r==b- (.
en vertu de Péquation (1); ce qui devait €tre, en effet, d’apres les
hypothéses mémes du calcul. Le nombre des valeurs intermédiaires
augmente indéfiniment avec m; mais leurs différences ne sont pas

i ' [N Gy TR ISR TR RERE
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egales, Si m est tres-grand, ces différences sont sensiblement égales
‘s

aZ.
m

Ty, L - ’ :
™ Tuyau conique ouvert par la base la plus large et fermé par [ autre.

XXIL. Les équations relatives a ce cas sont:

)

El‘ rkq; — a2 d* r"f’ X
ot dr-
72
oo =o0 pour r= b.
72
ik . e — _
—- =0 pour r==~bh+ L

On posera d’abord

ro = (A sin/nat + B cos mat) (sin m: + M cos mr),

et les conditions des extrémites donneront

tang ml = — mb,
M= — tang m(b + L,

la valear de rg devient alors, en désignant par A et B deux nouvelles
coustantes arbitraires,

{9) ro = (A sin mat + B cos mat)sinm(b + L — r.

[:n faisant la somme de toutes les expressions de cette forme, rela-
tives aux diverses racines de équation (1), on déterminera facilement
les valeurs de A et B de maniere a satisfaire 4 ’état mitial.

Si I’on considére le son simple correspondant & une valeur unique
de m, tout ce qui 8’y rapporte est renfermné dans I’équation (2). On en
tire d'abord pour la durée de la vibration entiere,

27

—

ma

dou P'on vout que, pour tes différents modes de division dont e tuyan
est susceptible, PPacuité du son est proportionnelle a la grandeur de Ia
racine correspondante de 1'équation (1).
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Les ventres seront déterminés par I’équation

sinm@b+1{—r) = o,
d’ou
r=b+1-"",
m

n désignant un nombre entier quelconque. Tis partent de I'extrémite
ouverte, et sont équidistants les uns des autres; le dernier est 4 une
distance de I’extrémité fermée, dont le rapport avec I'intervalle con-

™ . .
stant — varie avec la racine m.

L.es noends sont donnés par ’équation

tangm (b +1—r)= — mr,

a laquelle r = b satisfait d’apreés I’équation (1); les valeurs de r com-
prises entre b et b + [ détermineront les autres surfaces nodales ;
leurs distances ne seront pas égales, mais différeront d’autant moins
que 2 sera plus grand.

Tuyau conique fermé a Uextrémité la plus large, et ouvert o l'autre.

XXIIIL. Les équations seront, dans ce nouveau cas,

dzqu . 2(127'?
Tder T drt
dy
— == 0 * == .
p pour r =,
i = h
2 =0 pour r =15 L

On satisfera a I'équation générale en prenant
¢ r = (A sin mat + B cos mat) (s:nmr -+ M cosmr),
les conditions des extrémités donneront
. ‘ sin mb + M cos mb = o,
L tang ml = m{b + ).

d’ou résulte I'expression suivante de ¢ r,

i2) ¢r= (A sin mat + Bcos matsin m(r — ).

[N ' ' e VLG U LI i e
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On satisferait a Vétat initial en faisant la somme @ expressions sem-
Llahles relatives 4 toutes les racines de I'équation (1), et déterminant
convenablement les constantes arbitraires A et B.

Considérons en particulier I'un quelconqne des souns simples, rela-
tif 4 une valenr unique de m, et déterminé par I'équation o).

Ia durée de Voscillation sera exprimée par

27
.

ma !

les ventres seront détermingés par Véquation

d .
do _ o ou sinmir— b, =o.
lt ’
dou
nm
r==n+ —
n

1.es ventres sont donc distants les uns des autres de la qu:mﬁté COL-
T . . s . R
stante - ils partent de Vextrémité ouverte et se terminent a une

distance plus ou moins grande de Vautre. mais inférieure toutefois
a T,
m
Les neeuds sont donnés par Pequation
tangmr — b = mr.
Ile est satisfaite par

r:b—+1,

d’apres V'équation (1). Les nceuds partent done de extréinité fermee .
et leurs distances mutuelles sont variables.

Tuyau formé par quatre plans, dont deuzx sont paralléles.

XXIV. Supposons maintenant un tuyau formé par deux plans quti
se coupent, et par deux autres, perpendiculaires A Vintersection des
deux premiers, €l terminé 4 deux surfaces cylindriques ayant pour
axe commun cette méme intersection. Négligeons encore les mouve-
ments dans le sens des sections cylindriques, pour ne nous occuper que
de ceux qui produisent les sons que fait entendre le plus ordinaire-

Fome XIV. — Avair 1849, 14
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ment le tuyan. En employant les mémes variables que dans le n° X VIIJ,
et observant que, dans Phypotheése actuelle, ¢ est indépendant de
angle 6. nous aurons

(1 —f — - ¥
I) dr? rdr

o? 2 [d%g 1 dg
arr — @ (- + )

Nous supposerons le tuyau ouvert aux deux bouts, et nous désigne-
rons par b et b + / les valeurs de r qui s’y rapportent; il en résultera
les conditions

P dy ! o
(2) 7 =9 pour r=15% et =4

1’état initial est donné, et entraine les conditions
— F(r dg __ o ) —
v = F(r), = =S pour 1=o,

Si Pon pose
¢ =(Asinaat + B cosaat) u,

7¢ étant une fonction de r seulement, on aura, d’apres I'équation (1),

dn 1 du

AT ;o + a*u = o.

(3)

La valeur générale de sera, en désignant par M et N deux con-
stantes arbitraires,

(4) = M[ncos(ar'cos ») dew + N/O”r cos (ar cos w) log (rsin? o) dw ,
et les équations (2) conduiront aux suivantes

M'/O”r €os (26 cos ) duw
-+ N/;n cos (e:b cos w) log (4 sin> w)dw = o,

M/owcos[a(b + l)cosw|dw

+ Nfﬂ cos [« (h + 1) cos ] log [(& + £} sin? wldw = o.

(I T1 ' GO e ey
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L M .
En éliminant entre elles X' on obtient

1

fﬂ cos (2 (b + ) cos ] dnoj”r cos (b o cos w) log (b sin? w) de
6 0 o

VY - Fed .

! :f cos (ha cos ») do)f cos (b +1) zcosw]log [(b+1)sin® | dw,

Q o

équation qui détermine une intinité de valeurs réelles de z, et ne
saurait en avoir d’imaginaires.

, . , . N . .
L'une des équations (5) détermine le rapport - en fonction de o ;

501t
N
M=
on aura
(7! u=M(u, + Pu,,

en désignant par u,, u, les deux intégrales particulieres de I’équa-
tion (1),

f cos (aercos o) dw,

0

i

j cos (ar cos ) log (rsin® w) de ,
o
on aura amsi pour ¢ la valeur suivante
o = (Asinaat + Beosaat) (1, + Pu,),

A et B restant entierement indéterminées.

On obtiendra une valeur plus générale de ¢ en faisant la somme
d’expressions semblables, correspondantes 4 toutes les racines de

"équation (6); ce qui donnera

18) @:Z(Asina.at + Bcosaoat) (u, +~ Pu,).

et il ne restera qu’a satisfaire 4 I’état initial; ce qui conduit aux deux

14..
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équations

> B + Puy) =F (),

2 Ao (uy+ Puy) = ;z-f(r),

au moyen desquelles nous allons déterminer A et B.
Si, pour abréger, nous faisons

(9)

u,+ Pu,=U,

cette fonction de r et o satisfera i Péquation

d*U " 14U
elr? r dr

et Pon démontrera facilement que si U’ et U” sont deux valeurs de U
correspondantes 4 deux valeurs différentes de o, et satisfaisant aux
conditions des limites, comme cela résulte des valeurs de o et P, on
aura nécessairement

b1

(10) j U U rdr = o.
1[
Les équations (g) prennent la forme suivante :

> BU=T (),

> AaU == [

Multipliant les deux membres de ces équations par Urdr, et intégrant
entre b et b+ [, tous les termes disparaitront en vertu de P'équa-
tion (10), excepté celui qui correspond & la valeur de « qui entre dans
la valeur de U que Von considére. On aura donc

b1 b1
f rUF{r) dr f rUf(r)dr
b 1 14

B= — . A= P By i E—
f U:rdr
b

b1
f U2 rdr
L

En prenant ces valeurs pour A et B, I'équation (8) donne la solution
complete de la question.
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XXV. Les valeurs de « étant incommensurables entre elles, les
oscillations ne seront isochrones que lorsque la valeur de g ne ren-
fermera que I'une des racines de I'é¢quation (6); ce qui suppose un etat
initial convenable. Le mouvement de air dans le tube sera alors dé-
terminé par I'équation

p =/(Asinaat + Beosaat)U.

1.a durée des oscillations isochrones aura pour expression

o 2T
V= —»
az
et le son le plus grave correspondra a la plus petite valeur de «.
Les valeurs de r correspondantes aux ventres s’obtiendront en
posant
)

5= 0,

[$3R1

i T . 8 T ; .

(1) f cos (w1 cos w)dw -+ PJ cos (e cos m) log (1 sin w) dw = o.
o] ]

Si Pon suppose P tir¢ de la premiére des équations [5), cette derniere
ne differe de I'équation (6) qu’en ce que ry remplace b+ I et, par
conséquent, elle est satisfaite par r =10 et =254+ {, comme cela
devait étre, puisque, par hypothese, les extrémités du tuyau sont des
ventres. Pour avoir les autres valeurs de r qui déterminent les ventres
correspondants a la méme valeur de «, il suffira de poser

O " == O_(h+ 1>3

%, désignant I'une quelconque des racines de I'équation {6). Car alors
I’équation {11) sera satisfaite en verta de Péquation (€.
Les ventres seront donc déterminés par la formule généralc

/‘::—'(I)—%— ly,

et comme les ventres qui sc forment dans Pintérieur du tuyau corres-
pondent a des valeurs de  comprises entre b et » + {. on ne donuera
i a,, que la valeur de la racine 2 et des racines plus grandes que «.

v

. b1
et moindres que o ( e )
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Les neeuds s’obtiendraient en posant

dU
dar

:O;

mais les racines de cette équation ne pourraient étre calculées auss:
simplement que celles de I’équation (r1).

XXVI. Si le tuyau était ouvert i Pextrémiteé la plus large, et
fermé i I'autre, on aurait

dc‘p_ ~ =}
;17—0 POUI‘ r—ao,

dy

E—O pour‘ "—b",‘—[,

d’ou résulteraient les deux équations
/’7 cos {2 (b + 1) cos ] do + Pf cos[a (b + ) cos w] log [(6 + {) sin® w] dw = o.
e/ 4 o
T
f COoS w sin (o b cos w) dw
(4]
-~ P ,j cos w sin (aeb cos ) log (b sin? o) do — jfﬂ cos (ah cos o) dw] =o0.
-0 o
Eliminant P, on aurait Péquation suivante pour déterminer o,
w L
f cos » sin {ab cos m) log (b sin? w) dw ’
T o \
[ cos [a(b + 1) cosw] du s

T
1 N
— —f cos (b cos w) dw
i llb o

== /T cos » sin (b cos o) dw ;f” cos [ (b + 1) cos w] log [(b - [) sin? w]dw

vy o

On acheverait comme dans le cas précédent, et I'on traiterait de la
méme maniére le cas ou Pextrémité la plus large serait fermée et ['autre
ouverte, ainsi que celui ou elles seraient fermées I'une et Pautre,
Lorsque nous connaitrons des expériences faites par quelque phy-
sicien sur quelques-unes des questions traitées dans ce Mémoire , nous
nhous empresserons de les comparer aux indications de nos calculs, et
de faire connaitre I'accord ou le désaccord que nous y remarquerons.
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