JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

J.-A.SERRET

Sur I’intégration de I’équation dx? + dy> + dz* = ds?

Journal de mathématiques pures et appliquées 1'° série, tome 13 (1848), p. 353-360.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1848_1_13__353 0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1848_1_13__353_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

PURES ET APPLIQUEES. 353

ARAAAA VAT LA AAA LA W LLVUAAA L3 10 A TAAAAA VA ASIARATAIAT LA TR TATARL LAAARA LAAAME LA TAA T AAATM AT ALY Y LA AR W A

SUR IINTEGRATION DE L’EQUAT[ON
dx® + dy® + dz* = ds*;

Par M. J.-A. SERRET.

1.

La question que je me suis proposé de résoudre est la suivante :

x,y, 2, § étant quatre fonctions d’une variable indépendante ¢,
assujetties a verifier l'équation

(1) dx? + dy* + dz* = ds?,

exprimer sous jforme finie, et sans aucun signe d’intégration, les
valeurs gencérales de ces jonctions.

Il est évident qu’on satisfait & ’équation précédente en prenant
pour x, ¥, z et s les coordonnées rectangulaires et 'arc d’une courbe
quelconque, d’ou il suit que les valeurs générales de @, ¥, z et s
doivent contenir dans leur expression deux fonctions arbitraires de la
variable indépendante.

Considérons une courbe quelconque; la surface développable, lieu
géométrique de ses tangentes, pourra étre représentée par Iensemble
des deux équations

z = px—+ qy — u,
o=uxdp+ ydy —du,

ou p, g et u sont des fonctions d’'un parametre §, ayant respective-
ment pour différentielles dp, /g, die; et la courbe elle-méme, qui est
Paréte de rebroussement de la surface, sera représentée par 'ensemble

~
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des trois équations
z2=px+qy —u,
(2) o =xdp + ydg — du,
o=uxd’p+ yd*q — d?u;
on déduit de la les valeurs de x, 7, z en fonction du parameétre 6 que
nous prendrons pour variable indépendante; savoir,

dgd?u — dud?
x = ——*Z,
dgdip — dpdiq
3) » __ dud'p—dpdiu
‘ _ dqd’p-——dpd’q,

z::pa:+q)’——u.

Les eéquations (2), combinées avec celles qu'on en déduit par la diffé-
rentiation, donnent

dz = pdz + ¢dy,
dpdx + dgdy = o,
d*pdr + d*qdy = d*u — xd*p — yd?q,

d’ou Von tire

__Au—zxdp—ydiq
dx = dgdip — dpdiq 9

_ du—xdip—ydiq
(4) df— - dgd’p —dp d*q dP;

du—zd'p—ydigq

dz = dgd*p —dpdiq

(pdq — qdp).

Portant ces valeurs de dx, dy, dz dans Véquation proposée, et ex-
trayant ensuite la racine carrée des deux membres, on a

(,).) ds — d“u—xd’p—yzl“(/

dydip—dpdiy \/d(f + dP2+ (pdq - qdp>2

Enfin, mettant & la place de x et y les valeurs fournies par les équa-
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tions (3), et faisant, pour abréger,

[ A = 29V’ +dp’ + (pdg —qdp}
dgdp —dpdiq

) ’ B — _ 48(dgdip—dpdiq) Vg~ dp’ + (pdg — g dp)’
- (dqd‘ —dpdiq)

C— (d*qd*p —d’pdiq)Vdg'+ dp' + (pdqg — qdp)
VT (dgdip—dpdqy

la valeur de ds sera

d’u

dS:AW

di+ B d6+C 5 495

en intégrant par parties chaque terme de ds, on trouve

d? dA d d’A A
f de:de-—A l: EEB%—F(I—B’u—f( ud@

{73 dB d*B
deB’ = 9—-Eu+fd—9?u({9,
fC—dG—— u_f_ude

et 'on aura, pour la valeur de s,

d'u dA du 'd’A. dB

d*A & B - dG
- f des —— ) udg.
Or les quantltes A, B, C ne contiennent pas u, qui doit étre une

fonction arbitraire de §; on pourra donc exprimer s sous forme
finie, en posant

(7)

' (6)
d°A_ &'B__dC’

0 de @5

(8) u =

¢'(6) désignant la dérivée d’une fonction arbitraire ¢ (6), car on aura

d*u dA \ di d’A dB
© s=AF = (F B G+ (@ -5 0)u 6y
5..

AN
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et, en remplagant  par sa valeur donnée par ’équation (8), dans les
équations (3) et (g), on aura les valeurs de x,r, % et § exprimées
sous forme finie, et sans aucun signe d’intégration. Ces expressions
contiendront trois fonctions de 6, Y (9), p et g, dont deux seulement
doivent étre considérées comme arbitraires ; car on peut évidemment,
sans altérer la généralité de nos résultats, prendre pour 8 I'une des
deux quantités p et ¢, ou égaler, si 'on veut, I'une de ces deux quan-
tités a telle fonction de 6 que I'on voudra. La variable indépendante
que nous avons laissée indéterminée doit étre choisie de maniere a -
avoir les formules les plus simples possibles ; c’est un détail dont nous
allons nous occuper dans le paragraphe suivant: mais remarquons,
en terminant, que la question que nous nous sommes posée est com-
plétement résolue par ce qui précede, et aussi que la méme méthode
s'étendrait, sans aucune modification, 4 ’équation plus générale

dx® +...+ dy® + dz* = ds?,

contenant un nombre quelconque m de variables ..., 7,z
On substituerait, en effet, & ces m variables, m autres quantités dé-
terminées par les m équations

3= pxX +t- QY — U,
0 = xdp +...+ ydy — du,
0=xd’p+..4+ yd?q — d’u,

. . .

0 =xd"™'p ..+ yd"'qg—d" u;

et en suivant la méme marche que précédemment, on exprimerait les
m + 1 quantités x,..., 5, z et s sous forme finie, i 'aide de m fonc-
tions de la variable indépendante,, dont m — 1 pourraient étre consi-
dérées comme arbitraires.

La méme transformation s’appliquerait encore 2 I'équation plus
générale

dx” +...+ dy™ + dz" = ds",

ou n est un nombre quelconque.
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Revenons & la question proposée, et occupons-nous du choix de la
variable indépendante.

q et p, étant deux fonctions d’une méme variable indépendante,
peuvent ¢tre considérées comme les coordonuées rectilignes d’une

courbe plane arbitraire; 1'équation générale des tangentes de cette
courbe sera

qgcosf — psinf + ¢ (6) = o,

9 étant un parametre variable el ¢ une fonction arbitraire. En outre,
comme toute courbe est 'enveloppe de ses tangentes, on pourra poser

qcosf —psinf +o = o,

(10) gsin G + pcosh — o' = o,

et considérer ces équations comme appartenant i la courbe : la se-
conde de ces équations est la dérivée de la premiére par rapport au
parametre § que nous prendrons pour variable indépendante; enfin,
nous mettons simplement ¢ au lien de ¢ (6), et nous dénotons les
dérivées 2 la maniére de Lagrange.

Des équations (10) on déduit les valeurs suivantes de p et q, qui
contiennent une fonction arbitraire ¢ et sont, d’aprés ce qui précede,
les plus générales qu’on puisse imaginer,
q=1¢'sind —awcosl,

(1)

p =9 cosfl + ¢ sin§;
on déduit de 1a

dg = (¢" + 9)sin6d5,
(r2) dp = (¢" + ¢) cos 5d5,
pdq — qdp = (" + 9) ¢ db;
d’on

(13)  Vdg*+dp*+ (pdg — qdp}* == (" + o) y 1 + 4" di6.

On a encore
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d’ou
(15) dqd’p — dpd*q = — (3" + ¢)* df’.
Nous avons encore besoin des différentie]le§ du troisiéme ordre ; on
trouve
(6) d’q = [(¢" — ¢)sin § + 2 (¢” + ¢') c?s 6] d6®,
d*p = [(p — ¢) cos§ — 2(p" + ¢') sin 6] d6°,
et on déduit de I'équation (15), par la différentiation ,
(r7) dgd’p — dpd®q = — 2(¢" + 9) (9" + ¢) db*;
enfin, des équations (14) et (16) on tire
8) { d*qd®p — d*pdiq
, =(¢"+ @) (@7 + ") — 2(¢"+ ¢')* — (" + 9)?] d6".

Cela posé, en vertu des équations (13), (15), (17) et (18), les valeurs
de A, B, C deviennent

A= _VU*¥

?II+?,

19 B— 20 )Vity
(19) ¢+ o)

C = [(?"+ o) _ @ +yf 1 ]m

(" +9) (¢"+9F  ¢'+¢

Différentiant la premiére des équations (19) et retranchant ensuite la
seconde, on a

(20) A p— _EH)Vit+e o4
d0 (¢"+ o) "+l Vrtg¢*

Différentiant 'équation (20) et ajoutant au résultat la troisieme des
équations (19), on a

. d’A dB _ ¢ [+?:+?lz
(21) aw —atO= ==
¥ (e (1)

i,
2
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et, en faisant, pour abréger,
(22) Y _I+g+e"

— = =P,
'Y (e g) (14 ¢7)

e

on aura

(23) ue Y0

—_— ?

P

et, par suite,

de _ Y7(0) Py (s)

9 P Tpr

(24) P
d’ u _ \P’ (9) 2PI’ ¢Il (e) + (2 P”z__ PI p/ll> “PI (9)
der — TP T TTpn P

D’aprés cela, on aura les valeurs des quantités x, y, z et s a laide
des formules (3) et (g), en éliminant les quantités p, q, u de leurs ex-
pressions. Cela se fera sans difficulté en se servant des formules que
nous avons données; mais nous nous dispenserons d’écrire ici ces
valeurs A cause de leur extréine complication.

I11.

Nous venons de trouver la solution générale de I'équation

dx® + dy® + dz* = ds?,
qui renferme, comme on a vu, deux fonctions arbitraires ¢ et 43
mais il est trés-remarquable que cette méme équation admette encore
une autre solution qui ne renferme qu'une seule fonction arbitraire,
et qui ne saurait étre comprise dans la solution générale que nous
avons trouvee. Jappellerai, en conséquence, cette seconde solution
la solution singuliére de I’équation proposée. Cette solution singuliere
est relative au cas ou la quantité que nous avons appelée P ose rédui-
rait 4 une constante; les équations (23) et (24) seront, en effet, illu-
soires: la fonction ¢ (6) sera alors déterminée par Péquation différen-
tielle

P = constante,
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cest-a-dire
. % I+ 9+ @'Y
(29) o= ———i’——?LE = constanle = i,
VIF® (e )
et la fonction u sera absolument arbitraire. Tes équations (3) conti-
nueront de donner les valeurs de x, y et z, et la valeur de s le sera
par I'équation (7), qui se réduit a
d*u dA s\ de
s = AZ_!F_ (}76 — B) =5 e
On arriverait a des formules simples dans le cas de m = o. I.'¢qua-
tion (25) se réduit a
1-+ g7 ¢
" - ————— funadil § |
I I (T

et a pour intégrale

¢ = yntcos* (@ — 6,) — 1,

n et 6, étant les deux constantes arbitraires. Je ne crois pas, toutefois,
devoir insister sur ce cas particulier.



