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a . .
Sur le symbole (Z) et quelques-unes de ses applications,

Par M. V.-A. LEBESGUE,

Correspundant de PInstitat, Professear & Ja Faculté des Sciences e Lordeaus,

ﬂ .‘\ i)
Définition du symbole (5 ) > d’aprés Legendre et M. Jucobi,

/

Soient @, & deux nombres enticrs premiers entre eux, qui ne sond
I3 - - - a@
pas tous deux négatifs et dont le second est impair; <7> sera + 1 ou
2
— 1, selon les cas dont voici I’énuamération :

. . Y a
1. Si b est un nombre premier positif, (Z ) sera - 1 ou — 1, selon
N/

;o ;. - . A
que b sera résidu on non-résidu quadratique de pi autrement. { )
7
b—t ‘
sera le resie = 1 de @ 2 divisé par b (LEGENDRE),
2°. 8i b est un nombre composé positif, b = pgr..., les facteurs
Ps ¢, ry... étant des nombres premiers égaux ou non, on aura

= (i) = () () aneom:

3°. 8i b est un nombre négatif, on fera

[ a [a’
(45)=1(3).
ou bien encore, en posant
“a fa
\=2) = () (5)-
om fera
(—_{I—I) =1 {Jacowmr'.

Tome XiI. — Decemsry 18§, 63
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Voici des conséquences immédiates de ces définitions :
e e e e )
o (5) ()= (p;”:‘.)'

30 be...” fayN 7B\ [ e

- (a/) ): (7]) K;) (5

o N

. 5)=5)
si P'on a k=1

, bt
8v. Q_—_I» = (—1) 2.

A ces propositions on joindra les suivantes, dont la démonstration
exige quelques développements :

. (2 Pt Pt p! rone=%
O (5) =07 (F) =0T T =

> Pt ,p)
10°, ) — () 2 2 (E£),

KP) ( / q )

ou

Dans cette derniére équation, p et ¢ sont deux nombres impairs.

I1.
Sur la démonstration des équations fondamclzmle.ﬁ

Si I'on voulait énoncer les propositions exprimées par les équations
précédentes, il suffirait de dire que les nombres premiers 2 un nombre
impair p se partagent en deux classes: la premiére renfermant les
nombres A, qui donnent

<£> = I3
P ’

la seconde renfermant les nombres %, qui donnent

()=

o " ' ' [REERTET TR N Ve i . o
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Pour p premier, la premiére classe est celle des résidus quadra~
tiques, et la seconde, celle des non-résidus.

Pour p composé, p=gqrs... (g, r, s,... étant premiers), la pre-
miere classe est celle des nombres qui sont non-résidus quadratiques
d’un nombre pair (o, 2, 4,...) des facteurs g, . $,...; la seconde
classe est celle des nombres qui sont non-résidus d’un nombre impair
des mémes facteurs Gy Iy Sy
Voici maintenant les principaux ¢énoncés :

« Des nombres congrus suivant le module p sont de méme classe.

» Un produit abc... sera de premiere ou de seconde classe relati-
» vement 4 p, selon que les facteurs (a, b, ¢,...) de seconde classe
» seront en nombre pair ou impair.

» Le nombre — 1 est de premiere classe relativement aux nombres

de forme 44 + 1, et de seconde classe relativement aux nombres de
» forme 4g — 1,

» l.e nombre 2 est de premicre classe relativement aux nombres de
v forme 8% = 1, et de seconde classe relativement aux nombres de
» forme 84 = 3.

» Le nombre — 2 est de premiére classe relativement aux nombres
» de forme 8k + 1, 84 3. et de seconde classe relativement anx
» nombres 84 + 5, 84 + 7.

» Les nombres premiers positifs p et ¢ sont de meme classe, 'un
» par rapport 4 Pautre quand P €t g ne sont pas tous deux de forme

44 —1. Cest le contraire si p et q sont tous deux de forme 44 — 1.
ette derniere proposition est la loi de réciprocité de Legendre.

» Laloi de Legendre s’étend & denx nombres queiconques positifs
» impairs. »

I.a démonstration de I'équation

P—1

() ==

)z

pour p composé, revient a montrer qu’en posant PGSy e g
donne

:

—1
e

> = (\\_7") (Ii> (";")... _ ,_,\’"—}'#%‘ﬁu{—u...
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on t remplacer V' r 21 T i L par Pexpo-
peut remplacer I exposan > + 5t —+ P Xp

qrs... — 1 —1 7Y ’
sant f-»;»—— = 2711} suffit donc de démontrer que les deux nou-

q—1 r—I1 gr.

bres + 4+ -ee et —T_—' different d’un multiple de 2, puis-

que dans { — 1)” 7% = {—1)"(—1)*" on peut supprimer le facteur
(—1)*# = 1, quel que soit le signe de 5. Or

o —13 r—i g 4+ r-—2
B R Rt}

2 2
done

R = e B
2 2 2 ) 2 — 2 ’

. C s gr—1 g —1 7T
nombre pair. Ainsi Pexposant /'z— peut remplacer ! + La

démoustration est la méme pour tant de facteurs quon voudra.
Quand I'équation

pi—1

(2)=(=1)7

L r

Y , . f—1"
a ¢été démontrée pour p premier, on passe, comme pour (—-‘)7 at cas
2

de p composé; cela fait, (123) et (—_}-}j donnent (f;?) 11 suffit donc

de démontrer 1'égnation
pt

3=

pour p premier. C'est ce que M. Gauss fait ainsi :
Divisez les produits

k, ok, 3k.., Tk,

2

par p. de maniere & obtenir des restes positifs et < p,

Poo FPae Tayeeoy Tp—i
2

51 les restes > 1;) sont en nombre v, vous aurez

(/.-) L
_ ({1
7 \

kY
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Posez, en effet,

ak’,
1k = ).e(_ r.s
‘ f \P.)+ “
— I

a étant successivewent 1, 2, 3,..., —;— 7 Vous aurez £ éqquations

qui. par la multiplication, donneront

Lor—l .
1.2.0...(11—]-) b2 =—1) 1.2.3...1)——,—;1- (mod. p),
Aot

(5)=(=v

—- = (—1)"

G

Pourk =2, ouk = — 2, on trouve de suite les valeurs de v, et 'on

en conclut celles de (j) et (ho)
P/ \

Quant a la démonstration de I'équation

p—I i1

(/{;> (%) — 2,

pour le cas de p, ¢ nombres premiers, positifs et impairs, voici com-
ment M. Gauss I'a trouvée. Puisque l'on a

(2) ==

» . . . . . P o= A
o suftit de savoir si v est pair ou impair; or par Paddition des £ -
eguations
b
{L./{:p.e(w\ R
Wi

on trouve sans pt‘ill(’.

\

k fok
veEe (=) 4+e(—=) 4+ +e
P P

) {mod. 23,
A étant impair; ou bien encore, en posant

P P -

v==g¢ik,p mod.2).
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Puisque I'on a

et de méme

S
R
(
—
l
-
—
®
-
=

1l en résultera
(g ~owplepielp)
=
PN ) ’

Or M. Gauss a montré, par une transformation treés-simple, que V'on
a toujours

N ]) —1 f/ —1 .
o (g p) +oipg) ="—— "
de la la loi de réciprocité.
Au reste, comme I'a remarqué M. Eisenstein (Journal de M. Crelle,
tome XXVIIL), Péquation

(3, P)+ 9Py ="5-"
résulte presque immédiatement d’une construction géométrique fort
simple.

Prenez deux axes de coordonnées rectilignes Ox, Oy, divisez-les, a
partir de 'origine O, en parties égales 4 I'unité; par les points de divi-
sion de chaque axe menez des paralléles a Pautre: ces deux systemes
de droites paralleles détermineront par leur intersection tous les points
dont les coordonnées sont des nombres entiers. Menez par 'origine la
droite ayant pour équation

_ 9
y=,%

puis formez le parallélogramme ayant pour coteés
I, . L o
()x:;:p—i—l), Q)__;(q-\*—l).
) — 1 ~—1 . - . .
1! renfermera 2— .77 points d’intersection. La droite y = 7 par-
2 2 [)

tagera le parallélogramme en deux parties, dont I'une contiendra
2(p. gy points d'intersection, et lautre ¢ (g, p); on aura donc

Domon : ) ' e P e
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l’équation

(P @)+ 9l p) =220 10

I ’assertion précédente résulte de ce que pour toute courbe y = ¢ (x|
si Von fait o = m, m étant un entier, expression ew (m) indiquera
combien, sur ordonnée répondant 4 P’abscisse entiére m,y il y a entre
axe des x et la courbe, de points ayant une ordonnée anssi entiere.
Dans certains cas, mais non dans celui de |a ligney =%« un point

F

pourrait se trouver sur la courbe.
Quand Péquation

AN/ A N P
=)l=) ={— 2
Kl’) \7:) h )

a eté prouvée pour des nombres positils premiers, on passe sans diffi-
culté au cas de p premier et ¢ composé, puis de ce cas 4 celuj de P
et ¢ composés; enfin, de ce cas, on passe & celui ot I'un des nombres
P> q est négatif. Pour la démonstration de ce dernier cas, il suffit de
remarquer que I'on a toujours (- 1)* = (=177, Cest-a-dire que
I'on peut changer le signe de Vexposant de — 1.

1.
l'a \
Calewl du symbole (\Z) .

Clest une conséquence directe des formules qui précedent.

Soit, pour exewple, proposé de calculer (f—%éig> i Comme on g
— 3778 = — 1.2.1889, il en résultera

—3g98y _ — \ [ 1889
S = 5) () (59

etcomme 773 = 4.193 + 1 = 8.96 + 5, on aura

—_1) _ [ oo . — 3778 _ 188_ ’
= ()= (22 = ~ (5 )

Dailleurs la division donne 1889 = 2.773 + 343; de Ia

(@9) — <3£’ X
773/ 773)
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v

Par la loi de réciprocité, on a

(25) = ()

(€%}

)= ()

Mais, par la loi de réciprocité, on a
(82 (38,
343/ T 87

et comme 343 = 87.3 + 82, il en résulte

=4.41 + 5 donne

#)=(2)=(%)

/
/

De plus, 8

et 41 = 5.8 + 1 donue enfin

£t :
iy (L) =
<5\’”—_ l\5/)_1-

On aura donc
——3778) 343" ’ 343)
et —_ — I X — | 5 prand - 1.
< 773 ( 87 ) {\ 87

Ainsi tout dépend de la recherche du plus grand commnun diviseur de
deux nombres. Or cette recherche peut étre effectuée de plusieurs
manieres.

On peut prendre tous les quotients par défaut, ou de maniere i
avoir des restes positifs plus petits que les diviseurs; c'est la méthode
ordinaire. On peuat prendre les quotients de maniére a obtenir des
restes impairs; on obtient ainsi Palgorithme de M. Eisenstein (Journal
de M. Crelle, tome XXVII), dont I’énoncé est tres-simple. On peut
prendre les quotients de maniere i obtenir des restes pairs = 2™, en
supposant 1 impair; dans ce cas, r sert de nouveau diviseur. Le
nombre des divisions devient d’autant moindre que les facteurs 2™ sont
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plus grands. L’algorithme est d’un énoncé moins simple ; mais, en
général, il est préférable pour la brieveté du calenl.

Algorithme de M. Eisenstein. — Soit a calculer (f}—), ou on sup-

|
pose p, p, positifs impairs premiers entre eux et tels que p > p,, tous
les cas pouvant se ramener a celui-li. Ou divisera p par p,, on
prendra le quotient pair afin d’avoir un reste impair, et comme il
pourra étre positif ou négatif, on le représentera par ¢, p,, ¢, étant
=1, et p, un entier positif < p,. On opérera sur Py et p, comme sur
£ et p,, et comme ces deux nombres sont premiers entre eux, on
finira par tomber sur un reste €204 = = 1. Solent donc les équations

p=pQ +¢ P2 Pv = paQy kg Pase-os  Proy = piQ; + EiPivrr s
Pn = Pria Qrct + €y
Si 'on représente par v le nombre des ¢quations
Pi = piQi T+ &y Pty
ou p; et g p;., sont tous deux de forme 4k — 1, on aura
(5) ==
Cela se prouve sans difficult¢ comme plus haut.

Autre algorithme. — Si on prend, au contraire, les quotients
unpairs afin d’avoir des restes pairs, on aura la suite d’équations
P=pQi+2™epyy po=paQy+ 2™y py, pil, = PiQ:+ 2™, pi....
Prn = Py Qn+| -+ 2 S

Si I'on représente par v le nombre des équations
Pii = l)iQi -+ 2"'"5:'[)1'-;-1 »

ou p; et ¢ p.,, sont tous deux de forme LA — 1, et par u le nombre
des équations, ot & un diviseur p: de forme 84 =3 réponde un
facteur 27 i exposant impair, on aura
TR S
)=
Tome XTI, — DEcemere 1347, b[l
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Autre algorithime. — Si Von fait la recherche du plus grand com-
mun diviseur 4 la maniére ordinaire, et que !’on représente les restes
successifs par 2”1 py, 2™ py,.., 13 et que Von désigne par
% le nombre des exposants impairs m; répondant ap; = 8k = 3;

s le nombre des exposants impairs m; répondant a p;., = 8k = 3;
v le nombre des diviseurs p; de forme 4k — 1 répondant a des

restes ot p,,, a la méme forme;

on aura

n ; ; o pe oy (3785 . \ .
En appliquant ces trois regles a (m), on trouve :

\
N /

1. 3785 = 2933.2 — 2081, 2933 = 2081.2 — 1229, 2081 =1229.2 — 3==3
to2g = 377.4— 279, 377= 279.2 — 181, 279= 181.2 — 85;
81 = 852+ 11, 85 = 11.8—3, (1= 3.4 — 0.

. 3985\
lei v =12 et (\2933> =

2°. Ta deuxieme regle donne

3985 = 2933.1 + 4.213, 2933 = 213.13 + 4.41, 213 = 4i.h+ 8.

. o 3785\
lei p =0, v=0 et (@) 1

3°. La troisieme régle donne
3785 = 2933.1 + 852, 2933 = 852.3 + 377, 852 = 377.2 + ¢8;
377 = 98.3+ 33, 98 = 83.1 + 15, 83 = 5.5+ 8

15 = 8.1+ 7, 8= 7.1 -+ 1.

Ici, & cause de 852 = 2%.213, 98 = 2.49, 8 = 2°, on trouve

/3785
=0, xa=1,v=1 et (-2-—233—:3)):[

{

1l est bon de faire remarquer que, dans tous les cas, si 'on est

oo " ' i [T TN Pkl i
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conduit &4 une division donnant le reste = o™ r*, toutes les divisions

. . . '} g e
stivantes sont imutiles pour le calcul du symbole k%) { Troisieme
exemple : 98 == 2. 49 = 7

Regle tirée du caleul de
P and
Rk ( Ea
» (/.,p’,\ = ¢ </; } - (\]T) e .\_,. P .AI

M. Gauss a prouvé que I'on a, pour & impair,

(2 =(=n"""

et. pour A pair,

pi—i

s , § Wy Pl A
( > ={—1) 8
\ )
It a d'ailleurs donné un algorithme qui fournit la valeur exacte de
o (A, p), ot 'on déduit une regle fort simple ponr déterminer si

2 {k. p est pair ou impair. Cette méine regle donnera donc la valeur

Ry i , .
de t»r) pour le cas de p nombre premier. Nous verrons plus loin
AL,

qu’elle s’étend au cas de p nombre impair quelconque. 1 algorithme
de M. Gauss résout donc complétement Ja question; il est également
tondé¢ sur la recherche d’un plus grand commun diviseur. Mais.
comme il emploie non-seulement Jes restes, mais encore les quotients,
ics algorithmes précédents seront prétérables pour la brievets du
caleul. Pour cet algorithme, voyez le Mémoire intitulé : Dénmonstra-
tion nouvelle et développements nouveaus du théoréme fondamental e
la théorie des résidus quadratiques, présentés i la Sociéte royale des
Sciences de Geettingue, le 11 février 1817, par M. C.-I. Gauss.

I "oyez aussi le tome 1 de ce Journal . page 142,

64,
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v
Premicre application. — Détermination du signe des sommes

. . . 2hm L 2hm
b::Esml‘——-, G E cosi? )
P P

prises de i == 0 @ i=p — 1. hest premier i p.

Dans son Mémoire sur la sommation de certaines séries singulieres ,
M. Gauss a donné une régle pour la détermination du signe des

sommes S, C, dont la valeur absolue est yp, quand elles ne sont pas
nulles.
Cette régle peut étre réduite a une expression plus simple, et si

, , . . h . N
i'on pose p = »™"p’, p’ étant impair, le symbole <P—,> fera connaitre

\

les somines S et C au moyen des régles suivantes. Soient

L. AN = . .o 27 /i -
S :2 sin 12 24 4 (}iﬁ) vp, C —-200512 Q: =B (;7\ \)

/7
jes nombres A et B auront les valeurs suivantes :

m=o0, pl=4g +1, A=o, B=1;
m=-—o0, pr=4qg—1 A= 1. B=o;
m=1x. p =49 =1 A=o0, B=o0;

h—1
m=2Hn, p=4g +1, A=(—1) 2, =13

7

m=an. pPr=hy—1 A=1, B=/—1) 2 :

h—1)h -3 'L:
me=oan-+1, p=A4g+1, A:(m-1)> 8 , B={(—1) 8 :

w1 1) )
ITl:')_Il—l—l,[)'?:[[(]———I,A:(-l)ﬂrs‘, B=(—1) §

Ce tableau montre que le changementde p’' = 4g + 1 en p' = 49y —1
ne fait que changer A en B, et réciproquement. Je vais présenter
brievement la démonstration . renvovant pour plus de détails au
Mémoire de M. Gauss.

e (e e e
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Si 'on pose
Exi’lz: 1+ 2 et a0 e R Fih, P‘)!
sous la condition de £ premier & p et de x” = 1, qui donne
21 A e
A== COS — + 8In - v— 1,
v v

on aura, pour cette valear de X,

Fih, p) :Z (cos i 20 i e V1) =G0+ Sy =T,
\ I4 r
Cest done du caleul de ¥ thy, p) que dépend celui des sommes dési-
gnées par S et C.
Soit p=a.b.c..., les nombres a, b, c,.. étant premiers entre eux :
on sait que, pour trouver un nombre 4 tel que Von ait

k=0 (mod. a), k=5 (mod. b}, k= (mod. ¢}, etc.,
il sutfit de poser

po : P . .
A S=1 (mod.aj, B ; =1 (mod. b)), =T (mod. oL ete.

et de prendre

k= /~'¢+B

44

%fﬁ - (11;) 7 e imod. p = abe.. ),

Or, s1 I'on prend successivement -

Pour ¢, les nombres o4y 9y, (g — )3
Pour &, les nombres Loby Gy (b — 1)2,
Pour v, les nombres oAy 95 (00— 1)%;

et ainsi de suite, on trouvera,
" , 2 3 TN / { 2
Pour 4 ou 72, les nombres YA Qe (p— =

H suit de 13 que Pégnation

] For ot Ak P EBE L,w,’l;i.
P ARG (x” (xb) .(xv,)
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donnera, en supposant

# 7 £
= a,, XP=ax,, XC= 1, eI,
et. par suite,
Xt =1, Xp=1, Xy=1 etc. ,

’équation fondamentale
Fih,py=F¥{h,abc...) =T (AR, a). F(BA, b). ¥ (Ch, c)...,

en supposant

KAk, a)=1+ PRI SR S Ve T :2 ax A
et ainsi des autres.

il suffit donc de calculer F (A%, @) dans Phypothese de a premier
ou puissance d’un nombre premier.

Soit donc a = ¢™; comme dans la somme Z x ™ on peut négliger,

comme étant égale a zéro, la somme des termes ott @ n’est pas divi-
sible par ¢, on trouvera sans difficulté, pour le cas de g = 2.

e, F(Ah, 21 = 03

2°. FiAh, 4) = ( 1+ sin éi;f_ v— 1) v,

| At ,
=1+ (=1 * V= 1] va.

el généralement,

i Abh—1
F (Ah, ‘22’") = ‘,1 ~+ \——lt} 2y — l] \;2—"’;

S . Al A N
30 FiAh, 8) = [cos T+ sin //m v — 1) 4,
' . 4

(AR —1 [ Ah—

:(—1) 8 ‘_lf%(—l;y oy —1 \8,

et genéralement,

i
F (AR, 22 = {—1 8 (=1 2 J \ 2%m

Pour le cas de g premier impair. les formules de M. Gauss

[T " |
[N TR R AR Pty
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donneront

Fan g = (A (Tl

) A\ (e
I \A}l, (1"";\; = (h‘> (\_ 1 ) T \,//

7ié

D’aprés ces formules particulieres, si on pose p = ¢ 57

¢,y r, 5 étant des nombres premiers impairs, on aura
Fih, p) = ¥(Ah, ¢”) . F (B, r*) . F (Ch,

ou, ce qui revient au méme par la substitution

F (,2’ [” _ (% ’ (?_;> (\’(J'/J\) (\:I.) (’/ ':— ) N (,)_l

K

V(e

.

\

\ _ Al
Or, dapres les regles pour le caleul des symboles (~j> ete., on

trouve

s

L ¢

CARY [ BRN /Ch _//_z) TAN /B
W )= )G G ()

D’ailleurs la congruence

A q% =1 {(mod. g%),

o, ce qui revient au méme. la congruence
N / A
Arfs?ii=1 (mod. g,

donne

De méme,

et ainsi de suite.
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On aura donc

A /' B C A i 2 7 : 3 Ty

/\7>_E(T = (I (2) < (S =< (5) ()

q” 7 L s7 ) re g 57 q” s rt
_,_’__—.- + - . ’

12
ou bien

Pty
(4) ¥ (h, p) = (f;) (v"—_l)< ) Ve

comme pour le cas de p nombre premier.
Soit maintenant p = 2™. pletp impair, on fera
2= Ap'.at + 2" B (mod. 2™.p'),
et il viendra
¥ (h, pj = F (Ah, 2™ F Bk, p').
Pour m = 1, le facteur
F(Ah, 2) = 03
donc
F(h, p)= o.
Pour m = 2n, la congruence
Ap'=1 (mod. 2*")
donne
A=p' (mod.4); dou  Ah=hp’ {mod. 4)
De méme, la congruence

22"B=1 (mod.p’)

y s BA
=1, dou <;,—>

donne

I

()

s
e
o
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d’ou la formule

pl—1\*

; , P ple (—,.v.,-
B, F ([)’ 221?,;") — (17/) 1+ (*I) T - ( R R \'/l“'
Pour mi = an 4+ 1, la congruence

Ap'= 1 (mod. 2"y,
ou n > 1, donne

A=p’ (mod. 8), doi Ak= hp'  (mod. &)

De meme, la congruence

22" 'B=1 (mod.p’)
donne " . " i
)= (7) = (1 =13)
on aura done
/ , LR | R Ty =
G Fh artp') = (—) B (1)—,/) [l +(—1) * = IJ (v— 1)V 7 v/

Les trois formules (A}, (B), (C) donnent immédiatement tous les cis
particuliers énoncés au commencement de ce paragraphe.

Comme le calcul des symboles (;—;) ; (;3 est tres-court, on a, pour
déterminer le signe des sommes S et C, un moyen plus court encore
que celui qui se tire de Falgorithme de M. Gauss { Sur la sommeation
de quelques séries, tome V de ce Journal). Je vais rappeler ici cette
regle et la comparer a la précédente. Cette comparaison, qui con-
duit 4 une démonstration de la loi de réciprocité (la quatrieme e
M. Gauss), fait voir encore comment, connaissant ¢ (h, p). on peat

(7)
trouver ( — -
j)

Solent £ et P deux nombres premiers entre eux; représentons par

Autre regle pour le signe des sommes S et C.

NI . . . 1. . kh
° (;) Ientier immédiatement au-dessous de la fraction —;: posons

)

S

pour p pair,

W

Y 4 o : =1 Y YA LT [—
== <5>a savoir, p’ = 5 pour pampair, et p’ =

v e

Tome X1I. — DEceusre 1947. (836)
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Faisons, de plus,
3/
e(¥> +. +e<p ”),
P P

o =e(7) - e(F) +

h, p) = (—1)2 ),

et

Le signe de (%, p) donnera celui des sommes S et C au moyen des
formules suivantes :

1°. p impair,
, , ) 2t - ’1—2——1 -
(A7) Flh,p)=(—1) 8 (ll,p)(v’—l)( ) VP
2°. p double d’un impair,
B (h,p) = 03
39, p divisible par 4, p = 4p'et p’ impair,

l

By Fhyp) =k 21)5‘ _n R ]\/p,

4°. p divisible par 4, p = 4p' et p’ pair,

ot 1 -
(¢ F(h, p) =k, 21’){14—(-4) > V= 1] vp-
La comparaison des formules (A) et (A"} donne
) =1
(\a,) . ft-1 ", —3 p 3
(—1) hp) = ()

Pour & impair,

() = G

c’est la régle donnée plus haut.
T.a comparaison des formules (B) et (B') donne, & cause dep = 4p’
et p' = = 4qg=*x1,
h—1

R
®) tr2p) = (=02 (3) pour p/=hgo+ 1,

l/
(hy2p") = ,Tt'> pour p’ =4qg— 1.

[N RN R Peani e aeen
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La comparaison des formules (G) et {(C'}, pour 7= 2*" p,, ou bien

.’_‘
p=22""p  donne

(hy 22740 p) = (ll >), pour  p. = fg 4 i,

) P
!\(‘,’ I_‘fj’ y

(7, 2271 p)) = (—1) 2 (/)i’), pour  py = fg — i.

Enfin, la comparaison des formules (C) et (€©), pour le cas de
‘? = 2" p,, donne
h—1 I

» (/7,22”p,):(~—1) 8 ([)—‘) pour  p, = 4q + 1,
il '

(h—1) (h—3) e
; TR/ &
(—1) 8 (;), pour  py = fq — .

(/2’ 22”[9[)

Il

On voit donc que si I'on Suppose p = o™ p ey Py 1mpair, les formules
(), (), (c), (d) feront, daus tous les cas, connaitre (k, p) an moyen
e
de ( e }

VP

. i o by i*4i 2hr
Sur les sommes E SIN —— . , 2 COS§ —— .
2 P 2
Lies sommes se dédnisent tres-facilement des sommes S et C. Voici

les résultats pour p impair, car elles sont nulles pour P pair. Le
nombre % est premier p:

P
s T 2 by h'*“'%‘“ AN hrr

P=49+1, Fsin o = (=) (;)Sm 4P
¥ cos i 2k ')h+x-”’8;'(1z> cos o MF .~

P r » q » \ 7

Y e Ty he -

B e R [ P
3 cos 1 2k I)z,+,.L <h) sin o A7 -

2 Iz 7 q 7 vp
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Pour démontrer ces formules, il suffit de calculer

S, =, (cos i? %ﬁi 4osini? 2 VT -
\ }) [7 /

Soient d’abord p pair et h impair, on reconnait de suite que la partie

de S,, oui=12%k, ala méme valeur que la somme entiere S; et

comme l'autre partie, ot i= 2k-+1 et 2 =4k -+ k+ 1, re

vient a

. (C()SZ]”T " sin gfz-rr_ ’:—;\)2 cos /fz:!_—_f'zim 4+ sin (rz+k 2 hm ’:)
4 'SP—Y— 8]3\ ; 2 iz ) 7.'])\‘/ '

\

les sommes en question seront nulles.
Pour p impair et & impair, la partie de la somme S,, on i =2k,
se réduisant & )
2 hw . 2 b
2 <cos 222 4 sink? — ¢ — 1 )7
?P 2[) K
seva nulle, Pautre partie devra donc étre égalée a S,. Mais la décom-
position en facteurs doune

p—1

. 2 ph . aphn ——\ [2k — (=) -
S, :4((‘,05 ];” —+- sm—%’fi \/—1> (%) (v— 1)( 2 ) VP

d’otr, par la division,

£k . Rk )
> cos———‘-+—sm—~~-\/—-x>
2 2
[l

= (if) (cospzzI }—IE + sin p’;x ﬁ;\ﬁ':—x> (V:)( 2 ) vp:

P

savolr, pour p = hg —+ 1,

ah

‘ hn . he ——
— )" (—) (cos = 4 sing—y— 1) ips
— ) \ees ey, g V1) VP
et, poui p = 4y — 1,

) \ [ . / / — -
— l)qh (3;) ksm q % -+ cos ¢q lp—ﬂ vV — l) Vp-

[ " ! " [T T i e e
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(S 4

£
Mais comme /; est impair,
Pt e
(= D) = (— 1) = (— ) F _ 3)
St = =) T = (2),
5 n (2 h Ly - as
le factenr (— 1" (=) se réduira & »).
' P 2
Pour % pair, on posera & = p—F dou t impair; alors
25 2h'n
=am — .
P r
I faudra donc changer, dans le résultat, %2 en % ; mais
— A "ll—p h — kW x (/L —])) ™ hr
=)= w ooy,

on aura donc

4 — Az

sin g =T — (1)1 gip q fr ., cos q
by - = \""' ; — —
P P r

/17:4

= (—1)7cos ¢
come /% est pair,

/

, I ot
(=)= (=t = ("5

v

Fou la formule donnée plus haut.

o

. il
Si 'on remplace (— 1) 8 (é) par (&, p), on aura les valenrs
données dans le Mémoire cité plus haut (tome

page 52).

V de ce Journal .



