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"JOURNAL
DE MATHEMATIQUES

‘PURES ET APPLIQUEES.

NOTE
SUR QUELQUES FORMULES DE CALCUL INTEGRAL;

Par M. Avrrep SERRET,

Ancien Eléve de 'Ecole Polytechnigne.

1. Le but principal de cette Note est la recherche des quatre inté-
grales définies
n ] . T
2 . 2 e
f (cos x)™ cos (nx)ax, f (cos )™ (sin nx) ddx,
o ') /

(1) i ,
f : (sin xY" cos (nx) dx, f 02 (sin &)™ (sin n.x') dx,

T

dans lesquelles m et 2 sont des quantités quelconques.

La premiére de ces quatre intégrales est exprimable au moyen d'in-
tégrales eulériennes de premiére ou de seconde espece. On trouve, en
effet,

e

2 T(m-—1)
f . (cos x)™ cos (nx)dx = 2:+. mn i r;z—rl
) T (_—-_— -+ 1) I‘( -+ I)
(2) ? ’
3

oS o .
(m+1)2m+|B< ‘:‘1_*_], m? ”—l—I)

Tome VIIL. - Janvien 1843. !
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Cette formule est due, je crois, & M. Cauchy, qui I'a déduite d’inté-
grales définies prises entre des limites imaginaires [*]. La démonstration
qu’en a donnée ce géometre est laseule que je connaisse.

Quant aux trois derniéres des intégrales (1), elles ne sont pas expri-
mables an moyen des I'; leur expression est quelquefois trées-simple.
Cela arrive, par exemple, si la différence 7z — m est un nombre entier
pair; d’auatres fois, au contraire, cette expression est fort compliguée.
Dans tous les cas, elles sont expriraables au moyen d'intégrales défi-
nies qui ont avec les fonctions eulériennes la plus grande analogie.

I’expression des quatre intégrales (1) se déduit, comme on va le
voir, avec la plus grande facilité, de la simple définition des intégrales
d’Euler: I'une d’elles, la quatriéme, a déja été traitée par Laprace,

(Calcul des Probabilités , page 235).
2. Soit

f“ 67t e=5 d5 = T (p).

o]

Si 'on met a8 au lieu de ¢, on aura identiquement

(3 - " gr1 o~ dg = "L,

af
et si dans cette derniére on remplace @ par @ + by —1, il viendra
fm 1 e—-(a+b\/—_l)0 Af == F(p)r_e‘(l’\/:‘"'cmﬂgi—:)‘
o .
o (az + 62) 2

Cette équation équivaut 4 deux autres, débarrassées d’imaginaires, et
qui ont été trouvées directement par Poisson [**].
Si dans I’équation (3) on pose successivement

V— ex\/jl et a — e—.’l‘V—l’

[*] Mémoire sur les intégrales définies piises entre des limites imaginaires; Paris,
1825, page 4o.
(**] Journal de I’Ecole Polytechrique, XVI¢ cahier, page 219.
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on aura
—pay = * o2V .
Pper/™ = [ yr-t e dy,

I‘(q)eql’\/:l :fm 79—t e—ze"”‘/:' n’z;

o
d’ou, en multipliant,

= = V=1 @ e
T (p) T (q) e(q"‘P)x L — fo ‘7-11'—4 e—ye d]f zq-—l e—ze alz'
o
Si, dans Pintégrale relative &2 z, on pose
z = yt, don dz= ydt,

on aura, en remarquant que les deux intégrations peuvent s’effectuer
dans un ordre quelconque,

T(p) L (q)e=V—" = fm L= dt fj]p+q~4 o (e7/Tirte=a=1) dy

]

I <o —
— q—i Pg—1 oy L(1+18) cos a+(1—8) V=isinz )
= f LA f yrrte ‘dy

o
~+ fm 194 dt f ‘)(P-Hl*l oY l+yecoszri—) V4 sina) d].
1 o -

Mettant %au lieu de ¢ dans la seconde de ces intégrales doubles, il

viendra

T (P>I*-(q)e(q—p)x\/: — f ! 191 dt fm ]p-l-q—l e~y L+ €os X+ (1—1)V—1 sinx) ({l},
0 ]

L 1] — I"le,,l_l_—-—[\/:x sin.c)
e [* g g (B )
+fo 0y 7

Les deux intégrations relatives a y peuvent s’effectuer en vertu de

r

Péquation (4), et Péquation précédente devient

—(phq) Y—rarctang (:;:tang x)

T(PIT(G) wepavT — [ " gat
I R = [, e

Ptq

[(1 -+ 2 cos? @ + (1 — 2)? sin r]_

(5)

11—

e(p +9) ‘/:-_I arg tang (1 T i tang 1“)

—i—fntp—‘dt -
I{

1 - t) cos’ x ~+ (1 — £)* sin’ x]hz
1.
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Telle est la formule si naturellement déduite de I'équation (3), et qui
fournira immédiatement la démonstration de I'équation (2).

3. Si lon multiplie les deux membres de I'équation (5) par
(cos ar)P+7=2 dx, et qu’on intégre ensuite de part et d’autre par rap-

\ T .
porta x, entreo et_,il viendra

d
F(P)T('I)fa —
PRLIE Y ¥4 cos P+g—2 g—pav
rp+gq) o( x) € dx

1—1

- —(p+q) \/— 1are tang( tang a
! 2 dz e B
= t9! dt
0 0o COS*ZT pta

[(1 +2F + (1 — ¢ tang’ 5] *

— -t
8(;:-{-1,') V=1 arc tang (1+1 tang.z)

+ 'M—'({tf2 dz

o o cos*x pra

[(x +e+ (1 —frtang*x] ~*

Si dans les intégrales du second membre, relatives 4 x, on pose

1—¢
—ap! tang x = tang ¢,
d'ou
1—¢t dzr _ dy
1+2tcos’x  cos’yg’

équation précédente deviendra

T

I_'(P)F(Q) 2 . PHq—2 glg—p V=1 ]
T f (cos x) e dx

ki -
1 19 d 2 —
— Prg—2 p—(p+g) g V—1
— fo ([+t)P+9"‘(I—t)fo (cos ¢) e ?¥=1 dy

T

' P dt 2 — Vo)
A PHg—2 o {P+g) pV—1 .
- fo (1+t)P+ﬂ"(1—t)fo (cos ) e a'go'

Egalant en particulier les parties réelles et les parties imaginaires, et
posant de plus

p+q—2=m e g—p=n,
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on aura
I‘(m+n+l)r(ﬁ—7—n+x) g
2 2 m
f cos™ & cos nxdx
(6) F(m+2) 0
m--n :_;1_-:1 7—,.-
1 ¢ P 4t 2 2
| :./; (T )dtfo cos™ ¢ cos(m +2) pdg,
/ —_ ! =
(et
2 2 I d
' oy ‘fo cos™ x sin nax dx
(7)

m—n m.+n T
f (1+t"'+'(1—t) dt f) cos™ g sin (m + 2)pdo.

Dans P’équation (6), P'intégrale relative i ¢ est évidemment infinie,
mais rien n’est plus simple que d’éviter cette difficulté. Si, en effet, on
désigne par F (1) le premier membre de cette équation, il est clair que,
par le méme procédé qui conduit & I'équation (6), on edt obtenu la
suivante ,

3

" —n m4-n me— g m4n
(8) F(n)—F( "——f T + dtf cOS”‘qcnS(m%—Z)qdq.
0 o

(1+ g (1—1)

Dans cette derniére, qui remplacera I'équation (6), I'intégrale relative
atn’est generalement ni infinie ni nulle; et sil’on remarque que 'in-
tégrale relative a ¢ ne renferme ni z ni »’, on pourra la déterminer ai-
sément en donnant A n et 7' deux valeurs particuliéres que]conques ;
en faisant, par exemple, n = o, » = 1. De cette maniére, et ayant
égard aux formules connues

: e (3
2
f cos™ ! xdx = 2™ L
o -

et

Tr(a)r (a -|-é> B r%

I (2a) T gra—t?
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on trouve de suite

F =F1= T __.

(O) F(I) (,’1+I}2m+l’
ce qui montre que, dans P'équation (8), I'intégrale relative 4 ¢ est
nulle, et, par suite, que la quantité césignée par F(n) est indépendante
de n. On aura donc

F{n) = — T
( ) (m_}‘l)zm-l-l’
d’ou
T

2 v
f cos™ x cos (nx)dx = — r(m+1) .,
O

2, m-+1 m —|—ll m—n
o —+I1])T - 1)
2 2
S | coincid Péquaticn ( in qu’
equation qui coincide avec I'équaticn (2). On verra plus loin qu’elle
peut étre obtenue sans passer par les considérations précédentes.
Si l'on y fait successivement 7 =m et n —=m — 2k, k étant un entier,

on aura

Co 2 m 4
(9 | cos™ x cos mx de = —=

-
. 2 m m{m—1j(m—2)...(m— k—+1)
10 cos™ x cos (m — 2k) xdx = : Y
(ro) fo ( ) T 1.2.3...(F—1).7 ’
ot V'on doit avoirm > k& — 1.

Ces deux formules ont été démontrées par Poisson [*].

Si I'on différentie les deux membres de ’équation (g) par rapport
4 m, puis qu’on fasse m = o, on aura

f2lbg(cosx)dr = fﬁog(sinx}dx:glogé-

4. Revenons actuellement & I'équation (77): aucune des intégrales
définies qui y entrent n’est généralement nulle ni infinie; celle relative

["] Journal de I Ecole Polytechnique , XIX® cahier, page 4go.
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a ¢ estindépendante de n et cela suffit pour la déterminer. Si Von fait
n =1 dans cette équation , on obtient immédiatement

T

I

(1[) fO2COqu;Sin(ln—-|—2)(Pd(P:m+I,

et, par suite,,

™ men  min

2 . T (m—n) vg P —¢
{12) f cos*zsinnxdr = o pr— fo i t)m+1 = t)(lt,,
" () (5 ) |

L’intégrale

u—n m-n
topt —t 7
et
J. w4
a laquelle nous sommes conduits, n’est pas généralement exprimable
au moyen des fonctions T'; c’est une transcendante d’un ordre diffé-

rent.

n

3. On obtient immédiatement deux relations entre les quatre inté-
grales définies (1), de telle sorte que, deux d'entre elles étant connues,
on connaitra aussi les deux autres. Eu effet, si dans les deux dernieres

™ .
on met_ — x au lien de &, on a

/ T 2
2 rr 2 -
4 sin™x cos nxdx = cos ~ cos™ & cos nx dx
o o
11.'
., nw 2 o m .
+ sin — cos™ xsin (nx)dx,
(]
i ‘ i
2, . . nw 2
f sin™ x sin nx dx = sin — f cos™ . cos nx dx
[} o
‘E
R 2 . '
— ©0s f cos™ x sin nx dr.
(o]
On voit donc que ces quatre intégrales sont généralement exprimables
au moyen d’intégrales eulériennes, et de 'intégrale relative 4 £ qui entre
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dans 'équation (12): cela exige toutefois que n soit < m + 23 mais on
verra plus haut qu’on peut ramener a ce cas tous les autres.

Un chose qu’il importe de remarquer ici, c’est que nos quatre inté-
grales sont immédiatement déterminées, et de la maniére la plus simple,
dans le cas limite n = m + 2, cas oil Péquation (12) ne signifie plus
rien. On a, en effet,

T

2
f cos” x cos(m-+a2)xdxr =o,
o]

T
2
f cos™ x sin (m-+2)xdr = L,
TP o Y m~1
(14) i
. % . mm
3- — SIm —2——
f sin™ x cos (m-- 2) xdr = ,
o m4+1
T mr
; c0S§ —
. ) 2
f" sin”™ & sin (m+- 2) rder = ——,
o m-1

formules qui ont lieu pour toutes les valeurs de m, telles. que
m-—+12>o.

Du reste, on obtient les quatre formules précédentes en soumettant
simplement les intégrales (1) & I'intégration par parties ; le méme pro-
cédé fait méme connaitre leurs valeurs toutes les fois que la différence
n — m est un nombre entier pair et positif.

En soumettant 2 deux intégrations par parties successives les deux
premieres des intégrales (1), on trouve sans difficulté

b T
2 m—-2 L 2
[ cos™ x cos nxdx = ———— | cos™?x cosnxdzx,
Jo (m=4-1){m=+2) o

b3 ’ i

- T2

2 . m 42" ~—n? 2 .

/‘ cos™ xsinnxrde — ———— cos™ 3 xsinnxdr +
o (m=41)(m—+2) J o

n

(mt1)(m +2)’

o

équations qui, dans le cas de n = m + 2, coincident bien avec les for-
mules (14).
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On en déduit sans peine

O

T
2
f cos™ x cos nxdx
(1]
T

() (i =) (2 E ) (o 2k ) 3
_umt2 nt) (m=-4 7?)...(m—+ 2k —2 nt) (m+2 n?) cos™ 2 z cos nax dee,
(m+1)(m+2)(m+3)...(m+21f—1)(m-{—zk) 0

T
2 .
f cos™ x sin nx dx
0

T

7 o \ 9 2 2 P >
. \m—+—2“—n’)(m+4‘— n’)...(m+2k_2 —n2) (m+2/r ——n‘) 2 sk ot
A_ (m—~41)(m—~+2)(m +-3)...(m +2k—1)(m—+24) ° cos x sin nae dx

o + m—-2'—nt (m+22—n2)(m—|-~42—n?)
{m~+-1)(m+2) (m—-1)...(m=4§) (m—4-1)...(m +6)
(m+22—n")...<m—|—z/r—9:"— n“}
{m—1)(m—+2)...(m 4 24)

-+ n

Si l’on fait n = m + 24 dans ces deux formules, il viendra

2
f cos™x cos (m + 2k) xdx = o,
€

3

w!H

f cos™ & sin (m + 2k) x da
(4]

1 _a(mEh4m)(h—1) 0t (ma-k~41)(mh—2) (h—1)(h—2)
s ok (m—4-1)(m~+2) (m+1)(m+4) {m—-1)...(m46)
A ) 4 2k (m—+—/r+l)(m—|—/r+2)...(m+2lf———1)(k—1)(/€-—2)...3.2:_1— )
| - (m 1) (m+ 2)...(m +24)

T.a premiére de ces deux formules avait été démontrée depuis long-
temps par Poisson.

Tl est bon de remarquer que le procédé qui conduit aux deunx for-
mules précédentes peut donner également les intégrales indéfinies

f cos™x cos (m + 2k)x dx et f cos™ x sin (m —+ 2k) x dx.

Du reste, cette recherche présente peu d’intérét.
Tome VIII. — Janvier 1843. 2
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6. Dans le cas de n = m, les trois derniéres des intégrales (1) ne
paraissent pas susceptibles d’une expression trés-simple. L’équation (12)
devient, dans ce cas,

(15) f: cos™ x sin (max) dx = fol (—1—_:)(;[—::)% dt.

Si m est un entier, on peut donner de cette intégrale une valeur assez
simple. L’intégration par parties, convenablement faite, conduit 2
Péquation

TE T

"2 : m 41 2 : 1
j cos™ ' wsin(n-+1)xrdxr = -— | cos™xsinnxdre+ ——-—,
o m—-nrn-+2 Jo m—+-n+o

qui devient, dans le cas de n = m,

k3

N

id £

. 1 2 . 1

j cos”™ " xsin(m—+1) xdx = - (J cos™ x sin ma da + ) 3
o 2 o m—+ 1

d’ou Pon déduit aisément, dans le cas de m entier,

™

2 n . 1 22 23 2¢ 2™
cos"xsin mxdr = —(a+ 2 + 2 12 ...+ ).
0 g mt! 2 3 4 m

Cette valeur, qui n’est pas réductible 2 une forme plus simple, ne
donne pas lieu de croire que les integrales de I'équation (1)) puissent
étre exprimées généralement au moyen des transcendantes connues.

7. Si Yon multiplie les deux membres de Véquation (5) par
sin’~"' & cos*' r dx, et qu’on intégre ensuite de part et d’autre par
rapport a x entre o etg, on aura, si 7 4 § = P+ 94

k3

B (Pa?) 2(Sin.x‘ 7~ (cosx)~* 24PV o

wid ©

— [
—p+a) V=71 arctang (—. tang x)
dz 14t

! e
— g—1 —1
= f . Lt dt f , (tangx Y’ i =

[(r+&"+ (1 —¢;tang* 2] °

1

e(P+ 7) b/: arc tang <I+L tang .1’)

+ | e [ - ;
o o (tangay=! ooy ETg
[(14 £+ (1—¢ptang’ 2] *

k3
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puis si, comme on I'a déja fait précédemment, on pose dans le second
membre

—¢ . 1—t dr .
—tang.x = tang ¢, d’ou It dr e

T +¢ 1+ tcos’r  cosig’

o1l aura

ng

B(Py q) fo (sinx)f*‘(cosx)s—'e(q—mx\/:dx

T

- f e _tg';(f_;:ﬁ f " (sing)™" (cosg)—! e~V dy

T

[

P dt

2 —
31y o) F—4 S—1 5 (PA-q) o [Vouary
- 0 l—t I—+—t) fO(Slllgo) (COSQO> € ¥ d(?

Egalant ensemble les parties réelles et les parties imaginaires, on aura

B(p,q) f ’ (sinar)™~' (cosx)** cos (g — p) xdx

(P e 1!

= . o=ty f (sing)"~" (cosg)"™" cos(p+q)pdsp,

B(p,q) f ’ (sinz)™* (cosx)' sin (g — p)adx
() S EIP ol 2

= [ S e [ g sy sin(prg) o,

La premiere de ces formules sera en défautsi r est égal ou supérieur
a 1; mais la seconde exige seulement que r soit moindre que 2. Les inté-
grales relatives 4 ¢ ne dépendent que de la somme p -+ ¢ et nullement de
différence (¢ — p), et cette remarque pourrait servir a les déterminer,
ainsi que je ’ai fait voir précédemment; mais il vaut beaucoup mieux
avoir recours a équation (3), qui nous donnera immédiatement les
valeurs de ces deux intégrales.

ki3

Si dans I'équation (5) on fait x = I et que, dans la premiere des

2..
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intégrales du second membre, on pose

1-—¢

y '
t:tangqo, d’ou ;;—t:tang (Z_ >,

et dans la seconde
N | ™
t = cotang ¢, d'ou —— = — tang (Z — 99),
on a immédiatement

T

B(p,q) e AT = fj (sing)i— (cosg)r e P+ V=1 Ay

d’ou

(17) f

[ 6ingir (cosg)P sin (p-+q) pddo = B pyq) sin 75

T
2

(sing)** (cosg,”~* cos [p+q)ody = B(p,q) cos "?’T,

wig ©

et les équations (16) deviendront
13

f: (sinx) ! (cosx)* cos (G—p)ax dx

Bir,s) re f L Y a
= cos — —— et
B (p,q) 2 Jo (1—g) e 7

T

fﬁ (sinar) " (cosax )~ sin (g—p) x dx

_ B(r5s) sin =~ fl PP g
L B (p,q) 2 o (1—8 (14-2)

On ne doit pas oublier que, dans ces formules, les quatre constantes
ps 4, 1, s sont liées entre elles par la relation

r+s=p+4gqg.

Les intégrales relatives 4 ¢, dans les équations {18), ne sont pas gé-
néralement exprimables au moyen des intégrales eulériennes, mais
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elles le deviennent de suite si r = s = 19_;_1 On trouve, en effet, sans

difficulté,

™
cos (g —p) -
tll"+t7'ldt_1 (p q> (7 P)4
e _,_ A —— ]

=-B

P VY Y g}

[ ('"—F) 4
1 R T
S . v q Sm(’l*—l’)z
W = tp (P, ) — 4
s > 2 sin ( +J\E

o (l—'t’) i 7 ]/4

D’apres cela, les équations (18) deviennent

H rhe_,
f (sin@ cosx) ©  cos(q —p)xdx

o

1 T 2" 2 /J—+—(] ])—{——1]
_;cos(q—p)z 5 7) B( — = >,
2

it

f (sinx cosax) ' xsin(q—p)xdx

, 2% )
TA

=5 sin (q—m%_B(p,q)

rPp+q p+4q

2 T 2 J
. . , I v .

Si, dans ces deux intégrales, on met_ x au lieu de o, puis quon

fasse, pour abréger, p + ¢ = am, ¢ —p = 2n, et q’on remplace les B
par leurs valeurs en I', on aura

/ r (m ——n) r <m+ n)
T, ) N nw 2 2
f sin ! & cosnae da = > cos — r

i
(1) 0 2 T(m—nT{m-+n) SR
9
) . r <m - n> r (m—:n)
sin”™ ' asin na dx — 2™~ sin — : T (m).
o .2 T(m—au)T {m—+ Il) k

Si Von ajoute ces deux équations aprés avoir multiplié la prewmiere
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i e nw l’ l 1 . nmr
par ; COS ;, et la seconde par 5 Sin ;, on aura

{ T, ™ I 2
S — f sin” ' x cosn (- — x) dx — - f cos ™' cos nx dx
2 o 2 2 ™
(20}

2

T F(m—n)r(m—i—n)
2 2 2 I

2
J— m—t PR— m—
| «f() cos™ ' xcosnxdr = 2 F (o —n) T )

(m:,

I3

tormule qui est, au fond, la méme chose que I'équation (2).

Chacune des intégrales définies des équations (19) est facilement ex-
primable au moyen de trois des intégrales (1). En joignant & ces équa-
tions les équations (13), on aura quatre relations entre les quatre inté-
grales (1); mais 'une de ces relations n’est qu'une conséquence des trois
autres: on peut néanmoins, entre trois d’entre elles, éliminer les trois
derniéres des intégrales (1), et I’équation finale ainsi obtenue coincide
avec I'équation (20).

8. La seconde des équations (17) devient, en remplacant Vinté-
grale B par savaleur en T,
ko ip;
(P+a)T(1—q)

fz sin?~' o cos?P ' g sin (p+¢) odg =

g T
208 —
2

et, si 'ony fait ¢ = o,

[CRRZ]

. sin po ™
(20 (cospP ) % dg = T,
’ o s g ' 2

En vertu de cette formule, la seconde des équations 16 deviendra,
silonyfaitr=o0 et s=p+gq,

1A

, > .y Sin(g —p)x ™ {‘ Vg g
. P+ —
(22) fo cos X — dx = 7 o T dt,
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-et si, dans cette derniére, on pose p + ¢ = 1, il viendra

LRE ]

_— . Lt g
(23) f sinfg—p)z g, . Sinpz f ds.
o sin z 2 ° 1+t
Les intégrales relatives a ¢, qui entrent dans les équations (21) et (22),
seraient précisément les intégrales eulériennes désignées par B, si ¢ y
variait depuis o jusqu'a oo.

3. On peut obtenir directement, et d’'une maniere tres-simple, les
formules (21), (22) et (23).
On a identiquement

I pride

1 * |
— 6P+‘1—‘e—9d9f =t e8¢,
o (1--g)rte F(P+q)fo 0

. ., 2 [ sin0z
D’ailleurs la quantité = {
TJo

cos (£0z)dz est égaled 1 ou a0,

suivant que ¢ est moindre ou plus grand que 1; on aura donc

T de 2 ! F fr+ri—t o—6 * % sin 6 2 )
e = T e~ tdf P e— 00t s (1 .
fo (1+t)P+9’ ﬂr(p—q—q)fo N € o " cos (lez)d ;

etcommne on peut effectuer les intégrations dans un ordre quelconque,

topPldE 2 1 ® dz fm gr+a— . & , .
— = — ~ e~ 0sin 26.d6 t' e~ % cos (Fz.t) dt.
fo (+artt = T(p—+q) .fo 2 Jo o \ )

1. intégrale relative & ¢, dans le second membre, a pour valeur
r{p)

P
or (1 +4-27)

cos { p arctang z),

donc

1 Tl d 2 T(p) ® dz cos (parctang z) f"’ 911 0= 9 §in 20,16
e T — S —_— R s .dG.
o (1+t)ptt T wT(p+q)Jo = (1 2)"_‘ o
\ z/a

L’intégrale relative 4 ¢ a pour valeur

r( ,
——(51—)——1 sin { q arc tang z),

(1+2)°
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done

[‘l e~dt 217 (p)T{g) fm dz sin(q arc tang z} cos ( p arc tang z
[ ’

Jo (gt T w0 {p4g) z ]
(12
Si, enfin, on pose
s = tang o,
on aura
'E
. 1o dt 2. 2 sin gg cos py
{24} — = = B{p [‘ cosPri—t p 2P0 PY
o .[u (1t m U’q)., o ¢ sin o d

On aurait de méme

;- LI 1 N7/ 2 N E sin pg COS
(23 == = By gPHI—1 g M PP COS 99
o fo (e = 7 0P | cos P de.

Ajoutant ces deux eéquations, et remarguant que

1y 4 1 1
fo (l+t)P+'1 ({["—BKP’(]’
01 aura

T

2 sin (p + i
f cosh+i— o (p+q9 dq, =
[} sin 9 2’
qui coincide avec I'équation {(21); la valeur de cette intégrale est assez
remarquable: on voit qu’elle est indépendante du parametre (p + ¢).
Si I'on retranche les deux équations (24) et (251 I'une de Fautre, on
aura

2 ., sin{g—pjsg ™ VTt g
rosPHIY o oML T gy — t
fo o P g BT B (m ) e (l+t)"+7d

laquelle se confond avec I'équation (22), de laquelle on a déduit Péqua-
tion (23).

10. Le premier procédé qui conduit a la démonstration de I'équa-
tion (2) ne suppose nullement connue la formule fondamentale d’Euler

® zo-idzx ™
o I—+ax _ sinax’
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aussi cette derniére peut-elle se déduire de I'équation (2). Si l'on pose
dans celle-ci

m = o, n = 2a,
il vient
rid
Fra+a)l'(i—a) = —; )
P
2 cos 2ax dx
0o
ou

1‘(01)1“(1~a)-—~fm dr L T
o I1+x sin @

Cette équation, qui fait la base d’une théorie importante, est due a
Euler. Depuis, on en a donné bien des démonstrations déduites de for-
mules plus ou moins compliquées; la plus convenable, & mon avis, et
en méme temps la plus simple, est celle qui a été donnée par Euler et
qui était fondée sur la décomposition en fractions simples de la frac-

. . ™
tion rationnelle ¥l
1-t+x”

[*] Cette démonstration, un peu compliquée dans Fouvrage d’Euler, peut étre pré-
sentée plus simplement de la maniére suivante.
La méthode des fractions rationnelles conduit aisément & la formule

“+x pm k=n—1 x Az +~ B
e _ AekB g,
12 k=0 —= (z —cosv)t +sin’e

oiL m et n sont des nombres entiers tels que m <z, et olt ’on fait pour abréger

2541 —cos(am--1}v co$ 2. mv
+ m, A= ———(’-——)- et B =
2R n n

0 =

Effectuant par les régles ordinaires I'intégration sous le signe 2 , on trouve

%—log [(x—cosr))’—l—sin?v] +Acosu—f—];[ X - C

05 ¢ x -+ cosy
< < arc tang ——— -+ arctang ———
(x - cos o) + sin’e sin ¢ sin ¢ ’

sin ¢
ssi i se réduit a — sin (24 dans le cas de 7= fai
expression qul se reduit a = sin (2% + 1) ar, dans le cas de x— , en faisant, pour

Tome VIII. — Janvier 1843 3
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11. Si dans I'¢quation (12) on pose
m=0, n= 2 — 4a,
etque, dans ['intégrale dusecond membre, on mette y 7 au lieu de ¢ , on

aura

I—t

1 ta—‘l__ e R
f ~————dt = mcotang a#.
0

Cette formule peut servir 4 trouver le développement de cotangar; si,

1 *® k ’
en effet, on remplace T bar sa valeur 2 ', et quion effectue les
it (0]

intégrations relatives 4 7, on aura
T cotang ar = Em ! !
ang T ey \ A k+r1—a)’

De la on peut aussi déduire le développement en série de 7™, Si, en

, 2m —+- 1 .
abréger, ——— == «, D'aprés cela, on a
on

B Zm P n—1
L dr — = s I3 Jar.
{‘._ml~+-.r‘:" HZU m(z +1la

2 sin ar sin ax == 1 -~ cos 2ar,

o

Or on a

2 sinar sin 3 a7 = co0s 2ar — cos far,

L T Y

2sin ax sin (27 —1) ax = cos (27—~2)ar — cos 2nar;
d'olt

n—I
280 a® E sin 24+ 1) ar = 1 — cos 2rarn = 2,
(sl

et, par suite,

o \2m @ 2m
& [ A kg
gy dr — Tena et s A = e ;
—x 1l 4+ sSIn ar o I-+wx 2n 81N ar

si, enfin, on met 2** au lieu de &, on aura

e a—i

x b

- de = — |
o 1+ x smmarw

formule qui a évidemment lieu pour toute valeur de a comprise entre o et 1.
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effet, on différentie (m — 1) fois les deux membres de P'équation

o 3 - 1
precedente par rapport 4 a et qu’on fasse ensuite a = 7 on aura,
sim est pair,

A 1
At =1~ 5

1
2""1“2_—3(m —1) 3m e

T 1
+Ent e
5 7 9 ’

et si /m est impair,

A 1 I 1 1

A ame— R L
2”‘.1.2...(1}1—1)7r 1 3m+5m 7,,,"‘9,,,

Dans tous les cas A est la valeur absolue de la dérivée d’ordre (m — 1)

de cotang 0, dans laquelle on fait § = % On trouve ainsi

T I I 1 T + I

4 3 5 7 9 7

= N - e

8 1 32 A2 72 -+ 92 v
LA I I _}_l 1 _'_L___

3; - 33 A3 73 93 )

mt L 1 . 1 + v

o - T ETE T T g7

12. Je terminerai cette Note en indiquant un procédé extrémement
simple et analogue & ceux que j’ai déja employés, pour donner la va-
{e-)
leur de f (—IC'—(_)—IS_% dx. Cette intégrale a déja été traitée par Poisson,
0
et plus récemment par M. Catalan qui en a fait Pobjet d'une Note
insérée dans le tome V de ce Journal.
On a identiquement

oy = ), B,
I

Gy = it Jo e T

et, en multipliant,

L 1 * o ) i —
G = T o e [ e el
3.
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et par suite

® p—1 gar VI Jp I o ) % —
— grt—! p—32 dZ n—{ ,—y p—1 pla+z—y xv—i 11. .
fo G+ [F(n)J’fo , I dr J x e o

dans le cas de p = o, on en déduit

® (sina.z:) e
f: A — [_r'(——ln)]’fo 2" e~* dz fo yrte v dy f:e ﬂ(iﬂ"}':!)? dr.

(I—f—.l‘!)"

o —_
D’ailleurs f sin (a4 2= e est égal a 4+ gou - g, suivant que y
[s]

@&

est inférieur on supérieur & @+ z; donc

* (sinax) .
I 2T e = 2_[;”—*1(1”)]‘ fo 2" e~* dz <f°a+z]””‘ e~7dy — f:_zj"—' e d]’).

e

Différentiant de part et d’autre par rapport 2 a, on aura
dZ

*  cos azx P o
— dx = — - e % ln 22
fo (1+ )" 2(r(7)F J o “% 3@
en posant, pour abréger,

7 — foa+z]n_| e—Y d]- —_ fi_z],n—t e’ d]

a

Mais, par les régles ordinaires de la différentiation sous le signe j , on

trouve immédiatement

dZ —1 L,—c :
- = a(a+ z)"t e,
Donc
®  cos ar ™ ® . _
fo (I+x’)"dx ROR fo e~ 4r (g4 a)"t 2" dz,

a -
ou, en mettant - (z — 1) au lieu de z,

ﬂ(E)m—-l
f OS2 o= f e (2t —1)"" dz.

o (xa T TIIRT
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Les deux formules précédentes ont été données par M. Catalan; mais
sa démonstration plus restreinte suppose que n est un nombre entier.
Dans le cas de » = 1, on a la formule connue

»
csar 4T _a
o Izt 2 .

La démonstration que Poisson et M. Catalan ont donnée des for-
mules précédentes , s’appuie sur I’équation

n
f cos ax dx = o,

(]
qu’il serait bon de ne pas employer, puisque la valeur de l'intégrale
=2}
f cos ax dx est évidemment indéterminée.
o

On pourrait aisément éviter cette difficulté en opérant de la maniére

suivante.
Soit
«® (sin ax)
x ™
z = 22 L de — =
° (I +x2)n 27
on obtiendra I'équation
d*z n n(n—1)d'z - 8 dVz % sin ar =
Pt s @ T Vs T dn T, X2,

et comme I’expression

* sin ax ™
dx — =
o x 2

est rigourensement nulle, on n'aura plus qu'a intégrer I'équation dif-
férentielle que I’on peut écrire symboliquement de la maniére suivante

d*z\"
1—2;; = 0.

Cette équation étant intégrée et les constantes ayant été déterminées, on
obtiendra I'intégrale cherchée

®  cos ar
cosas g
o (l 4 .Z‘z)u

en prenant la dérivée de z par rapporti a.
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Soit, par exemple, 7 = 1; on aura
et (siu a.r)
sy ) d

> (sin ax
o

™ diz
T = —~——-({x~~, et — — = xe - e,
) [ 2 da: o [
d’on
'z
— — =0
da? ’

équation rigoureusement établie. On en déduit

2= Ae *+ Be?,
ou simplement
3= Ae™ %,

puisque z ne peut croitre indéfiniment avec a. Pour déterminer A, on

ki3 . , . -
remarquera que z -+ _ doit s’évanouir poura = o, ce qui donne

A—=_T

37
“ /sinax
z d.

— dx = T T—e™ %
o I+ 2 2( 4 .7

et par suite

et, en difféerentiant les deux membres par rapport & a,

* cos ax T,
—Ydx = e—°.
o I+ 2

Je pense que cette démonstration de la formule précédente rem-
placerait avec avantage celles qu'on donne habituellement dans les
traités de calcul intégral.

%



