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METHODE SIMPLE ET NOUVELLE

POUR

LA DETERMINATION COMPLETE DES SOMMES ALTERNEES,

FORMEES AVEC LES RACINES PRIMITIVES DES I:ZQUATIONS BINOMES‘;

Par M. Aveustin CAUCHY [*].

[l est, dans la théorie des nombres, une question qui, depuis plus
de trente ans, a beaucoup occupé les géometres, et qui, tout récem-
ent encore, a été mentionnée dans plusieurs Notes publiées par divers
membres de ’Académie. Elle consiste & déterminer complétement la
somme alternée des racines primitives d’une équation binome, ou; ce
qui revient au méme, la somme de certaines puissances de ces racines,
savoir, des puissances qui ont pour exposants les carrés des nombres
inférieurs au module donné. Supposons, pour fixer les idées, que le
module soit un nombre premier impair. Le carré de la somme dont il
s’agit se réduira, au signe prés, au module, et sera d’ailleurs positif ou
négatif, suivant que le module divisé par 4, donnera pour reste 1 ou 3.
C’est ce que M. Gauss avait reconnu dans ses recherches arithmétiques
imprimées au commencement de ce siecle. Mais lorsque du carré de la
somme on veut revenir 4 la somme elle-méme, on a un signe a4 détermi-
ner; et cette détermination, comme ’ont observé MM. Gauss et Dirichlet,
est un probleme qui présente de grandes difficultés. Les méthodes a
I’aide desquelles on est parvenu jusqu’ici 4 surmonter cet obstacle, sont
celles que M. Gauss a développées dans son beau Mémoire qui a pour
titre : Summatio serierum quarumdam singularium, et celle que M. Di-
richlet a déduite de la considération des intégrales définies [**]. En réflé-

[*] Cet article et le suivant sont extraits des Comptes rendus des séances de I dca-
démie des Sciences.

[**] Voyez aussi un Mémoire de M. Lebesgue, qui vient de paraitre dans ce Journat
( fevrier 1840 ).
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chissant sur cette matiére, j’ai été assez heureux pour trouver d autres
moyens de parvenir au méme but; et d’abord il est assez remarquable
que la formule de M. Gauss, qui détermine complétement les sommes
alternées avec leurs signes, se trouve comprise comme cas particulier
dans une autre formule que j’ai donnée en 1817 dans le Bulletin
de la Société Philomatique. Cette derniére formule, qui parat digne
d’attention a l'auteur de la Mécanique céleste, sert a la transfor-
mation d’une somme d’exponentielles dont les exposants croissent
comme les carrés des nombres naturels; et, lorsqu’on attribue a ces
exposants des valeurs imaginaires, on retrouve avec la formule de
M. Gauss la loi de réciprocité qui existe entre deux nombres premiers.
Mais la formule de 1817 était déduite de la considération des fonctions
réciproques, par conséquent de théorémes relatifs au calcul intégral ; et
ce que les géometres apprendront sans doute avec plaisir, ¢’est que. sans
recourir ni au calcul intégral, ni aux séries singuliéres dont M. Gauss a
fait usage, on peut directement, et par une méthode fort simple, trans-
former en produit une somme alternée, en déterminant le signe qui doit
affecter ce méme produit. Cettc méthode a d’ailleurs I'avantage d’étre
applicable a d’autres questions du méme genre. Ainsi en particulier
I'on reconnaitra sans peine que, si, » étant un nombre premier,
n — 1 est divisible par 3, ou par 5, etc., un facteur primitif de 7, cor-
n—1
3
teurs trinomes, tandis qu’un facteur primitif de 72, correspondant au di-

fac-

respondant au diviseur 3, sera proportionnel au produit de

. . 1 . 7 e 1
viseur 5, sera proportionnel au produit de —5— facteurs pentanomes ou

composés chacun de cinq termes; et le rapport du produit en questiorn
au facteur primitif de 2 sera la somme de certaines racines de 1'unit¢
respectivement multipliées par des coefficients qui seront équivalents.
suivant le module 7, a4 des quantités connues. Jajouterai que des for-
mules relatives a la détermination compléte d’une somme alternée, dans
le cas ou 72 est un nombre premier, on déduit aisément les formules ana-
logues qui se rapportent au cas o1t 7 est un nombre composé quelcon-
que, et la démonstration du théoréme suivant lequel, dans une sem-
blable somme, ou la plupart des termes positifs, ou la moiti¢ de ces
termes. doivent offrir des exposants inférienrs i £ .

20,
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§ Ie. FPaleurs exactes les sommes alternées des racines primitives
dune équation binome.

Nommons p I'une des racines primitives de I'équation binome
(1) x" =1,

et A une somme alternée de ces racines, qui soit en méme temps une
fonction alternée des racines primitives de chacune des équations que
Pon peut obtenir, en remplacant 7 par un diviseur de n. Si z est un nom-
bre impair dont les facteurs premiers soient inégaux, la valeur de A
sera égale, au signe pres, a celle que donne la formule

(n—1)

(2) A=ttptpt+p+...+p
Si d’ailleurs on pose, pour abréger,

2x
(3) “’=71

on pourra prendre
(4) =tV

et alors la formule (1) deviendra

(5) A=14eV T eV 4 etV

Or la valeur de A, donnée par I'équation (5), est ce que devient la
somme des 7 premiers termes de la série

(6) 1, e %, e, &%, etc...,

quand on y remplace a* par —w V/'—1; et j'ai remarqué des 'année
1817, dans le Bulletin de la Société Philomatique, comme dans mes le-
cons au Collége deFrance, que la considération des fonctions réciproques
fournit entre les termes de la série (6) et ceux de la série semblable,

(7) 1, e ¥, e~ ¥, o ...
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une relation exprimée par la formule

(8) @ (L4+e=" + e~ 4 )= b (b e o + ),

quand a et b représentent deux quantités positives, assujéties 4 vérifier
la condition

(9) ab = .

La formule (8) parut digne d’attention 4 I’auteur de la Mecanique ce-
leste, qui me dit 'avoir vérifiée dans le cas ou I'un des nombres a, b
devient trés petit. Effectivement la formule (8), qu’on peut encore
écrire comme il suit,

L = —
a(tde ™ e +..) = W"(%—l— e T4 tw +--.),
donnera sensiblement, si @ se réduit 4 un trés petit nombre «,

@ (%-{—e—’" + e~ +) = ;—'n'%;

et, pour vérifier cette derniére équation, il suffit d’observer que, d’a-
pres la définition des intégrales définies, le produit

a(14e ™ 4e~% 4. )

a pour limite P'intégrale
' X} —_
(ro) j e~ dr = L7,
[¢]

Il est d’ailleurs facile de s’assurer que la formule (8) peut subsister,
comme I’a remarqué M. Poisson , lors méme que la constante a devient
imaginaire. Nous ajouterons seulement qu’alors la partie réelle de cette
constante devra étre positive, si elle ne se réduit pas & zéro.

Lorsque , dans la série (6), on pose a*> = — w\/— 1, la valeur de w
étant fournie par I'équation (3), ou, ce qui revient au méme,

(11) a® = —3;5\/?——_1,
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la formule (g), ou a*b* =#*, donne

\ ¢ nx
f12; b= —\—1.
2

Alors les termes distincts de la série (6) se réduisent a une partie de ceux
que renferme le second membre de la formule (5), et les termes dis-
tincts de la série (7) 4 ceux qui composent le binome

3 W st
(3] fe 2

On doit donc s’attendre i voir Péquation (8) fournir la valeur du rap-
port qui existe entre la somme alternée A et le binome dont il s’agit. Or,
en effet, pour obtenir cette valeur, il suffira de supposer, dans I'équa-

tion: 8},
‘14 agzu”—%’r\/—_l,

2* désignant un nombre infiniment petit. Soit, dans cette hypothese .
(15 h*’-.—_é2+';—”\/——_7.

€ devra s'évanouir avec «, et comme la condition (g ) donnera

n 25,
a®6? 4 71'(;&2—;62 !\/——I:O,

on en tirera sensiblement

4
=1,
n? “’
de sorte qu’on pourra prendre
L, 26
(16} — =1

e

Cela posé, si'on multiplie par na les deux membres de la formule ( 8),
les termes de la somme alternée A ou du binome (13) s’y trouveront
multipliés par des sommes qui se réduiront sensiblement . dans le pre-
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mier membre, au produit

LoL
2 2

Lo
a’je’dx:vra,
L2y}

I
2
et, dans le second membre, au produit
L e . ) WL
b’j e de =177 b7,
o 2
Donc, en laissant de coté le facteur

- — 1 1
/ e dx=-7r’,
Jo

2

qui deviendra commun aux deux membres de la formule, on trouvera
définitivement

, 1 L LR eerh
(17) a’A:b‘<t+e 2 ‘),
ou, ce qui revient au méme,
—< —”—;’V:> (. =2V
([8) A:—% I~¢ =7kl+€ ,},

{

et par suite

]

” AN VW onery ot -
(19) A :(5> e T =" (14 ).

Donc en supposant A déterminé par la formule (5), on aura, non-seu-
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lement pour des valeurs impaires du nombre , mais généralement, et

quel que soit ce nombre,

(20) A—_—”T?(x_‘_\/:.'_]) <1+e_;‘/—‘>.

On trouvera en particulier, 1° si 72 est de la forme 4x,,

(21) A=n?l(1+\/:);

2° si 72 est de la forme 4x + 1,

(22) A= n%;
3° si nest de la forme 4x + 2,
(23) A =o0;

4° si n est de la forme 4x + 3,

(24) A=n' V—1.

Ainsi, les formules (20), (21), (22), (23), (24), que M. Gauss a établies
dans un de ses plus beaux Mémoires, et dont M. Dirichlet a donné une
démonstration nouvelle qui a été justement remarquée des géomeétres,
se trouvent comprises comme cas particuliers dans la formule (8), de la-
quelle on déduit immédiatement I’équation (20) en attribuant a I’expo-
sant —a? une valeur infiniment rapprochée de la valeur imaginaire

2 — - . A . . .
—nf V/—1, ou, ce qui revient au méme, en réduisant I'exponentielle

a 7

¢~ 4 P'une des racines primitives de I'équation (1), savoir, a celle que
détermine la formule (4).

Si I'on supposait a* déterminé non plus par la formule (11), mais par
la suivante

(a5) @ =2 T,

m étant premier  n; alors, en opérant comme ci-dessus, on obtiendrait,
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au lieu de la formule (20), une équation qui, combinée avec cette for-
mule, reproduirait immédiatement la loi de réciprocité entre deux nom-
bres premiers, ou méme cette loi étendue & deux nombres impairs

quelconques.

§ II. Transformation des sommes alternées en produits.
Soit P
une racine primitive de I’équation
(1) X"t =1,

n étant un nombre premier impair. Les diverses racines primitives de
I’équation (1) pourront étre représentées, ou par

ps Pn’ P37' . 'Pn—"

3m (= t)ym
’

ou par " Py PP p

m étant premier 4 nz. Soit d’ailleurs A une somme alternée de ces racines
primitives. Cette somme sera de la forme

(2) A=p g+ = —
les exposants I, 2, 3,0.. 0 — 1,
étant ainsi partagés en deux groupes
hy, 'y, R"y... et Kk, k', k",...
dont le premier pourra étre censé renfermer les résidus quadratiques
1, 4, etc.,

et le second les non-résidus suivant le module 7. Si 'on suppose en par-
ticulier » = 3, on aura simplement
A=PI_P2___PI_P—I,

en sorte qu’'une somme alternée A pourra étre représentée, au signe
Tome V. — Mai 1840. 21

I
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pres, par le binome

pPr—r"
ou plus généralement par le binome

Prn — P—m’

m étant non divisible par 3. Si n devient égal 4 5, les binomes de cette
forme se réduiront, au signe preés, a I'un des suivants

pPr=p=p—pT P =07
et le produit de ces deux binomes
(6" =) —p)=p" ¢ —p—¢
représentera encore, au signe pres, la somme alternée
A=p+p —¢ —
qui pourra s’écrire comme il suit :
A=(p —¢ ") (" —p %)

Jajoute qu’il en sera généralement de méme, et que pour une valeur
quelconque du noxgbre premier 7, la somme alternée A pourra étre
réduite au produit P déterminé par la formule

(3) P=(p' —p ) (FP—p™®) - [P —p "7

Effectivement ce produit, égal, au signe pres, au suivant
n—1 no-1\

(p'—P")(P’-—'P"")---<PT—PT),

changera tout au plus de signe, quand on y remplacera p par g™, attendu
qu’alors les termes de la suite

n—s

B S S
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se trouveront remplacés par les termes de la suite

2 3 —
m, Pm, -.P(n )m,

P"Z, P .

qui sont les mémes, a 'ordre prés, et un binome de la forme

{ -t

pF—F
par un binome de la méme forme

mi —ml
— P .

P

Donc le produit P ne pourra représenter qu une fonction symétrique ou
une fonction alternée des racines primitives de I'équation (1). Done il
sera de I'une des formes

a, al,

a désignant une quantité entiére positive ou négative , et son carré P?
sera de I'une des formes
a?, a’A%

Comme on tirera d’ailleurs de ’équation (3), non-seulement
P = Pl+3+5+...+\n—2) (I . P—2\, (l —P_G\)' .. [l" P

ou, ce qui revient au meéme,

n—l)i
P=pt "/ (1= ) (1 —p" ") (1 — s
mais encore

P=(— l)n: p—( :) (1—p")(r—p*)... (1—p"7 ",

et par suite,

[l §

Pr=(—1) > (1= ) (=) (1= ) =) (= p ) 1 —p

ne-r

H- 20

n-—1

=) 7 =) (1) (=) = (—1) *

2F..
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il est clair que P* n’étant pas de la forme a?, devra étre de la forme a?A2,
On aura donc

n—i

(4) (—1) * n=a’A?, P=2aA.

Or A% ne pouvant étre qu’une fonction symétrique de p, ¢?,. .. et par
conséquent un nombre entier, la seule maniére de vérifier la premiere
des équations (4 ) sera de poser

n—~—I

a?=1, A'=(—1)? n

On aura donc a==1,
et par conséquent,
(5) P==xA;

et toute la difficulté se réduit 4 déterminer le signe qui doit affecter le
second membre de la formule (5). Or si, dans la somme alternée

A=p 4p" 4 p¥ 4. .. —ph— " — p¥ — etc,,

on remplace généralement
A
4 hd
p’ par <n )
cette somme sera remplacée elle-méme par la suivante

A\

U:) +<;)+...—(§> —_ (%)—eto:n—lz—l, (mod. n),

tandis que la somme alterne — A se changera en
—(n—=1)=1, (mod.n).

Donc, pour décider si dans la formule (5) on doit réduire le double signe
au signe -+ ou au signe —, il suffira de chercher la quantité en laquelle
se transforme le développement de P quand on y remplace chaque terme

de la forme g par (;» , et de voir si cette quantité, divisée par 4, donne
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pour reste — 1 ou + 1. Or, comme le développement de P se compo-
sera de termes de la forme

& pEIEIESE L
le signe qui précede p étant le produit des signes qui précedent les nom-
bres 1, 3, 5. .., la quantité dont il s’agit sera la somme des expressions

de la forme

i(i—xisisi...>
\ n :

le signe placé en dehors des parenthéses étant le produit des signes pla-
cés au dedans. Elle sera donc équivalente, suivant le module 2, a la
somme des expressions de la forme

n—1

(6) {1 x3x5+...2(n—2)]*.

Ainsi, en particulier, elle sera équivalente, pour n =3, &

I"'— (—1) =a2=—1, (mod. 3);
pour n =25, a
4+3)+(—1—=3P—(—14+3)P—(1—3)P=4=— 1, (mod. 5).

D’ailleurs, si 'on suppose le nombre de lettres a, b, c.. ., égalam, la
somme des expressions de la forme

(7) x(xazxbxtcex,. )

étant développée suivant les puissances ascendantes de a, b, c. .., ne
pourra, si le signe extérieur est le produit des signes intérieurs, renfer-
mer aucun terme dans lequel I'exposant de z, oude &, oudec... s’éva-
nouisse, puisque le coefficient d’un semblable terme dans cette somme
serait évidemment

m—1 m—

2 = 0.

Donc la somme des expressions (7) se réduira au produit de leur nom-
bre 2™ par le seul terme

1.2.3...m.abc...;
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et si I'on prend pour
a, b, c...
les nombres
1, 3, 5... 2m—1,

cetle somme aura pour valeur le produit

2”(r.2.3...m)1.3.5... 2m—1)=1.2.3.4...2m.

Donc la somme des expressions (6) aura elle-méme pour valeur le
produit

1.2.3...(n—1)= — 1, (mod. n);
et P se transformera en une somme équivalente a — 1, si 'on y rem-
- IN 4 .. . . . N
place généralement ¢’ par (; ); d’ou il suit que 'équation (5) devra étre
/
réduite a

. 8) P =A.

A

En d’autres termes, on aura

19 p —p W)L T = e p e e

h, K, k,... étant les résidus, et &, &, k”, . . . les non-résidus inférieurs
au module z. Comme on aura d’ailleurs

o) o=14p 4 +p P

on tirera des formules (g) et(10), combinées entre elles par voie d’ad-
dition ,

() (=) (P —p ) [P = T = gt 2pt - 2p
par conséquent,
19t i\Pu _P—|) (pa_P—s’)”_[Pn_z_P—(n_z)] =1 +P+ PA+ P9 +._.+P(n—|,2_

Des formules (g) et (12), relatives au cas ou r est un nombre premier
impair, on déduit aisément celles qui sont relatives au cas ou n est un
nombre composé quelconque, comme je le montrerai plus en détail
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dans un autre article. Y observerai en finissant que, si, 7 étant un nom-
bre premier de la forme 3x + 1, @ désigne une racine primitive de I'é-

quivalence
x =1 s

et m une racine primitive de ’équivalence

x"~ ' =1, (mod. nj,

on obtiendra un produit P proportionnel & un facteur primitif de 7.
non-seulement lorsqu’on supposera la valeur de P donnée par la for-
mule (3), mais aussi lorsqu’on prendra

n—i n—1 "\

P=<P+~°‘P’" P opatpm ? )<P""+°‘P'"I+ T=ay )

n—Ii n—I

——

le nombre des facteurs trinomes étant n'; ! Le facteur primitif de ».

auquel cette derniére valeur de P deviendra proportionnelle, sera
O =p+ap”+ a’p™” 4 p 4. g
On trouvera par exemple, pour n=17, m = 3,
\p-apt @2pf) (P ap’ ) = 2% [p - o' @ (p 4 ") (07 7).
ou, ce qui revientau méme,
P=a'@;
pour n =13, m=~6,

(P ap® -+ ap?) (p° - ap® + a%p%) (p* + ap® + a’p*) (p°+ ap™ +a’p' "]
:(I+2u)[P+p8+Pl2+P5+u(P6+P9+P7+Pk)+a2(PIO+P2+P3+PH)]

on P= (14 2a)0, etc...

D’ailleurs, pour établir la proportionmalité de P et de @ considérés

. : P
comme fonction de p, il suffira d’observer que P se change en ~quand
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P . . s
on y remplace p par p”. Quant au rapport ) il ne pourra étre qu’une

fonction entiere de @, que I'on pourra réduire 4 la forme
a <+ ba;

et une méthode semblable a celle par laquelle nous avons déterminé le
signe de A dans la formule (17), fera connaitre les nombres entiers a, b,
ou du moins des quantités équivalentes 4 ces mémes nombres suivant le
module . Enfin I’on pourrait étendre les propositions que nous venons
d’indiquer a des produits P composés de facteurs polynomes dont cha-
cun offrirait plus de 3 termes; par exemple, 5 termes si n — 1 était di-
visible par 5, » termes si n — 1 était divisible par 7, etc...



