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CONFERENCE N° IX

E V O L U T I O N D ^ N E I N T E R F A C E PAR

C A P I L L A R I T E ET D I F F U S I O N DE V O L U M E

ESTIMATIONS A PRIORI et RESULTATS ^EXISTENCE.

Jean DUCHON et Raoul ROBERT

I.M,A.G.
B.P. n°68
38402 Saint-Martine Hères Cedex
FRANCE

INTRODUCTION

Nous considérons le problème dévolution d'interface suivant : à

P instant t , Q est un domaine du plan dont la frontière F se dé-

place à une vitesse (mesurée suivant la normale extérieure ^ ) égale à
^TC

" — , dérivée normale d^ne fonction harmonique dans Q dont laôv t
valeur au bord est égale à la courbure K de F . Ceci est un modèle

du phénomène de corrosion par capillarité et diffusion de volume (cf.

[l], [5]).

Nous nous proposons, d^ne part d^tablir des estimations a

priori sur la solution dans le cas où F est un graphe de fonction

(estimations impliquant notamment que pour une condition initiale conve-

nable, le maximum m(t) de la pente de F reste borné au cours du

temps) ; dT autre part de monter Pexistence d^ne solution (globale ou

locale en temps) lorsque la donnée initiale est une courbe corde-arc

vérifiant une certaine condition de régularité (courbes appelées

^-smooth^ par S. Semmes [6]).

La technique de démonstration consiste à faire apparaître la so-

lution comme point fixe d^n opérateur contractant à partir d^ne formu-

lation intrinsèque de Péquation dévolution. Pour ce faire, on ramène
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Pétude de ^opérateur — à celle de noyaux associés à Pinterface F
àv t

Nous remercions Michel Zinsmeister pour ses références et sa
conversation agréable et instructive.

§ 1. ECRITURE DE I/E^UATION ET NOTATIONS.

Nous ne considérerons que des courbes rectifiables que nous sup-

poserons paramétrées par Pabscisse curviligne :

F = {z(s) : sçIR} c Œ .

Nous supposerons que ces courbes vérifient la condition corde-arc,

c^st-à-dire qu41 existe une constante y > ° telle que

[s-a| ^ y\z{s)-z(a)\ .

On notera
icp(s)z^s) = e ' .

Si r est le graphe d^mie fonction lipschitzienne, on a |cp(s)| ^ a < rr/2

et r est corde-arc avec Y = ——— •cosa

Notons Q Rouvert situé à gauche de F , T = e le vecteur
icp

unitaire tangent, v = - ie le vecteur normal sortant et n = -\; .

?^fNous désignerons par —{s) la trace dérivée normale, convena-
ÔV

blement définie, au point z(s) de F , de la solution U du problème

de Dirichlet :

AU = 0 dans Q ,

' U(z(s)) = f(s) .

Enfin pour r suffisamment régulière, on notera K(s) = cp^s) la cour-

bure de F au point z(s) , de sorte que :

dT Kn— = J\n .ds
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Décrivons maintenant Révolution de P interface.

Nous supposerons P interface infinie r donnée par la représen-

tation paramétrique régulière z( t ,cr ) , a étant une abscisse curviligne
sur F .

Nous allons montrer qu^n peut se ramener à prendre à chaque

instant Porigine de Pabscisse curviligne sur une même trajectoire ortho-

gonale aux F^ . Cela revient à chercher une fonction h(t) telle qu^n

effectuant le changement de variable admissible ( t , c r ) — ( t , s )

s = a - h(t) , la nouvelle représentation paramétrique z ( t , s ) = z(t,s+h(t))

vérifie :

(0) l^'0)--!^0) = ° . ^ t s o ,

et donc :

^(t)=-||(t,h(t)).|j(t,h(t)).
Cette équation différentielle assure Pexistence d'une solution

locale unique h(t) pour toute donnée initiale. Nous supposerons désor-

mais I^ paramétrée par une telle représentation z(t,s) .

Inéquation dévolution de F s^crit alors :

-^(t,s).^(t,s) = "^(t^) .
oi' ô V

-\y
Calculons — • T , on a :

ôt
^

à f ô z ^ o z ôz - _ ôK
istôT^j = ôsôT^' iT-^ = K^

2
(car iiôF'1' := Ô^^ == 0 ) î ce quiî avec (0) ' domle :

^-.fK^ac
ô t J o ô^

d^ù z( t , s ) vérifie :
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(Ez)

âz âK , l .s ^K , ^
- — = - —v + M K ——djk ,ôt âv \^o ô\; y

z(0,s) = Zp(s) .

ô^Dérivant cette équation par rapport à s (en remarquant que — = K T ) ,
os

on obtient ;

ST _ ( ô ôK .s ôK ^
iî - t-is^7 ^•..̂ î 11^ •

or — = - — ^ , on obtient donc Péquation en cp ;
ô t ô^

(Ecp)
^p ô ^K _ Kr8^01^ ^ ^
iT'is ôv " ^o1^^ î K=^s

cp(°,s) = CPQ(S) .

Les paragraphes suivants sont consacrés à Pétude de cette équa-

tion. Il nous arrivera fréquemment de désigner par D Popérateur de

dérivation par rapport à s .

§ 2. ESTIMATIONS A PRIORI.

Afin d^viter des justifications fastidieuses, les manipulations qui

suivent pour obtenir les estimations sont à prendre formellement (elles

n^nt de sens qu^n supposant la solution du problème dévolution suffi-

samment régulière et plate à P infini).

On suppose donc pour la suite de ce paragraphe que z( t ,s)
est une solution ad hoc.

Estimation 1.

Notons L(cp) = f(l-cos^(t,s))ds , L(cp) mesure rallongement

de la courbe r par rapport à Paxe réel. Calculons :
dL p . ^
dF -J^^ds ,
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soit, en utilisant (Ecp) et en intégrant par parties en remarquant que
sincpK = —(1-coscp) :

os

^ ° - f^5 •ut J ôv

D'où

(1) ^=0,

en posant E = jK^ds = J (vC^dx , où C(t ,x) désigne la fonction
°t

harmonique sur C^ dont la valeur au bord sur F est K(t ,s) (cf.

par exemple [2] pour un cadre convenable pour ce problème de Dirichlet).
^ T

(1) implique ^- ^ 0 d'où L décroit avec le temps.

Estimation 2.

On calcule

Jj-j- -(^dx-jro^ds.dt "Q ôt J v / 5^

f -(vQ'dx^f vC.v^dx=2r^^ds .

On a ;

n 0 1 "fL 01 ^ sv ôt
^cCalculons —— sur r. :
ô t t

sachant que K(t, s) = C(t ,z( t , s)) , on obtient

^ = ̂  + ^C ̂ôt ôt 7L- ôt •

En utilisant l'équation (Ez) , l'équation en K obtenue en dérivant
2 9

(Ecp) par rapport à s et Pégalité (vC)2 == (-ÔK) + [-ÔK] sur F
on obtient finalement :

(2} dE + 20 - 9^fKÔ K >12d ^ rf^^3^ f^1^2^.^^ TîT -^ "" " -^"r" ds + ~:̂ — ds - { — -—dsdt ^ ôw ^ô^/ Assy ô\; '
où on note Q = ffA ^K) ds .^ Y ô s ô^y
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Exploitation des estimations (1) et (2).

En supposant que z( t ,s) est une solution "convenable" du pro-

blème d'évolution pour t ç [0,Tl , on pose m(t) = | tgc?(t, .) | , où
' - 00

|f| désigne la norme d^ne fonction f dans I^ , l ^ p ^ œ

On va montrer que si m(0) , L(0) , E(0) sont assez petits,

m(t) , L(t) , E(t) restent bornés sur [0, T] .

Dans ce but, on va majorer les termes de droite de Pestimation

(2) à Paide des quantités m , L , E , ^ . La lettre c désignera diverses

constantes et c(m) diverses fonctions de m continues et croissantes.

Examinons le premier terme :

(Kffd, .
V. ÔW

^K
ÔV

2
K

Par interpolation, on a ;

l̂  Ie?
1/31^1/2^| 2/3

s
où A est défini par transformation de Fourier ;

A8^?) = ^TTÇl^Ç) .

Comme on a, d'après [2], [A1 K -s, {m+^l+m^E et

il vient |K|2 ^ c^L17^273 .
^

D'autre part :

à cL1/2

^K
SV œ

ôK 1/2 S ôK
Sv \2 'ôs ôv la

1/2

Introduisons maintenant K* , trace sur F de C* fonction harmoni-
^ K ?» K^que conjuguée de C , on a 2— = -2—^K ^ 5K^
ôv os

^lô2,.!1/3
?ï\ t "̂  0

. !1^ Ket ô^

os

Or on a également, d'après [2] ,
.,/? , 2 ___

|A K*\ <, (m+yi+m^E ,
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^K
â\^

d'où . c^E^V73

et [K^'ds . ^m)!̂ 273

Y ÔV /

Le deuxième terme est alors immédiat :
/ ^ T ^ \ Ùpf ô-1^ 1 ,w8 ^ ôK| |ôK

ô \> 1 oo 1 âV
5/6 2/3^ c(m)E Q

Et le troisième terme se traite grâce à l'inégalité de Payne-Weinberger
(cf. t4]) :

ôK ( , / 2 , /. 2 ^ | ôK—— <: m+vm +A/l+m -—
os 2 ^ / 1 ̂

et on obtient :

^K^ ôK ôK| |ôK ,5/6, 2/3ds ^ ^ c(m)E Ql - ' V ô s ; ôv

D'où finalement (2) donne ;

ôv l | ôs jg

^^Q.OM^W^E5^3],

soit en appliquant l'inégalité de Young ;

dE
dt + 2Q ^ c^XE^^Q^E^+E+L] .

Posons M = L+E et additionnons cette inégalité avec (1), il vient ;

(3) ^ <; [c(m)(M+M l / 2)-l](E+2Q) .

Par ailleurs, on a :
, , . ,1 /2,_,1/2
1 ^ 1 » ^ H2 IK l2 '

d^ù il vient :
i , /——9 1/6 1/2
|cp| ^ c(m+^/l+m2) M /

et comme m = t g j c p j , on a :

Arctgm ,.1/2___^____ <. cM
1/6

(4)

(mWl+m2)

On déduit facilement de (3) et (4) que si la condition initiale est choisie

telle que :
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m^ < m^ ,

c(m*)(MQ+M|) < 1 ,

^_^___ ,
(m^+^l+m*")

où m* est la valeur où la fonction ——Arc tg m atteint son
1——21/6

maximum ; (m+7i+m2)

alors sur [0,T] , on a m(t) ^ m* et M(t) ^ M .

§ 3. RESULTATS D'EXISTENCE.

On note V = V^IR) l'espace des fonctions u localement in-

tégrables telles que U ( C T / U ( S ) ç L^dsda) . On vérifie facilement que

V" est l'espace des distributions tempérées u telles que iT' soit
—1 A 2

localement intégrable avec j|î | |u'| dç < +» . Et on notera

[u|, =——,|^£)-^l)i , ,̂ ,
4 ^n' o-s 1^^^ 1" '2

THEOREME 1 (existence locale). - Pour toute courbe corde-

arc ] _ avec cp ç V2 , il existe T > 0 et
'i ' i — 2

cp(t,s) ç L°(0,T; V2) n C([0,T] ;^') avec t2 -ô-j ç L^O.TîL2) ,

solution de (E:p) . ôs

THEOREME 2 (existence globale). - II existe n > 0 tel que
si l ^ o l à ^ IJ ' u existe cp(t,s) ç L^O,» ; V2) n C(t0,oo[ ;^')

i 2
avec t8 -^ ç L^O,»; L2) , solution de (Ecp) .

os"

On met (Ecp) sous la forme ^^ = ^ , où
pt " ' ^ 1 2 TT^ 1

J-^(t) = J N^_g * F(cp(e))d9 avec N^(Ç) = e 1 s ' , cp(t) = N ^ m + ^(t)

et F(cp) = Kf^K-^ds + Df-0-- A) K , K = IXp .
'-0 ÔV VÔV /
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On montre que J" est contractant sur une boule de F espace W des
9

fonctions i|i(t,s) telles que i[j et D i|j appartiennent à C ( J O , T [ ; L2)

avec |^( t ) |^ <. et1 6 et ID^I)^ ^ et"2 , muni de la norme

| 1 ^ | | = sup max-t'1 ^WL, t^D2^!)!
0<t<T z ' '2

T>0 assez petit pour Fexistence locale , T = 4-œ pour Pexistence
globale.

Pour cela, on estime \\^~^\\ et ||^i|j - ̂  1| suivant
JL ' ^ )

iD^t)^ ^ JJ^N^IjF^e))!^ .

^(^(t)-^))^ à ^I^N^Ql^lF^œ))-?^^))!^

en remarquant que

l^-eli = ^c-e)-173 •
D'autre part, on a :

PROPOSITION 1. - Pour tout e > 0 , il existe p > 0 tel que

l'on ait

(I) |F(cp)|^ $ eR dès que |cp| ^ ^ p et [D2^ <; R ,

(H) |F(c^)-F(q^ ^ edî^cp^-cp^^R^lD^^-^)!^)

s^ cp. et cp^ sont comme cp ci-dessus avec en outre
- ,2CPi-CDg € L2 .

PROPOSITION 2. - Soit I, une courbe corde-arc avecU —————-———————————
epp 6 V . Il existe c et p > 0 tels que l'on ait :

(I') |F(cp)|g ^ cR si jcp-cpj^ <. p et ID^I ^ R ,

(II-) lF(cp^)-F(^)|^ <: c(R2|cp^-cp^|^+R2/3|D2^-cp^|^ .

î_ cp, ^t cp» sont comme cp ci-dessus avec en outre

^1~^2 € L2 •
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Appliquant la proposition 1, on obtient le théorème 2. En effet,

on a :

co(t) = N^cpp + ^-(t) ,
3/4 9 1/4

d'où |cp(t)|^ à c|cpj^ + |^t)|^ |D W))^ £ c|coj^ +r

si ||t|! £ r ;

2 •̂  3/2 2 •SL

et |Dq) ( t ) | ^ ^ IA^JJA Nj^4 - |D ^(t)|^ (c|cp^+r)t""2 .

Il est alors facile de trouver r > 0 tel que la boule de rayon r de

W soit conservée par 3' , avec en outre ||j'i|j -J'i|i i l ^ S'J^i"" ^H »

ô < 1 .

Pour Fexistence locale, on applique la proposition 2, en remar-
i

quant que N ^cp/.-> c?^ dans V . D^utre part, utilisant la densité

de £ dans V^ , on a |D (^cpo)!^ =o( t"' t) - Alors 7 devient

contractant sur la boule de rayon r de W pour r et T assez

petits.

La preuve des propositions repose sur une expression de — - A
ô^

à Paide d^pérateurs intégraux :

A.-A = (Y-HX^H+X)"^ ,
ôv

où H est la transformation de Hilbert et X et Y sont donnés par

les parties réelle et imaginaire du noyau
1 ( 1 ^(s) ^Z(s,a) 2n^a-s z(a)-z(s),

èPour une courbe corde-arc avec cp ç, V , ce noyau appartient à
^

L (dsda) : on peut le voir par exemple en posant a = s+h , prenant

la transformée de Fourier de z(s+h)- z(s) - hz^s) , et appliquant

Planche rel. I/opérateur Z défini par 2jf(s) = r2(s,a)f(a)dj est

donc compact, donc aussi X et Y .

On obtient Pexpression de — - A en étudiant le potentiel de
2 ôv

simple couche de densité g ç L (F)
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^C)^.riog|^|g(o)da,

calculant

lim vgg(Q.v(s) = --g(s) + Yg(s)
£-z(s) 2

(limite non tangentielle dans Q ), ainsi que

^gg(z(s)) = iHg(s) + Xg(s) .

La solution U du problème de Dirichlet

AU = 0 dans Q ,

U(z(s)) = f(s) ,

si D f ç L 2 , s'écrit U = Sg + c où g = (-^H+X^Df . L'existence
—1

de (^H+X) résulte de Palternative de Fredholm.

La majoration des différents termes de |F(cp)| et |F(cp )-F(cp )|
— jL ^j ^

dans les propositions 1 et 2, nécessite une estimation de la constante

corde-arc pour cp voisin de 0 ou de cp. dans V (calcul simple).

D1 autre part, il faut estimer (-H+X)"1 , ce qui se fait par per-

turbation au voisinage de (-^H+X^ en écrivant

(.JH+X)'1 = (I+^H+X^-^X-X^^^H-i-Xo)"1

et en majorant ||X-Xj| pour jcp-cp |^ petit :

LEMME 1. - Si FQ et r sont corde-arc de constantes y » Y
avec cp - cp ç V , alors

l^ollop ^ ^Yol^olè •

Pour le démontrer, on écrit

2^-^^ = ̂ ^ •^^(sT^^x^^

où T = Ife^^^e^O^-e^^e^0^^^
X h V ) '
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n, 1 en fonction de ICP-CP()^ '
et on estime \\\^2^^^ L (dsdh)

,. „ (P) résultent alors d'une xnapration de
Les estimations (I) el \ /

''̂ 'op
„., - eorde-arc^ejconstante Y aïec cp ç V2

LEMME 2. - Soit F cord^ar^__———————

„ Dcp 6 V^ H L" . ^"£s

.ôZ, ^C(Y)IDCPI^C(Y)ID^^ICP^.

^op^^L^dsda)

/IL et (H') , ^ faut en outre ma30rer
Pour les estimations (II) et ( ) .

^l-^ap ''

r. pt r corde^aïc__de_constante ^ Y
LEMME 3. - S^ ^ ei i^ — — — 2 ^ L2 de_norme

. ç V ^ de_nonne ^ P > D cp^. D cp^ €
asec cp^,^ € v ————
^ R et îp -cp, € L • ^lo£s

^-zl/-^.«.^.^+B-l/3'D^-^l-)•

où c(y,6) teadJSïS 0 aves ? .

r^l où l^xistence locale estCertains détails paraftront dans l3l , ou 1 e

, ,_-ale F lipschitzienne (^l^ g ;

prouvée pour une courbe initiale ^

^PO ' ̂ 0 € L2 •
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