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Conférence n° 6

CLASSES DE SCHATTEN D'OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS

par C. RONDEAUX

Soit A un opérateur pseudo-différentiel de symbole a. L'égalité

Tr(A) = a ( X ) d X est vraie si l'on fait les deux hypothèses suivantes assurant

l'existence de chacun des deux membres : A est un opérateur à trace et a € L (3R ) .

Cependant, aucune de ces hypothèses n'entraîne l'autre.

Soit A un opérateur compact sur L (3^^) et soit (À ) la suite des valeurs
* 1/2 n

propres de (A A) ; on dit que A est dans la classe de Schatten 3p, 1 < p < oo^
si Z ( À )p < œ.n

n
On se propose de répondre aux questions suivantes :

1. L'appartenance à L" des dérivées de a jusqu'à un certain ordre suffit-elle pour

affirmer que A est dans j ?
P

2. Que peut-on dire du symbole d 'un opérateur de 3 ^
P

On utilise la quantification de Weyl Op . , définie pour a £ -5' (HR2^ ) et u € -^(^v >)
par :

Op^(a)u(x) = jfjf at^^e217^-^ u(y)dy dÇ

L'espace de phase ÏÏR est muni d 'un champ de normes symplectiques Y «_^11 I I

vérifiant la condition :

(i) il existe C > 0 tel que, pour tous X , Y , Z € 3R v) , II X - Y|| < C~1 entraîne
I I Z ||̂  < C|| Z ||̂  .

Si Y et Y ' e ~SR \ II . 1 1 désigne la norme définie par
Y , Y

2 2 9
I IZII . = 2 inf (IIZJI + [ |Z |[ ) et det est le déterminant de la forme

Z^+S^=Z ' " Y Y 'Y

quadratique I I . I l 2 , .
Y ,Y

Théorème 1 : Pour a e C^JR2^), soit

I I e 1 " - 2____ ( ( sup |V ( D ) . . . V ( D ) s i ^ X ) \ ) p â X ) l / p

L^ 0 < q < k •j !|V.||^ <1 1 q



1. Soit 1 < p < 2. Supposons que le champ de normes vérifie les conditions (i) et
(. -4^||.X-Y[^

(ii) : sup [e dY < °° .
X

Q

Alors, pour tout entier pair k > 2\) (— - 1) , si I I a I I < °° ,op (a)

appartient à ^ . ^

2. Soit 2 < p < oo . Supposons que le champ de normes vérifie les conditions (i) ,

( i i ) , et (iii):il existe m^ > 0 tel que det^4 (1 + H Y - Y ' I I . ) "mo soit le noyau
Q

d'un opérateur borné sur L .
2

Alors, pour tout entier pair k > (2m + V) (1 - —) , sio p
l l a l l < °° ,0p, .^.(a) appartient à 0 .

^P 1/2 p
k

La démonstration de ce théorème repose sur 1'écriture des opérateurs pseudo-

différentiels sous forme d'intégrales d'opérateurs de rang 1, mise en évidence par

A. Unterberger [3].

Pour répondre à la deuxième question posée, introduisons le symbole normal

W ( A ) de l'opérateur A, défini par :

W(A) (Y) = (A (^y, Cp^)

9
ou cpy est la fonction propre normalisée de l'oscillateur harmonique op , (X^'n'Il X-Yll )

associée à la valeur propre \)/2.

Théorème 2 :

1. On suppose que le champ de normes vérifie les conditions (i) et

- irll Y - Y ' I I ^
(iv):det e ' est le noyau d'un opérateur borné sur L (3R ) .t ï / ï

Alors, si 2 < p < oo, pour tout A de ^ , W (A) appartient à iF (1R v ) .

De plus, si A £ ^ , W ( A ) (Y) tend vers 0 quand I v l tend vers l'infini.

2. On suppose que le champ de normes vérifie (i) et (iii). Alors, si 1 < p < 2,

pour tout A de ^ , W ( A ) appartient à L^JR v ) .

Les théorèmes 1 et 2 permettent de prouver la caractérisation suivante,

dans le cas où le champ de normes est constant, analogue pour ^ d'une caractérisa-

tion par R . Béais [l] des opérateurs pseudo-différentiels.



Théorème 3 : Soit F. la famille d'opérateurs définie par :

^ = OP1/2(X3) si j = 1 9 9 9 V ; Fj = o p l /2 ( ç j -^ ) si j ^^--^

Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

a. Pour tout a € 3N v , JD^X)!? dX < °°

b. Pour tout k.uple ( J . . . . J , ) , [F . , [ . . J F . ,op (a) ] . . . ] ] appartient à 0 .
:]! ^ i/'- P

Enfin soit g une fonction ordre positive, compatible avec le champ de

normes; supposons que les conditions permettant de définir les espaces de Sobolev

généraux H soient satisfaites (on peut utiliser soit les espaces définis par R.

Béais, soit ceux définies par N. Lerner [ 2 ] ) . Alors,

Théorème 4 : Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) e-9 e L^HR2^)

2) Tout opérateur pseudo-différentiel d'ordre -g est dans ^
P

3) Soit i l'injection de Hg dans L (3R ) , pour tout opérateur A borné de L dans

H^ i c A est dans 3 -
L p
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