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Conférence n°® 17

PROLONGEMENT DES SOLUTIONS D'UN OPERATEUR

DIFFERENTIEL D'ORDRE INFINI

par A. SEBBAR

1. Introduction

pans [4] , C. O. Kiselman obtient pour les solutions holomorphes dans un

n Ol - N
ouvert convexe U de ¢ de P(D)u =0 (ot P(D) = a D , aa € ¢) un théoréme
lal< m
de prolongement & un ouvert convexe maximal V, ne dépendant pas de u et dont la
o
forme est gouvernée par les zéros de Pm : partie principale de P(z) = az .

lal< m
Ce méme théoréme est obtenu dans [3] par Bony et Schapira pour les opérateurs
différentiels d'ordre fini et & coefficients variables. Ici, suivant la méthode de
C. O. Kiselman, nous obtenons un théoréme de prolongement pour les opérateurs
différentiels d'ordre infini et & coefficients constants, vérifiant une propriété

de croissance.

2. Prolongement des solutions

2.1 Définition : On appelle opérateur différentiel d'ordre infini vérifiant la

propriété "P", tout opérateur :

£(D) = 2 . . p® D M

o
on€1\ln o o € N

est une fonction entiére telle que :

(1) Pour tout € >0, il existe CE > 0 tel pour tout z dans ¢

I£(z) | < C, exp(€ hzlly .

(on dit que f est de type exponentiel nul).

L. . . n____ ...
(ii) Pour tout € > 0, il existe Re > 0 tel que pour tout z dans ¢ vérifiant
[f(z) < 1 et lzll = R_ , on ait : d(z,ws) < €llzll ol Wf est l'ensemble des

zéros de f dans ¢n .



2.2 Définition : Soit A une partie non bornée de ¢n, on appelle cdne asymptotique .
de A et note 0(A) le cbne réel fermé engendré par l'origine de ¢t” et les valeurs

d'adhérences des suites ./ iz , 7z, €A et 1lim gl =+ o .

On obtient les résultats suivants ([5] [6]) :

PN . n
2.3 Théoréme de prolongement : Soient U un ouvert convexe de €,

v="T (v) = ‘ I {z€¢";Re <z, 7> < H_()} ou f est une fonction entiére
o (WE) U
z anc (WE)

de type exponentiel nul vérifiant la propriété "P". Toute solution u, holomorphe

dans U, de £(D)u = O, se prolonge en une solution v, holomorphe dans V, de f£(D)v = O.

Ce théoréme repose essentiellement sur le :

2.4 Théoréme de division : Soient dans € une fonction entiére de type exponentiel

nul vérifiant "P" et KcIL deux compacts convexes de ¢” tels que

H (C) g H(T) + blog(2+lich)  si £() =0

Pour toute fonction entiére f1 vérifiant

loglf, ()| < H_(€) +3;Log2+lzll), ¢ €c"

- n
et pour tout € > O, il existe deux fonctions f,,f_ entiéres dans ¢ telles que :

2'%3
(i) f1 = ff2 + f3
(ii) logle, (@) < H_ (5) + a,(€)Log(2 +lzl), ¢ € ¢
) €
(iii) log|f3(?;)| < H () + u3(€)Log(2 +lzl), z €ce”
€

ol L (resp KE) est le €- voisinage de L (resp. K). Les constantes a2(€), a3(€) et

les fonctions f2, f_ dépendent de € , £, K, L, a, et b, mais non de £

1 1°

(On a noté par HL la fonction d'appui de L

3

HL(C) = sup Re(Clu1 +...+ Cnun) si z (Ql,..., cn)
u €l

u = (ul,..., un)



. . . n .
2.5 Corollaire : Soient U un ouvert convexe de € , V = f étant comne

o w),
(W)
»dans (2.1). Soient u € %(U) et v € %(V) telles que fiD)u = v'U, alors u c=t

prolongeakle en une solution uO holomorphe dans Vv, de f(D)‘vuO = Vv,

2.6 Théoreme : Soient f commc dans (2.1) et o (Wf) son cdne asymptotique. 5i
toute solution u, holcmorphe dans U de f£(D)u = O se prolonge en une sclution v,

holomorphe dans V. de f£(D)v = 0, alors V, < Vv =T (u)
4

1

Contrairement au cas des opérateurs différentiels d'ordre fini, on a
2.7 Proposition :

Soit f une fonction entiére de type exponentiel nul qui n'est pas un
polyndme. Si le cdne asymptotique 0 (Wf) est stable par multiplication complexe,
pour tout ouvert convexe U de ¢n, on a

U=v=r U
Y O
Exemples
2 2
(i) Une fonction entiéref dans ¢ vérifiant "P" et telle que a(Wf) # ¢

2 2

V4 + z n
f(zllzz) = -rT (1 - —L—OL—Z_) Cln = ee
n=0 n

(ii) Une fonction entiére de type nul ne vérifiant "P" (Kiselman)

k
f(z)=TT(1——Z}-<—)n ; a>n> 2.
k=0 a

3. Classe normale

3.1 Définition : On appelle classe normale, la classe de toutes les fonctions

pluri-sous-harmoniques V, V(0) > -« vérifiant

v (t)
L G
lim = 0
Y = 4+ © fr
] v (t) at
o t
o P 2-2n -
(ot on a désigné par v(t) = v(0O,t) = (2n-2)t p(0,t) u(o0.,t) étant la masse

portée par la boule B(O,t) pour la mesure de Radon | associée a V). TIne fonction
entiére £, £(0) # O est dite de la classe normale si la fonction pluri-sous-harmo-

nique V = Log|f | est de la classe normale.



Les résultats suivants s'appuient sur la méthode des boules d'exclusion de

V. Aranissian [1] , [2].

3.2 Proposition : Toute fonction entiére £, non constante, £ (O) # O et est telle que:
2
M(R,f) = sup Loglf(z)| = O((Log R)")
zll<R

est de la classe normale.

3.3 Théoréme : Soit f une fonction entiére de la classe normale, f(0) =1 et

. + + . s .
non constante. Soient ¢® : R — SR qui a r associe

+
v (t) 1/4n
X > dt
X t
sup "
=
x=>r| | V() gp
] t
o
et Q@ le ©-voisinage fermé de WE
n
Qm ={z € ¢ , d(z,wf) < odllziHizl}
si €™\ Q@ est non vide, on a uniformément par rapport au vecteur a, |a| =1
1im Leglf®L o poe e™\Q,
R > +o M(R,f) P
3.4 Corollaire : Toute fonction entiére de la classe normale, non constante et

telle que £(0) =1 vérifie la propriété "p".
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