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ALGÈBRES EFFECTIVES DANS LA PROGRAMMATION
LOGIQUE AVEC CONTRAINTES (*)

par G. BLANC (*) et N. BLEUZEN-GUERNALEC (1)

Communiqué par J. E, PIN

Résumé. - Des structures suffisamment générales pour la résolution de contraintes ont pu être
définies pour que reste valide l'essentiel de la sémantique déclarative de la Programmation Logique
avec Contraintes {Prolog II, III', CLP($)). En particulier, tous les éléments d'une telle structure
doivent être définissables par contraintes.

La sous-structure constituée des éléments finiment définissables (seuls éléments effectifs procédu-
ralement) ne satisfait toutefois pas exactement les mêmes propriétés déclaratives que la structure
elle-même. Nous étudions cette sous-algèbre effective, et obtenons des conditions suffisantes à
V « Invariance de Résolution » des contraintes : une même implémentation permet alors le traite-
ment des contraintes dans le modèle théorique ou dans sa sous-algèbre effective.

Abstract. — Suffïciently gênerai structures have been defined in such a way that the main
points of the déclarative semantics of Constraint Logic Programming remain valid (Prolog II, III,
CLP (M)). Particularly, each element of such a structure must be definable in terms of constraint s.

From a procédural point of view, the only effective terms are the finitely definable ones. The
sub-structure of those terms has not yet exactly the same déclarative properties as the whole
structure. We study that effective sub-algebra and obtain sufficient conditions (concerning
constraints) for "Resolution Invar iabiliîy'': the same implémentation allows the constraints to be
treated in the theoretical model as well as in its effective sub-algebra.

1. INTRODUCTION

La Programmation Logique avec Contraintes trouve son origine dès lors
qu'on accepte de modéliser l'implémentation en l'absence de contrôle d'occur-
rence [Col 7, Ja.St. 17].

Rappelons que le contrôle d'occurrence [Llo. 18] est le test de l'algorithme
d'unification qui donne un échec lorsqu'une variable x doit être unifiée à une

(*) Reçu octobre 1990, révisé en juin 1991.
l1) Département de Mathématiques, Faculté des Sciences de Luminy, 163, avenue de Luminy,

13288 Marseille Cedex 9.
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expression / contenant x. Dès lors que ce test est supprimé, l'unification
conduit à accepter des solutions à x=t.

Ainsi, par exemple, unifier y à la constante b et x à ƒ (x, y) n'aboutit plus
à un échec. Il devient nécessaire d'accepter que le système

admet des solutions, donc que / (ƒ(ƒ( . . ., b), b), b) est un objet à considérer,
bien que non descriptible en notation préfixée habituelle. Les structures de
données peuvent de la sorte être enrichies [Coup 9],

Les « nouveaux » termes constants ne peuvent évidemment figurer dans
un programme que par les sytèmes d'équations (les contraintes) qui les
caractérisent.

Il faut souligner que la suppression du contrôle d'occurrence a rendu
particulièrement explicite le fait que l'unification n'est qu'une résolution de
contraintes dans une certaine structure :

- résolution de systèmes d'égalités dans l'algèbre de Herbrand (unification
avec contrôle d'occurrence);

— résolution de systèmes d'égalités dans l'algèbre des arbres finis ou infinis
(unification sans contrôle d'occurrence).

Partant de là, pourquoi ne pas s'autoriser l'expressivité d'inéquations,
puis d'inégalités entre nombres, puis de tout un traitement de contraintes
arithmétiques, ce point de vue finissant par donner naissance aux différents
Prolog II, III, CLP(0), CLP(X) [Col. 8, Ja.La. 14].

Le modèle algébrique fourni par l'algèbre des termes généraux (arbres
quelconques, finis ou infinis) sur un alphabet de symboles fonctionnels
[Cour. 10, Ja.St. 17, Ar.Ni. 1] - algèbre complète de Herbrand Hœ[Llo. 18] -
reste l'exemple type le plus intuitif de structure dans laquelle vont se résoudre
les contraintes.

Il est évident que les possibilités pratiques ainsi offertes apportent beaucoup
à l'efficacité des différentes implémentations [Col. 7, Col. 8, B.B.C. 4, Coup. 9].

La nature différente des contraintes que l'on peut s'autoriser à exprimer,
et donc des différentes structures que l'on peut envisager pour la résolution
de ces contraintes, oblige dans chaque cas à se demander si le paradigme de
la Programmation Logique ne s'en trouve pas altéré [J.L.M. 16]. C'est en
effet l'équivalence entre les diverses sémantiques, logique: PY A, PYA\
algébrique : PVnA dans l'algèbre de Herbrand H, déplus petit modèle de
P; fonctionnel : A e plus petit point fixe de TP, AeTp^co; et procédural :
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ALGÈBRES EFFECTIVES ET PROGRAMMATION LOGIQUE 223

A e Succès (P), qui constitue la caractéristique de la programmation déclara-
tive. Plus explicitement, les équivalences classiques [Llo. 18] :

o AETP](Ù <S> AeSS(P)

o A$TPlo> o AeFF(P),

rattachant ces divers aspects, ont pu être obtenues par étapes pour différentes
situations de programmation avec contraintes, dans différents travaux
[v.Em.Ll. 12] [J.L.M. 15] [Ja.St. 17] [Col. 7].

Dans « Constraint Logic Programming » [Ja.La. 13, Ja.La. 14], J. Jaffar et
J. L. Lassez précisent complètement la forme générale d'un cadre de
contraintes dans lequel ces équivalences (entre autres) restent vérifiées.

En quelques mots : tout élément de la structure M, espace de résolution des
contraintes, doit être caractérisable par un ensemble (éventuellement infini)
de contraintes, c'est par exemple le cas de l'algèbre complète de Herbrand Hm

avec l'égalité pour contrainte; de plus M doit avoir des solutions pour tout
ensemble de contraintes dont chaque partie finie est résoluble (solution-
compacité); et «y, axiomatique de ̂ , doit déduire exactement le comportement
de M en regard de la résolution des contraintes finies (satisfaction-complétude).

Nous nous proposons dans ce travail de compléter ce bien-fondé de la
sémantique déclarative de la Programmation Logique avec contraintes, en
étudiant de plus près le rôle particulier de la sous-algèbre 01$ des éléments
effectifs dans une algèbre de contraintes M. Plus précisément, Mo est l'algèbre
des éléments définissables par contraintes finies, telle que par exemple la sous-
algèbre Hr des arbres rationnels [Mah. 20, Cour. 10] dans le cas d'une algèbre
complète de Herbrand H".

Le rôle privilégié de cette sous-algèbre est évident au sens pratique,
puisqu'elle est constituée des seuls éléments traitables procéduralement.
L'agent procédural n'a connaissance de, et ne peut manipuler que ces élé-
ments. Les autres éléments, inacessibles effectivement, que le modèle théorique
est pourtant conduit à considérer, ne risquent-ils pas de dénaturer l'implémen-
tation de la résolution de contraintes? Les sémantiques déclaratives dans
l'algèbre des arbres rationnels et dans l'algèbre des arbres infinis ne sont pas
exactement les mêmes : par exemple, le plus grand point fixe de la fonction
conséquences immédiates TP n'est pas le même dans Hr ou dans H*0

(cf. exemple 3.1).

En d'autres termes, la résolution des contraintes est-elle implémentée dans
l'algèbre des arbres rationnels ou dans celle des arbres infinis? On sait
heureusement que la résolution est la même dans ce cas [Mah. 20] : les deux
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algèbres sont logiquement équivalentes. Mais en est-il de même dans tous les
cadres de contraintes remplissant les conditions générales proposées dans
[Ja.La.13]?

Nous vérifions que ce n'est pas le cas {cf. partie 5), et nous donnons dans
la partie 4 des conditions simples et naturelles à vérifier pratiquement, dans
lesquelles on peut démontrer une Invariance de Résolution(IR) {cf. prop. 4.1;
cor. 4.3), justifiant une implémentation de résolution de contraintes valable
aussi bien dans M que dans (%0.

Dans la partie numéro 2 nous présentons une partie significative des résul-
tats de [Ja.La 13, Ja.La. 14], en introduisant rapidement les concepts généraux
à la sémantique déclarative de la Programmation Logique avec Contraintes.
Nous renvoyons au travail de J. Jaffar et J. L. Lassez pour plus de précision,
d'illustrations détaillées, ou de compléments. Nous nous limitons au minimum
de présentation générale : ainsi, par exemple, il serait souhaitable de se situer
dans le cadre d'un langage à plusieurs sortes, certaines sortes étant des
algèbres formelles de termes, pour correspondre à la réalité des situations
implémentées. Ceci ne ferait qu'alourdir le texte et nous choisissons pour la
clarté des concepts de présenter une seule sorte de structure M, comme le
font très vite J. Jaffar et J. L. Lassez [Ja.La. 13] [Ja.La. 14].

La partie 3 étudie le rôle privilégié de la sous-algèbre des éléments effectifs
ainsi que les propriétés nécessaires à leur étude. La partie 4 montre les
résultats d'Indépendance de Résolution dans l'une ou l'autre algèbre et donne
des conditions suffisantes pour que leurs sémantiques déclaratives coïncident
totalement. Enfin la partie 5 construit une situation de Programmation avec
Contraintes au sens de [Ja.La. 13] dans laquelle on dispose d'algorithmes de
résolutions différents selon que l'on considère les éléments effectifs ou le
modèle théorique. Cet exemple rend nécessaire le renforcement des hypothèses
d'un cadre de contraintes, comme il est fait dans la partie 4, si l'on souhaite
l'Indépendance de Résolution.

2. SÉMANTIQUE DÉCLARATIVE DE LA PROGRAMMATION LOGIQUE AVEC
CONTRAINTES

Cette partie présente les principaux concepts et résultats de [Ja.La. 13]
[Ja.La. 14], en particulier les aspects logique, algébrique, fonctionnel, procé-
dural, de la programmation logique avec contraintes, dans le cadre général
d'une structure quelconque de résolution de contraintes.

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications



ALGÈBRES EFFECTIVES ET PROGRAMMATION LOGIQUE 225

Dans toute la suite, F, £, II, désignent respectivement un ensemble de
variables, de symboles fonctionnels et de symboles relationnels; & est une
interprétation du langage du premier ordre associé à (II, £).

Plus précisément, $ est la donnée d'un ensemble non vide |^2|, base de
réalisation et, pour chaque élément ƒ de Z (respectivement p de II), d'arité n,
d'une application M(f) : |^ |"-» \ât\ [respectivement d'une relation M {p),
partie de |^2|"]. On considérera toujours dans II le symbole d'égalité = avec
son interprétation standard.

On désignera par x une suite finie xu . . ., xn de variables et par 7 une
suite finie tu . . ., tm de termes du langage associé à (II, £). De même Â
désignera une suite finie Alf, . . ., Ak.

Si cp est une formule du langage (II, £), 3<p (resp. Vcp) désigne la clôture
existentielle (resp. universelle) de cp, c'est-à-dire : 3xx 3x2 . . . 3x„cp (resp.
yxt VJC2 . . . Vxnq>), si xu x2, . . ., xn sont les variables libres qui figurent
dans 9.

Une ^-assignation est une fonction 0 : F - > | ^ | . Si t (respectivement?)
désigne un terme (une suite finie de termes), on note Qt(B7) l'élément de \ffl\
(de |^|") correspondant, par l'assignation 0. On dit qu'une formule atomique
A :=/?(/) est satisfaite par 0 si Q7e$(p); le groupement p (07) est aussi
noté A 0.

On appelle (II, H)-contrainte, ou simplement contrainte lorsqu'il n'y a pas
d'ambiguïté, tout ensemble c de formules atomiques. Pour une contrainte
finie c0 (cardinal de c0 fini), on assimilera le plus souvent c0 à la formule
conjonction de ses éléments.

On dit qu'une ^-assignation 0 satisfait une contrainte c si chaque élément
de c est satisfait par 0; c est dite résoluble (dans M) si une telle assignation
existe. En particulier, dire qu'une contrainte c0 finie est résoluble s'exprime
aussi par :

Un programme logique de contraintes dans M, soit P, qu'on appellera
un ^-programme, est défini par la donnée d'un alphabet de symboles rela-
tionnels n p disjoint de II, et d'un ensemble fini de règles de contraintes, les
clauses de P, de la forme :

avec c une (II, 2)-contrainte finie (éventuellement vide), A, Bu . . ., Bn des
atomes du langage (nP, S) (éventuellement n = 0).

vol. 26, n° 3, 1992
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Suivant l'usage un but est de la forme : G : = (c • Bu . . ., Bn); il est dit
atomique si n— 1. Pour un but atomique G = cD A, on note :

[G] = {A 010 : ^-assignation satisfaisant c}.

Une variante d'une clause C est une clause C' qui ne diffère de C que par un
éventuel renommage des variables.

A tout ^-programme P est associée l'habituelle axiomatique déclarative,
qu'on notera aussi P, conjonction des formules VOp du langage (Iï U np , £) :

(x=tl A c1 A Ax) v

{x—t2 A c2 A ^ 2 ) v

(X = 7m A Cm A J Ï J

correspondant à la collection des clauses de P ayant /> en tête :

écrites sans variable commune entre elles.
On utilisera aussi la complétion de Clark P* [Cla. 6, Llo. 18, Ja.La. 13],

dans laquelle le connecteur d'implication de Op est remplacé par le connecteur
d'équivalence <=>.

Aspect algébrique associé à un programme

La M-base associée au ^-programme P, analogue à la base de Herbrand
associée à un programme logique classique, est définie par :

BP={p(Qx)\penp, 0 une ^-assignation}.

On la notera aussi B s'il n'y a pas d'ambiguïté.
Il est évident et essentiel, comme en programmation logique classique, de

noter que toute interprétation du langage IIp dans M peut être assimilée à
une partie de UP, munissant ainsi ces interprétations de la structure de treillis
des parties de BP.

On notera 2T (=̂ q> pour exprimer que toute interprétation, extension de M,
qui satisfait les formules de ^", satisfait aussi (p.

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications
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Fonctionnelle d'un programme

On considère la fonction conséquences immédiates Tm^ P de Kowalski,
Van Emden (v.Em.Ko. 11, Llo. 18] associée au ^-programme P, qu'on notera
aussi TP ou T& ou T lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté. T est définie sur et à
valeurs dans les parties de la ^2-base U par :

D e T(I) si et seulement si existent une clause C : = A <- (c D Bl9 . . ., Bk)
de P, et une ^-assignation© satisfaisant c, telles que AQ = D et BtQGl pour
chaque i^k.

On dira que D e JT(7) /?ar la clause C et l'assignation 0. On vérifie le rapport
habituel entre la fonction conséquences immédiates et les modèles de
P extensions de M :

PROPOSITION 2.1 : Soient I une partie de B, A une formule atomique du
langage (UP) S) et 0 une ^-assignation. Alors :

1. T(I) <= I si et seulement si I modèle de P.

2. T(I) = I si et seulement si I modèle de P*.

3. PV&AQ si et seulement si A d G Ifp (T).

4. P* Ym 1 AQ si et seulement si AQ$gfp(T)
où Ifp (T) et gfp (T) désignent respectivement le plus petit et le plus grand points
fixes de T.

PROPOSITION 2 . 2 : T est continue.

Aspect procédural d'un programme

Un pas de (&, Pydérivation depuis le but

G : = (c D qx (tt)9 ...,qn (Fn)) fournit un but,

G' : = (c' D Bu , . ., Bn) s'il existe n variantes de clauses de P, de la forme :

sans variable commune ni entre elles, ni avec G, de sorte que

c' : = c U C i U . - . UcnU•{71 = i71, . . . , ? „ = «„}

soit résoluble dans M.

— un succès sur le but (cHAu . . ., An) est une suite finie de pas de {M, P)-
dérivation se terminant par un but {c' D ) : en particulier c' est résoluble.

— Toute suite de pas de {M, P)-dérivation maximale (qui ne peut se
prolonger) et qui n'est pas un succès, est un chemin d'échec fini.

vol. 26, n° 3, 1992
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— SS(P) est l'ensemble des buts atomiques c\3A sur lesquels existe un
succès se terminant par (c' • ), avec : [c' D A] = [c D A].

— FF(P) est l'ensemble des buts atomiques pour lesquels toute dérivation
est un chemin d'échec fini.

La question importante qui se pose alors est : comment choisir les
structures M dans lesquelles s'exprimeront les contraintes, de manière à
conserver les équivalences entre les sémantiques logique, algébrique, fonction-
nelle, procédurale [J.L.M. 16]. J. Jaffar et J. L. Lassez ont totalement répondu
à cette question en introduisant la notion de cadre de contraintes que nous
présentons maintenant.

Fixons d'abord quelques notations. Dans une contrainte c peuvent figurer
des variables distinctes, éventuellement en quantité infinie. Il sera parfois
souhaitable de distinguer plus particulièrement certaines de ces variables
xu x2 . . . xn(x). On considérera dans ce cas c(x) et on dira que de\0$\n est
une solution de c(x) s'il existe une ^-assignation 0 satisfaisant c et telle que

2=e£
On notera Sol(c(x)) la partie de | ^ | " constituée par les solutions de c(x).
Si 3e Sol (c (x)), on pourra écrire par abus de notation que c (d) est résoluble

dans 0k\ si de plus c est finie, on pourra même écrire M Y 3 c (3), (clôture
existentielle de c où les variables xt ont été assignées en dt).

DÉFINITION 2.3 : M est une structure de contraintes si :

(SCJ : tout élément d de \<%\ est définissable par une contrainte au sens :
il existe une contrainte c et une variable x telle que

Sol (c (*)) = {«*}

(SC2) : M est solution-compacte au sens : toute contrainte c insoluble pos-
sède une partie finie (une sous-contrainte finie) c0 insoluble.

Le premier exemple non trivial de structure de contraintes est l'algèbre
complète de Herbrand [Hr[Llo 18], algèbre des arbres finis ou infinis sur
l'alphabet £, avec n = { = }, base théorique de Prolog II [Col. 7, Ja.St. 17,
Mah. 20].

Une axiomatique satisfaction complète de M est une classe 3~ de formules
du langage (II, E), peut-être infinie, mais au moins récursivement présentable,
dont M soit modèle, et qui soit complète pour la satisfaisabilité, au sens :
pour chaque contrainte finie cOi on a :

soit $~ Y 3 c0, soit F Y n 3 c0.

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications
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II résulte évidemment de cette définition qu'une axiomatique satisfaction-
complète ST de M reflète exactement le comportement de M pour la satisfaisa-
bilité des contraintes finies :

3~ V 3 c0 si et seulement si M Y 3 c0

£T Y ~| 3 c0 si et seulement si M Y 1 3 c0.

Ce sera en particulier le cas si 3" est une théorie complète et $ modèle de
2T\ de même, si 01 est décidable, elle possède une axiomatique satisfaction-
complète : c'est ce qui se passe dans la pratique (cas, par exemple, de
l'axiomatique complète des arbres infinis [Mah20]).

DÉFINITION 2 . 4 : On appelle cadre de contraintes un couple {01, 3T) dans
lequel M est une structure de contraintes et 9~ une axiomatique satisfaction-
complète de 0£.

Les résultats généraux de sémantique déclarative des programmations avec
contraintes ci-dessous sont obtenus dans [Ja.La. 13] [Ja.La. 14}.

THÉORÈME 2.5 (J. Jaffar, J. L. Lassez): (M9 ̂ } désignant un cadre de
contraintes, pour chaque ̂ -programme P, on a les équivalences suivantes :

— d'une part, pour tout De B :

(<*!> D e Tf co si et seulement si D e [SS (P)],

(a2) D$Tl<ûsi et seulement si D e [FF(P%

où [X\ = U [x] (cf. notation p. 4)
x e X

- d'autre part, pour tout but atomique G :

(bj) $~{JPYG si et seulement si GeSS(P)

(b2) $~{JP*Y -}G si et seulement si GeFF(P).

Signalons que ces résultats sont démontrés sous une hypothèse plus faible
que la solution-compacité de la structure M :

On dit que M est solution-compacte faible [Ja.La. 14] si pour toute contrainte
finie c0 existe une famille de contraintes finies (cj)j e 3 vérifiant :

On vérifie aisément qu'une structure de contraintes solution-compacte est
solution-compacte faible, la réciproque n'étant pas vraie ainsi que le montre
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230 G. BLANC, N. BLEUZEN-GUERNALEC

l'exemple de l'algèbre de Herbrand H avec II ={ = }, ou celui de l'algèbre
complète de Herbrand HM avec 11= { = , / } .

Les cadres de contraintes (faibles) utilisés par les différents Prolog et
CLP(^ ) sont :

H, algèbre de Herbrand sur S, et 11 = { = }

(HT, algèbre complète de Herbrand sur S, et n = { = , # }

R, corps des réels, S = { + , 0 , 1 , . . . }, et n = { = , # , ^ , . . . }

M, corps des réels, £ = { + , * , 0 , 1 , . . . }, et n = { = , # , ^ , . . . }.

Pour les précisions et exemples, on peut se reporter à [Ja.La. 13].

3. SOUS-ALGÊBRE EFFECTIVE

Le traitement procédural est évidemment limité aux contraintes finies. En
particulier, les données elles-mêmes (élément de 10t | ) ne peuvent être manipu-
lées et traitées que sous une description finie. Par exemple, Prolog II traite
les arbres rationnels, même si son modèle théorique peut se placer dans les
arbres infinis, la constante

ƒ
/ \

/ g

f g g
/ \ \ \

/ g g g
/ \ \ \

se décrivant par la contrainte finie :

— Remarquons que le modèle théorique dans lequel s'obtiennent les princi-
paux résultats de sémantique déclarative [v.Em.Ll. 12, J.L.M. 15, Ja.St. 17,
Col. 7] peut aussi bien être l'algèbre des arbres infinis Hw, que l'algèbre des
arbres rationnels Hr, les deux étant logiquement équivalentes [Mah. 20].

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications



ALGÈBRES EFFECTIVES ET PROGRAMMATION LOGIQUE 231

- Toutefois, les résultats de nature déclarative n'entrent pas tous dans le
cadre de cette remarque. Ainsi, considérons le programme P suivant :

Exemple 3 . 1 :

P:

R(x.s(x).y)+-R(s(x).y)

Les plus grands points fixes gfp (T) des fonctions conséquences immédiates T,
relativement à l'algèbre des arbres rationnels et à l'algèbre des arbres infinis,
sont distincts. Si W et B désignent les bases de Herbrand relatives à HT et
IHT, et si Tr et T sont les fonctions conséquences immédiates associées à P
correspondantes, il est aisé de constater que l'on a :

C(o)£gfp(Tr) d'une part et

Co)egfp(T) H Br d'autre part,

la signification en sémantique algébrique étant que le complété de Clark ƒ>*
de P déduit "1 C(o) dans Hr alors qu'il ne le déduit pas dans Hw :

P* t=Mr - | C(o) alors que P* KH» "I C(o).

Du point de vue d'une éventuelle implémentation de résolution des contraintes
dans Hr ou dans H0, cette différence n'a pas grande importance, car elle
reste toute théorique. En effet, la réalité procédurale ne conduit à envisager
que les itérations finies des deux fonctions conséquences immédiates, plus
précisément, dans l'exemple précédent, les T[(Ù. Et ici il y a coïncidence, au
sens: C(o)eTrl(ù et C(cOe(r|co) H Br. (Rappelons que l'on a toujours
Tl<Q = gfp(T) dans l'algèbre complète de Herbrand [HT[Llo 18]).

En d'autres termes, une implémentation de résolution dans (HT ou dans H0*
conduit à la « même réponse », un calcul infini dans le cas envisagé.

En résumé, d'un point de vue pratique, on est amené à considérer :

- d'une part, les éléments réellement traitables, ceux de (HT, et les littéraux
correspondants, ceux de Br;

- d'autre part, les résultats finîment obtenus, succès (les littéraux de r |o) )
ou échecs finis (ceux de Tja)).

Nous savons qu'il est équivalent d'envisager la résolution des contraintes
dans le cadre théorique H0 ou dans le cadre effectif Hr, lorsque le but proposé
et le calcul sont finis [Mah.20].
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On peut dégager les relations essentielles garantissant l'Indépendance de
Résolution sous la forme suivante :

La question qui se pose intuitivement, dans une structure de contraintes
quelconque ^2, peut être formulée ainsi : pour un but dans lequel les para-
mètres (les constantes) sont fmiment décrits, la résolution des contraintes
dans la structure M ou dans sa partie « effective » 0lQ conduit-elle au même
résultat ?

Nous allons maintenant préciser cette question. Dans toute la suite, M est
une structure de contraintes.

DÉFINITION 3 . 2 : Un élément de | M | est dit effectif si une contrainte finie
suffit à la définir (cf. déf. 2.3).

PROPOSITION. DÉFINITION 3 . 3 : L'ensemble des éléments effectifs de
constitue une sous-algèbre ffl0 de M.

Là vérification est immédiate. On appellera sous-algèbre effective de
cette sous-algèbre ^ 0 .

Exemples 3.4 (Support de Prolog, II, III, CLP

f= <R; 0,1, . . . , + ; = , g , . . . > , # o = < Q ; 0 , l , . . . , + ; = , S - - - >

* = < R ; 0 , l , . . . , + , * ; = , g , . . . >,

où H, Hr, Hw désignent des algèbres de Herbrand classique, d'arbres ration-
nels, d'arbres infinis, IR, Q, A les corps usuels des nombres réels, rationnels,
algébriques. En général &0 n'est pas une structure de contraintes.

Les notions de & et de ^-programmes coïncident évidemment (c'est plus
précisément de (II, reprogramme qu'il faudrait parler).

Soit P un tel programme; nous noterons respectivement Bo et To la
^ 0 -base et la ^ - fonc t ion conséquences immédiates associées à P. Nous
supposerons toujours que les clauses C de P sont sous la forme :

p (x) ^(cUqi ( J j , q2 (y2), . . ., qk (yk))y
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les suites de variables x, yu y2i • --,ƒ* n'ayant aucune variable commune
deux à deux : il s'agit d'une simple commodité d'écriture, ne diminuant en
rien la généralité puisque le symbole d'égalité fait partie des contraintes.

Rappelons que si / est une partie de Bo, dire que p(3)eT0(ï) par la
clause C de P et l'assignation 0 signifie

1. 0, à valeurs dans \<%0 \, satisfait c,

2. C, de la forme précédente, est telle que 6x^=5et q^Qy^elpour i%k.

Dans la suite, on notera Solp(c(x)), où p appartient à n p et c désigne une
contrainte finie, la partie de B constituée par les p(3) pour 3eSo\(c(x)). Les
Solp(c(x)) seront appelées parties contraintes de B.

DÉFINITION 3 . 5 : Une partie I de B est dite effective si, pour chaque élément
G=p(3) de /, existe une contrainte finie co(x) satisfaisant :

G e Solp(co (*))<=ƒ,

c'est-à-dire : co(d) est résoluble (dans M) et, si co(e) est résoluble (dans $),
p(e)eL

Remarques :

— Les parties effectives de B sont les parties finiment recouvrables intro-
duites par J. Jaffar et P. Stuckey dans [Ja.St. 17].

— L'hypothèse de solution-compacité faible se traduit par : le complémen-
taire de toute partie contrainte de B est effectif.

— Toute partie de Bo est effective puisque, si G=p(3) est élément de Bo,
il existe par définition une contrainte finie co(x) telle que {d} = Sol(c0(x)).

— â$0 est une structure solution-compacte faible.

— Les parties effectives sont des ouverts pour la topologie de B engendrée
par les parties contraintes Solp (c (x)).

La proposition suivante, utilisée dans le chapitre 4, montre en particulier
que ce sont exactement les ouverts de cette topologie.

PROPOSITION 3 . 6 : Les parties effectives de E sont stables par intersection
finie, union quelconque et Vopération T de conséquences immédiates,

Preuve : Les stabilités par intersection finie et réunion se vérifient aisément.

Soit / partie effective de B et considérons ; p(3)e T(I) par la clause C et
l'assignation 0. / étant effective, à chaque ^(0^) on peut associer une
contrainte finie ct telle que ^(©yJeSol^c^c / . On impose que les ct n'aient
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aucune variable commune entre elles et avec c, et on constate que l'on a :

p(d)eSo\p(cAcx A . . .ck)

COROLLAIRE 3.7 : Les parties T^n, Tin, T0\n, TQ[n sont effectives quel
que soit l'entier n.

Remarques :

— Les parties effectives ne sont pas stables par l'opération de complémen-
taire. On le constate dans 0-0 ̂  avec la contrainte d'égalité, pour une partie
réduite à un arbre non rationnel. Cette partie n'est pas effective, alors que
son complémentaire Test.

— Les parties effectives sont exactement les réunions de parties contraintes.

Signalons un autre concept utile habituellement dans la sémantique déclara-
tive de Programmation Logique avec Contraintes, la notion de parties fini-
ment présentables : réunions finies de parties contraintes. Par exemple, T\ny

T[n9 r o î « , Toln sont finiment présentables [Ja.St. 17, Ja.La. 13]. Une pro-
priété essentielle de ces parties tient à la proposition suivante :

PROPOSITION 3.8 : Si I est finiment présentable, I et 7 sont effectifs.

Preuve : II suffit de montrer que, si :

U SoP(c£6)),
1

existe c0 (x) finie telle que :

U

Considérons c (x) contrainte définissant 3. Par hypothèse, chaque
c(x){Jci(zi) est insoluble, donc, par solution-compacité, existe une sous-
contrainte finie c0 de c telle que chaque co(x)\J c^z^ soit insoluble. c0

convient.

La réciproque n'est pas vraie, comme on le constate pour H01 avec la
contrainte d'égalité, et 7= {ƒ" (a) }n e œ.

L'importance de la propriété de présentation finie dans les démonstrations
peut se pressentir en remarquant que l'hypothèse de solution-compacité faible
évoquée dans la partie 2, suffisante à l'obtention des équivalences entre les
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diverses sémantiques, n'est rien d'autre que :
— le complémentaire de toute partie finiment présentable est effectif.

4. RÉSOLUTION DANS LE MODÈLE EFFECTIF

Lorsque les conditions d'Indépendance de Résolution, qui s'écrivent dans
le cas général :

ne sont pas satisfaites, il est nécessaire de choisir entre deux implémentations,
l'une de résolution dans l'algèbre effective &0, l'autre de résolution dans
l'algèbre théorique M. Les paramètres, données effectives, étant eux de toute
façon dans âëQ, il peut en effet exister un algorithme de résolution dans M,
par exemple si M est une structure décidable, comme les structures utilisées
en pratique et citées en exemples (cf. 3.4).

Nous construisons dans la partie 5 un exemple pour lequel les deux algo-
rithmes possibles de résolution ne conduisent pas au même résultat.

Dans cette partie, nous donnons une condition suffisante (et naturelle)
pour que les condition(IR) soient remplies (corollaire 4.3). Cette condition,
d'expression suffisamment simple, est vérifiée par les modèles utilisés pratique-
ment; il devient ainsi évident que ces modèles satisfont (IR). Nous donnons
aussi une condition nécessaire et suffisante (corollaire 4.4). Dans toute la
suite, (M, $~) est un cadre de contraintes (cf déf. 2.4) et P un ^-programme.

PROPOSITION 4 . 1 : Si l'algèbre effective &0 est modèle de 3~, on a, pour
toute partie effective I de B :

Preuve : II suffit de montrer que, si p(d)e T(ï) par

C'.p(x)^(cUqi{yx\ ...,qk(yk))

et 9, avec de \ ffî01", alors p(d)eT0(IC) Bo).
Choisissons co(x) contrainte finie caractérisant d et, pour chaque

i—l, . . ., k, ct(y^ contrainte finie vérifiant
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de sorte que les autres variables apparaissant dans co(x), cx (yx)9 . . ., ck(yk)
soient toutes nouvelles, distinctes entre elles et distinctes des variables de c.

Sur ces nouvelles variables, 6 peut être modifié en une solution de
{c0, cy cl9 . . ., ck}. Ainsi :

3 (Co A C A Cx A . . . A Ck)

d'où :

ff' V 3 (Co A C A Cx A . . . A Ck)

et enfin, si <%0 est modèle de ST :

^ 0 V 3 ( C o A C A Cx A . . . A Ck).

On dispose donc d'une assignation 0' à valeurs dans |^0|> a v e c

— 0'x = 5, puisque 0' satisfait c0 qui caractérise 3,
— 0' satisfait c,
— pour chaque f—1, ... ., kyqt{Wj^eSol^^^))^ ƒ, d'où le résultat.

PROPOSITION 4 . 2 : Sz' ̂ 0 e /̂ modèle de £T on a , /?6>wr chaque entier n :

Immédiat par induction, compte rendu du résultat précédent et du
corollaire 3.6.

COROLLAIRE 4 . 3 : Si Mo est modèle de ^", les conditions d'Indépendance de

Résolution sont remplies.

Il s'agit d'une simple vérification.
La condition utilisée est que ffî^ soit (aussi) modèle de 5 \ II est clair que

W est modèle de l'axiomatique de Hw [Mah. 20]. De même, il est connu que
le corps des nombres algébriques est modèle premier de la théorie des corps
réels clos, axiomatique complète de ( M; + ,*> [Ja.St. 17] [Mac. 19]. Dans
ces cas, les résolutions dans le modèle effectif et dans le modèle théorique ne
présentent pas de différence.

COROLLAIRE 4 . 4 : Une condition nécessaire et suffisante pour que les condi-
tions d'Indépendance de Résolution soient remplies est que ffl0 soit satisfaction-
équivalent à M, c'est-à-dire, pour toute contrainte finie c0 :

M V 3 c0 si et seulement si Mo ¥ 3 c0.
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La condition est évidemment nécessaire, en considérant un programme aussi
simple que : A «- (c0 D ), si ffl0 n'est pas satisfaction-équivalent à 0t. Elle est
aussi suffisante : la démonstration de la proposition 4.1 n'a utilisé que cette
propriété.

Nous pensons que la condition « $0 modèle de 2T », a priori plus forte
que la dernière condition, est néanmoins plus intéressante à utiliser.

Nous verrons dans la dernière partie que les propriétés de cadre de
contraintes proposées dans [Ja.St. 17] ne permettent pas de déduire (IR).

On peut se demander si le renforcement de la notion de cadre de contraintes
par l'hypothèse « ^ 0 modèle de 3~ », qui force 0lQ à être un sous-cadre de
contraintes faible de (Û$, ^~), ne permet pas d'obtenir plus sur la correspon-
dance des résultats déclaratifs dans les deux modèles, « au-delà des dérivations
finies ».

Il est par exemple clair que, si ffî$ est modèle de ^~, l'égalité :
0 est vraie. En effet, par continuité de T et de To, on a

et lfp{T) = T](ù, d'où le résultat lorsque Mo est modèle de
&~. Remarquons que sans cette hypothèse (donc dans le cas général d'un
cadre de contraintes), le résultat n^est pas vrai (cf exemple 5.5 de la dernière
partie).

Par contre, l'hypothèse MQ modèle de 2T ne suffit pas à établir l'égalité
gfp <To) -g/P (ï) H Bos ams^ QP& Ie niontre l'exemple 3.1.

On peut toutefois énoncer des conditions suffisantes au renforcement de
la correspondance déclarative concernant M et Mo.

LEMME 4 . 5 : Si ffîQ est modèle de 2T et si I est une partie effective de E>,

alors : si I est point fixe de J1, If\ Bo est point fixe de To.

C'est un corollaire immédiat de la proposition 4.1.

PROPOSITION 4 . 6 : Si &0 est modèle de 3~ et si gfp (T) est effectif on a :

En termes de dérivation, les atomes qui ne sont pas dans gfp(T0) sont alors
exactement ceux en échec fini par instantiatîons « closes », à valeurs dans M
à chaque pas ( « ground fînite failure set » [Ja.La, 14]),

Preuve : par le lemme 4.5, gfp{T) D Bo est un point fixe de To donc inclus
dans gfpiTç). L'inclusion inverse est tout aussi immédiate, puisqu'un point
fixe de To est inclus dans gfp{T).
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Notons que, dans le lemme 4.5 et dans la proposition 4.6, on ne peut
éviter aucune des deux hypothèses :

- effectivité : voir exemple 3.1, avec I=gfp(T)C\W (bien qu'on ait $0

modèle de 3~).

— Mo modèle de $~ : voir exemple 5.5 (où on aura effectivité).

5. UN CAS DE NON-INVARIANCE POUR LA RÉSOLUTION

Dans cette partie, nous construisons un cadre de contraintes (Û$9 HT) parti-
culier pour lequel implémenter la résolution de contraintes dans M ou dans
Mo ne conduirait pas au même résultat.

Il suffit pour cela qu'existe une contrainte finie c0, résoluble dans M et non
dans 3%Q\ plus explicitement c0 ne possédera de solutions que parmi les
éléments définissables seulement par contraintes infinies.

Les conditions imposées à un cadre de contraintes sont assez fortes. Rap-
pelons-les :

— (SC) : M est une structure de contraintes, soit :

(SCt) : tout élément de | M \ est définissable par contrainte.

(SC2) : M est solution-compact.

— (ASC) : ST est une axiomatique récursivement présentable et satisfaction-
complète de M.

La structure de contraintes que nous considérerons sera décidable (c'est-à-
dire M t= <D décidable pour les formules closes <ï> du langage). La classe ST des
formules vraies dans M constituera évidemment ainsi une axiomatique de M
satisfaisant (ASC).

Nous nous plaçons dans une algèbre IP de mots infinis sur un alphabet fini
U= {a, b, c, . . . }, ces algèbres étant bien étudiées en Théorie des Langages
[Ni.Pe. 21, Ber. 2]. D'autre part, un tel modèle est suffisamment intuitif à
manier : il s'agit d'un cas particulier d'arbres infinis Hto dans lequel HT est
l'ensemble PER des mots infinis ultimement périodiques sur l'alphabet H.

Plus précisément, on choisit T,= {fa( )\aeU},fa étant interprété par la
concaténation à gauche par a : fa(s) = a.s.
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On note que, l'égalité faisant toujours partie des contraintes, (SCX) est
vérifié de fait. Dans cette situation :

On introduit enfin un prédicat unaire K{ ) dans les contraintes :
n = { =, K( )}. On écrit encore K\ooux désigner la partie de IP interprétant
ce symbole de prédicat : c'est le choix de cette partie K qui va conditionner
l'exemple. Tout d'abord :

si et seulement si M Y 3 xK(x)

KC\\$o\ = 0 S1 e t seulement si ffîo H 3 x K(x\

une difficulté à contourner étant que Mo est déterminé par le choix de AT.

Une partie K telle que 0^KaPER conviendra si on a :

(b) M solution-compact,

(c) 01 décidable.
L'intérêt du modèle choisi est que les propriétés (a) et (b) y sont à peu

près équivalentes à : K compact et sans point isolé pour la topologie d'espace
ultramétrique usuelle de Uœ [Ni.Pe21, Cour. 10].

Plus précisément, on obtient les caractérisations suivantes, où H* est
l'ensemble des mots finis sur l'alphabet U :

PROPOSITION 5 . 1 : PER^\M0\ si et seulement si il existe ux, . . ., un dans
H* pour lesquels un, et un seul, élément s de U0* vérifie :

ut.seK pour i=l, ...,n.

PROPOSITION 5.2 : M est solution-compact si et seulement si chaque mot s de
K possède un préfixe welt* qui ne soit préfixe d'aucun élément de K.

Pour la preuve de ces deux propositions, nous renvoyons à [Bl.Blg. 5].
Dans chacune, la démonstration de l'une des implications est facile (condi-

tion suffisante pour 5.1, nécessaire pour 5.2).
L'autre implication se démontre en utilisant la propriété de confluence de

la relation définie sur v{$) [S système consistant d'équations, v($) l'ensemble
des variables figurant dans S] par :

« x\-^y si et seulement si existe well* tel que l'équation x = u.y s'obtienne
par simplification finie de S ».
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Remarques 5.3 ;
— La condition de la proposition 5.2 traduit exactement la compacité de

K dans l'espace ultramétrique U®.
— Dans le cas n — 1, la condition de la proposition 5.1 traduit l'existence

d'un point isolé de K.
De bonnes propriétés pour que K, non vide> convienne, semblent ainsi

réalisées par :

(1)
(2) VMl . . . w„eU* VselT{ A (wi.5ei0^3s'eU<0(s'#s, A

(3)

ce qui écarte la possibilité d'une partie K dégénérée :

K fini ne satisferait pas (2)

Kf\PER fini ne satisferait pas (3),

et fait apparaître l'ensemble des mots infinis sans carré sur U comme un
« bon candidat » pour K. Manifestement, cet ensemble satisfait les conditions
(1) et (3). De plus* J. Berstel signale que la condition (2) doit aussi être
vérifiée par cet ensemble. Le théorème de Shelton-Soni le montre pour n = 1
[Ber,3].

D'autres ensembles de mots infinis sans répétition sur U sont de « bons
candidats » du même type^ par exemple les mots sans chevauchement
[ReiSa22].

Dans l'un ou l'autre dé ces cass il faudrait vérifier que la condition (2) est
satisfaite.

On peut éviter cette vérification en aménageant l'exemple simple suivant :
Choisissons un mot infini sans carré oc, constructible, sur U0~{a, b, c},

par exemple le mot d*Arsön [Ber, 2].
Soit H={üt5 b, c, d} et K la partie de IF constituée des mots sans carré

qui donnent a par effacement de la lettre « d ». Les conditions (l)s (2) et (3)
précédentes sont alors trivialement remplies.

Pour terminer^ il reste à vérifier que la structure M ainsi construite est
décidable. On le montre en interprétant la structure $ dans une structure k,
de langage t, pour laquelle on peut montrer l'élimination de quantifications.
L, non egalitaire, utilise une infinité de prédicats C"'v ( > ), K"v{ ), Puv( )
dans lesquels «, v désignent des mots (finis) sur l'alphabet U, s'interprétant
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par :

C"'y(x? y) :^

K"v(x) ~

Pu>v(x) : =

PROPOSITION 5.4 : La structure M permet Vélimination de quantificateurs.

Cette proposition provient d'un résultat plus général de décidabilité dans
les algèbres de mots infinis [Bl.Blg. 5].

Une analyse plus fine des conditions suffisantes à construire un contre-
modèle permet de ne pas faire appel aux mots sans carré. Nous renvoyons à
[Bl.Blg. 5], pour plus de détails sur ce point.

Dans un tel cadre de contraintes, on écrit très facilement des ^-programmes
qui ne peuvent que poser des problèmes de sémantique déclarative :

Exemple 5.5 : P : =p (JC) <- (K(y) D ) vérifie :

En conclusion, « Mo modèle de 3~ » semble une condition facilement
utilisable et réalisée dans la pratique.

Nous pensons qu'il serait naturel de l'intégrer à la définition même de
cadre de contraintes.

Évidemment, cette condition n'est pas nécessaire à l'Invariance de Résolu-
tion, mais nous doutons de voir apparaître 1' « usage implémenté » d'une
structure de contraintes ne la satisfaisant pas.
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