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UNE BIJECTION ENTRE LES POLYOMINOS CONVEXES
DIRIGÉS ET LES MOTS DE DYCK BILATÊRES (*)

par M . BÖUSQUET-MÉLOU (*)

Communiqué par J. BË&STEL

Résumé. - Nous appliquons la méthodologie DSV^ introduite par Schûtzenbergeri pour expliquer
un résultat de Lin et Chang relatif à Vénumèration des potyominos convexes dirigés selon le
périmètre : le nombre de polyominos convexes dirigés de périmètre 2n + 4 est le coefficient binomial

). Cette méthodologie consiste à construire un codage de ces polyominos par les mots d'un

langage algébrique. En fait, ce langage est ici le langage de Dyck bilaière (sur deux lettres).

Abstract. - We apply the so-called "DSV methodology"s introducedby Schutzenberger, in order
to explain a resuit of Chang and Lin about the enumeration of directed and convex polyominoes
according to the perimeter: the number of directed and convex polyominoes having perimeter 2 n + 4

ïs ( Y This methodology consists in the construction of a coding of these polyominoes with
\ n /

words of an algebraic language. înfacty this language is the bilatéral Dyck (on two letters).

EsïTEÖÜUCTÏÖN

Considérons le plan M % R. Une cellule élémentaire est un carré
\}y i + 1 ] x if* / + 1 J> où / et J sont des entiers.

Un polyamina est une union finie de cellules élémentaires, d'intéreur
connexe, et définie à translation près. On peut définir plusieurs paramétres
relatifs à ce polyomino, par exemple sa hauteur, sa largeur, son périmètre et
son aire, c'est-à-dire le nombre de cellules élémentaires le composant (fig, 1).

(*) Reçu mai Ï99OS révisé en juitkt 199L
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206 M. BOUSQUET-MÉLOU
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Figure 1. - Un polyomino : de hauteur 5, de largeur 8, de périmètre 36, d'aire 21.

Les polyominos sont connus et étudiés depuis longtemps. Le livre que
Golomb leur a consacré en 1965 [Go] et les articles de Gardner dans le
« Scientifïc American » en 1958 ont beaucoup contribué à les populariser
([Ga]).

C'est à Yénumération de ces objets que nous nous attachons ici.
Énumérer les polyominos généraux est un problème majeur en combina-

toire. On ne dispose encore à ce jour que de majorations asymptotiques,
dues à Klarner et Rivest [Kl-Ri].

En revanche, plusieurs sous-classes ont pu être dénombrées. La plupart
d'entre elles sont définies par des contraintes relevant de deux notions : la
convexité et l'existence d'une direction privilégiée.

Un polyomino est verticalement (resp. horizontalement) convexe lorsque
toutes ses intersections avec les colonnes [z, i+ 1] x.R (resp. lignes M x [ƒ, j-\-1])
du plan sont convexes. Un polyomino qui est à la fois verticalement et
horizontalement convexe sera dit convexe. Remarquons que, pour un tel
polyomino, la connaissance de la hauteur et de la largeur fournit celle du
périmètre.

La notion de structure dirigée, quant à elle, provient de la physique
statistique, où elle a été introduite en 1982, donnant aussitôt lieu à de
nombreux travaux. Des liens étroits existent entre cette discipline et la combi-
natoire énumérative. Les polyominos y apparaissent le plus souvent sous la
forme équivalente d'animaux tracés sur un réseau carré. On obtient un animal
en remplaçant chaque cellule élémentaire d'un polyomino par son centre.
L'animal est dit dirigé lorsque chacun de ses points peut être atteint depuis
un point particulier, appelé point source, par un chemin restant dans l'animal
et ne faisant des pas que dans deux directions données (fig.2). Il est possible
de définir de même des animaux dirigés à plusieurs points sources.

Ces animaux dirigés sont très étudiés par les physiciens, en dimension 2
par Derrida, Nadal et Vannimenus [De-Na-Va], Hakim et Nadal [Ha-Na] et
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POLYOMINOS ET MOTS DE DYCK 207

en dimension 3 par Dhar [Dh2], qui démontre d'ailleurs l'équivalence de ce
modèle avec celui, fort célèbre, des hexagones durs, résolu en 1980 par Baxter
[Ba 1, 2] [Dhl]. Le modèle des animaux dirigés en dimension 2 a été résolu
combinatoirement par Gouyou-Beauchamps et Viennot [Go-Vi] [Vi].

Figure 2. — Un animal dirigé à un point source et le polyomino associé.

Les notions de convexité et de direction privilégiée sont souvent combinées :
on peut ainsi citer les travaux de Penaud [Pe 1, 3], ceux de Delest et Dulucq
[De-Du] sur les animaux verticalement convexes et dirigés, et ceux de Privman
et Svrakic [Pr-Sv], Privman et Forgacs [Pr-Fo], Fedou [Fe], Penaud [Pe 2]
sur les animaux diagonalement convexes et dirigés.

En ce qui concerne les polyominos convexes et dirigés, Lin et Chang [Li-
Ch], par des méthodes analytiques, ont démontré le résultat étonnamment
simple suivant : le nombre de polyominos convexes dirigés de périmètre

est le coefficient binomial . En fait, ils raffinent ce résultat en

donnant la série génératrice de ces objets comptés suivant la hauteur et la
largeur simultanément.

L'objet de cet article est d'expliquer leur résultat, en construisant une
bijection entre les polyominos convexes dirigés et les mots d'un langage
algébrique appelé Dyck bilatère, formé des mots sur l'alphabet à deux lettres
x et Je ayant autant d'occurrences de x que d'occurrences de x. Cette construc-
tion permet alors de retrouver simplement la série génératrice à deux variables
suivant la hauteur et la largeur.

Le paramètre aire ne semble pas pouvoir être étudié par cette bijection.
Une autre construction de Bousquet-Mélou et Viennot [Bo-Vi], complètement
différente, permet d'énumérer les polyominos convexes dirigés selon l'aire.
En revanche, cette dernière bijection ne redonne pas directement la formule

(V)
vol 26, n° 3, 1992



208 M. BOUSQUET-MÉLOU

De façon précise, soit P un polyomino convexe, et R le plus petit rectangle
le contenant. Les périmètres de P et R sont alors égaux, ce qui constitue
d'ailleurs une caractérisation des polyominos convexes.

Soit [N> N'] (resp. [W, W\ [S, S'}, [E> &]) l'intersection de la frontière de
P avec le bord supérieur (resp. gauche, inférieur, droit) de R, les points N9

N', W, W\ S, S\ E9 E' étant ordonnés suivant le sens trigonométrique de la
frontière de R (fîg. 3). Le repérage de ces points permet de définir différentes
familles classiques de polyominos convexes»

s s*
Figure 3. - Un polyomino convexe.

Un polyomino parallélogramme est un polyomino convexe tel que S—W

Un polyomino convexe dirigé est un polyomino convexe tel que N- F ,

Un polyomino tas est un polyomino convexe tel que N- E et Sf - E (fig, 4).

L LANGAGES ET MOTS DE BYCK

Soit A un ensemble, et À* l'ensemble des mots s'écrivant u-a1,.,% où,
pour tout U là lettre at est élément de i4. On munit A* de l'opération de
concaténation qui associe au couple (M, t)) le mot «tj obtenu en juxtaposant w
et D, L'ensemble A est appelé un alphabet^ et 4̂* est le monoïde libre engendré
par A.

On considère l'algèbre Z « A » des séries formelles non commutatives de
la forme ]P ^w, OÙ les «u sont éléments de 2, et u décrit Tensemble ̂ 4*.

UëÀ*

Cette algèbre est munie de l'addition usuelle et du produit déduit du produit
de concaténation des mots.

Soit î£ un langage inclus dans A*, La série génératrice formelle des mots
de if est | H J «. Lorsque J? est engendré par une grammaire algébrique

informatique théorique et AppÜcatiöns/Theörètical Informaties and Applications
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Un polyomino parallélogramme Un polyomino convexe dirig

N

Un polyomÎHo tas

Figure 4. - Différentes familles de polyominos convexes.

non ambiguë, la série if satisfait un système d'équations algébriques — en
variables non commutatives —.

L'exemple le plus classique de langage algébrique est celui des mots de
Dyck, (aussi appelé langage de Dyck restreint à deux lettres ou systèmes de
parenthèses bien formés) noté B. Un mot de Dyck u est un mot de {x, x}*,
vérifiant les deux conditions suivantes :

(0 |«|» = |«b
(ii) siu = vw, \v\x^\v\^9

où | u \x désigne le nombre d'occurrences de x dans u.
Un mot de Dyck bilatère est un mot de {x, x}* vérifant la première de

ces conditions. Le nombre de mots de Dyck bilatères de longueur 2n est

bien sur

Pour écrire l'équation satisfaite par la série génératrice formelle des mots
de Dyck, remarquons qu'un tel mot se factorise de façon unique sous la
forme xuxv, où u et v sont des mots de Dyck. Il est équivalent de dire que &
est engendré par la grammaire algébrique donnée par les deux règles de
dérivation suivantes :

— D -> e, (e désigne le mot vide),
- D^xDxD.

vol. 26, n* 3, Ï992
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L'équation ^~e~Vx^ x@ s'en déduit.
Soit u un mot de Dyck; on appelle pic de u tout facteur xx dans w, qui

s'écrit alors u = vxxw. La hauteur de ce pic est 1 +1 v\x — \ v\-

On appelle creux de u tout facteur xx de «, qui s'écrit alors u = vxxw. La
hauteur de ce creux est | z> ^ — 11> |-.

Les mots de Dyck peuvent être représentés par des chemins de Dyck (fig. 5)
en codant par un pas Nord-Est chaque lettre x et par un pas Sud-Est
chaque lettre x. L'existence de cette représentation explique le choix de la
terminologie « pic » et « creux ».

Exemple. — Le chemin de Dyck associé au mot xxxxxxxxxxxxxxxx est
le suivant. Il présente quatre pics et trois creux. Les hauteurs des pics sont,
de gauche à droite, 2, 2, 4, 3. Celles des creux sont 2, 1, 3.

KT 3
2

hauteurs des pics hauteurs des creux

Figure 5. — Un chemin de Dyck.

Mots de Dyck et polyominos parallélogrammes

Les mots de Dyck de longeur In (pour n^\) sont en bijection avec les
polyominos parallélogrammes de périmètre 2H + 2. NOUS rappelons ici le
codage g démontrant l'existence de cette bijection, proposé par Delest et
Viennot [De-Vi],

Soit P un polyomino parallélogramme à n colonnes, notées, de gauche à
droite, Cl9 . . ., Cn. Pour l^i^n, soit bt la hauteur de la colonne Ct, Pour
2^i^n, soit at le nombre de cellules par lesquelles les colonnes Ct et Ci_1

sont en contact (fîg. 6).

On a tf^min (bh b^^ pour i^2.

L'image par g de P est alors l'unique mot de Dyck à n pics et n — 1
creux dont la liste des hauteurs des pics (resp. creux) est (bu . . ., bn) (resp.
(Ö2, . . ., an)). Le nombre de pics de g(P) est ainsi la largeur de P.

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications
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Exemple : Pour le polyomino parallélogramme de la figure 6 :

211

- (*!, . . . , èn) = (3,4, 3,4,4,2,2, 2),

- ( a 2 , . . . , a j = (3,3,3,3,1,2,2).

L'image de ce polyomino par g est le mot de Dyck représenté par le chemin

suivant.

XX XX

Figure 6. - Codage d'un polyomino parallélogramme par un mot de Dyck.

Mots de Dyck bilatères

L'ensemble des mots de Dyck bilatères est noté 2'. Ces mots se représentent
par des chemins de Dyck bilatères (Jîg. 7).

On désigne par s le morphisme de monoïde de {x, x}* défini par s(x) — x
et s (x) = x.

Soit u un mot de Dyck bilatere. Ce mot admet une unique factorisation
sous la forme u = u0s(vo)u1s(v1). . .uk_1s(vk_1)uk, où A;^0 et :

— u0 et uk sont des mots de Dyck,

— M l J . . . 5 M k _ 1 e tv 0 ) . . . î vk_1 sont des mots de Dyck non vides.

On appelle alors pic de u tout pic de l'un des mots ut ou vt.

Le codage des polyominos convexes dirigés que nous allons proposer repose
plutôt sur l'existence d'une autre factorisation. Soit u un mot de Dyck bilatere;
on peut distinguer deux cas :

- soit u = s(v), où v est un mot de Dyck,

- soit u = wxuxs(v), où u et v des mots de Dyck, et w est un mot de Dyck
bilatere.

vol. 26, n° 3, 1992
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\ -

xzxz
Figure 7. - Un cheminée pyck bUatère

(associé au mot xxxxxxxxxxxxxx).

H. CODAGE DES POLYOMINOS CONVEXES DIRIGÉS

Soit P un polyomino convexe dirigé à k colonnes, notées, de gauche à
droite, Cu . . ., Ck. Soit p le plus petit des entiers i tels que le polyomino
formé des colonnes Ch . . ., Ck soit un polyomino parallélogramme. Le
polyomino P' formé des colonnes Cp, . . ., Ck est alors le polyomino parallélo-
gramme maximal de P,

Le défaut d de P est la différence entre la base de la colonne C1 et celle de
la colonne Cp (Jïg. 8). Ainsi, P est un polyomino parallélogramme si et
seulement s'il est de défaut nul.

Figure 8. - Défaut d'un polyomino convexe dirigé.

Nous allons partitionner l'ensemble des poîyominos convexes dirigés en
quatre sous-ensembles.

1. Si P est un polyomino parallélogramme dont la première colonne est
de hauteur un, on dira que P est un polyomino parallélogramme simple {fig$).

Sinon, pour i^p+ 1, soit a,- le nombre de cellules par lesquelles les colonnes
Ci^x et Q sont en contact. Si p^k, soit â = min [ai9 p+l^i^>k}. On peut
distinguer trois cas.

2. p—k, ou
Deux colonnes consécutives de F sont toujours en contact par trois cellules

au moins. On dira que P est un polyomino épais. Nous verrons que ces
poîyominos sont en bijection avec les poîyominos convexes dirigés généraux.

Informatique théorique et Applications/Tîieoretical Informaties and Applications
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Figure 9. — Un polyomino parallélogramme simple.

Si p<k et a^2 , soit r = min [i^p-\- 1 /Û £ ^2} . Alors ar vaut un ou deux.

3. ar=\.

Le polyomino P est obtenu en juxtaposant un polyomino épais Px, formé
des colonnes Cl9 . . ., Cr_1? et un polyomino parallélogramme quelconque
P2, formé des colonnes C,, . . ., Ck, de telle sorte que Px et P2 soient en
contact par une cellule. On notera P—(Pl9 P2)i- Le périmètre de P est alors
la somme de ceux de P1 et P2, diminuée de deux (fig 10).

Figure 10. - P={Pt9 P2)v

4. a r - 2 .
Le polyomino P est obtenu en juxtaposant un polyomino épais Pu formé

des colonnes Cî9 . .., CP_lr et un polyomino parallélogramme P2 ayant au
moins deux cellules en première colonne, formé des colonnes Cr, . . ., Cfc, de
telle sorte que Px et F 2 soient en contact par deux cellules. On notera
P=(PU P2)2- Le périmètre de P est alors la somme de ceux de P1 et P2,
diminuée de quatre (fig II).

Nous allons maintenant décrire une bijection entre les polyominos épais et
les polyominos convexes dirigés, qui permettra ensuite de définir récursive-
ment le codage des polyominos convexes dirigés. On reprend les notations
utilisées ci-dessus.

DÉFINITION 1 ; Soit d l'application de l'ensemble des polyominos épais dans
Fensemble des polyominos convexes dirigés définie de la manière suivante :

vol. 26, n° 3, 1992



214 M. BOUSQUET-MÉLOU

Figurell. -

soit P un polyomino épais à k colonnes, et P' son polyomino parallélogramme
maximal, formé des colonnes Cp, . . ., Ck. Alors ô(P) est le polyomino obtenu
en supprimant :

— la cellule inférieure de Cp,

— les deux cellules inférieures des colonnes C p + 1 , . . ., Ck.

SCHÉMA :

Figure 12. - L'application d.

Remarque : Les polyominos épais sont exactement ceux pour lesquels les
transformations décrites ci-dessus mènent à un polyomino convexe dirigé de
même largeur.

PROPOSITION 2 : L'application d décrite dans la définition précédente est une
bijection entre les polyominos épais et les polyominos convexes dirigés. De plus,
si P est un polyomino épais, le périmètre de d(P) est celui de P, diminué de
deux.

Preuve : Décrivons la bijection réciproque de d.

Soit P' un polyomino convexe dirigé à k colonnes, notées C l s . . ., Ck, et
soit/? le plus grand entier tel que le polyommo formé des colonnes C 1 } . . . , C p

soit un polyomino tas. Soit P le polyomino obtenu en ajoutant une cellule
en bas de la colonne Cp et deux cellules en bas des colonnes Cp+1, . . ., Ck.
Alors d(P) = Pl.

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications
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La seconde assertion provient de la remarque suivante : la largeur de d (P)
est celle de P, et la hauteur de d(P) est celle de P, diminuée de un.

Remarque : Si P est un polyomino parallélogramme épais, d {P) est aussi
un polyomino parallélogramme, dont la hauteur à gauche (c'est-à-dire la
hauteur de la première colonne) est celle de P, diminuée de un.

Au contraire, si P est un polyomino épais de défaut d non nul, d (P) sera
un polyomino convexe dirigé de défaut d~ 1.

Soit alors cp l'application qui, au polyomino convexe dirigé P, associe P
lui-même si P est simple, 3(P) si P est épais, et Px si P s'écrit (P l s P2)1 ou
(Pl9 P2)2. Alors, pour tout P, il existe un entier n tel que cp"(P) soit un
polyomino parallélogramme simple.

On peut maintenant définir le codage h des polyominos convexes dirigés,
en utilisant la bijection g entre les polyominos parallélogrammes et les mots
de Dyck rappelée dans le paragraphe I.

DÉFINITION 3 : Soit h l'application de l'ensemble des polyominos convexes
dirigés dans celui des mots de Dyck bilatères, définie de la façon suivante.
Soit P un polyomino convexe dirigé. Quatre cas se présentent :

1. P est un polyomino parallélogramme simple; son codage par g s'écrit
xxv, où v est un mot de Dyck. Alors h(P) = s(v).

2. P est un polyomino épais. Alors h(P) = h(d (P)) xx,

3. P s'écrit (Pl5 P2)u
 o u ^i e s t u n polyomino épais et P2 un polyomino

parallélogramme. Alors h(P) = h(ô(P1))xxs(g(P2)).

4. P s'écrit (Pl5 P2)2, où Px est un polyomino épais et P2 un polyomino
parallélogramme non simple; le mot g(P2) admet une seule factorisation du
type xuxv, où u est un mot de Dyck non vide et v est un mot de Dyck.

Alors h (P) = h (d (PO) xux s (v).

DÉFINITION 4 : Soit u un mot de Dyck bilatère factorisé sous la forme
w— uos(v0)uls(v1), . .uk_1s(vk_1)uk, où A;^0 et :

— u0 et uk sont des mots de Dyck,

— uu . . ., wk_! et v0, . . ., vk_l sont des mots de Dyck non vides.

Un pseudo-pic de u est un pic de l'un des mots vt ou un pic de hauteur
supérieure ou égale à deux de l'un des mots uv

PROPOSITION 5 : U application h décrite dans la définition 3 est une bijection
entre les polyominos convexes dirigés et les mots de Dyck bilatères. De plus, si

vol. 26, n° 3, 1992
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— le périmètre de P est la longueur de w, augmentée de quatre,

— la largeur de P est le nombre de pseudo-pics de u, augmenté de un.

Preuve : Décrivons tout d'abord la bijection réciproque de h.

Soit w un mot de Dyck bilatère de longueur 2n, et supposons que Ton
sache construire h'1 (u) pour tous les mots u de longueur inférieure ou égale
à 2 ( w - l ) .

1. Si w = s(v), où v est un mot de Dyck, h"1 (w) est le polyomino parallélo-
gramme g~1 (xxv).

2. Si w~wl xx, où wt est un mot de Dyck bilatère,

3. Si w-w1xxs(v), où wx est un mot de Dyck bilatère et v un mot de
Dyck non vide,

4. Enfin, si w-w1xuxs(v), où wx est un mot de Dyck bilatère, u un
mot de Dyck non vide, et v un mot de Dyck,

Démontrons par récurrence le résultat relatif au périmètre. Rappelons que,
si P est un polyomino parallélogramme, la longueur de g (P) est le périmètre
de P, diminué de deux. Soit P un polyomino convexe dirigé de périmètre 2 K.

Si rt-2, P est réduit à une cellule : c'est donc un polyomino simple, et
h(P) est le mot vide, de longueur nulle.

Si «^3 , supposons avoir montré le résultat pour les polyominos de
longueur 2 /, 1 ̂ i £ n — 1. Traitons séparément chacun des quatre cas envisagés
dans la définition 3.

L Le résultat est immédiat.

2. Le polyomino d(P) est de périmètre 2 « - 2 (Proposition 2). La longueur
de h(d(P)) est 2 K - 6 , d'après l'hypothèse de récurrence, et donc k{P) est de
longueur 2n — 4.

3, Soit 2n1 le périmètre de Px et 2«2 celui de P2. Alors 2« — 2n^ J\r2n1 — 2.
D'après l'hypothèse de récurrence, la longueur de h(d(Pi)) est 2nx — 6. Celle
de g(P2) est 2nt-2. Donc celle de h{P) sera 2«1 + 2t t 2-6, soit 2 n - 4 .

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications
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4. Avec les mêmes notations que ci-dessus, 2« = 2«1 + 2 n 2 - 4 . D'après
l'hypothèse de récurrence, la longueur de -A(d(i\)) est 2n1-6. Celle de
xuxs (v) est 2 rt2 - 2. Donc celle de h (P) sera 2 nl + 2 n2 - 8, soit 2 « - 4.

La même récurrence permet de montrer l'assertion relative à la largeur, en
utilisant le fait que, si P est un polyomino parallélogramme, la largeur de P
est le nombre de pics de g(P).

Exemple : Le polyomino Po ci-dessous est épais. Soit P± =* d (Po). Alors
Pi~(Pi> P$}t' Le polyomino P2 est épais. Le polyomino P^d(P2) est
simple. L'image par h du polyomino Po est le mot représenté par le chemin
de Dyck bilatère suivant.

p
0

1 1, %
I 3

1 1

>
î

F

Figure 13, - La byectioii /Ï,

Dl. ÊNtJMÊiUTÏÖN

Notons D (f -, x) la série génératrice des mots de Dyck comptés suivant la
longueur (par 0 et le nombre de pics (par x).

De même, soit D'(i2, x) la série génératrice des mots de Dyck bilatères
comptés suivant la longueur (par t) et le nombre de pseudo*pics (par JC).
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Soit enfin Y(x, y, 1) la série génératrice des polyominos convexes dirigés
comptés suivant la largeur et la hauteur (par x et y respectivement).

PROPOSITION 6 : Les valeurs des séries définies ci-dessus sont :

2,x)= — 2t2

1
(ii) D'(t\x)=-—=;

(iii) Y(x, y, !)=—==

Preuve : (i) La série formelle des mots de Dyck vérifie l'équation

qui implique D = 1 +t2 (x - 1) D + t1 D2.

Cette équation est algébrique de degré deux et son unique solution dévelop-
pable en série entière autour de zéro est la valeur de D annoncée en (i).

(ii) La série génératrice formelle des mots de Dyck bilatères satisfait
l'équation

où s (@) désigne la série formelle £ s(u).

II vient

soit encore Z)' = D/(1 — t2 D2), ce qui entraîne le second résultat.

(iii) D'après la proposition 5, la série génératrice des polyominos convexes
dirigés comptés suivant le périmètre (par t) et la largeur (par x) est
t*xD' (t2

y x). En particulier, le nombre de polyominos convexes dirigés de

périmètre 2 n + 4 est I

Le changement de variables (t2, x) -> (y, x/y) mène alors à la série énumé-
rant les polyominos convexes dirigés suivant la largeur et la hauteur, comptées
respectivement par x et y.
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