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SUR LES ENSEMBLES LINÉAIRES (*)

par Michel LAITEUX (*)

Communiqué par J. E. PFN

Résumé. — Nous démontrons que tout ensemble linéaire ayant G comme ensemble de périodes
est une union finie disjointe d'ensembles linéaires dont les périodes appartiennent à G.

Abstract. - We prove that any linear set with G as the set ofperiods is afinite union of disjoint
linear sets with sets ofperiods included in G,

I. INTRODUCTION

Un des résultats de base concernant les langages algébriques est le
Théorème de Parik [8, 9] qui énonce que tout langage algébrique est commu-
tativement équivalent à un langage rationnel. En d'autres termes, l'image d'un
langage algébrique par la fonction de Parikh est un ensemble semi-linéaire,
c'est-à-dire une union finie d'ensembles linéaires. L'étude de ces ensembles a,
depuis, permis d'obtenir plusieurs résultats concernant les langages algébri-
ques bornés [3, 7] et les langages algébriques commutatifs [1, 6].

Une des difficultés dans l'étude des ensembles semi-linéaires est qu'il n'existe
pas de décomposition canonique d'un semi-linéaire en union de linéaires.
Cependant, il existe un résultat remarquable sur les semi-linéaires : tout
semi-linéaire est une union finie disjointe d'ensembles linéaires simples [2, 5].
La preuve de cette propriété utilise un lemme de Ginsburg et Spanier[4]
établissant que pour tout x e Nk et tout ensemble fini G = { g ls . . . 5 gn } a Nk,

(*) Reçu juillet 1984, révisé juillet 1986.
(*) Université de Lille-I, C.N.R.S. U.A. 369, U.F.R., I.E.E.A., Informatique, 59655
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34 M. LAITEUX

l'ensemble linéaire

peut s'écrire U (xj + Gf) où chaque Gj est un ensemble d'éléments linéaire-
j=i

ment indépendant, inclus dans G. C'est ce lemme que nous allons préciser ici
en montrant que l'union peut être prise disjointe. Un intérêt de ce résultat
est qu'il implique presque immédiatement, à l'aide de la caractérisation des
langages algébriques bornés ambigus ([3], théorème 6.2.1), que tout langage
algébrique borné est une union finie de langages algébriques non ambigus et
qu'il est, donc, d'ambiguïté bornée.

H. NOTATIONS ET DÉFINITIONS

Rappelons, d'abord, quelques notations usuelles. Les ensembles des entiers
positifs ou nuls et des entiers relatifs seront désignés respectivement par N et
Z et pour keN, 0ik) désignera l'élément nul de Nk.

Pour A, B^Zk, posons A\B = {a<EÂ/a<£B} et A + B = {a + b/aeAi beB}.
Si A = { x } , nous écrirons x -h B à la place de { x } + B.

L'ensemble Zk est partiellement ordonné par la relation d'ordre définie
par : y^z si et seulement si zey+Nk, c'est-à-dire si aucune composante de
y n'est supérieure à la composante correspondante de z. Un élément xeA^ Mk

est minimal dans A s'il n'existe pas dans A d'élément y<x, c'est-à-dire
vérifiant y ^ x et y # x. Nous utiliserons à plusieurs reprises le résultat suivant :

LEMME DE DICKSON : Toute partie de Nk ne contient qu'un nombre fini
cCéléments minimaux.

Donnons, maintenant, une définition des ensembles linéaires. Pour
B = {bl9 . . ., bn}^Zk, posons

Alors, une partie L de Nk est un ensemble linéaire (simple) s'il existe xeN*
et un ensemble fini B^Nk (d'éléments linéairement indépendants) tels que
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. Enfin, nous dirons que S est un ensemble linéaire simple déduit
de G, où G est une partie finie de Nk, s'il existe j/eN* et un ensemble
d'éléments linéairement indépendants, D^G tels que S=y + D®.

m. RÉSULTATS

Le but de cette section est d'établir que tout ensemble linéaire, x + Ge, est
une union finie disjointe d'ensembles linéaires simples déduits de G. En fait,
nous allons prouver une propriété un peu plus générale :

PROPOSITION 1: Soient F, G, deux ensembles finis de Nk et L =
Alors, L est une union finie disjointe de linéaires simples déduits de G.

Pour la preuve de cette proposition, nous utiliserons les notations
suivantes :

Pour toute partie finie G de M\ LS (G) désignera l'ensemble des linéaires
simples déduits de G et SLS (G), l'ensemble des unions finies disjointes
d'éléments de LS (G).

Pour neN, V={vl, . . ., vn} désignera la base canonique de M", c'est-à-
dire que Vie[l, n], vt = (vitl9 . . ., vt n) avec Vye[l, n], vitj=l si i=j, 0 sinon.
Alors V® = N" et on peut établir :

LEMME 2 : Soient ne M, L = £+F®, l'idéal engendré par la partie finie
£<=Nn et L' une union finie disjointe de linéaires simples déduits de V. Alors,
L'\L est aussi une union finie disjointe de linéaires simples déduits de V.

Preuve : Raisonnons par récurrence sur le nombre d'éléments de E. Si
E = 0, alors L = 0 et L'\L = L'eSLS(V).

Dans le cas contraire E = {y}{JE' avec E' = E\{y} et y = (yx, . . ., jn) .
Puisque U\L = (U\(y + Vm))\{E' + V®\ il suffit, d'après l'hypothèse de
récurrence, d'établir que L'\(y-t- Ve) e SLS (F). Clairement, on peut supposer
que L'eLS(F), c'est-à-dire que Z/ = x + B e avec x = (xl9 . . ., xn) et B c F .
S'il existe ie [L, n] tel que *i<yt et vt $B, alors
(x + J 3 e ) \ O + K e ) = x + £ eeSLS(F). Nous pouvons donc supposer que,
pour tout ie[l, n], x ^ j ^ implique vteB. Pour ie[l, n], posons
•̂ = sup(xf, y(). Alors, il est facile de vérifier l'égalité

) - U (FÏ

où Bt = B\{ vt} g J5g V et
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36 M. LATTEUX

n

De plus, par construction, U (Ft + Bf) e SLS (B)gSLS (V), d'où le
1 = 1

résultat. •
Ce lemme peut être généralisé :

LEMME 3 : Soient k un entier positif, F, G deux ensembles finis de Mk,
L = F+G® et U une union finie disjointe de linéaires simples déduits de G.
Alors, L'\L est aussi une union finie disjointe de linéaires simples déduits de G.

Preuve : Démontrons, d'abord, cette propriété dans le cas où L'eLS{G),
Alors, il existe xeNk et H = {hu . ..,&„}£= G tels que L' = x + /fe avec
hl9 . . ., hn linéairement indépendants. L'application cp de Nn dans Nfc, définie

n

par (p(A,ls . . ., Xn)= YJ ̂ iK e s t donc injective. Posons L1=LC\L\ Comme

, L1=L1+H® et comme L 1 gL / = x-hHe, on peut poser L1=x + L'1
avec L;gH® et L ' ^ L i + H ® . Alors, L / \ L = L / \ L 1 = x + (H e \L /

1 ) . Claire-
ment, il suffit de montrer que H®\L'xeSLS (G). Comme

i =(p (cp"1 (H®\L'l)) et que q> est injective, il reste à établir que

Comme L2 = cp~1(L/
1)=L2 + f̂ Jn, on obtient L2 = £ + N" où E est l'ensemble

fini des éléments minimaux de L2. D'après le lemme 2,
Nn\(E + Nn) = V®\(E + Ve) G 5LS (F), ce qui implique que L*\L e SLS (G).

m

Maintenant, si L'eSLS (G), L'= U Lj où l'union est disjointe et où chaque
» = i

L\eLS{G), Alors, L'\L est l'union disjointe des L'^\L, ce qui entraîne le
résultat, puisque nous venons de prouver que chaque L't\L e LS (G). •

Preuve de la Proposition 1 : Nous allons raisonner par récurrence sur
Card(G). Plus précisément, pour ne N, notre hypothèse de récurrence s'écrit :
Si Card(G)<n, alors, pour tout ensemble fini F, F+G®eSLS(G).

Clairement, cette hypothèse est vérifiée pour n = 1. Prenons
G={ED • • -9 Sn}

 a v e c n = l e t montrons, d'abord, que G® e SLS (G).
Considérons l'application linéaire ç de Zn dans Zk définie par : Vze[l, n],

<P(vd=êi e t u n e partie du noyau de cp,

Clairement, si S = 0 , il suffit de montrer la propriété pour
{gi> • • -9 £n-i}

@> c e Qui découle de l'hypothèse de récurrence. Supposons,
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donc, S^0 et considérons l'idéal A = (S + Nn) D Nn. Prenons
X=(Xl9 . . ., Xn)eNn et montrons la propriété :

(1) X G A si et seulement si il existe ja = (|aly . . ., |i„)eN" tel que (p(À,) = <

En effet, si X e A, il existe z = (zu . . ., zn)eS tel que X^.z. Donc
|i = ((i1, . . ., [in) = X—zeMn avec \in<Xn puisque zn^\ et, comme cp(z) = O(/c),

Réciproquement, s'il existe \i = {\il9 . . ., nH)eN" tel que (p(X,) = q>((i) avec
^„<X„, posons z = (zl5 . . ., zn) = X-\i. Alors, cp(z) = cp(X)-cp(ji) = 0(fc) et
zn = ̂ n — | i n ^ l . Donc, z e S e t X = z + p,eA

Notons ^min, l'ensemble des éléments minimaux de A. Alors, ^4min est fini
et y4 = ^min+f^Jn. Posons

t = sup{XJ(Xu . . . , Xn)eAmin}

et

Montrons la propriété :

(2) (Xl9 . . ., ^ . i ) G 71 (A) implique (Xl9 ...9Xn_l9 t)eA.

En effet, si (Xl9 . , ., A-n_1)G7u(A)î il existe >-„ tel que
A, = (X,1, . . ., Xn^u Xn)eA et il existe a=^(au . . ., an)e^4min tel que X^a et,
comme att^ty nous en déduisons que (kl9 . . ., ̂ „_ l 5

Posons, maintenant,

et

D'après l'hypothèse de récurrence, L1eSLS (G) et comme G® =LX U L2 avec
Lx n ^ 2 = 0 j u n e nous reste plus qu'à établir que L2sSLS(G).

Pour cela, montrons d'abord l'égalité :

(3) L2 = {q>(Xlf ...,Xn)/Xn^Ut(Xu . . . , U ^ W } .

Soit « = 9 ^ ! , . . ., À,n) avec Xn^t et (>-!, . . ., A,w_x)̂ TC(̂ 4). Supposons que
weLlt Alors, il existe fi = (|i1, . . ., ^n)e^J" avec [in<tSK te^ Que M = <
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38 M. LATTEUX

ce qui implique, d'après la propriété (1), que (Xu ...,Xn)eA et donc
(Xu . . ., Xn_1)en(A), d'où la contradiction.

Réciproquement, soit UGL2. Prenons X = (Xl9 . . ., A,n)ecp"1(u) H M" avec
Xn minimal. D'après la propriété (1), X$A. D'autre part, comme u$Lu

Xn^t. Supposons que (Xl9 . . ., Xn_1)en(A). Alors, d'après la propriété (2),
(Xl9 . . ., Xn_1, t)eA et puisque Xn^t9 XeA, d'où la contradiction.

Considérons cp', l'application linéaire de Zn~l dans Zk définie par

n - l

Alors, d'après la propriété (3), L2 = tgn+gf+ <p'(N"~1\n(A)). Nous allons
démontrer que ( p ' ^ " " ^ ^ ^ ) ) appartient à SLS(G'). Pour cela, désignons
par n(A)min l'ensemble des éléments minimaux de n (A). Alors, clairement,
7i(^) = 7i(^)min+N"-1. Posons L" = <p'(7i(i4)) = F ' + G'® avec
F" = q>' (ji (A)min) et démontrons l'égalité :

(4) 9 /(N""1\ïc(i4)) = G / e \ L / / .

Prenons u = cp/(X1, . . ., ^ . ^ e G ' ^ X L " . Comme u$L" = q>'(n(A)),

(Xu . . ., V i ) * * 0 4 ) et

Réciproquement, prenons w = cp/(^1) . . ., Xn_i) avec

Supposons que ueL". Alors, w = (p/(^i1) . . ., (art_1) avec

et il existe jan^ 1 tel que (ji.l9 . . . ^ „ - u f i J e A Comme

nous en déduisons, d'après la propriété (1) que (Xu . . ., XB_ls \in)eA et
(X,l5 . . ., ^ „ . J e T i ^ ) , d'où la contradiction.

Nous pouvons, maintenant, utiliser l'hypothèse de récurrence qui permet
d'énoncer que G / 0 G 5 L 5 ( G O . Alors, d'après le lemme 3, G'®\L" eSLS(G').
Donc,

/ '= U L'{
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SUR LES ENSEMBLES LINÉAIRES 39

avec L" C\U-=0 si z#7 et L" = x" + G"e OÙ G" est un ensemble d'éléments
linéairement indépendants inclus dans G'. Nous en déduisons que

U (*r + G< ) )=U(:
£=1 / i = l

avec x/
i=x[/ + tgn et G; = G-'U{£n}. Pour achever la démonstration, il nous

reste à vérifier que chaque G\ est un ensemble d'éléments linéairement indé-
pendants et que (x- + G-®) f\ {%] + G;®) = 0 si î#7. D'après les propriétés véri-
fiées par les G", ceci découle immédiatement de la propriété :
(5) Pour tout ueL2, il existe un et un seul Xue N tel que

Pour établir cette propriété, supposons le contraire. Il existe, alors,
|x„, XneM tels que [in<Xn et u1—u — Xngn, u2=u — \xngn appar t iennent à

^ ) . Donc, il existe

tels que

ut = (p'(Xu . . ., *,„_!) et w2 = 9/(l^i) • • -, ^ B - i ) .

Posons A, = (^!, . . ., XB_!, XB) et î = (^l5 . . ., j^„_i? ji„).

Alors, (p(X,)=u = q>(̂ i) et, d'après la propriété (1), XsA, ce qui entraîne
(ku . . ., ^„ - i )e7 i (4 d'où la contradiction.

Nous obtenons, donc, G® eSLS(G% ce qui entraîne immédiatement que
V feN\ / + G ® G 5 L 5 ( G ) . Il nous reste à établir que F+G®eSLS(G) pour
tout ensemble fini F<==Nk. Pour cela, raisonnons par récurrence sur Card(F).
Prenons F= {flt . . . , ƒ „} avec m > 1 et posons F = { fl9 . . ., fm_l }. Alors

et, d'après le lemme 3, L\L' e SLS (G). Donc, F+ G®, qui est l'union disjointe
de L\L' et de L', appartient à SLS (G). •
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