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SUR LA COMPLEXITÉ
D'UN PROBLÈME DE CODAGE (*)

par Antoine LOBSTEIN (*) et Gérard COHEN (*)

Communiqué par J. E. PIN

Résumé. - Dans un article publié en 1978, Berlekamp et al. ont conjecturé Vinexistence d'un
algorithmepolynômial calculant la distance minimale d'un code linéaire (si P^NP). Nous renforçons
ici la plausibilité de cette conjecture, en montrant la NP-complétude de quelques problèmes voisins.

Abstract. - In a paper published in 1978, Berlekamp et al. conjecture the nonexistence of a
polynômial algorithm for Computing the minimum weight of a linear code (if P^NP). We hère
provide further évidence to support this conjecture, by proving NP-completeness of a few related
problems, including:

— Problem Iï7: the minimal weight codeword searched for must begin with a " 1 " .
— Problem Iï8: the minimal weight codeword searched for must have a fraction pj(p+\) of all

Us " 1 " on its first components.

1. INTRODUCTION

Un code binaire linéaire C, de longueur n et de dimension k, peut être
caractérisé par une matrice H, dite matrice de vérification de parité, de
dimensions (n — k)xn, de la manière suivante: ce CocH1 = 0 (mod 2),
0 désignant le vecteur nul de longueur n — k. Le poids d'un vecteur x, noté
| x |, désigne le nombre de composantes non nulles de x. La distance minimale
d'un code linéaire C désigne le poids minimal d'un vecteur non nul de C.

Il s'agit là d'un paramètre essentiel des codes correcteurs; en effet, un code
de distance minimale d peut corriger jusqu'à |_(d— l)/2j erreurs.

(*) Reçu novembre 1985, révisé juillet 1986.
l1) École Nationale Supérieure des Télécommunications, 46, rue Barrault, 75634 Paris

Cedex 13.
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26 A. LOBSTEIN, G. COHEN

Le problème de trouver la distance minimale d'un code linéaire peut se
mettre sous la forme du problème de décision suivant :

II Instances : H matrice binaire, weN,
Question ; Existe-t-il un vecteur binaire non nul y tel que

j>/T = 0(mod2) et |j>|^w?

En effet, si on connaît la distance minimale, d, du code C déterminé par
H, on peut répondre à la question du problème II en comparant w et d, et si
on peut résoudre le problème II, alors, en donnant successivement à w les
valeurs 1, 2, . . ., on trouve d lorsqu'on obtient pour la première fois la
réponse « oui » à la question du problème IL

Or, la question de savoir si II est, ou n'est pas, un problème A/P-complet
n'a pas encore reçu de réponse. Berlekamp et al. [1] conjecturent que II est
JVP-complet. Dans leur article, ils montrent notamment que si, dans II, on
remplace la condition « \y\ ^ w » par « |y \ = w », on a un problème NP-com-
plet. De même, il a été montré de plusieurs problèmes, liés au problème II,
qu'ils étaient JVP-complets :

n x [1] Instances : H matrice binaire, weN.
Question : Existe-t-il un vecteur binaire y tel que

et \y\ =w?

II2 [3] Instances : H matrice binaire, wef^l, Ke N \ { 0, 1}.
Question : Existe-t-il un vecteur binaire y tel que

et \y\ #0(modK)?

Iî3 [3] Instances : H matrice binaire, weN*.
Question : Existe-t-il un vecteur binaire y tel que

yHt = 0(mod 2) et \y\ ^

n 4 [3] Instances : H matrice binaire, wx e N, w2 e N, avec 0<wx <w2.
Question : Existe-t-il un vecteur binaire y tel que

yH< = 0 (mod 2) et w ^ \y\ ^

II5 [4] Instances : H matrice binaire à n colonnes.
Question : Existe-t-il un vecteur binaire y tel que

' = 0 (mod 2) et \y\ = [ n / 2 J ?

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications



SUR LA COMPLEXITÉ D'UN PROBLÈME DE CODAGE 2 7

Rappelons également que le problème suivant est iVP-complet :
n 6 [1] Instances : H matrice binaire, y vecteur binaire, weN.
Question : Existe-t-ii un vecteur binaire x tel que

xW^yimod 2) et |x | ^w?

Ce problème de décision correspond au problème du décodage linéaire : un
mot c du code C ayant été émis sur un canal bruité, on reçoit un mot r
entaché d'une erreur e : r = c-\-e. On évalue alors y = rHt = cHt + eHt = eHt.
Le vecteur y est appelé syndrome de r. Il ne dépend que de l'erreur e.

Pour estimer le mot de code émis, on fait c~r-\-x, où x est solution, de
poids minimal, de l'équation xH^y. En effet, cHt = rHt + xHt=y +y — 0 :
c est le mot de code le plus proche de r.

2. COMPLEXITÉ DE QUELQUES PROBLÈMES VOISINS DE n

Soit n 7 le problème suivant, obtenu par une spécification additionnelle
dans l'énoncé de II.

II7 Instances : H matrice binaire, weN.
Question : Existe-il un vecteur binaire x tel que xHt — 0 (mod 2), |x | ^

et la première composante de x, soit xu vaut 1 ?

PROPOSITION 1: n 7 est NP-complet.

Démonstration : Posons w' = w+l et

H'=\y\

Alors s'il existe une solution au problème II7 posé avec H' et w', c'est-à-dire
s'il existe x' tel que x'H/f = 0, 0< |x ' | ^w' et x'i = l9 en prenant le vecteur x
obtenu à partir de x' en supprimant la première composante, on a | x | ^ w et
xHl—y. Inversement, s'il existe une solution au problème n 6 , c'est-à-dire s'il
existe x tel que xHt=y et |x | ^w, en ajoutant 1 devant x, on obtient un
vecteur x' vérifiant x' Hn — 0, 0 < | x' | ^ w' et xi = 1.

Donc s'il existait un algorithme en temps polynômial pour II7, en l'appli-
quant à H' et w', on disposerait d'un algorithme en temps polynômial pour
II6, qui est un problème ATP-complet.

Donc n 7 est iVP-complet (car il est clairement dans NP).

Remarque : Le problème posé avec x x=0 est le même que le problème
posé sans condition sur xl3 c'est-à-dire que sa complexité n'est pas connue.

vol 21, n° 1, 1987



2 8 A. LOBSTEIN, G. COHEN

Nous allons montrer la AfP-complétude d'un autre problème voisin, Il8; soit
peN, p^3. Considérons le problème suivant, dit du mariagep-dimensionnel :

p-DM Instances : T ens. fini, C/g Tx Tx . . . xT=Tp.
Question: U contient-il un mariage? (i.e. existe-t-il U'<=:U vérifiant

| U' | = | T\ et 2 éléments quelconques de U' n'ont pas de coordonnée
commune ?)

Remarque : Un mariage contenant | T\ éléments, chaque élément de T
apparaît une et une seule fois sur chaque composante.

Exemple :

p = 5, T={1, 2, 3, 4}

[ /={« ! , U2, U3, «4, M5, M6}

(1)

« 1 = ( 1 , 1, 1, 1, 1)

«2 = (1 ,2 ,4 ,3 ,4 )

u3 = (2, 1, 1,2, 1)

«4 = (3, 4, 4, 4, 2)

u5 = (3, 4, 2, 1,3)

u6 = (4, 3, 3, 4, 2)

(2)

1 ^ = 0 , 1 , 1 , 1 , 1)

«2=(2, 3, 4, 2, 3)

u3 = (3, 4, 2, 4, 2)

«4 = (4, 4, 2, 3, 1)

«5 = (4, 1 ,3 ,3 ,2)

«6 = (3, 1, 2, 1, 3).

Alors (2) n'admet pas de 5-DM, alors que (1) admet (w2, u3> u5, u6).
Pour p^3, p-DM est TVP-complet [2]. Nous allons maintenant réduire

p-DM au problème suivant :

II8 Instances : H matrice binaire, weN, peN, p^.3.

Question : Existe-t-il un vecteur binaire y tel que

' = 0(mod2), \y\Sw et y^y2= . . . =ƒ , wpKp+l) , = 1?

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications
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(i. e. existe-t-il une somme de moins de w colonnes de H qui est égale au
vecteur nul, et qui contient les [wp/(p+ 1)J premières colonnes de HT)

PROPOSITION 2 : IT8 est NP-complet.

Démonstration : La réduction est la suivante : à partir d'une instance
quelconque de p-DM, U, T, on construit la matrice H\ contenant p. \T\
lignes et | U | colonnes, en posant pour j e {15 2, . . ., | U | }, i e { 1, 2, . . . , / > }
e t f c e { l , 2 , . . . , | t | } :

H' contient « 1 » en colonne j et en ligne (i— 1) | T\ +k si et seulement si le
j-ième />-uple de U a k pour f-ième composante.

Posons Yp égal au vecteur de longueur/?) T\ dont toutes les composantes
valent 1. On voit que U contient un mariage ssi on peut trouver | T\ colonnes
de H' dont la somme vaut Yp9 c'est-à-dire ssi on peut trouver un vecteur y*
vérifiant |j>* | = | T\ et y*Hn= Yp. Reprenons l'exemple (1) :

1
0
0
0

1
0
0
0

1
0
0
0

1
0
0
0

1
0
0
0

1
0
0
0

0
1
0
0

0
0
0
1

0
0
1
0

0
0
0
1

0
1
0
0

1
0
0
0

1
0
0
0

0
1
0
0

1
0
0
0

0
0
1
0

0
0
0
1

0
0
0
1

0
0
0
1

0
1
0
0

0
0
1
0

0
0
0
1

0
1
0
0

1
0
0
0

0
0
1
0

0
0
0
1

0
0
1
0

0
0
1
0

0
0
0
1

0
1
0
0

1
2
3
4

5
6
7
8

9
10
11
12

13
14
15
16

17
18
19
20

7* = (011011).
y*Hn= Y5 (c'est-à-dire la somme des colonnes 2, 3, 5, 6 vaut Y5).

Posons maintenant

P.\T
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et w = (/?+ 1). | T\ (la réduction est bien polynômiale en | T\). Montrons qu'il
existe une solution au problème p~DM, posé avec U et T, si et seulement si il
existe une solution au problème II8, posé avec H et w :

(a) p-DM => n 8 . Supposons qu'il existe un mariage contenu dans U. Alors,
il existe un vecteur y* (de longueur | l / | ) , de poids |T | , et vérifiant
y*H"=Yp.

Posons y = (\ Ij*)- Alors y est solution de n 8 :

et, comme p. | T\ = wp/(p +1), on a

wp/(p+l)

(b) n 8 =>p-DM. Supposons que n 8 admette une solution y. Les
|_w/?/(/? + 1)J premières composantes de y valent 1; posons donc
y = (ll 1>>*) où j * est un vecteur de longueur \U\. Comme \y\ ^w, on
a \y*\ ^ w / O + l ) = | T\. Comme yH( = Qy on obtient y*Hn=Yp. Et en fait,
comme toute colonne de H' contient exactement p fois la valeur 1, on a
exactement \y* | = | T\. Donc U contient un mariage.

Ceci achève la preuve de la ATF-complétude de n8 , l'appartenance à NP
étant immédiate.

Pour finir, montrons la A/P-complétude du problème suivant, un peu plus
éloigné du problème original II que n 7 et n8 , mais qui nous paraît intéressant.

n 9 Instances : H matrice binaire, weN.
Question : 3y, yH* = 0 (mod 2), | j ; | ̂ w et 3z, de support inclus dans le

support de y, tel que

(où le support d'un vecteur est l'ensemble des coordonnées où il vaut « 1 »
et 1 désigne le vecteur tout à 1).

PROPOSITION 3 : n 9 est NP-complet.

Démonstration : On montre : 3-DM<II9, c'est-à-dire on réduit 3-DM à II9.
U, T-+H' comme ci-dessus (avec p = 3).

H'

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications
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et w= | r | +i.
Sol. à 3-DM

-> somme de | T\ colonnes de H' égale au vecteur tout à 1;

-• somme de | T\ +1 colonnes de H égale au vecteur nul, en ajoutant, à
la somme précédente, la dernière colonne;

-> solution à n 9 .

Soi. à n 9

->• 3 y, yHt = Q, \y\ ^ JT| +1 et 3z, de support inclus dans le support
de y, tel que zH*=l.

(1) si y a « 1 » en dernière composante [y = O* 1)], alors y*

-> somme de moins de | T\ colonnes de H' égale à 1;

-> solution à 3-DM.

(2) si y a « 0 » en dernière composante, z aussi, et donc z

-* somme de moins de | T| colonnes de W égale à 1;

-• sol. à 3-DM.

On conclut là encore en remarquant que Il9eJVP.

3. CONCLUSION

Nous avons montré l'inexistence (si P^NP) d'un algorithme polynômial
de calcul de la distance minimale d'un code linéaire, soumis à une des deux
restrictions suivantes :

— le mot de poids minimal cherché doit commencer par un « 1 »
(problème II7);

— le mot de poids minimal cherché doit avoir une fraction p/(p + l) de
son nombre total de « 1 » sur ses premières composantes (problème n 8 ) .

Ce dernier résultat est presque optimal au sens suivant : si on remplace
wp/(P + l) P a r w—X, X constante, alors le problème possède un algorithme
polynômial : compléter de toutes les façons possibles avec au plus X « 1 » le

/ i i . . . i \

vecteur I < >, ) et tester l'appartenance au code. Le nombre de
V J

tests requis est £ f J ~ n \ En faisant X~n/py au lieu de À,=Cte,

on retrouve Il8.

vol 21, n° 1, 1987
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