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PROBLEME DES 4 EXPONENTIELLES p-ADIQUES
ET ALGÈBRES TOPOLOGIQUEMENT DE TYPE FINI

Alain ESCASSUT

Groupe d’étude d’Analyse ultramétrique
(Y. D. BARSKY, P. ROBB.A)
5e année, 1977/78, n° 15, 9 p. 22 mai 1978

Le problème des 4 exponentielles p-adiques (interprétation p-adique d’une

conjecture de LANG [7J évoquée, dès 1966, par Jean-Pierre SERRE se ramène, y en

fait, à un problème de minoration du "module maximum", sur un disque centré à l’ ori-

gine, y de fonctions de la forme

On se propose ici de montrer que ce module maximum s’interprète, en fait, comme

la norme quotient d’un élément (lié à P ) d’une algèbre topologiquement de type dé-

pendant de a/b, et on étudiera des conséquences de cette relation.

l. Algèbres topologiquement de t e fini.

Soit p un entier premier. (C , 1.1) désigne le corps complété de la clôture
-p

algébrique de Q .
--p

Pour tout a E C et r E R + on note
T 

.....

Soit O un fermé borné de C . On note l’algèbre de Banach des éléments
"~p

analytiquessur (jJ , et jI.ll(jJ sa norme de la convergence uniforme sur 0 [2J. Pour
tout pour tout r E )0 , 1) , y on pose. r) = sUPI 1 h(x) 1 .

Soit C (X y Y) une extension topo logiquement pure de C de degré 2 [9], et

soit ~.~ sa norme canonique (jJZ.. a.. X Y )j == sup.. )a..j).
~,J ~J ~-?J ~-J

On notera exp le fonction exponentielle p-adique définie, pour Ixl p-(l/(p-l)~
par exp(x) = y et on notera Eg(x) la fonction logarithme p-adique

définie, pour Ixl  1 , par Eg(l - x) = - 

Soit 03B1 ~ U , soit

et soit ~(a~ l’algèbre topologiquement de type fini C (X, Y)/(J (X, 9 Y~ 9 Y~~
j~9]. Soit p la surjection canonique de C (X , Y) sur S(c~) .

Soit la norme de S(c~) quotient de la norme canonique de Ç~~~ , Y) par

J (X , 9 Y} , et enfin soit .03B1 la semi-norme définie, sur C (X, 9 Y},
par ))r(L)~. 
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LEMME 1. - Soient b ~ C tel que jbj tel que |03B1|  1 , y
et g= (1 - et soit f= Alors il existe

un isomorphisme @ de 0(~) sur s(D) tel que

et la norme de 0C 0153) est égale à sa norme spectrale ~.~b(03B1)sa .

Remarquons d’abord que est dense dans R(D) . En effet, ~pg~D = l /p , et

par suite [TgT de C [g] dans R(D) .

Or == P 2 g), d10Ù X E et, comme [IX] , on voit
que, n= R(D) = 0 . 

-p---p

1:

Montrons maintenant que G( 0’) est isomorphe à lI(D) par un isomorphisme e tel

que e 0 r(x) = f et  0 r(y) = g . Par définition de R(D) , pour tout h E R(D),
on a IlhiiD = D’autre part, l’homomorphisme naturel de fp[X, YJ dans iI(D)
défini par L(X, y) ~ L(f , g) est continu pour la norme canonique de C [X, y y]
et !ha norme Il. .~D de n(D) . Donc, il se prolonge en un homorphisme continu b.

de C {X , Yi dans R(D) . De plus, on voit que f et g satisfont la relation
-qJ

Alors, il est évident que Ker 0394 ~ Ker r , de sorte que Il(D) apparaît comme un

quotient de 

Maintenant, nous allons montrer que = r(C (Y)) . En effet y soit u ~ 

tel que  1 . Alors la série ~=1 ( un ln) converge dans on la notera

- Eg(l - u) .De même, si  p , la série converge dans 

et on la notera exp(v). Alors y notons x = r(x) et y = r(Y) . Dans on a

donc

D’où, comme ~X~ = 1 et ~y~03B1  ~Y~ = 1 , on voit que

Or, il est immédiat de voir que

D’où

ce qui prouve que x peut se mettre sous la forme 03A3~n=0 a où

03A3~n=0 an Yn ~ Cp{Y} , donc x ~ 1 (ÇP{Y}) , et donc b(03B1) = 0393(Cp{Y}).
Par suite9 on voit que = G o r(C {Y}) , et, comne et C {Y} sont

isomorphes [3], U et 0393 sont des isomorphismes . On en déduit que
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et que

trivialement, on a

pour tout F(X , Y~ e C (X , Y~ . Maintenant, soit u E 5(a) , et, puisque

= 1 (,C~~Y}~ , soit L(Y) e C (Y) tel que u = r(L(Y)) . On voit donc que

~u~b(03B1)sa 
= ~u~03B1 , ce qui montre que la norme quotient 11-BlCI( et la norme spec-

trale 1I-1B0( QI) sont égales.

Notations. - Soit log la fonction logarithme réelle de base p .

Pour tout nombre x E C , algébrique sur Q , on notera d(x) le plus petit des

entiers naturels n tels que nx soit un entier algébrique, et si cr 
1 ’ .. - , a 

q

sont les plongements de dans C , dont la valeur absolue est notée |.|~ ,
on notera

Soit

On note

Pour tout polynôme P(X , Y) E C [X , Y] , on pose

D’autre part, pour toute fonction analytique f dans le disque | x | r , on no-

tera r) = sup|x|r |f(x) ( . Alors, nous pouvons maintenant énoncer le théo-

rème 1.

THÉORÈME 1. - Soient a et b E C tels ue | a  |b| -- 1/p . Alors, pour tout
_...~..~. __ ~P 

- - ° ’

P(X , C C~ , Y~ ~ on .~’~P ~ 

_

Preuve. - En effet, il est clair que P(exp(ax) , exp(bx) ) = P(f , g) , et par
suite

or y 
= d’après le lemme précédent, ce qui prouve le théorème,

puisque (l/p)) = ))h~ .
Remarque. - Le théorème 1 peut s’interpréter de la façon suivante. Soit
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P(X , Y) == 03A3iN, jN 6.. X Yj , et supposons que  ~. Alors, par défini-

tion, il existe (X, Y} tel que 

et soit J L = ~.. (JL.. X Y . Il est immédiat de voir que
Q~ ~J ~-J 

’ ’ 
’ ~ 

On voit donc qu’il doit exister une suite double (À ) EN EN 
telle que

limm~~. "’"’ (À ) = 0 , et telle que 
m,n m ;;.:Jn -

~ "

quels que soient i ,~ N et

quels que soient i et j tels que max(i , j) &#x3E; N . Soit n deg P .
Notons C la matrice

soit A la matrice (03BBij)0in. 0jn , et enfin soit 0394 la matrice
l.J 

(6..)0- 0* . Alors, il est immédiat de voir que
1J ,1,n, 

Munissons l’anneau des matrices carrées d’ordre n de la norme

Soit P = I.... a.. Xi Yj , et soit [] la matrice 
_ . 

On voit

donc que, si  e , il existe A tel que tC - []~  e .

Rappelons la conjecture des 4 exponentielles p-adiques 

Soient al’ a2 b2 ) .deux nombres de £p, Q-linéairement indé-

pendants, tels que max la. b.1  p-(l/(p-l» . Alors, l’un au moins des 4 nombres
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exp(a. b.) est transcendant.

Ceci est immédiat si le rapport est algébrique sur Q , ou bien
transcendant sur Q [5J (corollaires 1.5 et 3.2) ; la conjecture concerne donc le
cas où les rapports et sont tous les deux à la fois transcendants
sur Q et algébriques sur Q .

Le théorème 1 permet d’établir une relation entre cette conjecture et les algè-

bres topologiquement de type fini. 
’

2. - Soient a2 (resp. b , b2 ) E C , indépen-

dants, y te ls qque m8X. : la. b.1  p-(l/(p-l)) . On suppose qu ’ il existe une c o nstan.
.~..~.... .. - 1.,J 

te C &#x3E;0 telle pour tout polynôme Q E Z[X , Y] .
Alors y l’un au moins des 4 nombres exp.. ( a. b.) est transcendant.

Preuve. - Supposons algébriques les nombres exp( a. b.) , soit b J .)J ,
et soit t = [K : Q] . Soit A = max(exp(a. b.)) . Soit B &#x3E; 0 tel que

- 1 J

Grâce au lemme de SIEGEL, il est immédiat de construire, pour tout N E N assez

grand, une famille d’entiers telle que

et telle que

pour-tous (i,j) tels que o ~i~ N et [10~ (lemme 1.3.1).

Soit P~(X , Y) = X~.Y~ , et soit F~(x) = x) , x))

Alors, cm a + =0 , pour (i , j) tels que 0 et 

et par suite admet au moins N zéros dans le disque D . D’où, d.’après les

propriétés des fonctions analytiques [!’], on obtient la relation

a/a
Or, d’après le théorème 1, on a = S , et, par hypothèse ,

Mais il est immédiat de voir que 7 et donc

d’où, grâce à (3) , à#  t)) , ce qui contredit (2), et le théorè-

me 2 est démontré.
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3, Minorations d’ un polynôme de 2 exponentielles.

Soit p(X, y) E C [X , y] , soit p(X, y) = ¿.. a.. Xi et soit r le
-p i,j i,j

plus petit des entiers m tels que a.. ) &#x3E; 0 . 0n notera
-. 

. ~1~ i , m-1

3. - Soient a et bEC tels que |a|  |b| -- 1/p . Alors, pour tout

polynôme P(X , y) E fp[X , Y] , on a

Preuve. - Diaprés le théorème 1 , i l s’ agit de montrer 
Pour cela, &#x3E; 

, et montrons que

Grâce au lemme 1, on voit qu’il existe G ~ J tel que
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D’après ( 6) , on a

C’est un système de r + 1 équations à r inconnues coeffi-

cients dans B, et s’il admet une famille solution, le déterminant  ~ B suivant

doit être nul.

on voit que 03A3ri=0 ~i,r-i(a p)i(b p)r-i = 0 , d’où

Or 03A3ri=0 03B6i,r-i(X) = P(X) , et la relation (4) est donc établie.

Rappelons que y si  et 03BD e ;R , on note 03BD) [5] l’ensemble des x e C

tels qu’il existe C = R+ vérifiant

Alors, on déduit du théorème 2 le corollaire suivant.

COROLLAIRE 1. - Soient  et et soient a et b ~ C tels que

= 1/p et tels que v) . Alors, il existe C e Ô tels que,

pour tout P(X , Y) Y] , on ait

exp(bx)) , -) ~C(t(P)~+ 
Preuve. - En effet, y diaprés le théorème 2, y on a

~) ~)~(~)t .
Or, puisque a/b e v), il existe K &#x3E; 0 tel que

log 1 x Q&#x3E; &#x3E; " + (deg Q)~) , pour tout Q 
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On peut donc appliquer cette relation à P , en remarquant que

H()  n(p) = H(P) + 6 deg P  7 t(P) et deg(p) = deg P ,
et on obtient le corollaire 1 de façon immédiate.

D’autre part, grâce à l’utilisation de la méthode du résultant des 2 polynômes y on

peut déduire y du théorème 2, le théorème 3 qui va suivre.

Rappelons d’abord la définition du résultant de deux polynômes.

Soient p(x) = ~=û ai ’ , et soit Q(X) = b j xj E .2p[X] . On note ~(p, Q)
le déterminant de la matrice carrée d’ordre m + n

Alors on sait que 0 si, et seulement si, P et Q sont premiers
entre et en adaptant la démonstration d’un résultat classique [10] (lem-
me 5 . 3 . 1 ) au cas ultramétrique, on montre aisément le lemme suivant.

2. - Soient et Q(X) E 1[X] , soient m = deg(P) et n = deg(Q) ,
et soit 03B1 E C tel que |03B1|  1 . Alors

Alors, par un raisonnement apparenté à celui du théorème 5.1.1 de on peut
établir la proposition suivante.

PROPOSITION. - S oit une sui te de polynômes Q (x) E te lle que

log H(Q~) ~ kn (k E R+~ et q , pour tout n e JN .

Soit 03B1 E C transcendant sur Q tel que |03B1| 1 . Alors, on a

Grâce au théorème 3, on en déduit le corollaire suivant.

COROLLAIRE 2. - Soit P 
n 

une suite dé Y] telle que, pour tout nE!,
(0 , 0) soit un zéro de P d’ ordre  q , et telle que
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Soient a et bEC tels que laI et tels que a/b soit trans-
- --p

cendant.

’ On a

(ii) II existe une sous-suite telle que, pour tout e &#x3E; 0, le nom-
r 

’

bre des zéros de Pn exp(bx)) dans D soit majoré par

))(1 + :) , quand r est assez grand.
r
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