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SUR L'EQUATION INTEGRO-DIFFERENTIELLE NON-LINEAIRE
ET LA TOPOLOGIE ALGEBRIQUE
par Weishu SHIH

L'égalité de consommation

pour tous les étres humains-

En Topologie algébrique, on cherche des invariants algébriques
associés a un espace, de sorte que ces invariants nous permettent de ca-
ractériser certains propriétés géométriques de l'espace, e.g. la nullité des
nombres caractéristiques d'une variété différentielle compacte orientée est
une condition nécessaire et suffisante pour que cette variété soit le bord
d'une autre variété. Ainsi il est naturel de poser la question suivante:
Peut-on construire des invariants analogues pour un systéme d'équations
intégro-différentielles? Le but de ce travail consiste & associer a chacun
de ces systémes d'ordre k£ quatre invariants algébriques dont la nullité
est une condition nécessaire et suffisante pour que le systéme posséde
une solution k-fois dérivable; ainsi ceci indique un processus a suivre pour
trouver éventuellement une solution. Remarquons qu'une solution k-fois dé-
rivable dans un systéme non linéaire est la plus faible possible, car cher-
cher une solution dans l'espace des distributions n'a pas de sens. Rappe-
lons qu'une telle théorie d'obstruction a été déja obtenue [7] pour tout
systéme d'équations aux dérivées partielles non nécessairement linéaires.
Ceci est basé sur une nouvelle invariance de la topologie algébrique, dite
homologie sectionnaire [6] introduite précisément a cette fin. Nous allons

I'appliquer dans la suite de ce travail.

Considérons d'abord 1'équation de Boltzmann ( simplifiée) [ 1] que
voici: Soit @ un domaine borné de R3 et h: 5% Diff( R% x R3) une appli-
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cation C* de la sphére dans le groupe des difféomorphismes de RO =
R3xR3 5(x,x '). On cherche une fonction f(y,t,x) de Q xR x R? 4 va-
leurs dans RT (les nombres réels positifs) telle que
3
9f =58 x 9f
=2, % +J(f,
ot ye, teR, et

I f)y,t, %)=
= [<E xmx>Uf(y,tpr h(E)(x, %")). f(y, t, poh (€ )(x, %)) -
fly,tix). f(y,t,%')} dx'A d&)
ou £e S?cR?, <,> le produit scalaire, p;: RExR3L RS, i =1, 2,
les projections canoniques, le domaine d'intégration étant constitué des
couples (£, x') tels que <£, x’-x>> 0. Enfin on impose la condition

initiale et au bord de:

f(}’,o,x) =g] (y:x)
et, pour (y,t,x)eanRxR3,

0 si <y,x>>0
f()’, t’x) = [ Y
8o(ysts %) si <y,x><0,

ou g et g, sont des fonctions C*° positives avec

g1(y>%) = go(y,0,x) pour yedQ.

Au lieu d'étudier cette équation directement comme dans les tra-
vaux en mathématiques dites appliquées, nous introduisons, en tenant com-
pte de ses aspects particuliers, une classe d'opérateurs, puisqu'une thé-
orie en mathématiques ne peut pas étre satisfaite sur une équation parti-
culiére, ni méme sur un type d'équations, malgré 1'importance de ce cas
particulier. En effet, la classe d'opérateurs que nous définissons dans la
suite contient non seulement celle de Boltzmann et les analogues plus com-
plexes en Physique [5], mais aussi tous les opérateurs dont les noyaux
peuvent étre des fonctions différentiables d'une inconnue, ainsi que les o-
pérateurs différentiels et les inéquations non linéaires, de sorte que notre

théorie d'obstruction s'applique également. Ceci justifie la généralisation
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qui suit:

Nous nous donnons une fois pour toutes des espaces fibrés 7: X - B,
7.7: Z-> X, ou X, B, Z sont des variétés indéfiniment dérivables, orientées
ainsi que 7 et 7.7, une fibre vectorielle réelle E,> B et on note E =g*E_,
les morphismes d'espaces fibrés i: Z» E, g: E~ Z. Désignons par X®X
le produit fibré de 7 par lui-méme et p,: X®X > X, i =1, 2 les deux
projections. Ceci étant, considérons une submersion B:Y > X®X et un

morphisme d'espaces fibrés p a support compact:
p:B*I*(X,Z)0IF(X,Z)) > A*T(Y)® B*p}E,
et un difféomorphisme d’espaces fibrés A :

B*I¥(X,Z)olk(X,Z))Ap¥I*(X,Z)0l*(X,Z))

| 1

Y A Y

tel que roB=nmwofBoA, ol ]k(X, Z) est la variété [4] formée par les
k-jets jkf de fe C*(X,Z ), espace des sections C° de X dans Z, et
A*TY I'algébre extérieure de 1'espace cotangent de Y. Enfin notons Y,

une sous-variété de Y . Alors on peut définir |'opérateur
. ™ 00
[ﬁ’P’)\aYa :C®(X,Z)> CP(X,E)
associé a 8, p, A et Y, par

[ 9 ’ 9Yo(f)(x0)=f pOA(]kf’]kf)’
6 P 4 B-I(xo’”-l(”(xo)))nyo

ot fe C®(X,Z), xo¢ X et (j¥f,j¥f) désigne la section de
B*(I*(X,z)®I%(X,Z))

induite par f. Les morphismes d'espaces fibrés i, g et la structure ad-
ditive du fibré vectoriel £ nous permettent de faire les opérations suivan-

tes: composition finie des opérateurs IB par,Y, € des opérateurs diffé-
? ? 140

rentiels, sommes finies, intégration le long des fibres de 7 et morphismes

des espaces fibrés. Alors un opérateur obtenu par ces opérations

1: C*(X,Z)> C°(X,E)
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est appelé un opérateur intégro-différentiel.
Le probléme de Cauchy que nous proposons d'étudier pour un tel

opérateur | s'énonce comme suit: étant donné les sous-variétés

k
WcX, Docl (W,Z), DcJ*(X,Z), oa k,<k,

et les sections
he C*(W,Z), geC™(X,E) tellesque j™(h)C D,
on se pose le probléeme de 1'existence d'une section fe C*(X,Z) avec

fly=h, *fcD, 1(f)=¢.
On vérifie aussitdt que 1'équation de Boltzmann est bien un exemple de

ce probléme de Cauchy.

Maintenant rappelons que, 4 chaque application continue f d'un
e space topologique W dans un autre X on a associé [6] une suite de grou-

pes abéliens

H (f)y =H (X,W), m=0,1,2,..

appelés groupes d'homologie sectionnaire de f, qui possédent la plupart
des propriétés d'algébre homologique d'une théorie d'homologie. Cependant
on peut remarquer que l'homologie sectionnaire n'est pas un invariant du
type d'homotopie de f, et dans le cas ol [ est une application indéfini-
ment dérivable entre deux variétés différentielles, les groupes sectionnai-
res obtenus par divers degrés de dérivabilité des simplexes utilisés sont
différents. C'est bien naturel, car le probléme des équations aux dérivées
partielles et intégrales en général n'est pas invariant par homotopie, donc
les théories d'homologie connues sont difficiles & adopter ici, ainsi que
la théorie des faisceaux puisqu'il ne s'agit pas toujours de problémes li-
néaires. Ceci justifie d'introduire des groupes d'homologie nouveaux.Dans
le cas ou la variété W est munie d'un idéal différentiel [3], alors on peut
considérer les simplexes indéfiniment dérivables qui annulent cet idéal;
le groupe obtenu est appelé groupe d'homologie sectionnaire attaché a cet
idéal [6]. Quand X est une variété orientée de dimension n et W un es-

pace topologique, la notion d'homologie sectionnaire permet de définir le
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degré de f comme le nombre d'éléments du groupe quotient

H (X, Z)/Im(H, (f);)=2Z/Im(H,(f)s)
moins un. Il faut remarquer que, méme dans le cas o W est aussi une va-
riété orientée de dimension n (ainsi le degré classique est défini pour
f) notre degré sectionnaire peut étre strictement plus grand que le degré
classique.

Plus généralement, on définira le degré d'un sous-ensemble G de

Z par:
d G‘r
€g "Ling {lx-1|} si GnZ, #0
X€ ﬂZ+

Enfin étant donné un simplexe o, un cycle ¢, une classe d'homologie 8,
nous écrivons gec, ce€ @ quand le coefficient de ¢ dans ¢ n'est pas
nul et ¢ appartient 4 la classe 6. Soit ¢ un cycle sectionnaire de f et
7 un simplexe de X avec 7 ¢ f(c), on désigne par §(o) le nombre de
simplexes y de W tel que (o,y)ec.

Rappelons que Cartan [2] et Ehresmann [4] ont introduit 1'idéal
ou systéme de Pfaff canonique [8] pour la variété ]k(X, Z ) ; ainsi nous

pouvons considérer I'homologie sectionnaire attachée a cet idéal de 1'ap-

plication source a: J¥(X,Z)> X. Nous la notons simplement
He(X,J%(X,2)), .

On peut alors démontrer que chaque opérateur | intégro-différentiel

au sens que l'on vient de définir induit une application
La: H (X, J%(X,Z)) > H (X, E),

ol n est la dimension de X.

Revenons maintenant au probléme de Cauchy pour I, D et D,.
Rappelons d'abord que I'on a construit [6] deux classes d'obstruction
preH, (i,p) poe Cauchy (D, D, ),
oud i:W- W est l'application identique et p: JE( X, Z)\ g~ ]".(W, Z)

la projection canonique, et m la dimension de W . Supposons que les clas-
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ses p, et p, soient nulles; on va construire les degrés de [ et D, D,
deg(1,D,D,), deg'(1,D,D,) eZyUlw}

comme suit: Désignons par
ix: H (W, D0p~I(D,)) ~H (W,D,),,
jx:H (W, Dnp™i(D,)) > H (W, D|y)
dx:H,(X,D), ~H_(W,D|p),

s?

les morphismes naturels [6] entre les groupes d'homologie sectionnaire, a

désignant la restriction & D de l'application source et

ax:H (X,D);-H (X,Z)=~Z
le morphisme induit par a . Soit

(X1 H,(X,E), (resp. [W)eH, (W,D,),)
la classe fondamentale déterminée par la donnée initiale et la classe [ X]
d'orientation de X (resp. de W ). Alors on définit

deg(1, D, D,) = deg Im ax( 33! jxix [WINIZ [ X1).

Au cas ot deg(l,D,D,) = 0, le degré secondaire est donné par

Cfe,aa:.(tg)=[x] {0621(4;){3(0)}}-1.

0edd jxid [WlnI:[ X1

deg'(1,D,D,) =

Donc, nous avons la réponse a la question posée au début de cet
exposé:

Pour que le probléme de Cauchy associé a l'opérateur intégro-différen-

tiel I et D, D, posséde une solution k-fois dérivable sur X, il faut et il

suffit que les deux classes d'obstruction et les deux degrés soient nuls.
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