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CATEGORIES CARTESIENNEMENT FERMEES ENGENDREES

PAR DES MONOÏDES

par Alfred FRÖLICHER

RESUME.

Tout monoide d’applications d’un ensemble dans lui-m6me determine

une categorie concrete qui est complete et cocompl6te. On étudie le pro-

bleme de savoir si cette cat6gorie est cart6siennement fermee ou pas. Un

crit~re necessaire et suffisant est donne ; il est utilise ensuite pour r6sou-

dre le probl6me sur différents exemples. Pour plus de d6tails et des de-

monstrations, cf. [3].

1. LA CATEGORIE KM ASSOCIEE A UN MONO’I’DE CONCRET M.

Un mono’ide concret M est un sous-monoide de Ens(B, B ) , ou B

est un ensemble qu’on appellera 1’ensemble de base. On a donc :

(1) 1B EM; (2) 0~?’6.~=~ aOT (M.

C omme objets d’une cat6gorie ~M on prend les triples X = ( EX , CX , fix ) ,
ou EX est un ensemble,

CX C Ens(B, ~’X) et FX C Ens(EX, B),

pour lesquels on a :

a) Pour c ( Ens ( B , Ex) on a ( c E CX ) ::;&#x3E; ( f o c E M d f E FX ) ;
b) Pour fcEns(EX,B) on a (fEFX)« ( fO c E M Vc 6 C~ ~

Les ~M-morphismes d’un objet X dans un objet Y sont les applications

q5 : E x - EY qui satisfont aux conditions equivalentes :

~ *( CX ) C Cy et q5 *( Fy ) c FX .
Avec la composition naturelle des morphismes on obtient ainsi la catego-

rie K~ et un foncteur fidèle E : Km - Ens décrit par
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E(X J = E~y et E(~ J = ~ .

Gn appellera Ex 1’ensemble sous-jacent et ( CX , F~ J la M-structure de

1’objet X.
Toutes les M-structures ayant le même ensemble Eo comme ensem-

ble sous-jacent forment un treillis complet si l’on definit une relation «plus
fine ou 6gale,) par:

( C, F) .s (C’, F’) « 1 E : (Eo, C, FJ ~ (Fo~ C’’~ F’J
.

est un Ktv-morphisme.
Fn particulier il existe sur tout ensemble Eo la M-structure la plus fine

(resp. la moins fine) appelee la M-structure discr6te (resp. grossiere ).

Comme en topologie generale on en déduit 1’ existence de structures ini-

tiales et finales et la

PROPOSITION. K~ est une catégorie complète et eocorn p l’te. e Le foncteur

E: ~M -~ Ens possède un adjoint et un coadjoint et commute donc avec

les limites et les colimites.

Un objet X = ( EX , CX, FX J s’appelle sipari si:

pour tout a ~ b E Ex il existe f E FX avec f ( a J ~ f ( b J .

Notons (~~ )S ep la sous-cat6gorie pleine de Km formee des objets sepa-
r6s. Pour un objet quelconque X de ~M on définit par

x - y =&#x3E; f~~J = f~yJ b f E Fx
une relation d6quivalence sur EX . En munissant 1’ ensem ble quotient de
la M-structure finale par rapport a la projection canonique on obtient un

objet separe s X . Le foncteur s: KM (K~ )s ep ainsi décrit est coadjoint
a 1’ inclusion et on a donc :

P ROPOSITIO N. La catégorie (KM)s ep est aussi complète et eoeomplète.

2. MONOIDES CARTESIENS.

Fn munissant le singleton 10 de la M-structure discrete, resp.

grossiere, on obtient un objet S , resp. T , de Km * On a E ~ ~M ( S, - J ,
c’est-a-dire S fournit une representation du foncteur E : ~M ~ Ens . T est
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évidemment objet final de KM . On peut distinguer deux cas suivant que le
monoi’de M

contient toutes ( cas 1 ), resp. pas toutes (cas 2)

les applications constantes B - B . Dans le cas 1, un singleton n’admet

qu’une M-structure et on aura donc S = T . Dans le cas 2, un singleton pos-
sede exactement deux M-structures differentes -t on aura donc S ~‘- T . De

plus on trouve qu’au cas 2 la structure de produit X n Y de deux objets
est discrete des que 1’un des facteurs X ou Y a la structure discrete. De

ces remarques on déduit : si un foncteur 1( : K% x ~~ --~ ~.M ferme carte-

siennement la categorie ~iM ~ alors on aura

E~(X, Y) ~ K~~~~ au cas 1 ,
m a is

E~(X, Y) - Ens(~X, ~~, ) au cas 2.

A fin de pouvoir traiter les deux cas simultanement nous definissons un en-

semble ~1’ comme suit :

~= 
M au cas 1

M’ _ ~ Ens ( B , B ) au cas 2 .
" Ens ( B , B ) au cas 2 .

Avec la solution ~~,7~=~y~~fy~ nous posons

I~’M :_ ~ y: B-~M’ I yaCa,T)EM tI~,T EM~;

CPM : = { cP: M’ 4 B , 1 ~~y~M dyErM ~.
DEFINITION. Le mono’ide M s’appelle cartésien si pour tout y: B , M’ on a

~~y~ M ~d~ ~~M % y c 17M 1

R emarquons que ceci i est equivalent a la condition que (M’, I-‘M ,~M ~ est
objet de Km *
THEOREME 1. La catégorie KM est cartésiennement fennée si et seule-
ment si le monoïde M est cartésien.

Pour démontrer que la condition est suffisante on construit R(Y, Z )
en munissant ~~ ( Y, Z ) au cas 1, resp. Ens ( E y, EZ) au cas 2, d’une

i(M-structure convenable et on montre ensuite la propriete universelle sui-
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vante :

~: X --~ ~. ( Y, Z ) un ~M-morphisme =&#x3E; (~: X77 Y - Z un KM-morphisme.
Pour la r6ciproque on montre d’abord qu’il est possible de choisir le fonc-

teur K qui ferme cartesiennement la categoric Km de telle sorte qu’on a

en plus E~(X, Y) _ ~M(X, Y) au premier et E~,(X, Y) = Ens(EX, EY)
au deuxieme cas et aussi de sorte que la co-unit6 de l’adjonction soit don-

nee par les applications d’evaluation.

THEOREME 2. Si M est un monoide cartésien qui contient toutes les ap-

plications constantes B -~ B, alors la catégorie (~M )s e p est aussi car-

tisiennement fe rm ie.

On obtient en effet un foncteur qui ferme cartesiennement (~.M )s ep
par restriction de celui qui ferme ~M . Un exemple montre qu’on ne peut
pas renoncer a llhypoth~se que M contienne toutes les applications cons-

tantes.

3. DUALIT E.

Pour tout ce paragraphe 3, M est suppose cartésien. Notons B l’ob-

jet suivant de ~M : B - ( B , M , M ).
A 1’aide de B et du foncteur Y qui ferme cart6siennement la ca-

tegorie ~M on peut former un foncteur de dualité D: 3(m ~~°,~’ comme suit:
D = ~ (-, B ).

KM etant cartesiennement fermee, on a une transformation naturelle du

foncteur identique de ~M dans le foncteur « bidual » D D . Mais on obtient

toujours le meilleur r6sultat suivant :

P ROPOSITION. La M-structure de tout objet X de KM est initiale par rap-

port au morp hisme canonique X -~ D D X .

11 y a beaucoup d’exemples ou 1’ensemble de base B possede une

structure supplem enta ire qui permet d’améliorer la theorie de dua lite. Appe-
lons une structure alg6brique sur 1’ensemble sous-jacent Ex d’un objet
X = ( EX , CX , F~ ) compatible avec la structure de X si toute operation

f; EX X EX ~ EX de la structure consideree est un morphisme X rr X --~ X .
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Les objets de K~ qui sont munis d’une structure compatible d’un certain

type (par exemple structure de groupe ou d’anneau ) forment une categorie

M dont les morphismes sont, par definition, les KM-morphismes qui sont
homomorphes par rapport a la structure alg6brique.

Des que 1’ensemble de base B possede une structure algebrique

compatible avec sa K~-structure canonique (M , M ~ , son objet dual D X

a aussi une structure alg6brique compatible de meme type de sorte que le

foncteur D = Y(-, B ) aboutit effectivement dans 1ZM: D: Km , Ry .
D’autre part le foncteur ~M (-, B ): ~~’ -~ Ens se releve en un foncteur

D : jil£P - ~~ et on aura comme avant une transformation du foncteur iden-

tique de K~ dans le foncteur bidual &#x3E;&#x3E; D D : ~.M ~ ~.M . On a encore le

resultat que la M-structure de tout objet X est initiale par rapport au mor-

phisme canonique X ~ D DX , mais il y aura beaucoup plus d’objets réfle-
A

xifs, c’est-A-dire d’objets X tels que X est isomorphe a son bidual DDX.

Ceci amene aux problemes suivants :

Quand est-ce que les objets reflexifs forment une sous-cat6gorie com-

plete et cocomplete ?

Quand est-ce que tous les objets sont reflexifs ?

Enfin, puisque la même cat6gorie peut être obtenue a 1’aide de diffé-

rents monoides avec differents ensembles de base (cf. Exemple b, n° 4):

quel est le meilleur choix de I’ensemble de base pour obtenir une bonne

dualite ?

4. SOLUTION DU PROBLEME POUR DIVERS MONOIDES.

a) Pour un ensemble de base a deux iliments.

Solt B - ~ 10, it . Il y a essentiellement cinq sous-monoides de

Ens( B, B~ . En notant ci : B - B Ilapplication à valeur constante i , J et t

la transposition des deux elements de B , ce sont:

10M = ~id~,
2° M = ~d, c0 1 ou zd, cl ~ ,
M = ~ L d, t # , ,
4° M - ~Ld~ co~ eel
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5° M = ( id, c~, cl, t~.

Les mono’ides 1 et 3 ne sont pas cartesiens ; les autres le sont.

Le cas 5 ne donne rien d’int,6ressant, car dans ce cas K~ est isomorphe

a Ens . Au cas 2, ~.M s’identifie a la cat6gorie des paires d’ensembles

(El, E2~, ou EI C E2 ; on peut directement verifier qu’elle est cart6-

siennement ferm,6e. L’exemple 2 est utile car on peut vérifier que (KM )s e p
n’est pas cartésiennement ferm6e. Au cas 4, Km s’identifie a la cat6gorie
des ensembles preordonnes, (KM)s ep à celle des ensembles ordonn6s;

ces deux categories sont donc, comme on peut aussi v6rifier directement,

cart6siennement ferm6es.

b) Le monoide M = C ( R , R ~ des fonctions réelles continues.

Ce monoide est cartesien. On peut baser la preuve sur les r6sultats

suivants : la topologie compacte-ouverte de M possede la propri6t6 uni-

verselle bien connue ; elle est completement reguliere ; et la topologie de

R 2 est d6termin6e par arcs.

La cat6gorie KM , resp. (~M )s ep , peut être identifiee a une sous-
categorie de Top , resp. Haus , Pour cela on munit 1’ensemble sous-jacent

EX a un objet X = (EX, CX , F x) de la topologie initiale par rapport aux
fonctions f : Ex - R de FX . On obtient ainsi des categories cart6sienne-
ment ferm6es d’espaces topologiques qui sont tr6s maniables et qui sem-

blent utiles pour différentes applications (par exemple pour 1’analyse ).

Si l’on remplace R par l’intervalle compact I = ( 0, 1 ~ ou par le

cercle unite

Si - ~ z E C ~ ~ z, - 1 ~

( c’est-a-dire pour = C(I , I ) ou M - C( SI , S1 ) ), on obtient des cate-

gories ~.M qu’on peut identifier a la pr6c6dente. Mais il semble difficile

de caracteriser les espaces topologiques T pour lesquels le monoide

C( T , T) est cartesien ; la compacite locale de T joue un r81e, mais n’est

probablement pas suffisante.

c) Le monoide M = Hol( C , C ) des fonctions holomorphes.
La preuve que ce monoi’de est cartésien se base sur le theoreme
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de Hartogs selon lequel toute fonction g : C x C 4&#x3E; C qui est partiellement

holomorphe est même holomorphe (et en particulier donc continue) dans

les deux variables.

d) Le monoide M =Pol(K,K) des fonctions polynomiales d’un corps K .

Le lemme suivant est utile pour montrer que pour tout corps K qui

n’est pas denombrable infini ce monoide est cartesien :

L EMME. Si eard(I~) ~ card(N), alors toute fonction g: K xI~ -~ K qui est

partiellement polynomiale est aussi polynomiale dans les deux variables.

Ce lemme est faux pour tout corps K qui est infini d,6nombrable;

Pol(K,K) pourrait quand même être un monoide cartesien aussi dans ce

c as, mais on ne le sait pas.

e ) Le monoide des fonctions aff ines d’un corps K.

Ce monoide est toujours cartésien. Si la caract6ristique de K est

differente de 2 , la categorie des espaces affines sur K se plonge dans

la cat6gorle .K~ .

f ) Le monoide M = Coo ( R , R ) des fonctions reelles lisses.

Selon un theoreme de Boman ( 1 ~ , toute fonction g: Rn - R qui est

lisse le long de toute courbe lisse c: R - R’~ est dans C°° ( Rn , R ) . 11

en resulte :

rM - ~ t y : R - ~°°(R~R) ( ~6 Coo (R2 ,R ) I .

L es 61,6ments 0 de (DM que nous appelons dans la suite les fonctionnel-
les lisses de C °° ( R , R ) , sont par consequent les applications

q5 : C- (R R ) - R

pour lesquelles la fonction

X F 4 (g (x~ -~~

appartient, pour tout g E Coo (R 2 , R ), a C°° ( R , R ) . On ne connait pas
toutes les fonctionnelles lisses, mais toute distribution a support com-

pact en est une, et Van Qu’e et Reyes [7] ont demontre qu’inversement,
toute fonctionnelle lisse qui est en plus lineaire est une distribution a sup-
port compact. Le monoide Coo (R R ) est cartesien ssi pour une fonction
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g : R2 4 R les hypotheses
( i ) g partiellement lisse dans la deuxiem e variable,

( ii ) g telle que pour toute fonctionnelle lisse q5 la fonction

~ ~ ~(g(x~ -~~
est dans C°° (R ,R),
impliquent g E Coo (R2 , R ) . Cela necessite des estimations d6licates des
accroissements des derivees partielles successives de g a l’aide de fonc-

tionnelles lisses convenables, et ce sont Lawvere, Schanuel et Zame ( 5 ~

qui ont reussi : ils n’ont même utilise 1’hypothese ( ii ) ci-dessus que pour
des fonctionnelles lisses lineaires.

En utilisant encore le theoreme mentionn6 de Boman on montre que

JY~ contient toutes les varietes lisses de dimensions finies. La categorie
des varietes classiques lisses est ainsi plongee d’une fagon simple et na-

turelle dans une categorie cart6siennement fermee ; C°° ( Tll , h2 ~ obtient

sa structure differentiable naturelle quelles que soient les varietes lisses

1/1 3’ h2 . Aucune restriction sur ~7 n’intervient, mais si T~~ est compacte,
la structure differentiable de C °’°( Yl , V 2) coincide avec celle que J . Eells
a introduite.

l~ 1’ aide d’un r6sultat recent de Hain [4], le theorem e de Boman se »

generalise aux espaces de Banach ; cette generalisation intervient si l’on

veut montrer que toute variete banachique qui admet des partitions lisses

de 1’unite appartient aussi a Km *
Pour la théorie de dualité au sens du n°3 on utilise le r6sultat d’un

exercice de Milnor [6] (cf. Dubuc [2 ) ; on deduit : toute variete lisse pa-

racompacte de dimension finie est un objet reflexif de K~ .

g) Le monoide M = COO (51’ 51) des fonctions lisses du cercle unite

Si dans lui-meme.

Ce monoide est aussi cartésien ; en effet, A 1’aide d’un critere don-

n6 dans ( 3~ on deduit facilement qu’on obtient la même cat6gorie que dans

1’exemple precedent. S, , avec sa structure de groupe, fournit une autre du-
a lite : le dual de X est alors le groupe lisse C °° ( X , 51)’ le bidual de X
est forme des homomorphismes lisses de ce groupe dans S1.
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