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PRODUIT TENSORIEL GENERALISE

par François FOLTZ

ET GEOME T’RIE DIFFERENTIELLE

INTRODUCTION.

Le texte suivant donne une généralisation du produit tensoriel

entre modules. Comme dans ( 3 J , c’est l’idée de multilinéarité qui est

étendue au cas d’un foncteur fidèle vers une catégorie pleine d’appli-

cations ; le produit tensoriel est alors solution d’un problème universel

et possède par suite quelques propriétés à caractère «projectif» . .

Notons que le « produit tensoriel entre algèbres » n’est pas un vrai

produit tensoriel; il est une somme du point de vue des catégories.

NOTATIONS. Nous nous conformons aux notations et à la terminologie
de [ 1 J et [ 2 J . En particulier :

- Une catégorie est notée C ° , où  » est sa loi de composition .
On identifie généralement la classe de ses unités C 0 

* à la classe de ses

objets; a et ~3 désignent les applications source et but, C’, le grou-

porde des inversibles de C ’ . Si e et e’ sont des unités de C ’ , e . C ’ . e’

désigne la classe des morphismes de source e’ et de but e .

- Si C ’ * admet un foncteur produit naturalisé ( fl , 7T ) et si ( ei )i E I
est une famille d’unités de C ’ ,

où Il ei est le produit de la famille ( e~)~ E 1 et p~ est la ieme-projec-
i E 1 1 1 t~ ~

tion c anonique.
- Si (C. 1 C ’ ) est un couple de catégories d’opérateurs sur une

classe S , la catégorie joint H’ de C ° et C ° par S admet pour classe



302

sous- j acente la réunion disjointe de C , S et C , 1 pour sous- catégories

pleines C * et C’ , la composition entre éléments de S et C (resp. et
- -

C) correspond au fait que C 
» (resp. C ’ ) opère sur S . Un ( C , 1 H ) -

projecteur est un élément b de S tel que les relations h’ E S et a ( h’ J =

= a(h) entrainent l’existence et l’unicité d’un élément g E C vérifiant

h’ = g.~h.
- ~ ( C ’ , C ’ )® désigne la catégorie des transformations naturel. -

les de C ’ vers C ’ , dont les éléments sont les foncteurs de C ’ * vers

8 C ’ ; E3 C. * désigne la catégorie des quatuors (ou « carrés cartésiens» )

de C ’ , munie de la loi longitudinale. Une limite inductive s’identifie à

un ( C , ~ ( C’ , C ’ )® ) -projecteur, où les transformations naturelles

constantes sont identifiées aux éléments de C .
- -

- Un foncteur p de C ’ * vers C * est noté (C. , p , C ’ ) , où p
- 

- -

est une surjection de C sur une sous- classe de C .

- Soit p = ( ~ , p , C ’ ) un foncteur, où % est une catégorie pleine

d’applications. Supposons que e appartienne à C~ , que r soit une rela-

tion d’équivalence sur p ( e ) , que T soit la surjection associée à r . On

dit que e’ 6C* est une p - structure quasi- quotient de e par r s’il existe

j E e’ . C ’. e et k k 6 ? vérifiant .

b ) Pour tout h E C ’. e tel que p~~~~’.r", il existe un h’

unique dans C vérifiant h = h’ . j .
Alors ( k , ~~~, ~ /’~ est appelé un ~-projecteur.

1. Difinitions.

Désignons par M une catégorie pleine d’applications, ayant pour
classe d’objets un univers et par (If, 7T ) son foncteur produit natu-

ralisé canonique [ 21 . .
Soient I une classe de M,, p = ( ~ , p , C ’ ) un foncteur fidèle,

e un élément de C~ et ( ei )i E 1 une famille de C 0 * .
D E FIN IT ION. Un élément f =. ( p ( e ), f , n p ( ei )~ de ~Î( est dit

p - concordant pour ~~~~~7~ si, pour tout i dans 1 et pour tout



303

dans où j J il existe f u dans

tel que soit ’l’application partielle
où

MB/x représentant  x + &#x3E; + e 1 où xi = x.
i A

Soient ~~fC’~,C’) un foncteur et (~.).~r une famille de
foncteurs ffC’, q i, ~~ïc7’ Posons A = ( p ; q, ( qi)ie 1) et notons SA
la classe des triplets /=("e, 1 1, ~~’c~ vérifiant :

pour tout

est une application p - concor-

dante pour
- A A

Si Il Ci désigne le produit canonique de la famille ( Ci )i E 1 de
1 J 1 1 ~ A 

t 1

c atégories, ( C ’ , fl C ?) est un couple de catégories d’opérateurs sur la
. 

1 e I 
Z

classe SA pour les lois .

si, et seulement si,

si, et seule-

ment si, /3( à~ ) = ê ~ , pour tout i E 1.

Soient S’ une sous- classe de SA, stable pour ces lois et T fs,~ A)
la catégorie- joint par S’ des catégorie,s C * et Il C i .i EI 1

D E F IN IT IO N. Un ( C ’ , T (S,~ A~ ) - projecteur f est dit un ( S’, A ) - produit
tensoriel naturalisé de a,( ~), et ~( f ) un produit tensoriel de a ( f ). On

dit que ( S’ , A ) est à produits tensoriels si T (S,~ A) est à C. - projections
(1 ~ .

CONVENTION. Nous remplaçons ( S’ , A ) par A, si

Il existe un foncteur PI = ( ~ , P1, 7.~, ~), dont la restriction
à S’ est fidèle et admettant p , q et Ft ( 11 ~.~.) pour restrictions.

{~7 
tEÎ 1 i e I ~

Soient m’une classe de classes, contenue dans ? et q’ _

- ( C ’ , 1 q ’ , 1 C’*) un foncteur. Posons B = ( p ; ~, 1 q’ ) et désignon s par

*) T t T)* 

) Pour simplifier on pose I - t au lieu de r - { il.
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la classe réunion des SA’ par C’l o-’ la catégorie somme des

catégories où et

CONVENTION. Nous remplaçons B par ( p ; q ) (resp. par p ) si 1

(resp. si
est un couple de catégories d’opérateurs sur la

classe pour les lois :

si, et seu-

lement si,

si, et seulement si, I - j et ~3 ( g~ ) = e’ pour tout j dans j
~7t 

~ ~ 
~Ï7t Soit T ~o la catégorie-joint par S ~o des catégories C. * et

l’ I %1 1 . Il existe un foncteur P - f~~ T/1 &#x3E; admettant les foncteursB

Pr pour restrictions, où I E ~Î(ô . Pour que / , ( êi )i E j) soit

un ( C ’ , Te ~7’ o ) - projecteur, il faut et il suffit que ~ f 
l ~ 

soit un

projecteur .

DEFINITION. L~fC’, 7- ?’ o~-~ro/ec~~r / est dit un B -produit tensoriel
A 

B 
A

naturalisé et 8 un B - produit tensoriel de a,("/~. On dit que B est à

ili- produits tensoriels si ~D ~r’ o es t à C* projections. Si est la

classe de toutes les parties finies des entiers naturels, on dira que B

est à produits tensoriels finis.

NOTATION. (0, @) désigne souvent un foncteur fC’, 7",.)(resp.
(C, ~ 7’ ~7t o))-projection naturalisé et l’on dit que A (resp. B) admet

 o , ~) pour foncteur produit (resp. ~R’ 0 -produit) tensoriel naturalisé.

2. Propriétés.

1° J COMMUTATIVITE. Soient I et j deux classes de ? , ~ une
bijection de I sur / . Supposons que

et pour tout 1 e 1 .
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Noton s d la bijection de T A sur T A, :

où

P R O P O S IT IO N 1. Si v E ( T’A )o admet un A - produit tensoriel ê , d ( v )

admet un A’- produit tensoriel ê’ et il existe y dans C,~, tel que a, (‘y ) = ê

et f3 ( y J = ê’.

D E M O N ST R A’I’IO N . Si P’ est le foncteur proj ection vers m correspondant
à TA’ 1 il existe une bi j ection g de P ( v ) sur P’ ( d ( v )) , telle que : Si

,. Ã Á ,

f = ( ê , f , v ) appartient à SA (resp. f i = ( ê~ , f i, d ( v )) à SA’)’ f’ _
=  ê , f g , d ( v» appartient à SA . (resp. f ~ = ( ê~ , f i , g - i , v ) à

sA Il existe donc une bij ection e de SA sur SA. et, si Î ES A et
A A A A A A

h E C , l’ on a : e ( h , f ) = h . {¿ ( f ) . Donc si 1 est un A - produit ten -

soriel naturalisé, {¿ ( f ) est un A’ - produit tensoriel naturalisé et réci-

proquement.

2°) COMPA TIBILI TÉ A VEC LES LIMITES INDUCTIVES.

Soient i un indice déterminé de 1;

v un élément de K ’ ° une catégorie. Sup-

poson s qu’il existe un -projecteur
et que A admet un foncteur produit tensoriel naturalisé (0, @) .Notons

le foncteur défini par

où et

et 7~. l’ application ( ~o , -q i , C ’ ) , définie par :~ 
° - ~ ~ i

où

PROPOSITION 2. est un . projecteur
et si es t un

projecteur.
....

D E M O N S T R AT I O N . Noton s (h , v) l’élément de défini

par posons , pour tout



306

k E K~ . D ésignons par y., 1 = (s 1 ’ ’Ty , ~ v , cp ) un élément de ~2 (C ’ , K ’ ).
Si u est un élément de .jj p , q i ( êi ) , par définition

tEJ_ _.

contient un élément Par suite

appartient à Supposons m E K ,
et

et

Posons, pour tout k E K~ ,

Alors 7=(q(g P , qi , w ) appartient à ~2 ( C ° , K ° ) . P ar hypothése~lors ~ = (! 

( 1 -;¡U, . y) appartient à K ( C * , K ). Par hypothèse
s = q Z( s ) est une limite inductive de qi. y; il existe donc un ~~, unique
dans C ’ , tel que : gu , 8 qr. 1j; = -;¡. Soit g = ( p , q (S 1)’ g , f((S, v )))
l’application définie par

où

Si la condition de la proposition entraîne l’existence d’un
et d’un tels que Donc

soient où

pour En posant

on a En effet,

Il en résulte que g est p- concordante pour où
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est égal à S, et Ê = ( s 1 , g , 1 ( s , 1 V JJ appartient à SA . 
A A

Il existe donc un élément unique y dans C, tel que y. f = g , 1

où f = @(( s’ v )) . Dans TA , l’on a les relations

car la restriction de P j à SA est fidèle. Donc

et

en identifiant y à une transformation naturelle de foncteurs constants.

Supposons que y’ E C vérifie y’ . ~ v ( T ( k )) _ ~’~ ( k ) . Donc, pour

tout k E K ’ et tout u , l’on a :
0

D’ où car est limite inductive de

Comme la restriction de PI à SA est fidèle,
donc est limite inductive de

COROLLAIRE 1. est un - projecteur, si

K. Emet si p est à :ni sommes et à structures quotients faibles,o 0 0

8 ~ v , t~ est un ( C , ~ ( C ’ , 1 K ’ )® ) - projecteur.
En effet, avec les notations de la proposition 2, s est isomorphe

à une p - structure quotient de la somme, pour k E K 0 * , des q ~ . ~ (k) .

C OR OL L AIR E 2. Si qi est compatible avec les limites inductives et si

p est à m - sommes et à structures quotients faibles, v est compatible
avec les limites inductives.

Soit 9 une classe de classes :

C O R OL L AIR E 3. Si qi est à 9- sommes (resp. à 9- sommes fibrées) et si

p est à 9 sommes (resp. et à structures quotients faibles) , ~ 
v 

est à ~ -
sommes (res p. à 9- sommes f i bré es) .

Dans la fin de ce paragraphe supposons que 1 est une classe finie

et que , pour tout est un ~ 1

projecteur :
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P R O P O SIT IO N 3 . Supposons que, pour tout i E I ,. 8 qi ’ ~ i soit un

( C, ~ (C. Ki projecteur et que p . q i( gj) soit égal à la classe

U ’ 7J ( ~i( k )); alors ~ . ~ cpi 0 admet ( Si )i E I pour limite inductive.k EK. - i EI l l l

z C~

DEMONSTRATION. Elle résulte de la proposition 2 et du fait qu’un fonc-

teur d’un nombre fini de variables, compatible en chaque facteur avec une

limite, est compatible avec la famille de ces limites inductives.

COROLLAIRE 1. Si, pour tout i E I, 8 qi’~‘i est un (C, ~ (C’, Kz )®)-
projecteur, si f"8oJ K: l 0 Emet 0 et si p est à m 0 ..sommes et à structures quotients

faibles, ~ . ~ cpi admet e ( Si)i E I pour limite inductive.
i EI 

l l l~

C OR O L L AIRE 2. Si, pour tout i E 1, li est compatible avec les limites

inductives, si p est à M0-sommes et à structures quotients faibles, Q9 est
compatible avec les limites inductives.

3° J ASSOCIATIVITE. Considérons le cas où B = ( p ; q) et suppo-

sons que B admet un foncteur X’ 0 -produit tensoriel naturalisé (® , ~ ) .

PR OP 0 SIT IO N 4 . Soient K une classe finie de 0 ( Ik )k E K une parti-
tion de la classe 1 E 0 et (ê.J. lune famille d’éléments de C 0*. Si

OllE 
... 0...

P ( ~ ( êik )ik E Ik ) est une surjection pour tout k E K, il existe y dans C,~,- 

lk lk ç k Y

tel que

et

DEMONSTRATION. Posons :

Soit cp la bijection canonique de sur

L’application ~=/’. FI Kfk y est p-concordante pour ~.~~;~~e~.))~~):
_ 

k e K - 

- 

- 

l l

En effet, soient k un indice déterminé de K, zr- un indice de Ii,
où

et
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L’on a

et gu 1 appartient donc à p ( q ( ê’ ) . C .. q ( êÎ )) . Par suite, il existe un
/II. A - z- A 

- IT
y’ unique dans C tel que ~’ . ~ où 

" 

est défini par: - P "

Inversement, soient et

où si

L’application hk =f/~/~~.c~/~ définie par~~~~=/ .(p~~B~~~
u u u -- 

-

est p-concordante pour ( q ( ê ) ; ( q ( ê . )) . ~ j_ ) . Il existe donc un j 
.k

A 
- - ~k ~k k u

unique dans C tel que :

où et

Si U et U’ vérifient

pour tout

car K est supposée finie. Il suit que

et

Donc, comme f k est supposé surjectif pour tout k, on peut définir une

application (/3f/~/~af/’~ notée j;F, en posant 7~~y~~e~~=
1 k ~1~ ~ ~ est égal à ~~~ 6~-r’ Ainsi à tout k correspond une

application 1 - mais, K étant finie, toutes ces applications sont identi-

ques à une seule j, p -concordante par construction pour ( q ~~’~~~~~eK~’
Il existe un y unique dans C, vérifiant j = f’, où P ( j) = j et où

/3 ( / ) = ê. De plus
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D’où D’autre part

Comme les f k sont surj ectives, ~ Donc et

est l’ inverse de y .

COR 0 L L A IR E . Si ( p ; q ) est à Il 1 , 211 -produits tensoriels et si, pour tout
couple ( ê’ , ê" ) d’él ém ents de C; 1 P ( 0 ( ê’ , ê" )) est une surjection , 1
( p; q) est à produits tensoriels finis.

3. Existence.

P R O P O S IT IO N 5 . Supposons que ( q ~ ( e ~ ))i E 1 admette un p -proauit tenso-
A - l l E

riel e, où ê. E C.. pour tout i dans 1. Pour que ( êz )i E 1 admette un A -i to l l ~ 
’

produit tensoriel ê, 1 il faut et il suffit que ê soit une q-structure libre

de e.

DEMONSTRATION. Soit un p -produit tensoriel

naturalisé de

Supposons que g = (&#x3E; ê , 1 g ( êi )1 e j ) soit un A -produit tensoriel

naturalisé de ( ê i )i E 1 ~ P ( g ) est p -concordante pour ( q ( ê ) ; e ) . Il existe

un g unique dans C, tel que ( q ( ê ), g , e ) = g , f . Soit h = ( q ( ê’ ), h , e)
, , , ~ 

A 7 - 

~ , 

- ~ ,un élément de C , 1 où ê’ E C~ ; h = ( ê’ _h ,~, a( g )) appartient à SA et il

existe un j unique dans C, 1 vérifiant j . g = h . Posons j = q ( j ) : l’on a
j. g. ¡ = h. ¡, ou j , g = h . Suppo son s que j’ , élément de ê’ , C ~ , ê , véri-

fie q ( j’ ) , g = h . Alors

et

A I.

de sorte que : i’ = /. Ainsi ê est une structure libre de e ~ 3 ~ .

- 

Inversement, soit  g, ê &#x3E; un q -projecteur de e , où ê E Ég * et
A 0 -

g Eq(ê).C’,e. Si h=(ê’,h,(êi)iE1) appartientà SA, 1 k =(_q(ê~),h,e)
appartient à S ; il existe donc un h , unique dans C, tel que k = h . A et
un j unique dan s ê’ . C ’ , ê , 1 tel que q g - h . Or g = ( ê , g , i) est
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..o ..o

un élément de SA et P ( j , g ) = P ( h ) . Comme la restriction de P à SA
A A A A 

~ 

A - ~ A - ~ ~

est fidèle, j.g = h. Si 7’.~ ~ 1 l’on a : ~f/’~.g./= q(j).g, f=k.D’où
"- A ---- 

- 

A A

q ( j’ ) , g = q ( j ) , g et, par définition d’un q -proj ecteur, ~’ = j . Ainsi g est

un A-produit tensoriel naturalisé de ( êi )i E l’

C C)R 0 L L AIR E. Si p est à ~ ~ I ~ ~ -produits tensoriels et, si q admet un

foncteur adjoint à gauche, A est à produits tensoriels.

b°)B=p.

Dans ce paragraphe, supposons que p soit un sous-foncteur de

p’ _ ( ~ , p’ , C’ ’ ) , que C 
* soit une sous-ca’tégorie pleine de C’ * et que

C’ ’ * admette un foncteur k - somme naturalisé (II , ~ ) .
une famille d’éléments de C ’ . Posons :

0

où

où u appartient à N i :

T H E OR-E ME. (* J Pour que ( ei )i E 1 admette un p -produit tensoriel, il faut
et il suffit que e admette une ( C, p’ ) -structure quasi-quotient [2] par la

relation o- :

si, et seulement

Sl, avec et

DEMONSTRATION. Soit r la relation d’équivalence sur p ’ ( e ) engendrée

par cr et r la surjection associée à r. Il existe une application

définie par :

où

( * )Les conditions du théorème 3 de [ 3 ~ assurent, vu le théorème 2 de [3 ], l’existence
de K -limites inductives, où K E ~o , donc de M0-sommes, et de p-structures quasi -

quotients. Dans beaucoup de cas, ce sont ces conditions qui permettent d’affirmer l’exis-

tence de p-produits tensoriels.
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Supposons qu’il existe un ( C, p’r)-projecteur
[2] et posons f = k’ . k , j = p’ ( j ~ . Pour tout u E N7-~ l’ application f u est
est égale à car

Ainsi f est p -concordante pour (e’; (e Z ) i E 1 ) . Posons : f = ( e’, f , ( e i )i E 1 ) ’
Soit 1 = fe",~,OL(’/~ un élément de SMo. Par définition, pour tout i E 1- 

P _
et tout u E N i , il existe ~ dan s e" . C ’ . e-tel que p’ ( h u ) = h u et, par

suite, il existe un h , unique dans C’ , tel que i9 . F~. F~ = h ~ , pour tout
i E 1 et tout u E N7. La relation d’équivalence r~ , associée à h = ~~f~~
contient o- , donc r . En effet, si x.B~ == x’.,’--,l u’, on ai i 1 i

Il existe donc un k" unique dans ~Î, tel que k" , r = p ’ ( h ~ . D’où l’exis-
- -- - - A

tence et l’ unicité d’ un g dans C , tel que g. j = h . De plus k" , k = P ( h ~ .

Donc

soit

alors, pour tout i el et tout u dans N2013, l’on a :

et comme e est une somme,

ain si g’ est identique à g .

Inversement, soit f = ( e’ , f , ( e ~ ) i E 1 ) un p -produit ten soriel natu-

ralisé de ( et )i E 1- L’existence des f u entraîne l’existence et l’unicité
- 

~ ~ 
-- - -

d’ un j dans e’ . C’ ’ , e , vérif i ant j , s Z , s u = f u , pour tout i E 1 et tout

u E NT. D’après ce qui précède, la relation d’équivalence associée à j =

P, ( 1 "r» )est compatible avec la relation r. Soit h un élément de e" . C’ ’ , e,

où e" E C~ , tel qu’ il existe un k" dans ? vérifiant p’ ( h ) = h = k" . r.
L’application k". k est p -concordante pour (e" ; a(’/~, car ~(~ . ~-. s u ) (xt )
est égal à

Soit h l’élément de Il existe un g unique dans C,
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A - A

tel que h = g . f . Pour tout 7 e l et tout u eN-, l’on a :

. Donc

alors où et

Donc

COROLLAIRE 1. Si de plus p’ est à ma -sommes et si e admet une (C, p‘) -
structure quotient faible [ 2 1 par u 1 P ( f ) est une surjection.

D E M O N ST R AT I O N . Si p’ est à m o -sommes, l’ application k du théorème

est une bijection et, si j est une surjection, f en est aussi une.

C O R O L L AIR E 2. Si C ’ * est à m a ..sommes et si p est à structures quasi-

quotients, p est à ~o -produits tensoriels.

P R O P O SIT IO N G . Supposons que C * soit à ~o -sommes et p à structures

quasi-quotients. Soient ( h i )_i E 1 une famille d’éléments de C , 1 telle que h-r
soit un p -épimorphisme et h 

i appartienne à C 0 *, pour tout i E j = I - i ,

et h un p -produit tensoriel de ( hi )i E 1. Alors, f3 (hJ est une p - structure

quasi-quotient de a, ( h ) par la relation d’équivalence r h’ associée à

h = p (h).

DEMONSTRATION. Soit (k, f3( kJ, r, j, a,(h)) un p"-projecteur, où r est
la surjection associée à rh . Il existe un élément unique y dans C, véri-

fiant y, j = h .
A A -

Soient f (resp. f’ ) un p -produit tensoriel naturalisé de ( a.( hi ))i le 1

(re sp. de
et Si et

l’on a :

Il est une application 1 =f/3f/’~/ a, ( f’ )) , 1 définie par

L’ application 1 vérifie :
, ,

et il existe ,
dans C, 1 un l u unique tel que

et
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pour tout u dans Ni. Soient v EN., 1 VI = il h.( v J, où z’ ~ i :
’ ~ ’ L~-~~’

l’application l’ est égale à j. IV 1 donc à ~~/’./~~ et 1 est p -concor-

dante pour (~f/~;OL~/’~. Posons /=f/3~~/_,OL~/’~/ il existe un y’

unique dans C tel que y’ , l’ = 1.

Soit on a

D’où ou encore D’autre part

car

et II h ~ est une surjection. Donc y . y’ = f3 ( y ) et y’ est l’inverse de
- i EI 

l 
,

y 
.

COROLLAIRE, Avec les hypothèses de la proposition 6 , 1 supposons que
- A A

hi - qi(hi), pour tout i E1, où A = (p~ q~ (R’i)i EI)~ Si (hi)i E j admetun
A A A

A -produit tensoriel h , 8(h) est une p , q -structure quasi-quotient de a, (h )
par la relation g ( rh ) , où g = p ( g ) et g . a. ( h ) , a. ( h ) &#x3E; est un q -pro-

j ecteur ~ 2 ~ .

DEMONSTRATION. En effet, si (k, e, r, h) est un ~-projecteur, si

~g’.,C3(h),~C3(h)~ et ~g.a(h), a,(h)) sont deux q-projecteurs et si
A r, A

h est une q-projection de h , (k’, e’, r’, h ) est un (p , q)"-projecteur, où
À’ est la surjection associée à la relation image par g de la relation

d’équivalence associée à r.

PROPOSITION 7. Supposons p à Mi 0 -sommes. Si pour tout i E 1, h Z est

un p -épimorphisme, h = II (h.J est un p -épimorphisme. Si h ~ E e" . C ’ , 1
- i E 1 

l 
._ - - 

l 
- -

pour tout i E I , où e" E C* 0, 1 l’élément h’ de e" . C’ , e, véri fiant h’ , si =

= h ’1 pour tout i E I, est un p -épimorphisme, où ata( h i ) _ ( e , ( s Z ) i E 1 ) ’l 
i EI 1 l l ~

DEMONSTRATION. Posons Supposons que

vérifie Pour tout i E 1, il existe un

gi unique dans C, 1 vérifiant

et
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Il existe aussi un et un seul g , vérifiant g. s’. = gi, pour tout i E 1. Donc:

/. ~ . ~ g.~’.~ = g , h , s ~ . On en déduit que g est le seul élément de C ,

vérifiant p ( g ) = g et g , h = f .

Supposons ~3 ( h ~ ) = e" , pour tout i e I. Soit f un élément de C,

vérif iant

et

Pour tout i E 1, il existe un g t unique, tel que :

et

donc Comme est une surj ection,

p ( gt ) = g’, pour tout i e 1, et, p étant fidèle, h’ est un p -épimorphisme.

P R O P O SIT IO N 8 . Supposons p à ~ o -sommes et à structures quasi-quo-
tients. Si, pour tout i e Il hi i est un p -épimorphisme, et si T est un p -

produit tensoriel de ( hi )i E 1, ~( h ) est une p -structure quasi-quotient de

a. ( h ) par la relation d’équivalence rh, associée à h = p ( h ) ~

D E M O N S T R A T IO N . En repren ant les notations du théorème précédent,
soient : =~,rrT,.~~~~,,~~,r;(resp.~’,ff~..7"’~.~~.,~,~’,
r’ ), la somme naturalisée, la relation, la surjection engendrée par cr (resp.

par or’), correspondant à ~~~~-~; (resp. à (~3(h))i E1). L’élément
h" de C vérifi ant ~’-.~~ .~-=~’.~ .~~, pour tout i E 1 et tout u eN. 

i

où u’ est égal à rl h i ( u ), est un p -épimorphisme, vue la proposition
z 6 /2013? ~

7 . Soien t

et

des p’-projecteurs, où ;"’ est la surjection. associée à rh. Supposons x et

x’ dans 1 et

Il est une applic ation 1 = ( ~3 ( j" ) , l , a. ( j’ )) , 1 défini e par U y ) = j ".~ j ( x ) ,
où y = h ’(x). Comme 1 vérifie 1. h’ = j" , j , 1 il existe un 1 unique dans

C , 1 tel que 7-.-h " = f" . j. Soit h" l’ application vérifiant h" , r = P. h’ et
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supposons y et y’ dans et

on a donc ou encore

P ar suite, il existe un ’ unique dans C , 1 véri-

fiant

D’autre part, h est compatible avec rh et il existe un y unique ,
tel que

L’ona:

Comme l’ on a De plus,

Comme h’ est un épimorphisme, et est l’ inverse de

COROLLAIRE 1 . Sup posons que p est à m o -sommes et à structures quo-
tients faibles. Si hi est un p -épimorphisme pour tout i dans I , tout p -

produit tensoriel de ( h Z )i E 1 est un p -épimorphisme.

COROLLAIRE 2. Avec les hypoth èses de la proposition 8 , si hi = q 1 ( h i )
où A = ( p; q, ( q z .) . z EI ), et si h est un A -produit tensoriel de ( h z .) . z EI ,
alors f3( h ) est une p , q-structure quasi-quotient de a, ( h ) par la relation
g(rh), où g = p(g), et ~g. a.(h), a(h)~ est un q-projecteur. 

.

Si de plus p est à structures quotients faibles et si p . q( h ) est

une surjection, h est un p . q-épimorphisme.

4. Exemples de produits tensoriels.

1° ) Désignons par R un anneau et SR le foncteur d’oubli de la

catégorie des homomorphismes entre R -pseudo-modules à droite : ~R est

à ~o -produits tensoriels.
Si R admet un élément unité, désignons par 8R le sous-foncteur

de Sp, 1 foncteur d’oubli de la catégorie des homomorphismes entre R -

modules à droite : 8R est à mo -Produits tensori el s.
Si R est commutatif, un 8 R -produit tensoriel est isomorphe au

produit tensoriel de R -modules au sens usuel.
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REMARQUE. Dans ces exemples les conditions des propositions 2, 3 et 4

ne sont pas vérifiées. Toutefois, en tenant compte du fait que les caté-

gories a ( DR) et a ( DR) sont préadditives, on peut prolonger les démons-

trations de ces propositions de sorte que les conclusions soient encore

vraies.

2~ ) Soient 1 et deux

couples de familles d’anneaux.

Notons q (resp. q 1 , resp. q 2 ) le foncteur d’oubli de la catégorie
des homomorphismes entre

(resp. resp. multimo-

dules vers la catégorie des homomorphismes entre groupes abéliens 6~;

p 6a est le foncteur d’oubli de ,6~ vers m.
Posons A = ( p~a; q, ( q 1 , q 2)) et désignons par S’ la sous-classe

de SA formée des triplets vérifiant

où

et
’ 

Alors ( S’ , A ; est à produits tensoriels [6 ] .

3 ° ) Soit 8 le foncteur d’oubli { 4 ~ de la catégorie des applications
continues vers m. 8 est à ? -sommes et à structures quotients, donc à
mo-produits ten soriels .

Le e -produit tensoriel T d’une famille ( T’i )i E 1 de topologies
peut être défini ainsi :

Un ouvert V de T est une sous-classe du produit des classes

sous-jacentes aux topologies T i , vérifiant : pour tout ( xi )i E 1 dans V

et tout i 6/, il existe un voisinage v-7 de x7 dans T Z tel que, pour tout
x’ de vi , u Blx" appartienne à V, 1 où u = xi&#x3E;i E 1- i ’i

Remarquons que la topologie T est plus fine que la topologie
produit. En particulier, les topologies T i peuvent être compactes sans



318

que T soit localement compacte : c’ est le cas du 9-produit tensoriel de

deux int ervalles de R .

4~) Le foncteur pç2 , foncteur d’oubli de la catégorie des applica-

tions ordonnées, est à ? -produits tensoriels : Une famille «Mi, »j , 1
de classes ordonnées a pour ~o -produit tensoriel ( ~ M i ,  ) , où la rela-

i EI 
tion d’ordre est définie par : (x~)i E 1  ( xi )i E 1 r si, et seulement si, il

existe une sous-classe finie I" de I, telle que xi  xi , si i appartient à

/B et x ~ = x i , si i appartient à I - 7B

Le sous-foncteur pQ, , où n’ est la catégorie des applications
ordonnées strictes, est e-stable.

Si (( Mi ,  ))i E 1 est une famille de classes sous-préinductives

(resp. f -inductives, resp. /-sous-pré-inductives [2]), son p ~ -produit ten-
soriel est une classe sous-préinductive (resp. f -inductive, resp. f -sous-

préinductive). P ar suite, si p est le f oncteur d’ oubli de l’ une des caté-

gories gPs, ~f U, ~~S , le pçà -produit ten soriel de M = (( M i ,  )) i E 1 est

isomorphe à une pq-sous-structure du p -produit tensoriel de M , dont le

théorème 3 de [ 3 1 assure l’ existence.

, 

50) Les foncteurs 
, 

pn , pn-" pg , p~ , p~ , 1 ~6~ ~6 et ~6"
sont à jt! -produits tensoriels.

PROPOSITION 9 . Une famille ( M Z )i E 1 de classes multiplicatives admet
pour pn-produit tensoriel naturalisé (( 11 Mi)*, ri M.~M’~.~J, où

~ 
z e 1 / ~ 

z e 1 7 
~ ~ ~ ’

f Mi)’ a Pour loi : (x~~i EI’(xi~i EI est défini si, et seulement si, il

existe un i dans I et un u dans Ni- tel que

et que x’ , x- est défini dans 1VI-:~. Le composé est égal à uV x!:-. x~.Z Z 1 Z Z 1

DEMONSTRATION. En reprenant les notations du théorème d’existence,

la relation d’équivalence engendrée par c- est compatible avec la loi mul-

tiplicative de e .

PROPOSITION 10 . Soit f un pg-produit tensoriel d’une famille ([ Gi~ ~i EI
de graphes:
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est une surjection et

est un pg -épimorphisme.
b) Si si es t un

élément de

c) Soient ( xt )i E 1 un élément de a,( f ), ~ Cx . ~ la composante de1 ~ 7
xz 

z 
dans ( G~ ~ pour tout i dans 1, ( Cz ~ la composante de .

dans ~3( f ) , alors

et

D E M O N ST R A T IO N . f est une surjection,, vu le corollaire 1 du théorème

d’existence. Soit ( x Z ) Z E 1 r un élément de a, ( f ) : .’

On en déduit que, pour tout z 6/3~/~, OL~~~~~~ et que ~/3~/~ a
autant d’éléments que 8(Î) de composantes. De plus la relation compati-
ble avec a et j3 1 engendrée par la relation cr du théorème d’existence,

n’identifie deux éléments xi. de f[G.],M~ et x... de (~[G.~],~"~ que

si ~B/x.~ et u" W xi,, sont dans la même composante dans il [G.].
i, ~ i" ~ ie 1 

1

PROPOSITION il. Soient fG’~. , une famille de graphes multiplicatifs,
Î ~re~. /~ un ~h~-~ro~~ (resp. un pg -produit) tensoriel naturalisé de
~~z6/ ~~’ ~ ~~~z67~’ Alors ~~~=~g~~ ~ ~r/~ ~ i j&#x3E; 1 ~ j resp. de  1 1 ] ~ ~ j &#x3E; . A iOrS Ph, f) = Eg ~. &#x3E; et [ /3  f &#x3E; ] est

isomorphe à /3~/~. La loi de composition sur a(/) est définie par:

/~~J~J./~~’J.~~ est défini si, et seulement si, il existe i dans 1

et u dans Np tels que

et que xi , xi est défini dans Le composé est alors égal à
En particulier, si xl est un inverse à droite de xi dans
est un inverse à droite de dans

DEMONSTRATION. En effet, la relation d’équivalence engendrée par cr
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et compatible avec a, et /3 est bicompatible.
Soit J~~ l’idéal usuel de JQ’ : ( G’ ’ , h , G ’ ) appartient à Jfl, si,

et seulement si, h ( x ) e G’ 0 
* quelque soit x E G.

PROPOSITION 12. Si h i est un élément de J~, , tout p’Ji,..produit tensoriel
h de ( h i )i E 1 appartient à J~, .
DEMONSTRATION. Soient f (resp. f’ ) un ~7~-produit tensoriel naturalisé
de (resp. et

un néo-foncteur défini par où

P our tout

D’où donc

Soient G * et G’ * deux graphes multiplicatifs : Notons N ( G’ ’, G ’ )

la classe des néofoncteurs de source G * et but G’ ’ ° vérifiant a, h ( x ) _

- ~ h ( x ) , 1 pour tout x de G . On peut munir NfG’*, 1 G .) d’une structure

de graphe multiplicatif N ( G’ ’ , G ’ ) ’ : h’ . h est défini si, et seulement si,

pour tout x dans G , h ’ ( x ) . h ( x ) est défini et si, pour tout ( x’ , x ) dan s

G * * G * , le produit (h’(x’).h(x’~~.(h’(x).h(x)) est défini et égal à
On pose

PROPOSITION 13 . Soit G" ’ * un autre graphe multiplicati f. Il existe y

dans n~ tel que

et

où G ’ * est un p 11, -produit tensoriel de ( G’ ’ , G" ’ ) .

DEMONSTRATION. Notons N(G’, (G’’,G"’ )) la classe G’.~.fG~G"’)
et f un p ~t-produit tensoriel naturalisé, de but G ’ , de ( 6~ ’, G" ’ ) . D’ après
les propositions 11 et 12 , N ( G ’ , G ’ ) est égal à Hom ~~ ( G ’ , G ’ ) et il

existe une bij ection ~deNf(7’~G",G"’)) sur N ( G ’ , G ’ ) , définie par

d ( h ) = h , où h = h . f . La bijection d induit sur a, ( d ) une structure de

graphe multiplicatif N (G ’, (G’ ’, G" ’ )) ’. Soit h un élément rG’,~~’~’))
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de a, ( d ) ; il lui correspond une application H = ( N ( G ’ , G’ ’ ) , H, G" ),

définie par H ( y ) = h y . Il est clair que H est compatible avec a et /3.

Supposons que y’ , y soit défini dans G" ’ : Pour tout x E G’ , 1 on a

et, si x’ . x est défini dans G’ ’ ,

Donc hy . hy est défini et Il existe donc un

néofoncteur Soit

l’application définie par d’ ( h ) = H . Elle est compatible avec a et f3.1
Supposons que h’ . h est défini dans N ( G ’ , ( G’ ’ , G" ’ )) ’ ; on a les rela-

tions .

est défini et égal à

est défini dans G’ ’ .

est défini et égal à

est défini dans G" ’ .

c ) Si sont définis, le produit de

par

est défini et égal au produit de

par

De a et b on déduit que h’ y . hy est défini dans N ( G ’ ,G’ ’) ’ et égal
à (hw. h )Y, pour tout y E G" . De c puis a et b on déduit que, si y’ , y est

défini, est défini et égal à

Donc H’ . H est défini dans et

, ~I1 existe donc un néofoncteur
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Réciproquement, soit K un élément de N ( N ( G ’ , G’ ’ ) ’ , G" ’ ) .

Posons K ( y ) = ky et ky = p~~ ( ky ) . Soit k l’ application de II ( G’ , G" )
vers G, 1 définie par k(x, y) = ky(x). Pour x donné dans G’, 1

De même k ( x, ~ y ) _ ~C3 k ( x, y ) . Supposons que y’ . y est défini dans

G"’, on a

et k est pyy -concordante pour ( G * ; ( G’ 1 G" )) . Il lui correspond Î dans
N~G’~G’~’.G"’)). Soit donc dIt l’application, inverse de d’, 1 définie par
~fK~~. Si K’ K est défini dans NfN(GBG")BG"’)’, F~.~
est défini pour tout y dans G", 1 et, si y’.y est défini, (k’ .~ ).f~’~.~~)
est défini et égal à f~ .~’~).~~ .~~). Les applications ~’ et k cor-

respondantes vérifient a, b et c. Comme Pfl, (1) est une surjection,

l’application d" est bi-compatible; il existe donc un néofoncteur y’,
inverse de y :

COROLLAIRE. Soit G’ * un p 11, -produit tensoriel d’une famille finie (Gl)ititn
de graphes multiplicati fs. N ( N ... N ( G. G i ) ’ , G, ~) ’, ..., Gn ) ’ est iso-

morphe à N ( G . G’)’.

Soit ( N, v ) le foncteur ( j= ~’ ) -projection naturalisé de [ 1 ~ .
Ã

PROPOSITION 14. Soient (Gz)i E j une famille de catégories, f’ un p~~-~ ~ 
A / 

" 

.

produit tensoriel naturalisé de ( G~ )i E 1. Alors f = v ( ~3( f’ )) , f’ est un

p~-produit tensoriel naturalisé de (G~)i t 1 et ~3( f ) s’identifie à une

réunion de demi-groupes; l’image, par f = p~ ( f ) , de chaque composante
de li GZ engendre un demi-groupe déterminé.

i 51 1

D E M O N ST R AT IO N . Le début de la proposition est une conséquence du

théorème 3.1 de [ 2]. Soit f’ = p ’Jl.’ ( f’ ) ; tout élément z de j3 ( f’ ) vérifie

a ( z ) = /3 ( z ) . Un chemin z de la catégorie libre L ( ~C3 ( f’ )) ’ * vérifie aussi

a(z) = f3( z ); les éléments de f~( f ) vérifient la même propriété et la
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proposition 14 résulte de la proposition 11. Remarquons que, même si I est

finie, l’ associativité n’ est pas vérifiée dans le cas du foncteur p 5: .

COROLLAIRE, Pg~,, ~(C~ ~ pg sont ~-stables, en tant que sous-loncteurs

de p j: . 
DEMONSTRATION. Si (G!)iel est une famille de groupoîcies, avec les

notations de la proposition 14 , les éléments de ~3( f’ ) sont tous inver-

sibles. Un élément ~=(2~,...,~) de L ( ~3 ( f’ )) ’ ° assure l’ existence

d’un élément de , Soit

le p ~ -épimorphisme canonique :
et

Ainsi, li( f ) est un groupoide et p y est o -stable.
g

P RO P O SIT IO N 15 . Il existe un foncteur ( ~a, ~ ) -projection naturalisé
À

( E, 1 8 J. Soient ( Gi)i E 1 une famille de groupes abéliens et f’ un p ~ -~ ~ 
/ ~ A

produit tensoriel de cette famille : 8 ( f~( » f’ = f est un p ~ -produit
a

tensoriel naturalisé de ( Gz ~i E 1 ’ °

D E M O N ST R AT 10 N. Si G * est un groupe, le pJ -épimorphisme

est un ( 6~,6)-projecteur, où r est la surj ection as sociée à r et r la

relation bi-compatible engendrée par ( G, A , G ) : .’

( x’ , x ) E A , 1 si et seulement si, il existe x 1 et x 2 dans G,

tels que et

Remarquons que 8(Î) est isomorphe au produit tensoriel usuel.
Soit / ? = J ~7’ ~ ? . l’idéal usuel de ? :

PROPOSITION 16. 1 Soit hi un élément de j j: . Le produit tensoriels h

d’une famille (h i Ji E 1 r de foncteurs appartient x / 9: .

DEMONSTRATION. En effet, h est une (9:, n’) -projection d’un néofonc-
teur appartenant à j n’ et appartient donc à j 9: .

Dans ce paragraphe, supposons que I est une classe finie. Soient
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~~z’~z’~z’6; une famille de ( p , J ~ ) -suites exactes courtes, où 6.=

= (~z’~z-~p est une ( p ~ , ?)-injection [ 1], f un ~-produit tensoriell _l l J g 
A 

’ 
J

naturalisé de ( Ci )i E 1 , f - p ~ ( f ) et h un p ~-produit tensoriel de

~zB-6/-~~~s ~ le produit de Go:- TI ( II - C .) et M la réunion U f (r~i ),l l~ l 

_ 

l 
iE/.i 1 l 

i£/- l

M engendre une ( p ~ , ~ ) -injection c - ( E ( 1&#x3E; c , G .) et une i J j= ) -
AI engendre une ~ y, g ~ /~ ~~_ ~) et (p~ ~7~)-
suite exacte courte . Soit et

PROPOSITION 17 . Il existe y dans f‘,y tel que

D E M O N ST R AT IO N . Soient f’ un p 5: -produ’it tensoriel naturalisé de

~~~~°i))i EI de but ~3(h), 1’ = P j ( f’ ) et h i un p y -produit tensoriel . de
~~~7’ ~ et ci = Ci, si i ~ i. Pour tout i ~ l, h.h 

i est un

élément de J5 , donc h ( x ) = cz ( h ( x )) , pour tout x E M . Si y E G, il

existe n éléments dans M tels que y = ~ -xi ° par suite,
h ( y ) = a ( h ( y ).) et h , ~ l appartient à J f.. Il existe un y unique dans
~ , tel que h = y , r .

Inversement, soient un élément de 1 fl e 1 - 1 C., ~ x et x’ deux
i EI-i l

éléments de Cz y et y’ des éléments de Gr, tels que y . x = x’ , y’ . .-

D’où

puisque f u ( y ) et f u ( y’) appartiennent à M . On déduit, du fait que la
~ - 

__

relation d’équivalence associée à r. fU est bicompatible, que la relation

p,i(x") _ ,oi(x) entraîne la relation r, fu(x") = r, fu(x). Or 1 est sup-

posée finie : si, pour tout i dans 1, l’on a :

Il exi st e donc un e application définie par

Soient

De même, ~’r/3~ = /~"’f~. Soit y’ = p ~ (x’ ) un élément tel que y’.y
soit défini; il existe un élément z de GT tel que x’ . z . x est défini :
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L’application k est donc p 9: -concordante pour (/3(~/f/?(/~.))~~) et il

existe un y’ unique tel que ~ = y’ . ./B si ~ est l’élément correspondant
de~ o .

P gr
y’ est l’inverse de y. En effet,

donc

D’autre part

où

Donc p5~ f y. y ~ ./’=/’. 1 et par suite Y. Y’ = /~Y~.
Supposons que I, toujours fini, est une sous-classe de K quelcon-

que. Soit toujours « joi, 1 ~ )) ~ ~ ~ r une famille de (~cr~/or)-suites exactes
courtes, et posons Pk = C j e #~ , si ~ ~ I. f (resp. h) est un p 5: -produit
tensoriel naturalisé de fC~)., ... (resp. tensoriel de (/~z,)z, ~~)’ On pose

et où

M engendre une ( p f. , J f. ) -suite exacte courte ( r, c ) :

PROPOSITION 17’. Il existe y dans tel que ~t

La démonstration est analogue à celle de la proposition 17 .

6°) GRAPHES MULTIPLICATIFS, CATEGORIES ET GROUPOIDES

STRUCTUREES. Soient: m un univers, tel que Mo E fu ; m une caté-

gorie pleine d’applications sur (il u le foncteur M. -somme natu-
ralisé canonique dans

Supposons donné un foncteur q = ( ~ , q , H ’ ) d’homomorphismes,
saturé, résolvant à droite, #-compatible, où (il, 7Î") est le foncteur ? -
produit naturalisé canonique dans et admettant p = ( ~lÎ , p , H ’ ) pour

restriction. On suppose, en outre, que H’ 
« 

est une sous-catégorie pleine
de H ’ , que H = 1 (~9), que H~ 

* c!)]! , que H 
° admet un foncteur ? -
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somme naturalisé ( u , -E ) et que p applique 1 sur M, - .

C(p) (resp. v ) désigne soit ~Ïi ( p ) , ~’ ( p ) , ~’ ( p ~ , ~’ ( p ) (resp.
~’(,’); soit 9: (p), (p), 6’f~~ 6 ( p ) (resp. # ) [2] .

Comme p est supposé ~-compatible, ~i ( p ) est à ? -sommes.
P R O P O SIT I O N 18. Si q est (!)t!,0(’~~-r~o~~~ ~Q est à ~o -produi ts
tensoriels.

DEMONSTRATION. 0 ( p ) est une sous-catégorie pleine de K ( p ) , qui est

à ? -sommes. Si q est ( ~ , ~ ( p ) ) -résolvant, le théorème ( 1, III ) de [ 2 ]
assure l’ existence de ( ~ ( p ) , ~ ~ ) -structures quasi-quotients.

P R O P O SIT IO N 1 9 . Si q e~~ ~--~~~~ ~~ est à ~o -produits tensoriels.
La démonstration est immédiate, vu la proposition (4,111) de [ 2 ] .

DEFINITION. On dira que p est à ~o -sommes semi-régul i ères si p est

~ -compatible et si la condition suivante est vérifiée : Soit I 6 ? ; si
( hi )i E 1 est une famille de p -monomorphismes, toute somme de ( h ~ )i E 1
est un p -monomorphisme.

Les foncteurs 0, p ~ , p ~ f ~?I’ ~~’ p ~ , p ~ 
9 

sont as-
sommes semi-régulières. 

P R O P O SIT IO N 2 0 . Si p est à 0 -sommes semi-régulières, K’(p) est à

?)! -sommes.0

DEMONSTRATION. Soient I une classe de ? et ( ei)i E 1 une famille

d’unités de K’f~ où ei = (C;, t~ ) . Posons :

et

on a . Posons

si toi est la p -sous-structure de t~ i telle que p ( t.i) = c /0; alors p( to) _
= Il 1 C: ~° = c. 

* 

et s’. ~ est un p -sous-morphisme de s~, vu l’hypothèse.
z EI 10 0 1 l

Par définition, il existe A~ _ (tto’ ~c, i , t~) et 8z = ( tZO’ ~ i’ t~) dans

ac ( p ) , 1 où a. ~ 
i 
et f3 i sont les applications source et but de C 1 * :
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et

Ainsi, e = ( C ’ , t ) appartient à ~’ ( p ) et il existe, pour tout i E 1 , s i

dans ~.K’f~.~ tel que 1J{ = ~ et n’ = s~.z 
_. 

.~. z z K p z Z z i

Supposons qu’une famille ( h i )i E 1 d’éléments de K ’ ( P ) vérifie

a.( hi ) = ei et ~( hi ) = e’ . Il existe un î (resp. un g ) unique dans a(p)

(resp. dans ~(.’ ) vérifiant, pour tout i 67, g . s . Z = h i (resp. Ç.7. = é.&#x3E;, 1

où h. = pH’(h.) et ~,=~~/~,~ Comme ~~~~,~~ il existe un°Ù h 
1 
" P ii  h 1 ) et h 1 " P K,  h 1 ) . Comme P  1 ) ~ _Jl il existe un

et un seul g dans ~’ ( p ) vérifiant g . s i = h i ~ pour tout i dans l.

PROPOSITION 21. Sup posons : q est r -étalant et p est à ~o -sommes
semi-régulières et admet une section maximale. Si une famille ( e i)i E 1
d’unités de P ) admet e pour ~7~q -produit tensoriel, pv ( e ) est un p -

P~°~Uit , t~’~S°~i 
, 

~~ ~~  
v v 

V  ~ i ))1 e i . produit tensoriel de ( p ~ ( ei ))i E 1.
La démonstration résulte du théorème ( 2, IV ) de [ 2] . Par exemple,

le produit tensoriel d’une famille de graphes multiplicatifs, de catégories
ou de groupoides topologiques (resp. ordonnés) a pour graphe multiplicatif,

catégorie ou groupoide sous-jacent un produit tensoriel des graphes multi-

plicatifs, catégories ou groupoide s sous-jacents. 
-

PROPOSITION 22. Si q est dénombrablement engendrant pour M, est
à ~o -produits tensoriels.

Le théorème ( 1,1~) de [ 2 ] indi que que q est (?,0~~-résolvant
(voir appendice de [ 3 ] ) . Par exemple, la catégorie des néofoncteurs (resp.
des foncteurs) doubles est à Mo -produits tensoriels.

Remarquons que la proposition 18 reste exacte si 0~) ~n~~/
~C ( p ) est à ? -produits tensoriels si q est .--engendrant ou dénombra-

blement engendrant pour M.
A A 

~

Soient H’. et H". deux sous-catégories de H ’ , contenant Hp,
stables par produits et vérifiant la condition ( cr ) [ 1] , relativement à

(~~, q). Posons

et

~ 1( p ) (resp. ~ 2( p ) ) représente la sous-catégorie pleine de ~ ( p ) ayant
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pour unités les couples (C. 1 t J, tels que :

( [ C ’] , t ) soit un graphe ( p , H’ ) (resp. ( p , ( H’ , H’ )) ) -structuré
si ~(p) _ ~’(p) ou ~’(p).

(C ’, t) soit un graphe multiplicatif p (H’, H ") (resp. p ((H’, H’) , H ")) -

structuré si ~(p) C 5t’( p ).
Les propositions 18, 19 et 22 restent valables, en vertu du théo-

rème (l,nI) de [ 2 ] , si l’on remplace 0(p) par ~ 1 ( p ) ou par (j2(P)’
7°) Soient 5~ la sous-catégorie pleine de 5 ayant pour unités les

topologies séparées et 0’ son foncteur d’oubli vers m. Posons T)s =

- ( ~ ( 8 ) , ’~ S , ~‘ ( B S )) , où ’~ S est une inj ection canonique et e~ -
- 

- 

c~ 

- 8 f. , ~ , où ej= est le foncteur projection de ?(9) vers ? :

PROPOSITION 23 . ( e f. ; ~S) est à ~o-produits tensoriels.
DEMONSTRATION. D’après la proposition 19, e ~. est à ? -produits
tensoriels et, d’après le théorème 2 de [ 4 ] , s admet un foncteur adjoint.

Soient LI la catégorie des applications uniformes au-dessus de M,
T son foncteur projection canonique vers Î et p ~ le foncteur projection
de vers 3B On rappelle que ~ ( 6 u ) est la catégorie produit fibré

T~ p ~’ et que son foncteur projection vers ~ ( 6 ) est noté q [4 ] .

PROPOSITION 26.f9~;~~ est à M,,, -produits tensoriels.
q admet, en effet, un foncteur adj oint q’ .

5. Remarque.

Soient donnés : p =  % , p , C ° &#x3E; un foncteur, ( D , C ’ ) une catégorie

p -dominée (i.e. C * est munie d’un foncteur  Hom-interne &#x3E;&#x3E; ) et e , 1 e’ deux

unités de C.. Le produit tensoriel e 1 ® e 2 considéré dans [ 7 ] , [ 8 ] et

[ 9 ] est une D e 1 -structure libre associée à e 2. Nous dirons D -produit
tensoriel.

Considérons les conditions :

a ) p est fidèle.

b ) p est à ? .-produits.
c ) Quelque soit ( e, e’ ) appartenant à C~ x C~ , il existe une p -



329

injection telle que et

où

PROPOSITION. Si p vérifie les conditions a, b et c, il existe un foncteur

« Hom -interne » D tel que D ( e , e’ ) = a ( j ~e’ e~~) . Dans ce cas les notions
de D -produit et de p -produit tensoriel coincident.

DEMONSTRATION. Supposons les conditions a, b et c vérifiées. Soient
,

e , e 1 deux unités de c * et h un élément de C* e . Il existe un élément

bi en déterminé D ( h , e 1 ) tel que :

et

où 1( g ) = h . g . Soient e 2 une autre unité et h’ un élément de e ~. C ’ e ~.
Posons

où

Il existe un h bien déterminé tel que si

= p ( h’ ) et un D ( e , h’ ) bien déterminé tel que :

et

où

Ainsi est défini le foncteur D.

Soient e , 1 e 1 et e 2 trois unités de C ’ . Posons

pour

Un élément de détermine

une famille d’éléments de

Posons et

D’autre part,
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Il existe donc une application k telle que /’ ~ = h 2. Par suite il existe

un morphisme bien déterminé T~f~ tel que /~.7~~=~. De plus si

af~ = ?. 1 on a 77/~.~ ~ D~~~.~~~~. °
Inversement, soit f un élément de D~.~J.C’.c ; posons

où

Quel que soit h’2 est un élément de Posons

où et

L’application définie par

vérifie j 2. k = h 1 . Par suite, il existe un élément bien déterminé 9 1 tel

que 12. hl = h 1. Ainsi quelque soit x 1 élément de p ( e 1 ), h" 1 appartient
à et est élément de

on a

De plus, et et la proposition en résulte.
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