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PR EMIER E PARTIE

LES T- ESPACES ET LEURS APPLICATIONS

INTRODUCTION

De nombreux auteurs ont été amenés, pour des raisons diverses,

à introduire et à étudier des structures voisines des structures fondamen-

tales d’espace topologique et d’espace uniforme. Parmi les principales,
on peut signaler les espaces pré- topologiques de G. Choquet [ 2 ] , les

espaces quasi- uniformes de D. Tamari [ 7 ] et les espaces de proximité
de Yu M. Smirnov [ 6 ] . Fondées sur un outil privilégié (convergences
des filtres, entourages, relations de proximité, etc... ) chacune de ces

théories possède un vocabulaire propre et des méthodes particulières.
Dans un but unificateur, on montre que la structure de T - espace introduite

ici et pour laquelle on dispose simultanément des principales notions de

caractères topologiques telles que : voisinages, adhérence, proximité,

éloignement, continuité, etc... ) constitue une généralisation commune de

ces structures dont on donne diverses caractérisations et qu’elle est ap-

propriée à une étude systématique des ~ structures de types topologiques»
dont les propriétés fournissent de nouvelles applications aux espaces topo-

logiques et aux espaces uniforme-s.

L’étude des T- espaces définis sur un même ensemble met en

évidence plusieurs procédés permettant d’associer à un T - espace d’un

type donné, un T - espace d’un autre type donné. Ces procédés permettent
d’étudier l’ensemble des T- espaces d’un certain type, compatibles avec

un T - espace donné, ce qui fournit en particulier plusieurs caractérisations
des espaces topologiques faiblement proximisables, proximisables et uni-

formisables, ainsi que des espaces de proximité faible et de proximité.
L’étude des espaces pré-uniformes associés à un espace topolo-

gique conduit à diverses caractérisations des espaces topologiques quasi-
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normaux, normaux, localement quasi- compacts et localement compacts qui

complètent et généralisent certains résultats connus démontrés par R. Doos

[ 4 ] et P . Samuel [ 5 ] .
Ces résultats sont obtenus de façon interne en n’utilisant que des

T- espaces définis sur un même ensemble, sans recours à des compacti-
fications ou à des complétions. De même, la notion de famille dyadique
continue évite l’usage des fonctions numériques continues qui ne figurent

que dans un seul théorème indépendant du contexte et qui est destiné à

montrer que certains des résultats obtenus donnent en particulier de nou-

velles démonstrations de propriétés classiques telles que le premier théo-

rème de Urysohn.
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1. INTRODUCTION DES T’- ESPACES SIMPLES

1. 1. Les T’ - espaces si mples.

D E F IN IT ION 1. 1. 1. Une T’ - application sur un ensemble E est une appli-
cation p de P ( E) dans l’ensemble J{( E) des parties non vides, héré-

ditaires à droite et filtrantes à gauche de ? ( E ) , vérifiant :

...

Par exemple, toute topologie sur E détermine une T - application

p pour laquelle p (X ) est l’ensemble des voisinages de X.

L’ensemble lÉ ( E ) des T - applications sur E est ordonné par la

relation Pl C P2 ( ~02 est plus fine que pl ) et il est muni d’une loi de

composition pour laquelle P = Pl 0 P2 est caractérisée par

Il en résulte facilement que ~( E ) est un demi- groupe réticulé

complet entier avec zéro.

DEFINITION 1. 1. 2. Un T - espace simple est un ensemble E muni d’une

T - application p sur E qui détermine une T - structure d’ordre p .

Par exemple, tout espace topologique est un T - espace simple.

D E FI N IT IO N 1. 1. 3. Une relation de proximité sur un ensemble E est une

relation binaire 8 sur ~ ( E ) vérifiant :

La négation S d’une relation de proximité S est une relation d’éloignement.
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PROPOSITION 1.1.4. Entre l’ensemble des T - applications p sur E et

l’ensemble des relations de proximité 8 sur E, il existe une bijection

canonique caractérisée par la condition :

« Y 8x équivaut à l’existence d’un filtre plus fin que p (X ) porté

par Y».

La démonstration est laissée aux soins du lecteur.

C O N SE Q U E N C E 1.1. 5 . Un T - es pace simp le sur un ensemble E peut être

caractérisé par une T - application p, par une relation de proximité 8 ou

par une relation d’éloignement 8, ces trois éléments étant associés.

Soit ( E , p ) _ ( E , ~ ) _ ( E , ~ ) un T - espace simple.
Les éléments Y E p ( X ) sont les p -voisinages ou les voisinages

d’ordre p de X et X est alors p -intérieur à Y.

Si Y 8 X, alors Y est p -proche de X et X est p -adhérent à Y.

Si Y 8" X, alors Y est péloigné de X et X est p -extérieur à Y.

REMARQUES 1.1.6. Pour X =1=0, les parties Y p -proches de X sont les

éléments de la grille [ 3 ] associée au filtre des p -voisinages de X .

De plus, si le T - espace simple est un espace topologique, les

notions précédentes coincident avec les notions analogues dans un espace

topologique.

1.2. Caractérisation de certaines espèces de T-espaces simples.

D E F IN IT IO N 1. 2. 1. Un T - espace simple ( E, ~o ) _ ( E, ~ ) sera dit :

( a ) Ponctuel si p ( X ) _ n p ( x ) .
X 6 X

( b ) Parfait s’il est ponctuel et si les filtres p (X) sont principaux.
( c ) Symétrique si 8 est symétrique.

( d ) Idempotent si p2 - p -
Une T - application ~o sur E associée à 8, détermine une appli-

cation a.P de ~ ( E ) dans ~ ( E ) définie par la condition

LE MME 1.2.2. Pour toute T -application p, l’application cxp est une pré-
adhérence [2] sur E et, réciproquement, toute pré-adhérence a sur E
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détermine une T -application ponctuelle P a associée à 8 qui est carac-

térisée par la condition :

Il est facile de montrer que ap vérifie les conditions

ce qui prouve que c~p est une pré-adhérence. Réciproquement si cx est

une pré-adhérence, il est immédiat que p a est une T-application ponc-
tuelle.

COROLLAIRE 1.2.3. Entre l’ensemble des T-applications ponctuelles p
sur E associées à S et l’ensemble des pré-adhérences a sur E, il existe

une bijection canonique caractérisée par :

En effet, il est immédiat que, si p = pa, alors a = aa p

LEMME 1.2.4. Pour qu’une pré-adhérence a sur E soit une adhérence

( 2 ~ ( ~x2 = a. ), il faut et il suffit que la T’ - application ponctuelle p asso-

ciée soit idempotente ( p2 = p )
La démonstration est laissée aux soins du lecteur.

L EMME 1.2.5. Pour qu’un T espace simple symétrique ( E, 8) soit idem-

potent, il faut et il suffit que deux parties Y et X p - éloignées (Y ~X )
admettent des p -voisinages vY et VX disjoints.

La démonstration est laissée aux soins du lecteur.

RAPPELS 1.2.6. Les notions classiques voisines de la notion d’espace

topologique comportent en particulier les espaces pré-topologiques ~ 2 ~ et
les espaces de proximité ~ C ~ .

Un espace pré-topologique au sens de G. Choquet est un ensemble

E muni d’une structure caractérisée par la donnée, pour tout x E E , d’un

filtre p (x ) de pseudo-voisinages ou par la donnée d’une pré- adhérence
a, sur E.

Un espace de proximité au sens de Efrémovic ou de Yu-M.Smirnov
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est un ensemble E muni de la structure définie par une relation binaire S

sur 9 ( E ) vérifiant un système d’axiomes équivalent au suivant :

En remarquant que, pour tout espace topologique, la relation S

définie par

vérifie les quatre premiers axiomes précédents mais non nécessairement

( E P5 ) , il sera utile d’envisager la structure suivante.

D E F IN IT ION 1.2.7. Un espace de proximité faible est un ensemble E muni

d’une relation binaire 8 sur 9 ( E ) vérifiant les axiomes ( E P 1 ) , ( E P 2 ) ,
(EP3 ), (EP 4).

THEOREME 1.2.8. Les T - espaces admettent les sous-espèces suivantes

( a ) Les espaces pré-topologiques sont les T - espaces simples

ponctuels.

( b ) Les espaces topologiques sont les T - espaces simples ponc-
tuels idempotents.

( c ) Les espaces de proximité faible sont les T - espaces simples

symétriques.

( d ) Les espaces de proximité sont les T - espaces simples symé-

triques idempotents.
L’assertion ( a ) résulte du corollaire 1.2.3 et du fait que les es-

paces pré-topologiques peuvent être caractérisés par une pré- adhérence
[ 2 J . Pour X 4 çj , le filtre ~o ( X ) est l’intersection des filtres de pseudo-

voisinages p ( x) des éléments x E X et la pré-adhérence a est associée
à p.
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L’assertion ( b ) résulte de ( a ) et du lemme 1.2.4, puisque les

espaces topologiques peuvent être caractérisés par une adhérence a..

L’assertion ( c ) résulte du fait que la symétrie de 8 et les axiomes

( P 1 ) , ( P 2 ) , ( P 3 ) , (p4 ) constituent une condition équivalente aux axio-

mes (EP 1), (EP2 ), (EP3), (EP~). °
L’assertion ( d) résulte de ( c ) et du lemme 1.2.5 qui montre que la

condition p 2 = p équivaut à l’axiome ( E P 5) ’

1.3. Appl ications T - continues.

D E F IN IT I O N 1. 3 . 1. Soient S = (E , ~0 ) _ (E , ~ ) et S’ = (E’ , ~O’ ) = (E’, 8’),

deux T - espaces simples.
Une application f de S dans S’ est T - continue si, pour tout

X E ~ ( E ) , l’image réciproque par f de tout p’ - voisinage de f ( X ) est

un p -voisinage de X .

Etant donnée une application f de E dans E’ , pour toute relation

de proximité ô’ sur E’ , il est immédiat que la relation f* [ 8’] dans 9 ( E )
caractérisée par

est une relation de proximité sur E , appelée l’image réciproque de S’

par f .
De même, en posant pour toute T - application

p’ sur -E’, il est facile de vérifier que l’application f * ( ~o’ ] caractérisée

par

est une T - application sur E , appelée l’image réciproque de p’ par f.

THEOREME 1.3.2. Soient S = ( E , ~O ) =(E, 8) et S’ _ ( E’ , ~O’ ) _ ( E’, ~ ’)
deux T -espaces simples. Pour toute application f de E dans E’, il y a

équivalence des conditions suivantes .

( a ) L’application f est une application T - continue de S dans S’ .

( b ) f * ( ~o’ ] C ~o . ~ L’image réciproque f* ( ~o’ ] de p’ par f est

moins fine que p]
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( c) 8 C f* [ 8’ J . ( L’image réciproque f * ( 8’] de 8’ par f est

moins fine que ~ J .
(d) Si Y est p - proche de X , alors f ( Y ) est ~o’ - proche de f(X).

( e ) Si Y’ est p’ - éloigné de X’ , alors f -’( Y’ ) est p -éloigné
de f -’1 ( X’ ) .

En posant X’ = f ( X ) et Z’ = C.E, f ( Y ) , la condition ( a ) entraîne

que la relation f (Y) 8’ f(X), qui s’ écrit Z’ E ~o’ ( X’ ) , implique f -’1.(Z’) ep(X)
avec f ’-1 ( Z’ ) n Y - 0, ce qui donne Y 8x. Ainsi ( a ) implique ( d ) . Il est

immédiat que (d) implique ( e ) . Si Z’ E p’ ( f ( X ) 1 , en posant

il en résulte Y’ ~’ X’ et la condition ( e ) entraîne alors f "1( Y’ ) ~ f"1( X’ ),
qui donne Z 6/~[/"~(X~], et par suite Z E ~o ( X ) . Ainsi ( e ) implique
( a ) . L’équivalence de ( c ) et de ( d ) est évidente. Comme il est facile de

vérifier que f * ( p’ ] et f * ( S’ ] sont associées, il en résulte l’équivalence
de ( b ) et de ( c ) , ce qui achève la démon s tration.

COROLLAIRE 1.3.3. Le composé de deux applications T - continues est

une application T - continue.

1.4. Exemples de T - espaces simples.

Les principaux exemples de T - espaces simples sont donnés par
le théorème 1.2.8. Ce sont donc les espaces pré-topologiques, topolo-

giques, de proximité faible et de proximité.

REMARQUE 1. 4.1. Le théorème 1.3.2 montre que la notion d’application
T - continue de S dans S’ coïncide avec la notion d’açplication pseudo-
continue si S et S’ sont pré topologiques, et avec la notion d’ application
continue si S et S’ sont topologiques. De même, si S et S’ sont des

espaces de proximité, les applications T - continues de S dans S’ sont

les morphismes habituellement associés aux espaces de proximité.
De plus, il’ n’ y a plus d’obstacle à envisager par exemple une ap-

plication T- continue d’un espace topologique dans un espace de proximité
ou dans un espace de proximité faible.
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Par exemple, pour tout espace S pré-topologique ou topologique
sur E , la relation de proximité S définie par

caractérise le plus fin des espaces de proximité faible sur E moins fins

qu e S .

2. INTRODUCTION DES T- ESPACES

2.1. Les T - espcces.

Une T - base sur un ensemble E est un ensemble filtrant à droite

de T - applications sur E . L’ensemble des T - bases sur E est pré-ordonné

par la relation r C r’ [ r’ est plus fine que r ] caractérisée par la condition:

pour toute /3. l E r, il existe o’ E r’ telle que pi C p~ . Cette’relation de
pré-ordre détermine une relation d’équivalence et une relation d’ordre sur

l’ensemble quotient.

DEFINITION 2.1. 1. Avec la terminologie précédente un T - système sur un

ensemble E est une classe d’équivalence de T - bases sur E .

Par abus de notations, un T - système sera souvent désigné par
l’une de ses T - bases.

Par exemple, toute T - application p caractérise une T - base sim-

ple p ~ qui détermine un T - système simple noté simplement [/3] ou

même p .

D E F IN IT ION 2. 1.2. Un T - espace est un ensemble E muni d’un T - système

( p z ] sur E .
Par exemple, les T - espaces simples sont les T - espaces admettant

une T - base simple, c’est-à-dire une T - base caractérisée par une seule

T - application.
Dans un T - espace ( E , [ /o . ] ) , chaque T - application ~). é [ /3 . ]

détermine une T’- structure simple d’ordre pi sur E qui donne naissance

aux notions d’ordre /9. Z [~.-voisinages, relation de proximité 8., etc... ] .
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REMARQUE 2 . 1. 3 . Un T - espace ( E , [/C~.]) est caractérisé par un sys-

tème inducti f filtrant à droite de T - espaces simples ( E ~ pi ~ ’

D E F IN IT IO N 2. 1. 4. Une T - base ( ~0 i ] est pré-idempotente si elle est

équivalente à la T - base [ 21
Un T - espace est pré-idempotent s’il admet une T - base pré-idem-

potente.

Par exemple, pour un T - espace simple ( E , p ) , l’ équivalence de

pl et de [p2 ] se traduit par l’ égalité /9~ = o. Les T - espaces simples
pré-idempotents sont donc les T- espaces simples idempotents.

D E F IN IT ION 2. 1. 5. Un T-espace sera dit d’un certain type (par exemple

ponctuel, parfait, symétrique, idempotent) s’il admet une T-base consti-

tuée de T - applications de ce type.

2.2. Caractérisation de certaines espèces de T-espaces.

LEMME 2.2.1. Entre l’ensemble des T - applications parfaites p sur E

associées à 8 et 1"ensemble des sur-ensembles V de la diagonale A de
E X E, il existe une bijection canonique caractérisée par la condition

ou par la condition

Y ~ X « il existe y E Y et x E X tels que ( x , y ) E V .

De plus, pour que S soit symétrique, il faut et il suffit que V soit

symétrique. En outre, si p et p’ sont associées à V et V’, la relation

pC p’ 2 est équivalente à V’ 2 C V.

La démonstration est laissée aux soins du lecteur.

R A P P E L S 2.2.2. Un espace uniforme est un ensemble E muni de la struc-

ture déterminée par un filtre à sur E X E vérifiant :

( U 1 ) Tout élément V E G contient la diagonale A de E X E .

( U 2 ) La relation V e 0 entraîne V -1 ~ 0.

( U 3 ) Pour tout V E ~ , il existe W E G tel que W 2 C V .

Il sera commode d’appeler filtre diagonal un filtre ~ sur E X E
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vérifiant ( U ~ ) .
Un espace quasi- uniforme au sens de Tamari [ 7 ] 1 est un ensemble

E muni de la structure définie par un filtre diagonal 0 vérifiant ( U 3 ) .
Il sera utile d’envisager les notions suivantes.

D E F IN IT ION 2. 2. 3. Un espace pré- uniforme est un ensemble E muni de

la structure définie par un filtre diagonal 0.
Un espaces faiblement uniforme est un ensemble E muni de la

structure définie par un filtre diagonal C vérifiant ( U 2 ) .

T H E O R E M E 2. 2. 4. Les T - espaces admettent les sous- esp èces suivantes:

( a ) Les espaces pré- uniformes sont les T - espaces parfaits.

( b ) Les espaces faiblement uniformes sont les T - espaces parfaits

symétriques.

( c) Les espaces quasi- uniformes sont les T - espaces parfaits

pré- idempotents.
(d) Les espaces uniformes sont les T - espaces parfaits symétri-

ques pré- idempotents.
Cela résulte immédiatement des définitions et du lemme 2. 2. 1.

2. 3. Appl ications T - continues.

DEFINITION 2. 3. 1. Soient S = (E, [~Oi ] ) et S’ _ (E’, [ ~D; ] )deux
T- espaces. Une application f de S dans S’ est T - continue si, pour

toute PÍ E [ p~ ] , il existe pi E [ pi ] telle que l’application f soit T -

continue du T - espace simple ( E, pi ) dans le T - espace simple (E’, p~ ).
Cette définition est compatible avec la terminologie introduite

antérieurement puisque, pour des T- espaces simples, la notion de T-

continuité ainsi caractérisée coïncide avec celle de la définition 1. 3. 1.

Les applications T- continues possèdent des caractérisations

analogues à celles du théorème 1. 3. 2 à condition de faire intervenir les

divers ordres p~ et pi , de façon évidente.1 z

2. 4. Exemples de T - espaces.

Les principaux exemples de T- espaces sont constitués par les
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différents exemples de T- espaces simples déjà indiqués, auxquels s’ajou-
tent les espaces pré- uni formes, faiblement uniformes, quasi- uni formes
et uniformes donnés par le théorème 2. 2. 4.

REMARQUE 2 . 4 . ~ . La notion d’application T’ - continue de S dans S’

coincide avec la notion d’application uniformément continue si S et S’

sont des espaces uniformes.

De plus, il n’y a plus d’obstacle à envisager par exemple une appli-
cation T - continue d’un espace topologique ou d’un espace de proximité
dans un espace uniforme.

En résumé, il est possible de dire que les catégories des espaces

pré- topologiques, topologiques, de proximité faible, de proximité, pré-

uniformes, faiblement uniformes, quasi-uniformes et uniformes sont des

sous- catégories pleines de la catégorie des T - espaces, les morphismes
étant les applications T - continues.

Ce point de vue permettra de comparer facilement ces différents

types d’espaces définis sur un même ensemble E.

3. PROPRIETES DES T- ESPACES DEFINIS SUR UN MEME ENSEMBLE

Dans la suite, il ne sera envisagé que des T’ - espaces appartenant

au treillis complet Ï des T - espaces définis sur un même ensemble E.

Le T- espace S’ de type ( t’ ) engendré par un T - espace S de

type ( t ) est, s’il existe, le moins fin des T - espaces de type ( t’ ) plus
fins que S . Si S engendre S’ , alors S est un T - espace de type (t)

compatible avec S’ .

3. 1. Le T - espace simple engendré par un T - espace.

Pour tout T - espace ~==(T,[/3.]), il est immédiat que le T-

espace simple S p = ( E , p ) engendré par S est déterminé par la T - appli-
cation p inciépendante du choix de la T - base de S et caractérisée par

la relation
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La condition c’r p ( S ) = Sp caractérise une application o- p de
dans le sous-ensemble T des T - espaces simples.
L E M M E 3 . 1. 1. Si S est pré- idempotent, alors o’ (’5’~ est idempotent et,

si S est symétrique, alors o-p ( S ) est symétrique.
La démonstration est immédiate.

T H E O R E M E 3. 1. 2. L’appl ication o- 
p 

est un projecteur isotone véri fiant : .’

( a ) Si S est pré- uni forme, alors cr ~5’~ est un T - espace simple.
( b ) Si S est faiblement uni forme, alors o- p ( S ) est un espace de

proximité faible.
( c ) Si S est quasi- uni forme, alors o- p ( S ) est un T - espace sim-

ple idempotent.

( d ) Si S est uni forme, alors o- p est un espace de proximité.
Cela résulte immédiatement de la définition de o. , du lemme

3. 1. 1 et des théorèmes 1. 2. 8 et 2. 2. 4.

3.2. L’espace pré-topologique engendré par un T - espace sim ple.

Pour tout T - espace simple S --- ( E, p ) il est immédiat que le

T - espace simple ponctuel, c’est- à- dire l’espace pré- topologique St = (E, t)
engendré par S , est déterminé par la T - application t caractérisée par

La condition ~t( S ) = St caractérise une application a t de ~o
dans le sous- ensemble Ï 1 des espaces pré- topologiques.

L E M M E 3. 2. 1. Si S est idempotent, alors at(S) est idempotent.
La démonstration est laissée aux soins du lecteur.

TH EOREME 3. 2. 2. L’application o- t est un projecteur isotone à valeurs

dans l’ensemble des espaces pré topologiques, qui transforme un T-

espace simple idempotent en un espace topologique.
En particulier il transforme un espace de proximité faible en un

espace pré- topologique et un espace de proximité en un espace topologique.
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Cela résulte immédiatement du lemme 3. 2. 1 et du théorème 1. 2. 8.

COROLLAIRE 3. 2. 3. L’ap plication al = at 0 ap est un projecteur iso-

tone qui associe, à tout T - espace S, l’espace pré- topologique 0""1 ( S )
engendré par S .

En outre si S est pré- idempotent, alors ~1( S ) est un espace

topologique.
En particulier, si S est pré- uniforme ou faiblement uniforme, alors

cTi( S ) est un espace pré- topologique et, si S est quasi- uni forme ou uni-

forme, alors 0""1 ( S) est un espace topologique.
C’est une conséquence immédiate de ce qui précède.

REMARQUE 3. 2. 4. Si S est un espace de proximité, o-t( S ) est bien

l’espace topologique habituellement associé à S et, si S est un espace

uniforme, o-,(S) est bien l’espace topologique engendré par S au sens

usuel.

DEFINITION 3. 2. 5. Un T- espace est séparé si deux points distincts

admettent des voisinages d’un même ordre disjoints.

P RO P OSITION 3. 2. G. Pour tout T - espace S, les T - espaces S, 0"" P ( S)
et o-i( S ) sont simultanément séparés ou simultanément non séparés.

Cela résulte immédiatement des définitions.

CO RO L L AIR E 3 . 2. 7. Un espace uniforme S, l’espace de proximité 0- p (S)
associ é et l’espace topologi que o-,( S ) associ é sont simultanément s épa-
rés ou simultanément non séparés.

3. 3. Relations entre les T - espaces et les T - espaces simples.

DEFINITION 3. 3. 1. Une T - application de type fini sur un ensemble E

est une T- application parfaite p ne prenant qu’un nombre fini de valeurs

distinctes.

Un T - espace est de type fini s’il admet une base constituée de

T - applications de type fini.

PROPOSITION 3. 3. 2. Les T - espaces de type fini sont les espaces pré-
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uniformes ( E , ~ ) pour lesquels le filtre C admet une base constituée de

pré entourages V de type fini, c’est- à- dire de la forme

.. -

dans laquelle les Xk sont les éléments d’une partition finie de E, avec

Xk C Zk.
Cela résulte des définitions et du théorème 2. 2. 4.

D E F IN IT IO N 3. 3. 3 . Un espace pré- uniforme ( E , ~ ) est totalement borné

si, pour tout pré- entourage V EU, il existe un recouvrement fini de E

petit d’ordre V, c’est-à-dire constitué de parties A petites d’ordre V

caractérisées par la condition A X A C V .

PROPOSITION 3.3.4. Tout espace pré- uniforme de type fini est totale-

ment borné. Pour qu’un espace quasi- uni forme soit totalement borné, il

faut et il suffit qu’il soit de type fini.
La première assertion découle facilement de la proposition 3. 3. 2.
Soit S = ( E , ~ ) un espace quasi-uniforme totalement borné. Pour

tout V E ~ , il existe un recouvrement fini de E petit d’ordre V . Il exis te

donc une partition finie de E dont les éléments Xk sont petits d’ordre V .

En posant

il est facile de vérifier qu’il en résulte la relation V C V’ C V 2 .

Puisque les éléments V et V 2 constituent une base de U, les

éléments V’ constituent une base de type fini de ZJ, ce qui montre que S

est de type fini et achève la démonstration.

T H E O R E M E 3 . 3. 5 . L’application o- p de l’ensemble des espaces pré-

uniformes dans l’ensemble des T - espaces simples est surjective. Pour

tout T - espace simple S = ( E, p), l’ensemble o-p I( S) des espaces pré-
uni formes compatibles avec S possède un élément minimum Si, ~’ ( S )

qui est l’unique espace pré- uniforme de type fini de 0- p-l( S).
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En outre, le filtre C) des pré- entourages de S’ admet les caracté-
risations suivantes :

( a ) Si ~ i(Z a, Xaj ~ a~ A désigne la famille des couples de parties

Za et X a tels que Za soit un p - voisinage de X a’ le filtre C1 admet une
base constituée des intersections finies des éléments de la forme

( b) Le filtre D admet une base constituée des éléments de la

forme

dans laquelle les Bk sont des p - voisinages arbitraires des éléments Ak
d’une partition finie ( Ak )k E ( ~, n ~ quelconque de E .

Soit pa la T - application de type fini associée à Va . ’Comme Pa
est la moins fine des T - applications p vérifiant Z a E p ( X a) , il en

résulte paC p . D’autre part, puisque, pour tout X E ~ (E) et tout YE p (X),

il existe un indice a e A tel que Y 6/~ ("X), il en résulte :

--~ - ..

Soit K l’ensemble des parties finies J de A . En posant

pour J E K , ces T - applications de type fini constituent un ensemble

filtrant à droite qui détermine une T - base ~ p J ~ J E K d’un espace pré-
uniforme de type fini S’ = ( E , [ p J ~ ) sur E, dont le filtre 0 des pré-

entourages est déterminé par la première caractérisation, La relation ( 1 )

entraine

qui montre que S" engendre le T - espace simple S. L’application Crp de

l’ensemble des espaces pré- uniformes dans l’ ensemble des T - espaces

simples est donc surjective.
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Si ~ _ ( E, [ ~oi J ) est un élément de l’ensemble o- p 1( S ) des

espaces pré- uniformes compatibles avec S , la relation p = U pt. impli-i EI
que que, pour tout ~x E A , il existe au moins un indice i ( ~x ) E I tel que

ce qui entraîne p aC pi (a) et par suite, pour tout J E K,

Il en résulte, puisque j est fini, qu’il existe au moins un indice

i ( J ) E I tel que

ce qui montre que 2 est plus fin que S’ .

L’ensemble ~p 1( S) des espaces pré- uniformes compatibles avec

S admet donc un élément minimum qui est l’espace pré- uniforme de type
fini S’ = o-’(S).

Soit S’’ l’espace pré-uniforme défini par l’ensemble r des T-

applications de type fini associées aux éléments V de la forme indiquée
dans la seconde caractérisation. Puisque tout p E r est un élément p J ,
il en résulte S" C S’ . D’autre part, puisque r est constitué par toutes les

T - applications de type fini p vérifiant pC p , il en résulte S’ C S" , qui
entraîne donc S’ = S" , et cette égalité montre l’équivalence des deux

caractérisations de 0 et que tout espace pré- uniforme de type fini compa -
tible avec S doit être moins fin que S" = S’ , donc identique à S’ .

L’espace pré- uniforme S’ _ ~~’ ( S ) est donc le seul espace pré-

uniforme de type fini compatible avec S .

COROLLAIRE 3. 3. 6. L’application o-’ qui, à tout espace simple S,

associe l’unique espace pré- uniforme de type fini S’ = 0-’ ( S ) compatible
avec S, est une bijection isotone entre l’ensemble des T - espaces sim-

ples et l’ensemble des espaces pré- uniformes de type fini.
En particulier, tout T - espace simple est pré- uniformisable, en

général de plusieurs manières, mais de façon unique par un espace pré-

uniforme de type fini.
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LEMME 3. 3. ~. L’application o-’ possède les propriétés suivantes .

( a ) Si S est un espace de proximité faible, alors S’ = o-’( S ) est

faiblement uni forme.
( b ) Si S est idempotent, alors S’ = o-’ ( S ) est quasi- uniforme.

En effet, dans le premier cas, il est facile de vérifier que, pour

tout aE A, il existe oc’ E A tel que Va 1 = V , t et, dans le second cas,

il est possible de montrer que, pour tout a E A , il existe deux indices a.’

et ce" tels que ( Va, n Va~ ) 2 C V a, ce qui permet de conclure.

TH E O R E M E 3. 3. 8. L’ap plication o- détermine par restriction . .°

( a) Une bijection isotone entre l’ensemble des espaces de proxi-
mité faible et l’ensemble des espaces faiblement uni forme de type fini.

( b) Une bijection isotone entre l’ensemble des T - espaces simples

idempotents et l’ensemble des espaces quasi- uniformes totalement bornés.

( c ) Une bijection isotone entre l’ensemble des espaces de proxi-
mité et l’ensemble des espaces uniformes totalement bornés.

Cela résulte du corollaire 3. 3. 6 , du lemme 3. 3. 7 , du théorème

1. 2. 8 et de la proposition 3. 3. 4.

REMARQUE 3. 3. 9. D’après la proposition 3. 3. 4 , la notion d’espace

pré- uniforme de type fini généralise la notion d’espace uniforme totalement

borné ou précompact. Les théorèmes 3.3.5 et 3. 3. 8 constituent donc une

généralisation du résultat de Alphen et Fenstad [ 1 ] qui consiste en la

partie ( c ) du théorème 3. 3. 8.

Pour compléter les théorèmes 3.3.5 et 3. 3. 8 , le lecteur pourra

vérifier que, pour tout espace de proximité S = ( E , p ), le filtre 0 des

entourages de l’espace uniforme S’ = o-’ ( S ) admet une base constituée

par les entourages des p - recouvrements finis de E , c’est- à- dire les

entourages de la forme

dans laquelle les Bk sont des p - voisinages arbitraires des éléments A k
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d’un recouvrement fini quelconque E .

3.4. Relations entre les T- espaces simples et les espaces pré-topolo-

giques.

D E FI N IT IO N 3 . 4. 1. Pour tout espace pré- topologique S, 1 l ’es pace de

proximité faible universel Sp 1 associé est caractérisé par la relation de
proximité 8 1 définie par

et l’espace de proximité faible canonique S p 2 associ é est caractérisé par
la relation de proximité ~2 définie par

P R O P OS I T IO N 3 . 4 . 2 . Pour tout espace pré- topologique St , l’espace de

proximité faible universel Sp I associé est le plus fin des 1 espaces de

proximité faible moins fins que St. *
Les espaces de proximité faible universel Sp 1 et canonique Sp 2

associés à St véri fient :

La démonstration est laissée aux soins du lecteur.

T H E 0 R E M E 3. 4. 3. Pour qu’un espace pré- topologique St soit faiblement

proximisable, c’est- à- dire compatible avec au moins un espace de proximi-
té faible, il faut et il suffit que soit vérifiée l’une des conditions équiva-
lentes suivantes :

( a) La relation binaire sur E caractérisée par y E ~ x ~ 1 est symé-

trique.

( b ) L’espace de proximité faible universel Sp associé à St est

com pati bl e avec S t’
En outre, si St est topologique, ces conditions sont équivalentes

à chacune des conditions suivantes .

( a’ ) Les adhérences distinctes des points de E constituent une

parti tion de E .
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(c) L’espace de proximité faible canonique S p2 associé à St est

compatible avec S t.
D’après la proposition 3.4. 2, pour que S 1 soit faiblement proxi-

misable, il faut et il suffit que (7,r S p 1) 
= si , ce qui exprime la condi-

tion ( b ) .

Les T - applications t et pl étant caractérisées par les conditions

et

la condition ( b ) , qui s’écrit t ( x ) = pi( x ) pour tout x E E , se traduit

par la condition

Y ~ljxj=~--~Yr1 {;I=ÇZ5,

qui est équivalente à la condition ( a ) . 
-

Lorsque St est topologique, la relation y e 1 x 1 est transitive et

puisqu’elle est toujours réflexive, la condition ( a ) signifie que cette rela-

tion est une relation d’équivalence, ce qui se traduit par la condition (a’) .

Lorsque S t est topologique, d’après les relations :

et

la condition ( a’ ) entraîne l’équivalence des relations

1 fl ( x ) = çJ et_ Y m ( x ) = Ç5 ,

ce qui implique t ( x ) = ~02 ( x ) pour tout x E E , c’ est- à- dire la condi tion

( c ) , et inversement ( c ) implique ( b ) , ce qui achève la démonstration.

CO R OL L AIR E 3. 4. 4. Tout espace topologique séparé est faiblement pro-
ximisable et faiblement uniformisable.

Cela résulte de la condition ( a’ ) du théorème 3. 4. 3 et de la pro-

priété ( a ) du théorème 3. 3. 8.
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3.5. Relctions entre les espaces de proximité et les espaces topologiques.

Soient pour

tout entier naturel n , et soit

DEFINITION 3. 5. 1. Etant données deux parties disjointes Y et X d’un

ensemble E , une famille dyadique ~6d), d’extrémités Y et X , est une

famille c~~ = cv~ ~ ~E A de parties de E vérifiant :
( a ) Pour tout entier naturel n , £J] = Y et cv 2 n + I = X .
( b ) Pour tout entier naturel n , les cv~ ( j E j n ) disj oints consti-

tuent un recouvrement de E .

( c ) Pour tout entier naturel n et tout

P our tout entier naturel n et tout q E Kn soient :

P RO P O SITION 3.5.2. Dans un espace de proximité S = ( E, p ) _ ( E, S)

pour deux parties p - éloignées Y et X de E , il existe au moins une

famille dyadique ( cv) d’extrémités Y et X vérifiant les conditions équi -
valentes suivantes .

( a ) Pour tout n et tout couple d’élérr.ents q et q’ de Kn vérifiant
q  q’ , al ors ~ n 8" .0 ’ n

( b) Pour tout n et tout couple d’éléments i et j de Jn non consé-

cutifs, alors co7 coi ., 1

D’ après le lemme 1. 2. 5 , Y et X admettent des p - voisinages V y
et VX disjoints pour lesquels il est possible de supposer qu’ils consti-

tuent un recouvrement de E . Il en résulte

vérifiant les conditions ( a) et ( b ) pour n = 1 .

La suite de la construction s’effectue alors par récurrence. Pour

m = n -f- 1 , et pout q E j n , les parties on 1, c~q, ~ q constituent une
n q- q q
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partition de E et, puisque d’après l’hypothèse de récurrence ~q_ 1 et

~2 q sont ~ - éloignées, en leur appliquant une construction analogue à

celle qui a été utilisée pour les parties p - éloignées cvô = Y et c~: 2 + ~= X,
il est possible de trouver des parties jouant des rôles

analogues à ceux des éléments w 1 et Col - Il en résulte

Le lecteur pourra vérifier que les éléments úJ’!7 ( j e j ) ainsi
1 m

définis vérifient les conditions ( a ) et ( b ) pour m ainsi que les conditions

de la définition 3.5. 1.

DEFINITION 3. 5. 3. Dans un espace topologique S~, une famille dyadique
(6c)) d’extrémités Y et X est continue si, pour tout entier naturel n et

pour tout q ~ ~’ , les parties admettent des voisinages

disjoints.

PR O P O SITI O N 3. 5. 4. Pour qu’une famille dyadique (co) d’extrémités Y

et X soit continue, il faut et il suffit que soient vérifiées les conditions

équivalentes suivantes .

( a ) Pour tout n et tout q E J’ , 0; est un voisinage de ~ q~ I etn q q 1

çi tn est un voisinage de ~ q . (Cette condition est équivalente à la con-q-1 - a q

( b ) En posant pour tout n et tout q E Jn’ la

partie est un voisinage de con *q

Ceci résulte immédiatement des définitions.

D E F IN IT ION 3. 5. S. Dans un espace topologique S,, deux parties Y et

X sont normalement séparées s’il existe au moins une famille dyadique
continue (co) d’extrémités Y et X.

L EMME 3. 5. ~. Si un espace de proximité Sp engendre un espace topo -
logique St, pour que deux parties Y et X soient p - éloignées, il faut et

- -

il su f fit que leurs adhérences Y et X dans St soient p - éloignées, et

alors elles sont normalement séparées dans Sl’
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Il est évident que YSX implique Y 8 X. Réciproquement si Y ~X ,

la proposition 3. 5. 2 entraîne l’existence d’une famille dyadique (6c))

d’extrémités Y et X qui est continue d’après la proposition 3. 5 . 4 , ce

qui montre que Y et X sont normalement séparées, et les relations

impliquent Y ô X.

P R O P OSIT ION 3. 5. 7. Pour tout espace topologique St, la condition

y §’ X ~‘-~ Y et X sont normalement séparés

caractérise une relation de proximité S’ qui détermine un espace de pro-

ximi té S p, 0-, p (S ap pelé l’espace de proximité universel associé à

St et qui est le plus fin des espaces de proximité moins fins que S
Tout d’abord, à l’aide de la définition des familles dyadiques

continues, le lecteur pourra vérifier que Sp, est bien un espace de proxi-
mité.

Si Sp est un espace de proximité moins fin que SI, d’après le

lemme 3. 5. 6 deux parties Y et X p - éloignées sont normalement séparées
dans l’espace topologique engendré par S p , donc à fortiori dans S t qui est

le plus fin et par suite elles sont p - éloignées, ce qui entraine Sp C sp0 .
TH EO R E M E 3 . 5.8 . Pour tout espace topologique SI 1 il y a équival ence
des conditions suivantes . .’

( a ) L’espace topologique SI est uniformisable.
( b ) L’espace topologique S, est proximisable.
( c ) L’espace de proximité universel ~/)’~~~~f~ associé à SI

est com pati bl e avec St . *
(d) T’out point x E E est normalement séparé des complémentaires

de ses voisinages dans S t.
L’ équivalence de (a) et de ( b ) résulte de la partie ( c ) du théo-

rème 3. 3. 8 et, compte tenu de la proposition 3. 5. 7, l’équivalence de (b)
et de ( c ) est évidente.

La proposition 3. 5. 7 entraîne que S p , _ ~ p ( St ) est aussi l’es-

pace de proximité universel associé à S~. - ort( Sp. ) . Puisque dans S f.
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les voisinages de tout point x sont les complémentaires des parties p’ -

éloignées de x , c’est- à- dire normalement séparées de x dans St, la
condition ( c ) , qui se traduit par St = St. , est équivalente à la condition

St C St. , qui se traduit par la condition ( d) .

THEOREME 3 . 5. 9. Dans un espace topologique St, pour que deux par-

ties Y et X soient normalement séparées, il faut et il suffit qu’il existe

une application continue f de St dans [ 0, 1] telle que Y C f-l( 0) et

X C f- 1 ( 1 ) . .
Si Y et X sont normalement séparées par une famille dyadique

continue (co), les cvq ( q E jn ) constituent une partition de E . Pour tout

x E E et tout n , il existe un entier q ( n , x ) unique vérifiant x E c~ q ~n ~ x j .
Les intervalles de diamètre consti-

2n
tuent une base d’un filtre qui cOnverge vers un nombre réel Y = f(x) de

l’intervalle [ 0 , 1 ] . Il en résulte une application f de St dans [ 0 , 1 ] .
La proposition 3. 5. 4 montre que les parties

sont des voisinages de x pour lesquels /[V ( x ) ~ a un diamètre inférieur

ou égal à 3 , ce qui entraîne que f est continue et la construction impli-«P 1 - 1
que YCf-1(0) et X C f"i(1).

Réciproquement, une application continue f vérifiant les conditions

indiquées détermine une famille dyad ique (6d) d’ extrémités Y et

X caractérisée par

1.

ce qui achève la démonstration.

Il convient de remarquer que le théorème 3.5 . 9 montre que la con-

dition de séparation normale introduite coincide avec la notion ordinaire

définie à l’aide des fonctions numériques continues qui se présente par

exemple dans les espaces normaux et dans la caractérisation classique des
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espaces topologiques uniformisables, équivalente à la condition ( d) du

théorème 3. 5. 8.

4. APPLICATIONS AUX ESPACES UNIFORMES

ET AUX ESPACES TOPOLOGIQUES

4. 1. Espaces pré-. uniformes associés à un espace topologique.

P RO P OSIT ION 4. I. 1. Pour tout espace topologique St, la condition

Y ~ 3 X ~ Y r1 X = (25 et l’un au moins des f ermés Y et X est

quasi- com pact

caractérise une relation de proximité S 3 qui détermine un espace de pro-
ximité faible Sp 3 appelé l’espace de proximité faible pseudo- minimal

associ é à St .
Cela est immédiat puisque la réunion de deux parties quasi- com-

pactes est quasi- compacte et que tout fermé d’une partie quasi- compacte
est quasi- compact.

P RO P OS ITI ON 4. 1. 2. Pour tout espace topologique St, les espaces de

proximité faible Z/y2Z~er~~/ ~ ’1 , canonique Sp , , et pseudo- minimal Sp1 2 3

associés à St vérifient .’

C’est une conséquence de la proposition 3. 4. 2 et de la définition

de Sp . °3

P RO P OS ITION 4. 1. 3. Si un espace de proximité S p est compatible avec

un espace topologique uniformisable St, 1 pour toute partie X quasi- com-

pacte alors p ( X ) = t ( X ) .

La relation p C t implique d’abord p ( X ) C t ( X ) .
La condition Y E t ( X ) se traduit par Y E t ( x ) pour tout x E X ,

c’est- à- dire par Y E p ( x ) pour tout x E X . L’idempotence de p implique
l’existence d’une famille Zx lx e X vérifiant Y E p ( Zx ) et Zx E p ( x ) .
Les relations Zx E p ( x ), équivalentes aux relations Zx E t ( x ) , 1 montrent
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que les intérieurs dans St des parties Zx constituent un recouvrement

ouvert de X. Si X est quasi- compact, il existe un nombre fini de points

xi tels que les Zx , t constituent un recouvrement fini de X. Les relations
Y e P (Zx impliquent Y E p ( V Zx . ) , avec XC U Z. ce qui entraîne~i i J 1 ~i

Y E p ( X ) et achève la démonstration.

PR O P OS IT ION 4. 1. 4. Etant donné un espace topologique uniformisable

St, pour tout espace de proximité Sp compatible avec S,, les espaces de

proximité faible universel Sp , canonique SP et pseudo- minimal Sp1 2 3
associ és à S ~ et l’espace de proximité universel Sp. associé à St vérifient:

Puisque la proposition 3. 5. 7 implique Sp C Sp, et que le lemme

3. 5. 6 implique Sp . C SP , d’ après la proposition 4. 1. 2 , tout revient à
P ~

montrer la relation Sp C Sp . - -

Or la relation Y ~3 X implique Y ri X = 0 et que l’un au moins des

fermés Y et X , par exemple X , est qua s i- compact. La relation Y r1 X = ~Ô
implique D’ après la proposition 4. 1. 3 qui

donne ~X~=p~X), il en résulte C Y E p ( X ) , ce qui entraîne que Y et

X sont p - éloignées et par suite S P3 C S p . *

DEFINITION 4. 1. 5. Pour tout espace topologique S,, alors :

( a) L’espace faiblement uni forme canonique S" 2 associé à St est

l’espace faiblement uniforme de type fini ~’ ( SP ) associé à l’espace de2

proximité faible canonique S P2 associé à St .
( b) L’espace faiblement uni forme d’Alexandro f f S 3 associé à S 

f

est l’espace faiblement uniforme de type fini or’ ( S p ) associé à l’espace
de proximité faible pseudo- minimal SP associé à St .

v 3
( c ) L’espace uni forme de Cech S’ associé à St est l’espace uni-

forme totalement borné o’’ ( S p, ) associé à l’espace de proximité universel
Sp, associé à St .
P RO P OSITION 4. 1. 6. Pour tout espace topologique SI alors : .’

( a ) Le filtre ~ 2 des pré entourages de l’espace faiblement uni-
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forme canonique S 2 associé à St admet pour base les pré- entourages

des recouvr ements ouverts finis Ui ~ Z E 1 de E .

( b) Le filtre 0 3 des pré entourages de l’espace faiblement uni-

forme d’Alexandroff S 3 associé à St admet pour base les pré- entourages

des recouvrements ouverts finis Ui ~i E l de E pour lesquels l’un des U.
au moins admet un complémentaire quasi- compact.

Pour un espace de proximité faible Sp , les théorèmes 3. 3. 5 et

3. 3. 8 entrainent facilement que le filtre ~ des pré- entourages de l’espace

pré- uniforme de type fini S’ = cr ( S p ) associé à Sp admet pour base les
intersections finies des éléments symétriques de la forme

associés aux couples ( Y~ , X~) constitués de parties p - éloignées.
Dans le cas ( a ) , les W~ sont des pré- entourages de recouvre-

ments ouverts binaires (Uil U 2 ) de E et, dans le cas ( b), il faut en

plus que l’un des ouverts U 1 ou U 2 admette un complémentaire quasi-

compact. Un lemme technique dont la démonstration est laissée aux soins

du lecteur permet de montrer que les intersections finies des W /3 admet-
tent les formes indiquées respectivement dans ( a) et dans ( b ) .

PROPOSITION 4. 1. 7. Tout espace uni forme totalement borné S’ compa-

tible avec un espace topologique uniformisable St vérifie S 3 C S’ C S’2 .
Cela résulte de la proposition 4. 1. 4 et du théorème 3. 3. 8.

R E MA R QU E 4 . ~ . 8 . Pour un T - espace simple SP engendré par au moins
un espace uniforme, soit lt(/3) l’ensemble des espaces uniformes com-
patibles avec Sp . * Il est facile de vérifier que l’ensemble ordonné i,~( p )
est inductif. D’après le théorème de Zorn, l’ensemble ~,l ( p ) admet au

moins un élément maximal. Pour que ’lJ( p) admette un él ément maximum,
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il faut et il suffit que ’U(p) soit stable pour la formation des bornes supé-

rieures de parties finies. Cette condition est sûrement satisfaite si S p est
ponctuel. Ce résultat montre que l’ensemble ’U(t) des espaces uniformes

compatibles avec un espace uniformisable St admet un élément maximum
S * , appelé l’espace uniforme universel associé à St . De même, l’ensem -

ble ’U(p ) des espaces uniformes compatibles avec un espace de proximité

Sp admet au moins un élément maximal, mais en général il n’est pas possi-
ble d’affirmer que 11(p) admet un élément maximum. Néanmoins, pour

l’espace de proximité universel Sp, associé à un espace topologique uni-
formisable S f , l’ensemble ~ ( p’ ) des espaces uniformes compatibles avec
S , coincide avec cr. ~( Sp. ) , et il en résulte qu’il admet pour élémentp p p 

minimum l’espace uniforme de Cech S* et pour élément maximum l’espace
uniforme universel S * , associés à St .

En particulier, tout espace uniforme S compatible avec un espace

topolcgique uniformisable St est moins fin que l’espace uniforme universel
S * associé à S f et plus fin que l’espace faiblement uniforme d’Alexandroff

S’ 3 associé à St . °

4.2. Espaces topologiques quasi- normaux et normaux.

T H E O R E M E 4. 2 . 1. Pour qu’un espace topologique S~ [ res p. séparé] soit

quasi- normal [ resp. normal ~ , il faut et il suffit que soit vérifiée l’une

des conditions équivalentes suivantes :

(a) L’espace de proximité universel S p, coïncide avec l’espace
de proximité faible canonique S P2~ 2

( b ) L’espace de proximité faible canonique S 
P 2 

est un espace

de proximité.
v

( c ) L’espace uniforme de Cech S* coincide avec l’espace faible -
ment uniforme canonique S 2 caractérisé par les pré- entourages des recou-

vrements ouverts finis.
( d ) L’espace faiblement uniforme canonique S 2 caractérisé par

les pré- entourages des recouvrements ouverts finis est un espace uni-

f orm e.
( e) Deux ensembles fermés disjoints quelconques sont normale-
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ment séparés.

L’ équivalence de ( a ) et ( b ) résulte de la proposition 3. 5. 7 et de

la relation S , C:S P2 eSt’ Le théorème 3. 3. 8 entraîne l’équivalence de

( a ) et ( c ) ainsi que celle de ( b ) et ( d ) , ce. qui montre également que

( a ) se traduit par SP C S p. , c’ est- à- dire par ( e ) . Puisque les voisi -
2 ~ 

-

nages de X dans Sp 2 sont les voisinages de X dans St, la condition

( b ) signifie que St est quasi- normal ou normal s’il est séparé.

R E M A R Q U E 4. 2 . 2 . Compte tenu du théorème 3. 5. 9 , la condition ( e ) du

théorème 4. 2. 1 exprime le premier théorème d’Urysohn.

COROLLAIRE 4. 2. 3. Pour qu’un espace topologique S, quasi- normal soit
uniformisable., il faut et il suf fit qu’il soit faiblement proximisable.

En particulier, tout espace normal est uniformisable..
Cela résulte, des théorèmes 3. 4. 3 et 4. 2. 1.

4.3. Espaces topologiques localement quasi-compacts et localement

compacts.

P ROPOSITION 4. 3. 1. Pour qu’un espace topologique St soit faiblement
proximisable, il faut et il suf fit que l’espace de proximité faible pseudo-

minimal S P3 associé soit compatible avec St.
La démonstration est laissée aux soins du lecteur.

L E M M E 4 . 3 . 2 . Pour tout espace to pologi que St quasi- régulier et loca-

l ement quasi- com pact, S p 3 est un es pace de ~rOXZ772~~.
Tout espace topologique S, fai blement proximisable, tel que S 

p 3
soit un espace de proximité, est localement quasi- compact.

En particulier, pour qu’un espace topologique uni formisable St
soit localement quasi- compact, il faut et il suf fit que Sp 3 soit un espace
de proximité.

La première assertion résulte facilement du lemme 1. 2. 5 et du fait

que, si St est quasi- régulier et localement quasi- compact, alors tout

fermé admet un système fondamental de voisinages fermés quasi- compacts.

Lorsque St est faiblement proximisable, d’après la proposition
4. 3. 1 Sp 3 

est compatible avec St et, si Sp 3 est un espace de proximité,
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il en résulte que St est uniformisable et par suite quasi- régulier. Si E

est quasi- compact, il en résulte immédiatement que St est localement

quasi- compact. Il reste à examiner le cas où E n’est pas quasi- compact.

Cette hypothèse entraîne facilement que tout point x E E admet un voisi-

nage ouvert V ( x ) dont le complémentaire est un fermé non quasi- compact.

Puisque t ( x ) = t( 1 x et que 1 x est quasi- compact, en posant

Y = C V ( x ) la relation Y n ~ x ~ = Y r1 { x ~ = çÔ entraîne Y ~ 3 x . Comme

Sp est un espace de proximité, Y et x admettent des P3 - voisinages
3 - -F

disj oints. Il existe donc des fermés U et Z vérifiant Y 83 U 1 Z ~ 3 x et
U U Z = E . L’ensemble ouvert W = C Z est un voisinage ouvert de x

vérifiant W C U . La relation Y 83 U implique Y r1 il = Y r1 U * Ç5 et que
l’un des fermés Y et U est quasi- compact. Puisque Y n’est pas quasi-

compact, U est quasi- compact. Ainsi tout point x admet donc un voisi -

nage U fermé quasi- compact, ce qui achève la démonstration puisque St
est quasi- régulier.

LEMME 4 . 3. 3. Si S p est un es pace de p~oximité compatible avec un

espace topologique uniformisable S 1et si Sp est strictement plus fin que

sp 31 alors il existe un espace de proximité S p compatible avec SI et
3 1

strictement moins fin que S p . "

Puisque Sp est strictement plus fin que Sp , il existe deux fer-
3

més Y 0 et X 0 p - éloignés qui ne sont pas p3- éloignés. La première
condition implique Y 0r) Xo = 0 et la seconde entraîne que les deux fer-

més disjoints Y 0 et Xo ne sont pas quasi- compacts. Il existe donc deux

filtres CJJ et X sans points adhérents et portés respectivement par Y o et

X . oeit 2 le filtre intersection de ’~4 et ~ .
o

En posant , il est immédiat que Z’ est un filtre.

Soit j l’ensemble des parties de E dont les complémentaires sont

des éléments de 2’ et soit § la grille [ 3 ] associée au filtre ~’ . Il est

immédiat que ? et g constituent une partition de ~ ( E ) .
Le lecteur pourra vérifier que les conditions
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caractérisent une T - application p 1 dont la relation de proximité 8p 1 est
liée à la relation de proximité S p associée à p par la condition

et que ces éléments p 1 et 8 p 1 caractérisent un espace de proximité Sp 1
vérifiant SPI C’ S P . °

Pui sque les filtres ‘~ et X sont sans points adhérents, pour tout

x e E , il exi ste Y E ‘~ et X E X disj oints d’un voisinage V(x) de x dans

S, qui est aussi un voisinage de x dans SPI, puisque Sp est compatible
avec St . * Il en résulte que le point x est p - éloigné de l’élément. Z = Y’U X

de %, ce qui montre que x ~ 1 E Y. Il en résulte la relation t ( x ) = p ( x ) _

- p ~( x ) pour tout x E E , qui entraîne que S p 1 est compatible avec S,
Les filtres Y et X étant portés par Yo et Xo , il en résulte

YO et Xo ~ ~ , ce qui entraine Yo P 1x 0. Cette relation et la rela-
o 

- 

0 0 
1 

0

tion Yo ~ p X 0 montrent que SPI est strictement moins fin que Sp .
THEOREME 4. 3. 4. Pour qu’un espace topologique uniformisable St ~ resp.
séparé ] soit localement quasi- compact ( resp. localement compact ] il

faut et il suffit que soit vérifiée l’une des conditions équivalentes sui-

vantes :

( a ) L’espace de proximi té faible pseudo- minimal SP 3 est un es-

pace de proximité (qui est alors le moins fin des espaces de proximité

com patibl es avec St ) .
( b ) L’ensemble des espaces de proximité compatibles avec St

admet un élément minimal (qui est alors minimum et identique à Sp3).P3
( c ) L’espace faiblement uniforme d’Alexandroff S 3 est un espace

uniforme (qui est alors le moins fin des espaces uniformes compatibles
avec St).

( d ) L’ensemble des espaces uniformes compatibles avec S, admet
un élément minimal (qui est alors minimum et identique à l’espace uniforme

d’A l exandro f f S 3 ) [5] .
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La condition ( a ) résulte du lemme 4. 3. 2. La proposition 4. 1. 4

montre que ( a ) implique ( b ) et le lemme 4. 3. 3 montre que ( b ) implique

( a ) . Le théorème 3.3.8 implique l’équivalence de ( a ) et de ( c ) . Puis-

que, d’après les théorèmes 3. 3. 5 et 3. 3. $ , tout espace uniforme compa-

tible avec St est plus fin qu’un espace uniforme totalement borné compa-
tible avec St, un élément minimal dans l’ensemble des espaces uniformes

compatibles avec St est nécessairement totalement borné. L’équivalence
de ( b ) et ( d ) résulte alors du théorème 3. 3. 8.

L E MM E 4. 3. 5. S’il existe un espace uniforme S non totalement borné

compatible avec un espace topologique uniformisable St, alors il existe

deux ensembles fermés A et B normalement séparés et non quasi-compacts.
Il existe un entourage symétrique W’ de S tel qu’il n’existe aucun

recouvrement fini de E par des ensembles petits d’ordre W’ . Pour un

entourage W vérifiant W2 C W’, une construction par récurrence permet la

détermination d’une suite xn ~ 1 de points de E vérifiant ( xi, x . ) ~ W pour
i 4 i. Pour un entourage V vérifiant V4C W, il en résulte

et de plus, pour tout x E E , le voisinage V ( x ~ de x ne rencontre au

plus qu’un seul ensemble V ( xn ) , ce qui montre que l’adhérence d’une

sous- famille de la suite xn ~ 1 est constituée par la réunion des adhérences

de ses points.
En posant am = x2m-l et bm - x 2 m , les ensembles

....

admettent pour adhérences :

Si Um est un voisinage ouvert de am inclus dans V ( am ) , alors

la famille des Um constitue un recouvrement ouvert de A dont il est
_

impossible d’extraire un recouvrement fini. Il en résulte que A est non

quasi- compact. Il en est de même pour B .

La construction de xn ~ 1 entraîne la relation V ( A ) (1 V ( B ) = C15

qui montre que A et B sont éloignés dans o- p ( S ) et le lemme 3. 5. 6e~traine
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que A et B sont normalement séparés.
PR O P OSI TIO N 4.3.6. Pour touf espace topologique uni formisable St,
il y a équivalence des conditions suivantes :

(a) Il n’existe qu’un seul espace uniforme compatible avec St.
( b ) Il n’existe qu’un seul espace de proximité compatible avec St.
( c ) Il n’existe aucun couple de parties fermées non quasi- compac-

tes normalement séparées.
De plus, ces conditions entrai"nent que St est localement quasi-

compact et l’unique espace uniforme compatible est totalement borné ~ 4 ] .

D’après le théorème 4. 3.4, la condition ( b ) se traduit par la rela-

tion S , = Sp3 qui est équivalente à la condition ( c ) . Les théorèmes

3. 3. 5 et 3. 3. 8 montrent que ( a ) implique ( b ) et le lemme 4. 3. 5 montre

que ( b ) équivalent à ( c ) implique ( a ) .

CO RO L L AI R E 4. 3. 7. Pour tout espace topologique uniformisable St
quasi- compact, il n’existe qu’un seul espace uniforme S compatible avec

s1, Le filtre C des entourages de S est le filtre des voisinages de la

di agonal e et St est quasi- normal.
Cela résulte de la proposition 4. 3.6 et de la relation S = S * .

*

COROLLAIRE 4.3.8. Tout espace topologique compact St est unifor-
misable et normal. Il n’existe qu’un seul espace uniforme S compatible

avec S~ dont le filtre des entourages est le filtre des voisinages de la

diagonale.
Ce résultat bien connu peut être retrouvé de la façon suivante.

L’espace compact St étant normal, le corollaire 4. 2. 3 entraîne qu’il est

uniformisable, ce qui permet d’appliquer le irollaire 4. 3. 7 .

COROLLAIRE 4. 3.9. Tout espace topologique localement compact est

uniformisable. Pour qu’un espace topologique séparé St soit localement
compact, il faut et il suffit que soit vérifiée l’’une des conditions équiva-
lentes du théorème 4. 3. 4 [5] .

La première assertion résulte du corollaire 4. 3. 8 et du caractère

local de la condition ( d) du théorème 3. 5 . 8 .



315

Si St est localement compact, la première affirmation entraîne

qu’il est uniformisable et le théorème 4.3.4 entraîne que St vérifie les

quatre conditions de ce théorème.

Réciproquement, soit S 1 un espace topologique séparé vérifiant

ces conditions. Le corollaire 3. 4. 4 montre que St est faiblement proximi-
sable et la proposition 4. 3. 1 entraîne que SP 3 est compatible avec St .
La condition ( a ) du théorème 4. 3. 4 entraîne que S f est uniformisable et

le théorème 4. 3. 4 implique S, est localement quasi- compact et par suite

localement compact.

R E M A R QU E . Les propriétés signalées ci- dessus ont été obtenues de

façon directe et interne. Plus précisément, les démonstrations ne font

intervenir que des structures définies sur un même ensemble E, sans

recours à des compactifications ou à des complétions. De même, les

démonstrations n’utilisent pas la notion de fonction numérique continue.

Cette notion ne figure pas dans le théorème 3. 5.9 totalement indépendant
des autres résultats, et qui ne sert qu’à montrer l’identité de quelques
définitions ou critères avec des définitions ou des critères classiques

exprimés à l’aide des fonctions numériques continues.
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DEUXIEME PARTIE

PREFAISCEAUX ET FAISCEAUX SUR LES SITUATIONS

INTRODUCTION

Les préfaisceaux et les faisceaux jouent un rôle important non

seulement sur les espaces topologiques, mais également sur des structures

plus générales telles que les  Topologies de Grothendieck &#x3E;&#x3E; [1] et les

« sites » au sens de Giraud [ 8 ] . L’étude des préfaisceaux à valeurs dans

une catégorie à priori quelconque, conduite dans le but de préserver la

possibilité d’appliquer les méthodes cohomologiques, amène à introduire

la notion de « situation &#x3E;&#x3E; dont les sites constituent un cas particulier, et

pour laquelle les faisceaux sont caractérisés par la notion générale d’objet
invariant. En dehors des résultats de nature cohomologique, l’étude des

propriétés générales des faisceaux sur les situations examine en particu-
lier « le problème du faisceau associés , abordé antérieurement pour les

espaces topologiques par divers auteurs tels que A. Heller et K. A. Rowe

dans [ 13 ] etJ.W. Gray dans [ 10 ] et [ 11 ] .
Le paragraphe 1 expose deux méthodes de construction d’un fonc-

teur cohomologique universel H * dont les composantes Hn sont les satel-

lites d’un foncteur exact à gauche r’ d’une catégorie abélienne Q dans

une autre C. Il donne également un théorème général de réduction. L’une

de ces deux méthodes est assez voisine de celle des résolutions simpli-
ciales standard de Godement [ 9 ] , mais elle en diffère par une hypothèse

beaucoup plus faible et des conclusions plus fortes. Par exemple, son

applications à la cohomologie des espaces topologiques évite les vérifi-

cations laborieuses des conditions (A) et (B) dont Godement souligne
qu’il serait utile d’améliorer les démonstrations. Ces méthodes et leurs

duales s’appliquent également sans calculs, à la cohomologie et à l’homo -

logie des algèbres associatives, des algèbres supplémentées, des monoi
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des à unité, des groupes, des algèbres de Lie. En particulier, pour l’ no-

mologie des algèbres associatives, il en résulte que les Hn calculés par

la méthode de Hochschild [ 4 ] sont isomorphes aux T’orn~ e( , , 1B) lorsquen

A est K - plate, ce qui généralise et améliore la démonstration classique
de l’existence de ces isomorphismes qui est connue lorsque A est K -

proj ective [ 4 ] .
Dans le paragraphe 2, on considère la catégorie fondamentale ê

qui est la catégorie des petites catégories et pour toute catégorie C, la

catégorie ?(C) des préfaisceaux à valeurs dans C, qui est cofibrée sur

ê~ et dont les objets sont les foncteurs des objets 6 de ê dans C. On
donne quelques conditions nécessaires et suffisantes pour que soit
fibrée sur iS’; la catégorie e est dite sectionnante lorsqu’elles sont

satisfaites. Il existe alors un foncteur canonique h de ~ t ~ ) dans C.

Lorsque e esc une catégorie abélienne vérifiant AB 4 * , les deux métho-

des exposées antérieurement déterminent une suite Hn ~ 1 de foncteurs de

~ ( ~ ) dans C, vérifiant H’ - P et qui constitue un « foncteur semi- coho-

mologique universels H * de ~ ( ~ ) dans C, caractérisé par le fait que

pour tout objet 6; de 6;, sa restriction Hs à la fibre abélienne ~ ( ~ , ~ ) ,
- 

. 
n

constitue un foncteur cohomologique universel dont les composantes Hg
sont les satellites de r&#x26;. On démontre également un théorème de réduc-
tion pour le calcul des Hn . Ces résultats donnent en particulier une pré-
sentation globale de la cohomologie des monoides à unité et des groupes,
à valeurs dans C, ainsi qu’une généralisation des théorèmes de réduction

de S. Eilenberg et S. Mac Lane[6] . Enfin, pour tout objet &#x26; de ê, les
n * 

_ 

.

composantes H&#x26; de H6 sont les satellites du foncteur limite projective
Pg, ce qui généralise les résultats de Jan Erick Roos [ 15 relatifs au
cas où 6 est un ensemble ordonné.

Le paragraphe 3 introduit la catégorie c~ des « situations » qui
constitue une extension fibrée de é et toute catégorie C détermine alors
la catégorie
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des préfaisceaux sur les situations et à valeurs dans ~ . Lorsque C est
une catégorie complètement sectionnante, c’ est à- dire sectionnante et

avec limites inductives filtrantes exactes, le foncteur I-’ de dans
e détermine canoniquement un foncteur F fie ~(C) dans ~(e), respec-
tant les fibres J’ S ~ ) au- dessus des objets de S, ainsi qu’un mor-

phisme fonctoriel du foncteur identique 1 de ~(C), ~ dans r. Lorsque
e est une catégorie abélienne vérifiant AB 4 * et AB 5 , l’application des

résultats préliminaires donne deux méthodes de construction d’un foncteur
v v X

semi- cohomolo i e universel H ~Ic de dans ~(e), vérifiant
v ~
H° = 1 - et caractérisé par le fait que pour tout obj et S de S, sa restric-

v tion H1 est un foncteur cohomologique universel de la catégorie abélienne
v 

s

y~, C) dans elle- même. On démontre également un théorème de réduc-
v

tion pour le calcul des Hn . On montre que tout objet ~ de FD peut être
muni canoniquement d’une situation de cofinalité et d’une situation natu-

relle, cette dernière permettant en particulier d’associer une situation à

une paratopologie [ 2 J ou à un espace topologique. Plus généralement,
on montre que pour tout univers cU, il existe un foncteur pleinement fidèle

de la catégorie des sites [8] (avec pour morphismes les comorphismes
de ~- sites) dans la catégorie des situations. Les préfaisceaux sur les

situations constituent donc une généralisation des préfaisceaux sur les
v

sites et le foncteur H * caractérise la  cohomologie à la Cech &#x3E;&#x3E; des situa-

tions, qui englobe donc celle des sites. On remarque enfin, que pour un
v

choix convenable de S, le foncteur r s constitue une généralisation d’un
foncteur classique utilisé dans l’étude de la localisation dans une catégorie
de modules [ 7 1 , t 3 ] .

Compte tenu de cette remarque, le paragraphe 4 commence par
l’étude des rapports entre une localisation au sens de Gabriel [ 7 ] " définie

dans une catégorie abélienne ~ par une sous- catégorie localisante et

une autre notion de localisation définie soit par une sous- catégorie locale,
soit par un système localisant, et qui conserve un sens dans une catégorie
quelconque. Dans ce contexte, si e est complètement sectionnante, la

catégorie ~ ( ~) des faisceaux sur les situations est la sous-catégorie
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v

pleine de 9 (é) caractérisée par les « objets invariants » par le système
v V 

~

(r, c~ ) et on la compare à la catégorie ~ (C) caractérisée par une géné-
ralisation de la définition classique. On donne ensuite les trois propriétés

u
importantes du système (r, cd) lorsque C est une catégorie parfaitement
sectionnante, c’est- à-dire complètement sectionnante et vérifiant l’axiome

( D ), et on démontre que les catégories abéliennes de cette espèce sont

celles qui vérifient AB 3 * et AB 6 .

Le paragraphe 5 est consacré aux propriétés générales des fais-

ceaux sur les situations. On donne d’abord diverses conditions néces -

saires et suffisantes pour que ? (e) soit fibrée, cofibrée ou bifibrée sur
a 

-

S’. On démontre ensuite que pour que ? (C) soit fibrée et exactement
" 

~

cofibrée sur 8° , il faut et il suffit que soit sectionnante et que ~1 a( ~ )
soit une sous- catégorie locale de J’ ( ~ ) , induisant une localisation exacte

v

sur chaque fibre 9( S, é) . Ces conditions entrainent que C est complè-
tement sectionnante et que ~ ( ~ ) _ ~ ( ~ ) . En manière de réciproque,
on démontre que si C est parfaitement sectionnante, alors J(C) est

N ,

fibrée et exactement cofibrée sur So et ~ ( C ) est une sous- catégorie
locale de J’ ( ~ ) déterminée par le système localisant ( L , IF) défini par

v v’V v ~

L = I-’ 2 et ~Y = ( úJr) 0 úJ. Le foncteur localisant L associé, constitue

le « foncteur faisceau associée , ce qui montre que ces propriétés généra-
lisent un résultat connu pour les faisceaux sur les sites dans le cas où e

est la caté gorie des ensembles ou des groupes abéliens [ 1 ] . De plus, si

~ est abélienne vérifiant AB 3 * et AB ~ , pour toute situation S, la
-

catégorie ~(S, ~) des faisceaux est équivalente à la catégorie quotient
B~

au sens de Gabriel ( 7 ] , de 9 ( S , ~ ) par la sous- catégorie local isante

Kerr s. On examine en suite deux con j ectures de J . ~V. Gray en montrant

que la première est exacte si C est parfaitement sectionnante et que la

seconde est inexacte en général. Néanmoins, elle conduit à la notion de
v

situation ~ - locale, caractérisée par la propriété du système (r s’ ~S )
d’être localisant et qu’on étudie dans le cas où é est abélienne. Un

espace topologique T étant local si la situation S associée est ~- locale

pour toute catégorie e de modules, on en donne diverses caractérisations
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dont l’une s’exprime par l’existence d’isomorphismes
- - ,

ce qui entraîne en particulier que « la bonne cohomologie»

pour les faisceaux sur un espace topologique local T , peut être calculée
~r

par « la méthode de Cech » . .
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1.DEUX METHODES DE CONSTRUCTION D’UN FONCTEUR COHOMOLOGIQUE

Etant données deux catégories abéliennes Q et C, pour tout fonc-
teur exact à gauche r’ de (~ dans C, il est possible de calculer ses

satellites au moyen de résolutions injectives lorsque (t possède suf fi -
samment d’injectifs. Sans utiliser cette hypothèse sur (t, la notion d’im-

mersion exacte et r - exacte donne deux méthodes de calcul de foncteurs

cohomologiques H * et H’ * vérifiant H° = H’° = P. Pour assurer qu’ils
sont universels [12] (ce qui entraîne qu’ils sont isomorphes et que les

Hn - H , nsont les satellites de r) il suffit d’une seule hypothèse supplé-
mentaire constituée par l’une des quatre relations qui expriment les condi-

tions ( ~A ) et ( B. ) de l’Appendice de [9 ] .
L’une de ces méthodes est donc voisine de celle des résolutions

simpliciales standard, mais elle en diffère par une hypothèse beaucoup

plus faible et des conclusions plus fortes.

1.1. Foncteurs résolution et pseudo- résolutions.

Une immersion g = ( D , j ) définie dans une catégorie Q est cons-

tituée par un foncteur D de (Î dans (t et un monomorphisme fonctoriel j
du foncteur identique 7 de (~ dans D .

Elle est dite exacte si D est exact.

DONNEES. Soit (D, i) une immersion définie dans une catégorie
abélienne (t.

Il existe alors un foncteur co- immersion Q caractérisé par l’ exac -

titude d’une suite de la forme :

Les foncteurs

et les morphismes fonctoriels
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définis pour 72 ~0, caractérisent, avec l’augmentation 1 ~ D, un foncteur

R’ * de (~ dans la catégorie des complexes augmentés sur S.

De même, pour tout entier n &#x3E; 0 et pour 0 ~ p ~ n + 1, en posant

les foncteurs

et les morphismes fonctoriels

l
définis pour n.2: 0 : caractérisent, avec l’ augmentation 1 -+ D , un fonc -

teur R * de LI dans la catégorie des complexes agmentés sur (î, lorsque
D est additif.

L EM M E 1. 1. 1. Si i est exacte, alors :

( a ) R’ * est un foncteur exact de (î dans la catégorie des complexes

augmentés acycliques sur (t.

( b) R * est un foncteur exact de (x dans la catégorie des complexes
j d 

2
augmentés sur (t tel que la suite 0 -+ 1 -~ D -° D 2 soit exacte.

( c ) Il existe un morphisme fonctoriel canonique u de R * dans R’*

tel que u~ i 
= id i *

L’ assertion ( a ) résulte de la définition de R’ * , de l’exactitude

de D et de l’ exâctitude de Q qui en découle.

La première partie de l’assertion ( b) résulte d’un calcul classique
valable lorsque D est additif, ce qui est une conséquence de son exac-

titude.

En posant u_ i = idl et u 0 idD) le morphisme fonctoriel u est

défini par récurrence pour n &#x3E; 1 par 1

Il suffit alors de vérifier les relations
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dont la démonstration est laissée aux soins du lecteur .

Enfin l’exactitude de la suite

résulte de l’existence de u et de l’exactitude de la suite :

DEFINITION 1. 1. 2. Lorsque l’immersion 9 est exacte, R’ * est le f onc ~-

teur résolution et R * est le foncteur pseudo- résolution associés à ~ .

1.2. Foncteurs cochaîne et cochonne normalisée.

Etant donné un foncteur r d’une catégorie à dans une catégorie

C, une immersion j = ( D , j ) dans S est dite r - exacte si r D est

exact.

DONNEES. Soit (D, i) une immersion exacte dans une catégorie
abélienne S. Soit r un foncteur exact à gauche de Q dans une caté-

gorie abélienne C.

Les foncteurs en = r Rn et les morphismes fonctoriels ~ n = T’ dn ,
définis pour 72 ~0, caractérisent un foncteur

de et dans la catégorie des complexes de cochaines sur C.

De même, les foncteurs C’n = I-R"’ et les morphismes fonctoriels

ô’ n = h dn , définis pour n ? 0, caractérisent un foncteur

de (1 dans la catégorie des complexes de cochaines sur C.

L E M M E 1. 2. 1. Si de Plus, 9 est r - exacte, alors C * et C’ * sont des

foncteurs exacts de (1 dans la catégorie des complexes de cochaines sur

C. En outre, il existe un morphisme fonctoriel canonique de C * dans C’ * .

Cela résulte du lemme 1. 1. 1 et de l’ exactitude de I-’ D .
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D E F IN IT I O N 1. 2. 2 . Lorsque l’immersion 9 est exacte et r - exacte, C *

est le foncteur cochaine et C’ * est le foncteur cochai"ne normalisée asso-

ciés à 9 et à r’ .

Sous ces hypothèses, en posant Hn = //~ = 0 pour n  0 et

pour M ~0, les suites Hn ~ n E Z et ~ H’n ~ n E Z de foncteurs de (~ dans

e déterminent des foncteurs cohomologiques H * et H’ * , puisque C * et

C’ * sont exacts.

D’après l’exactitude des suites
. ’J .. ,

l’exactitude à gauche de h entraîne :

Il en résulte donc .

P RO POSITION 1. 2. 3. Etant données deux catégories abéliennes LI et

, pour tout foncteur exact à gauche r de LÎ dans ~ et pour toute immer-

sion g dans Lî, exacte et r - exacte, le foncteur cochaine C * et le fonc-
teur cochaine normalisée C’ * déterminent deux foncteurs cohomologiques
H * et H’ * , nuls en degrés négatifs et vérifiant HO = H’o = r.

En outre, il existe un morphisme fonctoriel canonique de H* dans

H’ *

1.3. Foncteurs cohomologiques universels.

Une immersion j = ( D , j ) dans une catégorie (t est dite adaptée
s’ il existe un morphisme fonctoriel p : D 2 --~ D vérifiant la relation

( 1 ) P 0 j D = idD ,
c’ est- à- dire la moitié de la condition ( A ) de l’appendice de [ 9 ] .

L E M M E 1. 3 . 1. Si 9 est une immersion exacte et adaptée dans une caté-

gorie abélienne (t, alors :

( a) R * D est homotope à zéro
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( b ) R’ * D est homotope à zéro .

La démonstration est assez longue. Il n’en sera donné que les

principales étapes.

DEMONSTRATION DE (a). En posant 8 = jD o p, la relation ( 1 ) per-
met la construction d’un morphisme fonctoriel cr de Q D dans D 2 carac -

téri sé par

et vérifiant

En posant ô = j D et a n = dn~ 1D pour n ? 1 , il suffit de cons -

truire des morphismes fonctoriels hn , 1 pour /2 ~.0. vérifiant :

et

Les hn sont définis pour n ? 0 par

La première relation résulte de ( 1 ) .
La relation pour n = 1 résulte de ao o ho = 8 et de la démons -

tration assez facile de la relation h ~ o ~xI = - e + idD 2 .
Les relations pour n &#x3E; 1 se démontrent alors par récurrence grâce

à la relation

qui se démontre à l’ aide des relations

DEMONSTRATION DE ( b~. En posant a~ o - jD et a. n - d’ n --1 D pour

72~~, il suffit de construire des morphismes fonctoriels hn pour n ? 0,
vérifiant
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et

Les hn sont définis par

et, pour n ? 2, par la formule de récurrenc e :

L a première relation résulte de ( 1 ) .

La relation pour n = 1 résulte de CL o ho = 0 et de la démons -

tration assez facile de la relation h 10 CL = idD 2 - 0.
La relation pour n = 2 résulte des relations

et

jointes à la relation

Les relations pour n &#x3E; 2 se démontrent alors par récurrence . La

démonstration des relations

et

pour q &#x3E; 2 , permet alors dt établir les relations

et

qui permettent de conclure, grâce à la relation
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COROLLAIRE 1. 3. 2. Sous les hypothèses de la proposition l. 2. 3 , si
est adapté alors pour n &#x3E;_ 1 :

Cela résulte du lemme 1.3.1 et de la construction des Hn et des

H,n

THEOREME 1.3.3. Etant données deux catégories abéliennes (t et e,

pour tout foncteur exact à gauche r de LÎ dans e et pour toute immer-

sion ~ exacte, I-’ -exacte et adaptée, le foncteur cochai"ne C * et le fonc -
teur cochai"ne normalisée C’ * déterminent des foncteurs cohomologiques
H * et H’ * nuls en degrés négatifs, vérifiant HO = H"O r, universels

et isomorphes.
Les composantes H n ’‘~ H’ n sont les satellites de r.

En effet, le corollaire 1.3.2 exprime que les foncteurs cohomolo-

giques H * et H’ * caractérisés par la proposition 1.2.3 sont effaçables
en degrés strictement positifs par l’ immersion ~ . La proposition 2.2.1 de
[ 12 J implique alors qu’ils sont universels. Etant isomorphes en degré

zéro, il en résulte qu’ils sont isomorphes et que les composantes Hn ::: H,n

sont les satellites de T’ .

COROLLAIRE 1.3.4 (THEOREME DE REDUCTION) . Sous les hypothèses
du théorème 1.3.3, si Q est le foncteur co-immersion associé à il alors :

( a ) Il existe un épimorphisme fonctoriel dOdu foncteur HO D = I-’ Q
sur le foncteur °H 1 vérifiant la suite exacte :

( b ) Pour n ? 1, il existe un isomorphisme fonctoriel -an du f onc -
teur Hn Q sur le foncteur Hn + 1 .

Cela résulte du corollaire 1.3.2 et de la suite exacte de cohomo -

logie déterminée par la suite exacte qui caractérise Q .

REMARQUES 1.3.5.

( a ) Une immersion adaptée 9 est dite bien adaptée si de plus :
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Il est alors possible de montrer qu’il existe un monomorphisme fonctoriel

v de R’ * dans R * tel que u o v soit le morphisme fonctoriel identique de

R’ * . Les isomorphismes réciproques entre H * et H’ * se déduisent alors

de u et v .

( b ) Les résultats pré cédents relatifs à un foncteur 1 exact à gau-
che donnent par dualité des résultats analogues relatifs à un foncteur L

exact à droite. Il suffit d’utiliser une immersion j dans LÎO qui donne dans
à une co-immersion J’ . Si elle est exacte, L - exacte et adaptée, il en

résulte un foncteur chai"ne C * et un foncteur chai"ne normalisée C’ * qui

fournissent des foncteurs homologiques H 
* 

et H 
* 

nuls en degrés positifs,
vérifiant H - H’ - L , universels et isomorphes dont les composantes

Hn ’‘~ Hn sont les satellites (à gauche) de L . Il est facile d’exprimer un

théorème de réduction analogue au corollaire 1.3.4.

( c) La recherche des immersions adaptées est facilitée par le

résultat suivant :

PROPOSITION 1.3.6. Etant donnée une catégorie (1, si un foncteur fidèle

T de (Î dans une catégorie 93 admet un adjoint à droite S, alors D = S T

et le morphisme fonctoriel d’adjonction j = ~ : 1(1 ~ S T caractéri sent une

immersion ~ _ ( D , j ) adaptée (et même bi en adaptée) dans (1.

En effet, d’après les propriétés générales des foncteurs adjoints,

j est un monomorphisme fonctoriel puisque T est fidèle et le morphisme
fonctoriel p : D 2 ~ D défini par p = S ~ T , où (D : .’ T S - 1 (~ est le second
morphisme fonctoriel d’ adjonction, vérifie p o j D = idD et même p o D j = idD .

1.4. Applications.

1.4. l. A L’AMELIORATION DE LA METHODE DES RESOLUTIONS SIM-

PLICIALES STANDARD DE GODEMENT.

Pour utiliser la méthode de Godement exposée dans l’Appendice
de [ 9 ] il faut, du point de vue des hypothèses,

( a ) vérifier les deux conditions ( A ) et ( B ) ,
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( b ) s’assurer directement que R * constitue une résolution.

Avec les méthodes exposées ci-dessus, l’opération (b) est abso-

lument inutile et la vérification souvent pénible de ( A ) et ( B ) est rempla-
cée par la démonstration de la seule relation ( I ) qui résulte automatique-
ment et pratiquement toujours de la proposition 1.3.6.

Enfin, du point de vue des conclusions, la méthode des résolutions

simpliciales standard ne permet pas d’affirmer, comme avec le théorème

1.3.3, qu’il est possible d’obtenir les satellites de 1 et elle ne donne pas
de théorème de réduction.

Il est possible d’objecter qu’il faut par contre s’assurer que l’im-

mersion 1 utilisée est exacte et r - exacte, mais comme le montrent les

exemples suivants, ces hypothèses sont toujours faciles à vérifier et per-
mettent même d’affaiblir les hypothèses classiques (voir par exemple l’ho-

mologie des algèbres associatives) .

1.4.2. A LA COHOMOLOGIE DES ESPACES TOPOLOGIQUES.

En prenant pour C la catégorie des groupes abéliens ou une caté-

gorie de modules, soit Q la catégorie des faisceaux sur un espace topo-

logique X, à valeurs dans C. Pour calculer les satellites du foncteur

F = H° ( X , . ) il suf fit d’appliquer le théorème 1. 3. 3 avec l’immersion 9
définie par l’immersion flasque canonique qui est adaptée, puisqu’elle
résulte de la proposition 1.3.6 en prenant pour T le foncteur image réci-

proque W * et pour S le foncteur image directe T * as sociés à l’applica-
tion continue canonique Y de l’espace discret sous-jacent à X dans X.

En effet, la détermination de 9 montre immédiatement qu’elle est exacte
et exact.

Il est donc totalement inutile d’effectuer la vérification laborieuse

des conditions ( A ) et ( B ), ce qui donne une réponse au souhait de Gode-

ment qui écrit :  Il serait utile d’améliorer les démonstrations de ( A ) et

( B ) que nous avons exposées ci-dessus, démonstrations dont l’obscurité

n’est que trop évidente».

La résolution flasque canonique est donnée par R’ * , la résolution

simpliciale canonique est donnée par R* et l’utilité des faisceaux flas-
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ques résulte uniquement de l’ exactitude de rD.

1.4.3. A LA COHOMOLOGIE DES ALGEBRES ASSOCIATIVES :

Soit A une algèbre unitaire sur un anneau commutatif unitaire K.
En posant C = ModK et LI - Bimodn, identifiée à ModAe (catégorie des
modules à gauche sur l’ algèbre enveloppante, , soit F le

foncteur exact à gauche de et dans C défini par :

Le foncteur canonique fidèle T de (1 dans S = Modn* admet un

adjoint à droite S pour lequel SN est le K - module HomK(A, N) muni de
la structure de /~ - bimodule définie par les situations ( K /~ n, ~ N ) et

( K A, K NA) ( 4 ~ . La proposition 1. 3.6 détermine donc un e immersion ada p -

tée ~ _ (D, j), avec D = ST.
En désignant par To le foncteur canonique exact de LI dans C,

la relation

montre que 9 est I-’ - exacte.

Pour que 9 soit exacte, il faut et il suffit que A soit K - projective,
et sous cette hypothèse les deux méthodes du théorème 1.3.3 donnent alors

La première méthode de calcul de Hn par C * donne la méthode de

Hochschild, ce qui donne donc une démonstration immédiate et sans calcul

de l’isomorphisme des Hn calculés par la méthode de Hochschild et des

Extn e (n, .).
Le complexe C * M est alors identique au complexe de coch aînes

muni de la différentielle S et où S(/~) est le complexe standard de A
utilisé par Cartan et Eilenberg [4] pour la démonstration du résultat pré-
cédent.

Le lecteur pourra expliciter la forme du second complexe C’ * M et

du foncteur co-immersion Q, pour lequel le corollaire 1.3.4 donne un théo-
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rème de réduction analogue à celui de Hochschild.

1.4.4. A L’HOMO L O GI E DES ALGEBRES ASSOCIATIVES.

Soit A une algèbre unitaire sur un anneau commutatif unitaire K.

En posant ~ = ModK et 8=Bz’7?zo~~, identifiée à lViod~ ne ~* catégorie
des modules à droite sur l’algèbre enveloppante : /~ e = /~ 0KA* , soit L
le foncteur exact à droite de S dans C défini par :

Le foncteur canonique fidèle T’ de LI dans 93’ = ModA admet un

adjoint à gauche S’ pour lequel S’N est le K - module N 0 K A muni de la
structure de /~-bimodule définie par les situations ( nNK , K /~ ) et (111K , K A A )
[4]. En passant aux catégories duales Q° et 93’ 0, la proposition 1.3.6

détermine donc dans Q° une immersion adaptée ~’ - ( D’ , j’) avec D’ _

= S’ T’ . Il en résulte donc une co-immersion ~° _ ( D’ , s ) adaptée dans

(t.

En désignant par 7" o le foncteur canonique exact de (~ dans C,
la relation

montre que go est L - exacte.
Pour que 90 soit exacte, il faut et il suffit que /‘ soit K - plate et,

sous cette hypothèse, d’après la remarque 1.3.5 (b), les deux méthodes

du théorè me dual du théorème 1.3.3 donnent alors :

En plus de l’obtention d’un théorème de réduction et de la possibi-
lité d’utiliser deux types de complexes que le lecteur pourra expliciter, ce

qui précède généralise le résultat de Cartan et Eilenberg démontré à l’aide

du complexe standard sous l’hypothèse plus forte : A est K - projective.

1.4.5. A LA COHOMOLOGIE DES ALGEBRES SUPPLEMENTEES:

Soit A une K - algèbre supplémentée par E : A~ K . En posant

i~ = Mod n et e = ModK , 1 soit 1 le foncteur exact à gauche de LI dans

e, défini par :
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Le lecteur vérifiera qu’il existe une immersion j dans i~ définie de façon

analogue à celle de 1.4.3, telle que, lorsque A est K - pro jective, le théo -

rème 1.3.3 donne deux méthodes de calcul de

Ces méthodes sont toujours applicables à la cohomologie des mo -

noii~es et des groupes.

Pour la cohomologie d’une algèbre de Lie ~ , il en résulte deux

méthodes de calcul de

lorsque 9e est K - projective.

1.4.6. A L’HOMOLOGIE DES ALGEBRES SUPPLEMENTEES.

Soit A une K - algèbre supplémentée par E : n -~ K . En posant

(t = ModA* et C = ModK , 1 soit L le foncteur exact à droite de Q dans

C , défini par

Le lecteur vérifiera qu’il existe une co-immersion ~o dans (1, définie de

façon analogue à celle de 1.4.4, telle que, lorsque A est K - plate, le dual

du théorème 1.3.3 donne deux méthodes de calcul de

Ces deux méthodes sont toujours applicables à l’homologie des

monoïdes et des groupes.

Pour l’homologie d’une algèbre de Lie ~, il en résulte deux mé-

thodes de calcul de

lorsque 9 e est K - plate.
Les exemples 1.4.5 et 1.4.6 donnent lieu à des théorèmes de réduc-

tion dont la formulation explicite est laissée aux soins du lecteur.
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1.4.7. AUX SATELLITES DES FONCTEURS LIMITES PROJECTIVES :

Cet exemple sera traité dans la suite.

2. PREFAISCEAUX SUR LES PETITES CATEGORIES

2.1. Les catégories de préfaisceaux.

La catégorie dont les objets sont les petites catégories et dont les

morphismes sont les foncteurs munis de la loi de composition habituelle

sera notée et appelée la catégorie fondamental e.
Pour toute catégorie C et pour tout objet lÉ de iS, soit g~ ( iS, e

la catégorie des foncteurs covariants de é dans C. Toute flèche p : Fg’-+ iS

détermine un foncteur p* de 9  &#x26; , e &#x3E; dan s 9  &#x26;’ , e &#x3E; , défini par la

composition par ~o .

Toute catégorie C détermine une catégorie ~ ( ~ ) cofibrée et

scindée sur la duale iS’ de iS, dont les fibres sont isomorphes aux caté-

gories ~ ( ~ , ~ ) et dont la cofibration est caractérisée par les foncteurs

images directes p * associés aux flèches cocartésiennes au-dessus des

flèches p de ~ [ 5 ] .

D E F IN IT IO N 2. 1. 1. La catégorie P ( e) cofibrée sur ff,° ainsi caractérisée

est la catégorie des préfaisceaux à valeurs dans

Soient K et K’ les foncteurs canoniques de é dans et dans
la sous-catégorie pleine ’.P 0 de ~ ( ~ ) au-dessus de Ens obtenus en

identifiant é à la fibre de ~ ( ~ ) et de P ° ( é ) au-dessus d’un point, obj et
final de lÉ .

Le foncteur d’ oubli ~ B0-+ 1 lÉ 1 de lÉ dans Ens détermine un fonc-

teur fidèle T de y(C) dans ? (C), tel que, pour tout obj et ~ de 6,
sa restriction constitue un foncteur T~ de FD, C) dans J(~ ] ê) 1 ,C).

PROPOSITION 2.1.2. Pour toute catégorie e, il y a équivalence des con-

ditions suivantes :

( a ) La catégorie ~ est avec produits (infinis);
( b ) K’ admet un adjoint à droite S’ ;
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( c ) Chaque ~’-’~ admet un adjoint à droite Sg

L’équivalence de ( a ) et de ( b ) est évidente.

Pour tout obj et X de iS, soit ff, 0 ( X ). la catégorie des obj ets de ~
au-dessous de X , 1 munie du foncteur but 8 X de ff, 0 ( X) dans iS. Toute

flèche f : X -~ Y dan s é définit un foncteur f * de ~o ( Y ) dans ~o ( X )
compatible avec 8 X et E Y . Ces éléments caractérisent un foncteur Y,6
de 5; dans la duale de la catégorie des objets de 6 au-dessus de 5;. Par

composition avec T, il donne un foncteur T3lg de ~ dans la duale de la
catégorie des obj ets de Ens au-dessus de 1 ~ 1 -

Grâce aux foncteurs images directes associés aux flèches de Ens ,
,

il en résulte un foncteur Sg de ~ x ~ ( ~ ff, 1 , e) dans ~o ( ~ ) .
Lorsque ( b ) est satisfaite, le foncteur S’Ils de ~ x ~ ( ~ ~ ~ , ~ )

dans ~ caractérise un foncteur Sg de ~ ( ~ 1 5; 1 ,e) dans ~ ( ~ , ~ ) .
Ce foncteur S5; étant défini, la vérification du fait qu’il est adjoint

à droite à T 5; est laissée aux soins du lecteur.
Ainsi ( b ) implique ( c ) , et la réciproque résulte d’un choix conve-

nable de 5; et d’objets P’ de 9( [ 5; 1 ,e).
C O R O L L A IR E 2.1.3. Sous les condi tions équivalentes de la proposition

2. 1. 2 , alors : .’

( a) Il existe une immersion adaptée ~ _ (D, j) définie dans ~ ( ~), 1
dans laquelle le foncteur disloquant D est caractérisé par ses restrictions

Dff, = S5; Tg aux f ibres ~ ( ~ , ~ ) ;
( b) L’immersion caractérise un noyau du double morphisme fonc-

tori el ( j D , D j ) ;
( c ) Le foncteur produit étant II = S T, il existe un isomorphisme

fonctoriel :

L’adjonction de S6 à Tg et les relations T6, p * = 1 p ( * 7~ per-
mettent de montrer que toute flèche p : ê* -&#x3E; ~ détermine un morphisme
fonctoriel
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Le lecteur pourra s’ as surer de l’existence de ces mP et montrer

qu’ils vérifient des relations qui permettent la définition d’un foncteur D

de ~ ( ~ ) dans ~ ( ~ ) caractérisé par ses restrictions Dg = S~ T~ . L’as -
sertion ( a ) résulte alors des propositions 1.3.6 et 2.1.2 et du fait que les

T’~ sont fidèles.
Les vérifications de ( b ) et ( c ) sont laissées aux soins du lecteur,

REMARQUE 2.1.4. Les morphismes fonctoriels j D et D j de D dans D 2

déterminent deux morphismes fonctoriels du foncteur

dans le fonçteur

qui proviennent donc de deux morphismes fonctoriels ’ et 8~ de Il dans

fl D .

LE MME 2. 1.5. Si ~ est une catégorie cofibrée sur (î, pour que 93 soit

fibré sur LI il faut et il suffit que, pour toute flèche a, de LI, le foncteur

image directe a * admette un adjoint à droite a* (qui est alors un foncteur
image réci proque) .

La nécessité de la condition est bien connue [ 5 ] et la démons-

tration de la réciproque est laissée aux soins du lecteur.

LEMME 2.1.6. Si K admet un adjoint à droite r, alors, pour toute flèche

p de ë, le foncteur image directe p* admet un adjoint à droite p*.
- 

*

Pour toute flèche ~o : ff,’, - lÉ , le «produit fibré par p » du foncteur

2~, utilisé dans la démonstration de la proposition 2.1.2, détermine un

fondeur Sp- de ~ dans la duale de la catégorie des objets de é au-,p 
-

dessus de 6;’ .

Grâce aux foncteurs images directes associés aux flèches de is,
il en résulte un foncteur 2g ~P de ~ x ~ ( ~’ , ~ ) dans ~ ( ~ ) . 

Le foncteur I~’~~ ~P de ff, x ~ ( ~’ , ~ ) dans caractérise alors
un foncteur p* de g~ ( 6’ dans ~ ( ~ , ~ ) .

Ce foncteur ~o* étant défini, la vérification du fait qu’il est adjoint
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à droite à p* est laissée aux soins du lecteur.

THEOREME 2.1.7. Pour toute catégorie e, il y a équivalence des condi-

tions suivantes :

( a ) La catégorie est fibrée (donc bi fibrée) sur 60
( b) Pour toute flèche p de &#x26;, le foncteur image directe p * admet

- 
*

un adjoint à droi te p* ;
( c ) Le foncteur K admet un adjoint à droite r;

( d ) Pour tout objet 6 de ~, le foncteur constant Kg de é dans
C) admet un adjoint à droite h ~ qui caractérise un foncteur limite

projective sur T(6, C).
L’ équivalence de ( a ) et de ( b ) résulte du lemme 2.1.5 . Il est immé-

diat que (b) implique (d), en prenant pour p l’unique foncteur de &#x26; sur

un point. Il est évident que ( d ) implique ( c ) , et enfin ( c ) implique ( b )

d’après le lemme 2.1.6.

La méthode classique de calcul des foncteurs limites projectives
découle d’une spécialisation du complément du théorème 2.1.7 donné par
le résultat suivant :

CO R O L L A IR E 2.1.8. Pour que la catégorie C soit sectionnante, c’est-à-

dire vérifie les conditions équivalentes du théorème 2.1.7, il faut et il

suffit que soit avec produits (infinis) et avec noyaux de doubles flèches
(ou avec produits fibrés; .

Le foncteur section 1 est alors caractérisé par un noyau de double

morphisme fonctoriel ( ~ ô, ~ i) de Il dans II D , c’est-à-dire par un dia-

gramme exact à gauche :

La nécessité des conditions résulte de la traduction de la partie
~ a~) du théorème 2.1.7 avec un choix convenable de Fi et des objets

de ~(~, ~).
Réciproquement, si C est avec produits et avec noyaux de doubles

flèches d’après le corollaire 2.1.3 et la remarque 2.1.4 , il est possible
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de construire un foncteur, N de ~ ( ~ ) dans C, caractérisé par un dia-

gramme exact à gauche :
8°

La partie ( b ) du corollaire 2.1.3 donne un diagramme exact à gauche

Ils donnent naissance aux deux diagrammes exacts à gauche

et

dans lesquels les flèches sont caractérisées de façon évidente et pour

lesquels les foncteurs des deux derniers «couples verticaux» sont liés par
des isomorphismes compatibles avec les flèches d’ après le corollaire

2.1.3 et les définitions de 8~ et 8~.
Il en résulte un isomorphisme fonctoriel des noyaux

qui montre que K admet pour adjoint à droite N, isomorphe au foncteur

section T’ .

REMARQUE 2.1.9. Lorsque C est sectionnante, la partie ( c ) du corol-

laire 2.1.3 entraîne les relations Sô = h j D et 8’= T’ D j et détermine un

isomorphisme fonctoriel I"D 1 n.
Il en résulte que le diagramme exact à gauche du corollaire 2.1.8

qui caractérise 1 est isomorphe au diagramme exact à gauche

obtenu en appliquant l’adjoint à droite r’ , qui est exact à gauche, au dia-
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gramme exact à gauche défini par la partie ( b ) du corollaire 2.1.3 et qui
caractérise l’immersion j = (D, j ) comme un noyau de double flèche.

2.2. Cohomologie abélienne des petites catégories.

PROPOSITION 2.2.1. Pour qu’une catégorie abélienne soi t section-

nante, il faut et il su f fit qu’elle véri fie l’axiome A B 3 * .

Le foncteur section r est alors caractérisé par un noyau du mor-

phisme fonctoriel ~ ° = ô o -- ~ i de TI dans nD, c’est-à-dire par une

suite exacte :

Cela résulte immédiatement du corollaire 2.1.8.

L E M M E 2 .2.2. Si e est une catégorie abélienne vérifiant l’axiome AB 3 * ,
il existe un « foncteur co-immersion» Q de ~ ( ~ ) dans ~ ( ~ ) et un épi-

morphisme fonctoriel s du foncteur disloquant D sur Q tels que les res-

trictions à chaque fibre abélienne P ( ~ , ~ ) donnent une suite exacte : "

La démonstration est laissée aux soins du lecteur.

L E MM E 2.2.3. Si e est une catégorie abélienne vérifiant l’axiome AB 3 * ,

il y a équivalence des conditions suivantes .

( a ) La catégorie C vérifie l’axiome AB 4 * ;
( b ) Dans chaque fibre ~ ( ~, ~ ), l’immersion ~&#x26;, = D6, j~ ) est

exacte;

( c ) Dans chaque libre 6, C), l’immersion ~~ _ ( D~, j~ ) est

h~ - exacte.
L’équivalence de ( a ) et de ( b ) résulte de la définition des fonc-

teurs D6, et l’équivalence de ( a ) et ( c ) résulte de l’isomorphisme rD ~ TI.

DEFINITION 2.2.4. Etant données deux catégories S et 93’ fibrées ou

cofibrées sur des catégories (1 et (1’, telles que les fibres au-dessus de

chaque objet de (1 et de (~’ soient abéliennes, un foncteur semi-cohomo-
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logique ( resp. universel) H * de 93 dans (j3’ est une suite 1 H" E Z de

foncteurs de 93 dans 93’, telle que les restrictions à chaque fibre abé-

lienne de 93 constituent un foncteur cohomologique (resp. universel) à

valeurs dans une fibre abélienne de ~’ .

Pour une catégorie abélienne C, les fibres de ?(~)
sont abéliennes. Si e vérifie l’ axiome AB3*, bien que ~ ( ~ ) ne soit

pas abélienne, le foncteur section I-’ , l’immersion adaptée ~ = ( D , j ) et

le foncteur co-immersion Q  qui respectent les fibres » permettent la cons-

truction d’un foncteur cochaine C* et d’un foncteur cochaîne normalisée

C’ * , définis par des méthodes analogues à celles des paragraphes 1.1 et

1.2, et tels que leurs restrictions C* et C’ * aux fibres abéliennes
19 19

g~(6,C) soient effectivement le foncteur cochaine et le foncteur cochaîne

normalisée associés au foncteur exact à gauche Fg et à l’immersion

adaptée ~~ _ ( D~ , j~ ) .

pour n ? 0 , il en résulte deux suites H * et H’ * de foncteurs de ~ ( ~ )
dans G.

T H E O R E M E 2.2.5. Lorsque C est une catégorie abélienne vérifiant l’axio-
me AB 4 * , le foncteur cochaîne C * et le foncteur cochaîne normalisée

C’ * déterminent deux foncteurs semi-cohomologiques H * et H’ * de ~ (~ )
dans e, nuls en degrés négatifs, vérifiant Ho = H’° - r, universels et

isomorphes.
Les composantes Hn::: H’n sont les « semi-satellites » du fonc-

teur section r’ .

En effet, c’est une conséquence du théorè me 1.3.3 appliqué aux

immersions ~~ _ ( D~ , j~ ) qui sont adaptées, exactes et rr-exactes
d’après le lemme 2.2.3 et l’axiome AB 4 * .

COROLLAIRE 2.2.6 (THEOREME DE REDUCTION). Sous l’hypothèse du

théorème 2.2.5 et si Q est le foncteur co-immersion associé à ~, alors :
(a) Il existe un épimorphisme fonctoriel dO du foncteur H° Q =

= ~’ Q sur le foncteur H 1 véri fiant la suite exacte :
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( b ) Pour n ? 1, il existe un isomorphisme fonctoriel ân du fonc-
teur Hn Q sur le foncteur Hn + l.

Cela résulte du corollaire 1.3.4.

2.3. Applications.

2.3.1. A LA COHOMOLOGIE DES MONOIDES AVEC UNITES:

Tout monoide avec unité A détermine canoniquement une petite

catégorie lÉ = lÉ A ayant un seul objet et dont /~ est le monoide des endo-

morphismes. Pour toute catégorie C, la catégorie des préfaisceaux

est la catégorie des objets de C sur lesquels opère A .

Lorsque C est abélienne et vérifie l’axiome AB 4 * , le foncteur

cohomologique universel Hl’, = H* [ n, .J caractérise la cohomologie de

A à valeurs dans C. Ses composantes Hn [ A .J sont les satellites du

foncteur Fg = HO [ A .J qui associe à tout objet P de le plus grand
sous-objet r &#x26; p = P ~ sur lequel A opère trivialement.

Cette situation généralise la cohomologie classique des rrionordes

avec unité, obtenue avec une catégorie de modules e = ModA .
Il est facile d’expliciter les foncteurs C’) = c * [ A ,.] et C* F9 =

= C’ * [A , J . La relation 1 -, h = n permet de montrer que le foncteur co-

immersion Q~ = Q [ A ,.] est isomorphe à un foncteur C~1 [ A , J obtenu
à partir de C’ 1 [ A , ,.] en faisant opérer A d’une façon que le lecteur

pourra préciser. Le corollaire 2.2.6 donne alors un théorème de réduction

facile à exprimer.

2.3.2. A LA COHOMOLOGIE DES GROUPES :

Il suffit d’appliquer ce qui précède à un groupe quelconque G.

Lorsque C est abélienne et vérifie l’axiome AB 4 * , le foncteur cohomo-

logique universel H * [ G , .] caractérise la cohomologie de G à valeurs

dans C . Ses composantes Hn [ G, .] sont les satellites du foncteur

H° [ G, , .]. Ils sont obtenus par restriction des foncteurs Hn de ?(C)
dans e à la fibre ~ ( G , ~ ) au-dessus de G . De plus, le foncteur co-
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immersion Q [ G, . J est isomorphe à un second foncteur C~. [ G’,.] obtenu
à partir de C’ 1 [ G , . J en faisant opérer G d’une seconde façon que le

lecteur pourra préciser. Le corollaire 2.2.6 donne alors deux théorèmes

de réduction faciles à exprimer. Ils constituent des généralisations des

théorèmes de réduction de S. Eilenberg et S. Mac Lane [ 6 J qui peuvent
être retrouvés en prenant pour C la catégorie des groupes abéliens.

2.3.3. AUX SATELLITES DES FONCTEURS LIMITES PROJECTIVES.

Pour toute catégorie abélienne C vérifiant l’axiome AB 4 * , le

foncteur semi-cohomologique universel H * de ~ ( ~ ) dans C admet pour
composantes les foncteurs Hn dont les restrictions aux fibres abéliennes

9  &#x26; , e&#x3E; sont les satellites des foncteurs limites projectives relatifs à

toute petite catégorie Cg.
Ce résultat généralise celui de Jan Erik Roos [ 15 ] relatif au cas

où lÉ est un ensemble ordonné.

De plus, le corollaire 2.2.6 montre que ces satellites calculés

globalement de deux façons, à l’aide de C* et C’* , peuvent s’obtenir par
itération grâce aux isomorphismes Hn + 1 ’~ H i Qn pour n ? 1 .

3. EXTENSIONS DE LA CATEGORIE FONDAMENTALE

Sous les hypothèses du théorème 2.2.5, toute flèche p : ê* -&#x3E; lÉ

détermine un foncteur cohomologique H * = H* ~ p de T dansP ~ *

En général Hp n’est pas universel. Pour qu’il soit universel, il suffit quep

p vérifie une condition simple indépendante de la catégorie C et qui
caractérise la classe des flèches disloquantes.

Cette classe permet la construction de la catégorie des dominations

dont les objets V sont constitués par un objet é de ê, muni d’une struc-
ture qui permet de remplacer r ff, par un foncteur r; de dans
e, dont il est facile de calculer les satellites qui permettent une étude

plus fine de iS. Par exemple, pour un ensemble ordonné 6 ayant un pre-
~ 

*
mier élément, Hg est trivial, alors qu’il est possible de choisir V pour

que le nouveau foncteur cohomologique universel Ht soit approprié à
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l’étude de l’extrémi té droite de &#x26;.

Enfin, une nouvelle extension de &#x26; conduit à la catégorie S des

pré-situations qui donne lieu à un théorè me analogue au théorème 2.2.5 ,
mais dans lequel h est remplacé par un foncteur F d’une catégorie 9  e &#x3E;
dans elle-même. Cette circonstance posera le problème de l’étude des

objets invariants par r qui constitueront une bonne généralisation des

faisceaux. Leur étude ne se révèlera fructueuse qu’en se limitant aux

faisceaux sur des pré-situations particulières qui appartiennent à la caté-

gorie e~ des situations. Comme tout site détermine une situation, l’étude

des faisceaux sur les situations englobera celles des faisceaux sur les

sites.

3.1. Flèches disloquantes.
Pour tout objet 6 de iS et pour tout objet X de ê, soit ~o ( X )

la catégorie des objets de ë au-dessous de X . Une flèche p : lÉ’ - ~

détermine pour tout objet X’ de 6’ un foncteur p o ( X’ ) de ~ô ( X’ ) dans
’90 1 O(X,) 1 -
D E F IN IT IO N 3. 1. 1. Une flèche p : iS’ -+ ê de la catégorie fondamentale

est disloquante si, pour tout obj et X’ de lÉ ’ , l’application po ( X’ ) 1 est

bijective.

D E F IN IT IO N 3. 1. 2. La catégorie des domaines est la sous- catégorie

pleine D de la catégorie des flèches de ê, déterminée par les flèches

disloquantes.
Il est immédiat que &#x26; est équivalente à une sous-catégorie de ~ .

Puisque admet des produits fibrés, le foncteur but de la caté-

gorie des flèches de lÉ dans ê est bifibrant. Toute flèche p : &#x26;, -+ lÉ de

ë détermine donc un foncteur image directe g et un foncteur image réci-

proque ~e’ . L’image par p d’une flèche disloquante n’est pas nécessai-

rement disloquante, mais le lecteur pourra vérifier que l’image par p’
d’une flèche disloquante est disloquante. Il en résulte donc que p déter-

mine un foncteur image réciproque, noté également p*, de la fibre D(6)
des domaines sur iS dans la fibre 3)(ê’ ) des domaines sur é’ .
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EXEMPLES 3.1.3.

( a ) Pour tout obj et ~ de 6 et tout objet X de ~ , il est immédiat

que le foncteur but EX de ~ 0 ( X ) dans ê est une flèche disloquante.
De même pour toute flèche f : X -~ Y , le foncteûr f * : ~°( Y ) -~ ~o( X ) est

une flèche disloquante.

( b ) Pour que le foncteur canonique p d’une sous-catégorie 6’

dans é soit une flèche disloquante , il faut et il suffit que ~’ ° soit un

crible de ~o [ 8 ] . Une telle sous-catégorie ~’ de ~ sera appelée co-

cri bl e de ~ .

( c ) Tout composé de flèches disloquantes est une flèche dislo-

quante.

PR O P OSITION 3.1.4. Lorsque C est une catégorie avec produits infinis,
pour toute flèche disloquante p: ~’ ~ ~, le morphisme fonctoriel

est un isomorphisme fonctoriel.

Cela résulte facilement de la construction du foncteur disloquant
D, de la caractérisation de m p et de la définition d’une flèche dislo-

quante.

COROLLAIRE 3 .1. 5 . Sous les hypothèses du théorème 2. 2. 5 , si p : 5;’ ~ 5;

est une flèche disloquante, alors le foncteur cohomologique

de ~ ( ~, ~ ) dans e est universel.
En effet, il en résulte les relations

et, pour n ? 1 , les relations

entraînent les relations

qui montrent que H p est effaçable en degrés strictement positifs par l’im-
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mersion ~~ _ (DS, ig). D’ après la proposition 2.2.1 de [ 12 ], il en ré-

sulte donc que H* est universel.p

3.2. Les dominations.

Soit g la sous-catégorie pleine de &#x26; caractérisée par les ensem-

ble ordonnés filtrants à gauche. Pour toute catégorie C, soit ~ g ( ~ ) la

restriction de ?  C &#x3E; au-dessus de la sous-catégorie 9 
9 

de &#x26;.

DEFINITION 3.2.1. Pour tout objet &#x26; de ~, la catégorie ~(~) des
dominations sur lÉ est caractérisée par 

-

Pour toute flèche p : ~’ -~ ~ , le foncteur image réciproque p’ de

de ~(6’,) dans ~(6’,’) détermine un foncteur, noté également p’ , de

D ( 6’,) dans D ( 6’,’ ). Le lecteur pourra vérifier qu’il existe une catégorie
C fibrée sur ~ dont les fibres sont isomorphes aux catégories D ( 6’,) et

dont la fibration est caractérisée par les foncteurs images réciproques p’
associés aux flèches cartésiennes au-dessus des flèches p de 6’,. Il est

immédiat que et ~ sont canoniquement équivalentes à des sous-caté-

gories de 0.

DEFINITION 3.2.2. La catégorie des dominations est la catégorie D fibrée
sur 6’, ainsi caractérisée et qui constitue une extension fibrée de la caté-

gorie fondamentale 6’,.

Pour deux dominations V’ et V sur des objets ~’ eut 6, relatives
à des ensembles ordonnés filtrants à gauche /’ et I , une flèche v de V’

dans V est donc caractérisée par une flèche p : 6’ -+ 6’, et une flèche

v’ : V’ - p. V dans D( 6’,’) qui est déterminée par une flèche cp : I -~ l’

dan s 99et une flèche /3’ : cP* V’ -~ p’ V dans ~ ~ 1, ~ ( ~’ ) J .

D EFINITION 3.2.3. La flèche v : V’ - V est simple dans C si ~* V’ =
- p’ V et si /3= id. Les flèches simples déterminent la sous-catégorie
(j des dominations simples.

DEFINITION 3.2.4. Pour toute catégorie ~, la catégorie ~(C) des pré-
faisceaux au-dessus des dominations et à valeurs dans ~ est la catégorie
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co f ibrée au-dessus de C)o caractérisée par

Soit 9 la sous-catégorie pleine de caractérisée par les ensembles

ordonnés filtrants à droite. Pour toute catégorie 6 et pour tout objet 1 de

g, soit g~(1, C) la catégorie des foncteurs covariants de I dans e. Toute

flèche cp: 1" -+ 1 détermine un fondeur ~ de ~f~C) dans ~~~C),
défini par la composition par cp. Le lecteur pourra vérifier qu’il existe une

catégorie ?X~) librée et scindée sur 9, dont les fibres sont isomorphes
aux catégories fP~, e) et dont la fibration est caractérisée par les fonc-
teurs images réciproques cp* associés aux flèches cartésiennes au-dessus

des flèches cp de 9. Il convient de ne pas confondre la catégorie 9~ f (c)
avec la restriction de ?(C) au-dessus de 9. Une démonstration analogue
à celle du théorème 2.1.7 montre que, si la catégorie C est avec limites

inductives filtrantes, il existe un foncteur limite inductive filtrante lim

de 9’f(C) dans e. 
LEMME 3.2.5. Pour toute catégorie ~, il existe un foncteur canonique de

yre~ dans ~[?fe~].
Un objet de y~) est constitué par un couple (P, V) dans lequel

P est un objet de ~(ê.C) et V un objet de 0(iS) au-dessus d’un objet
I de 9 , c’est-à-dire un foncteur de I dans Grâce à la cofibration

g

de g~(C) au-dessus de 60 et à la donnée de P, ce foncteur V de 1 dans

D(iS) «se relève» en un foncteur contravariant de I dans 9’(C), identi-
fiable à un foncteur covariant P V de l’objet I’ de 9, dual de l’objet I de

99, dans cP(e), c’est-à-dire un objet de ~[~e)]. Ainsi tout objet
(P, V) de ~(C) détermine un objet P V de ~.[~(e)] et le lecteur

pourra vérifier que cette correspondance se prolonge bien en un foncteur

de 9&#x3E; ( e) dans ?~[?(e)] .
COROLLAIRE 3.2.6. Si C est une catégorie avec limites inductives fil-

trantes, tout foncteur F de y~~ dans e admet une extension canonique



348

de y~e; ~~ e.
En effet, F est défini par la composition du foncteur canonique de

~((~) dans S’ ~ 1 S’  C &#x3E; 1 , de l’extension de F de S’ ~ 1 J’  C &#x3E; 1 dans

9’ (~) et du foncteur lim de ~X~) dans C.
DEFINITION 3.2.7. Si e est une catégorie sectionnante et avec limites

inductives filtrantes, le foncteur section r de J~C) dans e est l’ex-

tension canonique du foncteur r de ~(C) dans (F.

3.3. Cohomologie abélienne des dominations.

Pour toute catégorie e avec produits infinis, le produit fibré du

foncteur identique de Co et du foncteur disloquant D de 9 (é) dans
9  e &#x3E; détermine un foncteur disloquant D de P (e) dans ~(C), qui
caractérise une immersion adaptée ~=~D,/~ dans j(e). De même,
lorsque e est abélienne, Q détermine un foncteur co-z77~er.yzoy2 ~ de

~(C) et un épimorphisme fonctoriel e de D sur P.
LE MME 3 .3.1. Si e est une catégorie avec produits infinis et avec limites

inductives filtrantes, pour tout foncteur F de ?~e~ dans C, l’extension

canonique F de C) dans e vérifie la relation:

D’après la proposition 3.1.4, toute flèche disloquante p: ê* -~ &#x26;

entraîne les relations

Alors, pour toute domination V, par passage à la limite inductive suivant

les domaines p qui interviennent dans V , les relations

entrafnent bien la relation

PROPOSITION 3.3.2. Si e est une catégorie abélienne vérifiant les axio-

mes AB 4 * et AB 5, alors pour toute domination V, le foncteur r V de la
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catégorie ~~/Z~2~ P ( V,e) dans e est exact à gauche et l’immersion

adaptée ~=~v~v~ ~~~ ?~v,e~ ~~Mc~~r~-cMc~.
Cela résulte immédiatement du lemme 3.3.1, qui donne la relation

et de l’exactitude des limites inductives filtrantes qu’exprime l’axiome AB 5.

LEMME 3.3.3. Si C est une catégorie abélienne vérifiant les axiomes

AB3* et AB5, les extensions canoniques des foncteurs C* ~ C’*

constituent le foncteur cochaîne C* ~ le foncteur cochaîne normalisée
C’* X~~OC!~ ~ r et à l’immersion adaptée j = ( D , î).

Cela résulte facilement du lemme 3.3. 1.

THEOREME 3.3.4. Lorsque e est une catégorie abélienne vérifiant les

axiomes AB4* et AB5, le foncteur cochaîne C* et le foncteur cochaîne

normalisée C’* déterminent deux foncteurs semi-cohomologiques H* et

H’* de ~fC~ dans e, nuls en degrés négatifs, vérifiant 0 = H" 0
universels et isomorphes à l’extension canonique du foncteur semi-cohomo-

logi que universel H* de y~C~ dans 6.
Les composantes ~Y"~~~ sont les « semi- satellites» du foncteur

section I.
En effet, c’est une conséquence du lemme 3.3.3, du théorème

1.3.3. appliqué aux immersions adaptées 9v exactes et r V - exactes
d’après la proposition 3.3.2, et du fait que l’extension canonique de ~*

est un foncteur semi-cohomologique universel d’après le corollaire 3.1.5

et l’axiome ~~~.

COROLLAIRE 3.3.5. (THEOREME DE REDUCTION). Sous les hypothèses
du théorème 3.3.4 et si il est le foncteur co-immersion associé à ~,
alors:

~~// existe un épimorphismefonctoriel -0° du foncteur HO Q =
= ? ~ sur le foncteur H 1 vérifiant la suite exacte
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( b ) Pour n ? 1 , il existe un isomorphisme fonctoriel an du fonc-
A " A

teur Hn Q sur le foncteur Hn + 1.
Cela résulte du corollaire 1.3.4.

3.4. Les pré-situations.

Pour tout ob j et ~ de 6, soit Sg l’objet de qui coïncide
avec l’ obj et de 9( #°) caractérisé par le foncteur de ê dans ~° qui

associe, à tout objet X de 6, le domaine défini par le foncteur but ex
de la catégorie ISO(X) des objets de lÉ au-dessous de X, dans 6, et à
toute flèche f : X -~ Y la flèche dans iÎÎ° déterminée par

Toute flèche ,o : &#x26; -~ 6 détermine une flèche I p de 1,S dans ~~, carac-

térisée par p et par les flèches p° ( X’ ) de 0 ( X’) dans ~° [ p ( X’ ) ]
pour tout objet X’ de ê* .

Ces éléments caractérisent un foncteur 2 de &#x26;° dans C
. Par composition avec le foncteur source de D dans déter-
mine un foncteur £° de ~° dans 9’(,90). 

-

Soit 00 le foncteur de ~ ( ~° ) dans 60) défini par le composé
du foncteur canonique de ~ ( Û° ) dans 60, associé à la cofibration de

~(00) sur ~° , et du foncteur 10 de ~° dans 9&#x3E;(,90).

Soit el le foncteur de dans ~ ( ~° ) déduit du foncteur

canonique de 00 sur 60 associé à la fibration de 0 sur 6.

DEFINITION 3.4.1. La catégorie des pré-situations est la duale S de la
sous-catégorie de P (D°) noyau de la double flèche ( e°, el) . La caté-
gorie des pré-situations simples est la sous-catégorie de ~ caractéri-
sée de façon analogue en remplaçant 0 par 0’ .

Une pré-situation S sur un objet 6 de est donc caractérisée par
un foncteur de ê dans Co tel que, pour tout objet X de ê, la domination

SX soit définie sur 2r-~X~ = ff, 0 ( X ) et que, pour toute flèche (: X -~ Y

dans ~ , la flèche S j : S Y ~ SX dans C soit au-dessus de f * .
Il est immédiat que le foncteur 2 de ~° dans ~ ( ~° ) détermine

un foncteur f de ê dans 1 et même dans ~’ . Pour tout objet ~ de ê,
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~ ( ~ ) est la pré-situation grossière sur &#x26;.

P ROP OSITION 3.4.2. La catégorie des pré-situations ~ ~ resp. des pré

situations simples ~’ ~ est une extension fibrée de la catégorie fondamen-
tale ~ qui est équivalente à la sous-catégorie c~ des pré-situations gros-

- 9

sières.

Il existe un foncteur canonique
dans ~2 et un morphisme fonctoriel canonique a 1 resp. o-’l du foncteur

La fibration de i [ resp. §’ ] sur ê résulte par restriction de la

co-fibration de ~ ( ~° ) sur 6’. En effet, pour toute flèche ~o : é’ - Cg, le

foncteur image réciproque /9de ~(&#x26;) dans ~(&#x26;’) est caractérisé, pour
toute pré-situation S sur iS, par la pré-situation S’ = P S sur ~’ telle que,

pour tout obj et X’ de ê* ,

Enfin, il est immédiat que Î établit une équivalence entre 6; et la

sous-catégorie S 
g 
des pré- situations gros sières, ce qui entraîne facilement

l’existence de ~ et de cr ’ .

DEFINITION 3.4.3. Pour toute catégorie C, la catégorie "91(e) des pré-

faisceaux au-dessus des pré-situations et à valeurs dans C est la caté-

gorie cofibrée au-dessus de 1° caractérisée par :

LEMME 3.4.4. Pour toute catégorie e, il existe un foncteur canonique de

Un objet de T(C) est constitué par un couple ( P , S ) dan s lequel
P est un obj et de ~ ( ~ , ~ ) et S un obj et de ~( ~ ) , c’ est-à-dire un fonc-
teur particulier de ~ dans Do. Grâce à la cofibration de ~(C) au-dessus
de DO et à la donnée de P , ce foncteur S de ff, dans 0.  se relève » en
un foncteur P S de é dans ~(C), identifiable à un objet de ? [ ~ ( ~ ) ] .
Ainsi tout objet ( P , S ) de 7( e) détermine un objet P S de 9 [ ~ ( ~ ) ]
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et le lecteur pourra vérifier que cette correspondance se prolonge bien en

un foncteur de 7(C) dans ~ [ ~ ( ~ ) J .
COROLLAIRE 3.4.5. Si e est une catégorie avec limites inductives fil-

trantes, tout foncteur F de ~( ~) dans C admet une extension canonique
F de T(C) dans iÎ~(é ).

En effet, d’après la définition de 7(e) comme produit fibré, le

foncteur F est entièrement caractérisé par la projection canonique de

?(e) sur 1° et par le foncteur de 9 ( é ) dans obtenu par la com-

position du foncteur canonique de !F(C) dans (?) 1 , caractérisé

par le lemme 3. 4. 4 et par le foncteur de 9 [ 9&#x3E; ( é ) ] dans 9 ( e) déduit du
foncteur F de ~ ( ~ ) dans C déterminé par le corollaire 3. 2. 6.
DEFINITION 3.4.6. Si C est une catégorie sectzonnante et avec limites

inductives filtrantes, le foncteur section fi de Ye&#x3E; dans ’P’ ( e) est

l’extension canonique du foncteur r de J(C) dans C.

PROPOSITION 3.4.7. Sous les hypothèses précédentes, il existe un mor-

phisme fonctoriel canonique cv du foncteur identique I de ~( ~) dans le
foncteur section F.

Pour toute catégorie C, le foncteur 2 de 1 dans § Ç e~ déter-
0 9-

mine un foncteur 1° de 7«?) dans ~( ~ ) , et le morphisme fonctoriel cr

du foncteur identique de ~ dans 2 détermine un morphisme fonctoriel a 0
de 1 0 dans 1. Sous les hypothèses indiquées, il est facile de vérifier que

F 7 est le foncteur identique I de ~ ( ~ ) . Il en résulte alors un morphisme
fonctoriel canonique w = o0 de 1 dans fi.

3.5. Cohomologie abélienne des pré-situcrtions.

Pour toute catégorie e avec produits infinis, le produit fibré du

foncteur identique de $° et du foncteur disloquant D de ~ ( ~ ) dans 91(c)
détermine un foncteur disloquant D de ~( ~ ) dans T(C) qui caractérise

une immersion adaptée ~ _ ( D , j ) dans ?(~). De même, lorsque C est

abélienne, Q détermine un foncteur co-immersion Q de -p ( e) dans 7(C)
et un épimorphisme fonctoriel s de D sur Q .

L E M M E 3. 5 . 1. Si e est une catégorie avec produits infinis et avec limites
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inductives filtrantes, pour tout foncteur F de ~( ~) dans e, l’extension

canonique F de ’9’ (e) dans !F (e) vérifie

Cela résulte de la construction de F et du lemme 3.3.1.

PR O P OSITI ON 3. S. 2. Si C est une catégorie abélienne véri fiant les axio-

mes AB 4 * et AB 5 , alors, pour toute pré-situation S, le foncteur fis de
la catégorie abélienne 7( S, e) dans elle-même est exact à gauche et l’im-
mersion adaptée g-s = ( DS, is) dans 7( S, e) est exacte et fis - exacte.

Cela résulte immédiatement du lemme 3.5.1 qui donne la relation

et de l’ exactitude des limites inductives filtrantes qu’exprime l’ axiome AB 5.

LE MM E 3 .5. 3. Si e est une catégorie abélienne vérifiant les axiomes AB3 *

et AB 5 les extensions canoniques des foncteurs C* et C’ * constituent

le foncteur cochaîne C * et le foncteur cochaîne normalisée C’ * associés

à I-’ et à l’immersion adaptée ~ _ ( D , j ) ,
Cela résulte facilement du lemme 3.5.1 .

TH EOREME 3.5.4. Lorsque C est une catégorie abélienne vérifiant les

axiomes AB 4 * et AB 5 , le foncteur cochaîne C * et le foncteur cochaine
- -

normalisée C’ * déterminent deux foncteurs semi-cohomologiques H * et

H’ * de !p(e) dans ~( ~), nuls en degrés négatifs, vérifiant H° = H’° _
= fi, universels et isomorphes à l’extension canonique du foncteur semi-

cohomologique universel H * de 9(é ) dans é.
Les composantes H n H,n sont les « semi-satellites» du foncteur

section I-

En effet, c’est une conséquence du lemme 3.5.3, du théorème 1.3.3

appliqué aux immersions adaptées gs exactes et s- exactes d’ après la

proposition 3.5.2 et du fait que l’extension canonique de H * est un fonc-

teur semi-cohomologique universel d’après le corollaire 3.1.5 et l’axiome

AB 5 .
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COROLLAIRE 3.5.5. (THEOREME DE REDUCTION). Sous les hypothèses
du théorème 3.5.4 et si Q est le foncteur co-immersion associé à r, alors:

( a) Il existe un épimorphisme fonctoriel ô° du foncteur HO Q =
= 1 Q sur le foncteur H 1 vérifiant la suite exacte :

( b ) Pour n &#x3E; 1, il existe un isomorphisme fonctoriel an du fonc-
leur ïin Q sur l e f oncteur ïin + 1.

Cela résulte du corollaire 1.3.4.

3.6. Les situations.

Une pré-situation S sur un objet ~ de ë est caractérisée par un

foncteur de ê dans ~o tel que, pour tout objet X de ê, la domination

SX soit définie sur &#x26;0 ( X ) et que, pour toute flèche f : X ~ Y dans é , la
f lèche S f : S ~, -~ SX dans 0 soit au-dessus de f * .

La domination SX est donc caractérisée par un foncteur cont rava-

riant d’un ensemble ordonné filtrant à droite IX dans # [ &#x26;0 ( X )] . Une
couverture de X dans la pré-situation S est un domaine sur ~° ( X ) de la
forme -S~fz~ avec i ~/~. Par abus de langage, SX pourra être appelé
« le filtre des couvertures de X » .

Pour toute flèche f : X - Y, la domination ( f * )’ SX sur ~°( Y),
notée f ( SX ) , est appelée l’image directe de SX par f . Comme la flèche

f * est disloquante et que f/*) est adjoint à gauche à ( f * )’ , il en résul-

te que ( f * ) ~ S Y constitue une domination sur &#x26;0 ( X ) , notée f ’1( S Y ) et

appelée l’image réciproque de S y par f .
La flèche S~ : Sy - SX dans à au-dessus de f * peut donc être

caractérisée soit par une flèche sj : Sy - f(S~), soit par une flèche

s~ : f ! ( SY ) -~ S x’ ces deux éléments étant associés par l’ adjonction.
Lorsque S est une pré-situation simple, S f est déterminée par une

flèche cp f : IX i 1 Y telle que si soit caractérisée par c~ j SY = f ( SX ) et

telle, par suite, que s f soit caractérisée par une flèche /3. : cp f f -1(S Y )~ SX.
Pour tout indice i E 1 X , les indices j E 1 Y vérifiant cp~( i )  j sont
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dits subordonnés à i par f . Il existe alors une flèche canonique 8,( il
de f-’ [ SY(j)~ dans SX(i).

Une couverture SX (i) de X étant fixée et définie par pi : c9i - ê (X)’
pour tout objet A de ê., l’objet oi(A) de ISO(X) détermine une flèche
de ê notée f A . X -. YA -

Un multi-indice subordonné à i e Ix est une famille k = ~ jA ~ 1
indexée par les objets A de iSi, d’indices jA subordonnés à i par les fA .

Un tel multi-indice k détermine la famille jA 1jA e kdes domai-
nés 0 . 1A - f~l ( ~y ~7/i)l sur ê (~X~, associée à k et qui est accom-

pagnée de la famille des flèches 8JA - ~3 f A ( i, jA ) des A dans SX ( i ) .
Si A. est défini par /9. : ê. -&#x3E; ~o (X) , il en résulte des diagrammes

~ A A
commutatifs :

Dans la somme directe des catégories &#x26; - , le foncteur de projec-
A

tion canonique sur ~~ t défini par les /3. détermine une relation d’équiva-
lence dans l’ensemble des objets et dans l’ensemble des flèches. Par

passage au quotient, il en résulte une catégorie ~k ainsi que des fonc-

teurs pk , 1 ~C3k et f3; A’ 1 caractérisés de façon évidente et rendant commu-~ /s A
tatifs les diagrammes :

DEFINITION 3.6.1. Avec les notations précédentes, pour tout multi-indice

k subordonné à i E 1 X’ 1 l’ obj et de ~ au-dessus de ~ 0 ( X) défini par le
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foncteur ~ok : ~k -~ ~o( X ) est appelé la borne supérieure de la famille de

domaines 0~ ~ ~ E k associée à k et elle est notée :
JA JA

Cette définition se justifie par le fait que, si les foncteurs /.3 ~A
sont « injectifs», la catégorie 6k est simplement la borne supérieure au

sens habituel des sous-catégories ê. de lÉ 1 ..

DEFINITION 3.6.2. Une situation est une pré-situation simple S sur un

objet 6 de ê qui vérifie l’ axiome suivant :
( S ~ «Pour tout ob j et X de 6, pour tout indice i E I x et pour tout

multi-indice k subordonné à i , il existe un indice i’ E lx vérifiant i ~ i’

et tel que

DEFINITION 3.6.3. La catégorie des situations est la sous-catégorie

pleine S de la catégorie ~ des pré-situations simples dont les obj ets
sont les situations.

Il est immédiat que toute pré-situation grossière est une situation.

PROPOSITION 3.6.4. La catégorie S des situations est une extension

fibrée de la catégorie fondamentale qui est équivalente à la sous-caté-

gorie e~ g des situations grossi ères.
Cela résulte de la proposition 3.4.2 et de la caractérisation de S.

v

DEFINITION 3.6.5. Pour toute catégorie C, la catégorie ~ ( ~ ) des pré-

faisceaux au-dessus des situations et à valeurs dans ~ est la catégorie

cofibrée au-dessus de c~° caractérisée par :

La catégorie ?(C) est donc évidemment la restriction de 7(C)
au-dessus de la sous-catégorie c~ de ~-.

Le corollaire 3.4.5 donne alors par restriction :
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COROLLAIRE 3.6.6. Si C est une catégori e avec limites inductives fil -

trantes tout foncteur F de ~ ( ~ ) dans C admet une extension canonique
V ~ v

F de (L) dans ~(~).

DEFINITION 3.6.7. Si (? est une catégorie sectionnante et avec limites
v v Xinductives f iltrantes, le foncteur section r de 9  e &#x3E; dans ( ) est

l’extension canonique du foncteur r de ~ ( ~ ) dans C.
Enfin, la proposition 3.4.7 entraîne par restriction :

PROPOSITION 3. G .8. Sous les hypothèses précédentes, il existe un mor-
v v v

phisme fonctoriel canonique Co du foncteur identique 1 de ~ ( ~ ) dans le
v

foncteur section r.

3.7. Une cohomologie abélienne des situations.

Pour toute catégorie e avec produits infinis la restriction de D
v v ;j

détermine un foncteur disloquant D de P (e) dans 9  C &#x3E; qui caractérise
v v v Y..

une immersion adaptée j = ( D , j) dans J(C). De même, lors ue C est

fibélienne, 
Q et s 

déterminent un /oncteur co-immersion 
v 

de /~~(é) dansabélienne, Q et s déterminent un foncteur co-immersion Q de (e) dans
v 

v v v
? e&#x3E; et un épimorphisme fonctoriel s de D sur Q .

La proposition 3.5.2 et les lemmes 3.5.1 et 3.5.3 donnent par res-

triction des résultats formellement analogues qui caractérisent en particu-
v 

~ ~ 

v
lier le foncteur cochai"ne C * et le foncteur cochai"ne normalisée C’ * .

Le théorème 3.5.4 et le corollaire 3.5.5 donnent alors :

THEOREME 3.7.1. Lorsque C est une catégorie abélienne vérifiant les
V 

axiomes AB 4 * et AB 5 , le foncteur cochaine C * et le foncteur cochaîne
v 

~ 
v

normalisée C’ * déterminent deux foncteurs semi-cohomologiques H * et
v v v 

v v

H’ * de ~ ( ~ ) dans nuls en degrés négatifs, vérifiant HO = H’° _
v

= rB universels et isomorphes à l’extension canonique du foncteur semi-

cohomologique universel H * de ~ ( ~ ) dans ~ .
en V

Les composantes Hn ’‘~ H’n sont les « semi- satellites» du foncteur
v 

~

section r.

COROLLAIRE 3.7.2. (THEOREME DE REDUCTION). Sous les hypothèses
V v

du théorème 3.7.1 et si Q est le foncteur co-immersion associé à ~, alors :



358

v

v v 
( a ) Il existe un épimorphisme fonctoriel -ào du foncteur

Y V V 
1 ..

= I-’ Q sur le f oncteur H 1 vérifiant la suite exacte :

v

( b ) Pour n _&#x3E; 1 , il existe un isomorphe fonctoriel à" du foncteur
V V vn~-1H Q sur le foncteur H .

3.8. Exemples et applications.

La notion de pré-situation s’est présentée naturellement pour

donner le cadre général de validité de la proposition 3.4.7 , du théorème

3.5.4 et du corollaire 3.5.5 , mais il faut reconnaître que la plupart des

exemples utilisés de pré-situations sont en fait des situations.

3. 8. l. LES DOMINATIONS INT ERNES.

Les dominations les plus simples sur un objet 6 de sont celles
définies par un ensemble filtrant décroissant de co-cribles-de &#x26;. Elles

seront dites internes.

Par exemple, un co-crible 6’ de 6 étant cofinal dans &#x26; si, pour
tout objet X de ê, il existe au moins une flèche f : X -~ Y dont le but Y

est un objet de ~’ , il est facile de vérifier que les co-cribles cofinaux

dans 6 constituent un ensemble filtrant qui définit la domination de co fi-
nalité sur iS.

Une situation S sur lÉ sera dite interne si pour tout objet X de

6 , la domination SX est interne.

3.8.2. LES SITUATIONS DE COFINALITE.

Le lecteur pourra vérifier que, pour tout obj et ~ de il existe une situa-
tion de co finalité S sur ig caractérisée par le fait que, pour tout objet X

de ~ , la donimation SX est la domination de cofinalité sur &#x26;0 ( X ).
Par exemple, si ê représente un ensemble ordonné, le filtre SX

des couvertures de X est constitué par les parties saturées à droite et

cofinales dans [ X, - [ qui représente &#x26; ( X ) .
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3.8.3. LES SITUATIONS NATURELLES.

Soit ~ un obj et de ~ . Pour un ob j et X de iS, un co-crible ~’ de

0 ( X ) définit de façon évidente un «cône de morphismes » de «sommet»

X et dont la « base) est la restriction du foncteur 8 X à ~’ . Un tel co-

crible iS’ sera dit priviligié en X si X et ce cône caractérisent une limite

projective dans gS de la restriction de 8 X à ~’ . Un co-crible iS’ de

~° ( X ) sera dit fortement privilégié en X , si, pour toute flèche f : X ~ Y ,

le co-crible /(6’ ) est privilégié en Y.
Le lecteur pourra vérifier que, pour tout objet ~ de ê, il existe

une situation naturelle S sur gS caractérisée par le fait que, pour tout

objet X de ê, la domination Sx est définie par les co-cribles fortement

privilégiés en X .

Par exemple, si Cg est associé au dual d’un treillis local ( ( 2 J ,
[14]), dans la situation naturelle associée, les couvertures d’un objet X

sont constituées par les recouvrements hériditaires à droite de X . Il en

est de même dans le cas du treillis local des « ouverts » d’une paratopo-

logie dans un treillis local ( ~ 2 1 [ 14]) et dans celui du treillis des

ouverts d’un espace topologique qui donne la situation naturelle associée

à l’espace topologique.

3.8.4. LES SITES.

Il est facile de vérifier qu’ un site [8] (au sens de Giraud) , défini

par une « topologie ~ ( ( 1 ] , [ 8] au sens de Giraud ou de Grothendieck) sur

une petite catégorie ~ , détermine une situation S sur la duale 60 de ff,

caractérisée par-le fait que, pour tout objet X de ê~, la domination in-

terne Sx correspond au filtre des raffinements de l’objet X de ê.
Il en résulte alors facilement la propriété suivante :

( P ) : « Pour tout univers U , il existe un foncteur pleinement fidèle
de la catégorie des ‘~.1- sites (avec pour morphismes les comorphismes de

’U -sites) dans la catégorie c~ des situations».
~ 

Cette propriété donne donc une vaste classe d’ exemples. En parti-
culier, la situation naturelle associée à un espace topologique correspond
au site qui lui est associé.
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3.8.5. UN EXEMPLE CURIEUX : SITUATIONS SUR UN MONO!BE A UNITE.

Soit ~ la petite catégorie associée à un monoide à unité A . Le

lecteur pourra vérifier qu’une situation interne c~ sur 6 est caractérisée

par un cer tain filtre d’idéaux à gauche de A et qu’en désignant par ?
l’ensemble des idéaux à gauche 7 de l’anneau B = Z (A) qui contiennent

un élément de la forme Z(j), avec J E ~ , alors cet ensemble ? d’idéaux
à gauche est topologisant et idempotent [ 7 ] .

3,8.6. COHOMOLOGIE DES SITUATIONS.

Pour toute catégorie abélienne e vérifiant les axiomes AB 4 * et

AB 5 , le théorème 3.7.1 assure l’existence d’un foncteur semi-cohomolo-
v v

gique universel H* dont toute restriction H* caractérise la cohomologieg s g

de la situation S. D’ après la propriété ( P ~ , il en résulte par exemple la
v

cohomologie à la Cech des sites, qui englobe en particulier celle des

espaces topologiques et des paratopologies. Pour un ensemble ordonné, la

situation de cofinalité S donne un foncteur cohomologique universel H S *
qui semble adapté à l’étude de son « extrémité droi te ~ . v

Enfin, avec les notations de l’exemple 3.8.5 , la catégorie ~ ( S, ~ )
est la catégorie Mod‘’ B des objets de C sur lesquels opère à gauche l’an-
neau B , et le lecteur pourra vérifier que le foncteur

dont les satellites sont les foncteurs {.¡~, constitue une généralisation du
foncteur classique [ 3 ] (p. 157 - 165 )

utilisé pour l’étude de la localisation ( ( 3 ] , [ 7 ] ) dans ModB déterminée
par l’ensemble ? d’idéaux à gauche topologisant et idempotent, lorsque

C est la catégorie des groupes abéliens.

4. SUR L ES NOTIONS DE FAISCEAU ET DE LOCALISATION

La définition classique des faisceaux sur un espace topologique
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fait intervenir des conditions de caractère local. D’autre part, l’exemple

3.8.6 montre que, pour une situation S caractérisée dans l’exemple 3.$.5 ,
v

le foncteur I-S constitue une généralisation d’un foncteur classique utilisé
dans l’étude de la localisation dans une catégorie de modules. Cette paren-
té dans la terminologie suggère l’étude des rapports entre la notion de

faisceau et la notion de localisation. Dans ce but, il convient d’ étendre la

notion de localisation à une catégorie quelconque, ce qui permet alors

d’étudier ces rapports à l’aide de la notion générale «d’objet invariant».

4.1. Local i sat ion dans une catégorie quelconque.

Ce paragraphe a pour but d’étendre à une catégorie quelconque la

notion de localisation définie et étudiée dans les catégories abéliennes

par P. Gabriel dans [ 7 ~ et d’où seront extraites les références citées entre

parenthèses.
Dans une catégorie abélienne (1, toute sous-catégorie épaisse e

détermine une catégorie quotient 93 = (1/ e et un foncteur canonique T de

(1 dans 33. Lorsque e est une sous-catégorie localisante, c’est-à-dire

lorsque T admet un adjoint à droite S , elle détermine un foncteur locali-

sation L = S T exact à gauche de LI dans (1, accompagné d’un morphisme
fonctoriel Y : 1(1 ~ L et les obj ets fermés sont ceux pour lesquels ’II (A )
est un isomorphisme.

LEMME 4.1.1. Avec les données précédentes, les morphismes fonctoriels
W L et LW de L dans L 2 sont des isomorphismes fonctoriels.

Pour tout obj et A de (1, l’objet L A image par S de l’objet TA

de 93 est e-fermé (lemme 2, p. 371). Comme L A e st ~ - f ermé, il en ré-

sulte bien que W LA est un isomorphisme de LA sur S T L A = L 2 A (co-

rollaire p. 371). D’autre part, puisque $ : TS ~ 1~ est un isomorphisme
fonctoriel (proposition 3, p. 371 ) , il en résulte un isomorphisme fonctoriel

~ T’ et, comme (1&#x3E; T ) o ( TIF) est le morphisme identique de T , il en résul-

te que TW et par suite L’II = STW sont des isomorphismes fonctoriels, ce

qui achève la démonstration.
N

Si (~ désigne la sous-catégorie pleine déterminée par les objets
N N

e - fermés de Q et si T est le foncteur canonique de à dans (1, il existe
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alors un foncteur L de Q dans cr caractérisé par L = TL.

LEMME 4.1.2. Avec les données et les notations précédentes, alors :

La démonstration est laissée aux soins du lecteur.

Le lemme 4.1.1 suggère alors la définition générale suivante :

DEFINITION 4.1.3. Dans une catégorie quelconque (1, un système (L, ’l’)
constitué par un foncteur L de Q dans (1 et un morphisme fonctoriel

’1’ : 1(1 --. L, est localisant si ’1’ L et L ~ sont des isomorphismes foncto-

riels de L sur L 2 .

Deux systèmes (L, ’l’) et ( L’ , ~’ ) sont équivalents s’ il existe un

isomorphisme fonctoriel de L sur L’ qui transforme IF en T’ .

Une localisation 2 dans une catégorie S est définie par une clas-
se d’équivalence de systèmes localisants, c’est-à-dire par la donnée d’un

système localisant ( L , ~Y )  défini à une équivalence près ~ .

D E F IN IT IO N 4.1.4. Dans une catégorie quelconque (t, une sous-catégorie
N

local e est une sous-catégorie pleine à pour laquelle le foncteur .d’ inj ec-
- - -

tion T de (f dans (~ admet un adjoint à gauche L .

THEOREME 4.1.5. Pour toute catégorie (1, il existe une correspondance

bijective entre la classe des localisations £ dans (~ et la classe des

sous-catégories locales à de (1. Elle est caractérisée par les conditions
- - 

,

sui vantes : si 2 et à sont associées, alors à est déterminée par les

objets A de LÎ invariants par ( L , ’1’ ), c’est-à-dire pour lesquels T ( A ) :
A -~ LA est un isomorphisme et inversement, ~ est déterminée par le

- -

système localisant ( L , IF) dans lequel L = T L et W est associé à l’ad-
- -

jonction de T et de L .
En utilisant les notations habituelles et les propriétés classiques

des foncteurs adjoints, pour toute sous-catégorie locale Q de (t, il est
- -

facile de vérifier que (D : L T -~ L93 est un isomorphisme fonctoriel, puis-
- - - --

que T est pleinement fidèle. Comme ( ~ T ) o ( ~ T ) et ( ~ L ) o ( L ~ ) sont

des morphismes identiques (propositions 7 et 8, p. 339 et 340 ) il en résulte



363

Ai N

que IF T et L 9 , et par suite WL et LW, sont des isomorphismes foncto-

riels, ce qui prouve bien que ( L , ~ ) constitue un système localisant.

Comme il est possible de vérifier que est caractérisée par les objets A
due 8 invariants par ( L, ’II), il en résulte donc  une application injective »

N

de la classe des sous-catégories locales à de 8 dans la classe des loca-

lisations lll dans 8. Il suffit alors de prouver qu’elle est « surjective» .
Dans ce but, étant donnée une localisation £ définie par un système loca-

N

lisant ( L , IF), soit 8 la sous-catégorie pleine de 8 caractérisée par les

objets invariants par ( 1, ~ ) . Puisque W L est un isomorphisme fonctoriel,
N N

il en résulte l’existence d’un foncteur unique L de (~ dans à caractérisé
roi roi N ro#

par L = T’ L . Tout revient à montrer que L est adjoint à gauche à T . Il

suffit de montrer que le morphisme fonctoriel

induit par W : 1(1 ~ L est un isomorphisme fonctoriel, c’ est-à-dire que,

pour tout obj et A de et et tout obj et B de à, l’application
- -

caractérisée par

est bijective. Or en tenant compte de conditions de commutativité évidentes
,..,

et du fait que W L et L, ~ , et par suite W T’ , sont inversibles, le lecteur

pourra vérifier que X admet pour inverse l’application X -1 caractérisée par

ce qui achève la démonstration

D E F INITION 4.1.6. Pour une localisation £ définie dans une catégorie 8

par un sys tème localisant ( L , ~ ) , avec les notations précédentes, L est
- -

le foncteur localisation, T est le foncteur section, L est le foncteur loca-

lisant et à est la catégorie locale des objets invariants par ( L , Y ), qui
caractérise également la localisation 2-.

- 

En outre, 2- est dite exacte si L est exact à gauche (ou encore si
N

L est exact) .
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Il convient de remarquer qu’une localisation n’ est pas nécessaire-

ment exacte, comme le montre l’ exemple de la localisation définie dans la

catégorie LI des espaces topologiques complètement réguliers par la sous-
N

catégorie locale à des espaces compacts. En effet ~( N x N ) n’ est pas

h oméom orph e à /3 ( N ) x ~3 ( N ) .

P RO P OSITI ON 4. 1. ~. Pour toute localisation ~ dans une catégorie (t,alors
N

( a) Le foncteur section T commute aux limites projectives (il est

donc exact à gauche) ;
N

( b ) Le foncteur localisant L commute aux limites inductives (il
est donc exact à droi te) ;

N

( c ) La commutativité du foncteur localisant L par rapport aux

limites projectives d’un certain type est équivalente à la commutativité du

foncteur localisation L par rapport aux limites projectives du même type.
N

En particulier, pour que L soit exact, il faut et il suffit que L soit exact

à gauche.
La démonstration est laissée aux soins du lecteur.

L E M ME 4. 1. 8. Pour toute localisation exacte ~ dans une catégorie abé
N

lienre (t, la sous-catégorie locale à associée est abélienne et les fonc-
- -

teurs L , L et T sont additifs.
,..,

La caractérisation de (t permet de montrer facilement qu’elle véri-

fie les axiomes C Ad 1 et C Ad 2 . Comme les ensembles HomQ ( B , B’ )
peuvent naturellement être munis d’une structure de groupe abélien de telle

façon que les lois de composition soient des applications bilinéaires, il
,. -

en résulte que à est une sous-catégorie additive (proposition 2 , p. 334 ) .
- ,..,

Les foncteurs L, L et T qui sont exacts à’ gauche sont donc additifs.
- - - -

Pour toute flèche 8 : B - B’ dans (t, la flèche a, = T~3 : TB -TB ’
admet dans LÎ un noyau et un conoyau dont les transformés par le foncteur

,..., - ,..,

additif exact L constituent un noyau et un conoyau de la flèche L T f3
-

équivalente à ~3 . Il en résulte que à vérifie CA b 1 - De même, il est facile- -

de montrer que à vérifie C Ab 2 , ce qui prouve que à est abélienne.

P RO P OSITION 4. 1.9. Pour toute catégorie abélienne LI, il existe une cor-
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respondance bijective entre la classe des localisations exactes ~ dans (f

et la classe des sous-catégories localisantes C (qui caractérisent une

localisation au sens de P. Gabriel) . Elle est caractérisée par les condi-
,..,

tions suivantes : si 2 et C sont associées, alors C - Ker L = Ker L et,

inversement, ~ est caractérisée soit par le système localisant ( L , ’II )

dans lequel L est le foncteur localisation (au sens de Gabriel) associé à
N

C, soit par la sous-catégorie locale à des objets fermés qui est équi-
valente à la catégorie quotient (î / e .

D’après le lemme 4.1.1 , toute sous-catégorie localisante C déter-

mine une localisation exacte 2 caractérisée soit par le système localisant
,..,

( L , ~~ ) soit par la sous-catégorie locale (1 des objets e-fermés (corol-
laire p. 371 ) . L’application ainsi déterminée est donc bien« injective »

d’après le lemme 4.1.2.

D’autre part, étant donnée une localisation exacte £, d’après le
lemme 4.1.8 la sous-catégorie locale Q associée est abélienne, le foncteur

,.., ,..,

additif exact L admet le foncteur additif T pour adjoint à droite et enfin
,.., N

1&#x3E; : L T -~ IQ est un isomorphisme fonctoriel. Il en résulte (proposition 5,

p. 374) que la catégorie C - Ker L = Ker L est une sous-catégorie loca-
- ,

lisante de (Ï et que L induit une équivalence entre (1/ e et Q , ce qui
entraîne bien que ( L , ~ ) est associé à l’adjonction entre le composé du

- -

foncteur d’équivalence de (î / e dans à avec T et le foncteur canonique
T de (1 sur (î / e . L’application envisagée est donc « surjective » .

4.2. Définitions des faisceaux

D E F IN IT ION 4.2.1. ( N ) . Lorsque C est une catégorie sectionnante et avec
limites inductives filtrantes, les faisceaux sur les situations sont les

v V V
objets de ~ ( ~ ) invariants par le système (r, w) -

,..,

Ils caractérisent la catégorie des faisceaux au sens de

cette nouvelle définition ( N ) .
V

NOTATIONS. Pour tout objet P de ?(e) au-dessus de S , en posant

P i - r s X (i) ( ~ X j * P pour i E 1 X , tout couple d’indices i ~ i’ détermine

un diagramme commutatif :
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DEFINITION 4.2.3. Lorsque C est une catégorie sectionnante, un pré-

faisceau P au-dessus d’une situation S sur ê est un semi-faisceau si,

pour tout objet X de &#x26; et pour tout indice i E I X , le morphisme canonique
úJ( P )( X, i ) : P ( X ) -~ P i est un monomorphisme.

LEMME 4.2.4. Si C est sectionnante et si P est un semi-faisceau au-

dessus d’une situation S sur ~, alors, pour tout objet X ’de 1S et tout

coupl e d’indices i  i’ de IX, le morphisme úJ( P )( i , i’ ) : P i -~ Pi, est

un monomorphisme.
La démonstration assez longue est laissée aux soins du lecteur.

PROPOSITION 4.2.5. Lorsque est une catégorie sectionnante et avec

limites inductives filtrantes dans laquelle toute limite inductive filtrante
de monomorphismes est un monomorphisme, pour qu’un préfaisceau P au-

dessus d’une situation S sur &#x26; soit un faisceau, il faut et il suf fit que,

pour tout objet X de é et pour tout indice i E 1 x’ 1 le morphisme canonique

W(P)(X, i ) : P ( X ) ~ P t soit un isomorphismes.
Si P est un faisceau, la relation

dans laquelle cw( P ) ( X ) est un isomorphisme, entraîne que c~( P )( X , i )

est un monomorphisme. Ainsi tout faisceau est un semi-faisceau. Diaprés
le lemme 4.2.4 , pour i _ i’ les c~( P ) ( i , i’ ) sont les monomorphismes, ce

qui entraîne d’ après les hypothèses que la limite inductive cw( P ) ( i ) est

un monomorphisme. Comme l’isomorphisme ~.w( P ) ( X ) est le composé des

monomorphismes c~ (P ) (X , i ) et cw( P ) (i ) , il en résulte bien que c~(P) (X, i)

est un isomorph i sme, d’ inverse [ c~ ( P ) ( X ) ] ’10 ~ ( P ) ( i ) .
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Réciproquement, si les c~( P ) ( X , i ) sont des isomorphismes, la
v

limite inductive à(P )(X) est un isomorphisme, ce qui prouve que P est

un faisceau.

REMARQUE 4.2.6. Avec les notations habituelles, si Sx(i) est définie

par p1 : &#x26;. ~ ~o ( X ) la condition  cv( P ) ( X , i ) est un isomorphisme &#x3E;&#x3E; est

équivalente à la condition «l’objet P ( X ) et les morphismes P(/~) :
P ( X ) -~ P ( YA ) = P ~ 8X ~oi ( A ) ] , définis pour tout objet A de iSi, carac-
térisent une limite projective du préfaisceau ( 8x p.) P sur &#x26; .» .i * 1

Comme cette condition conserve un sens dans une catégorie quel-

conque, la proposition 4.2.5 suggère une autre définition possible des

faisceaux sur les situations, valable pour une catégorie quelconque et qui
est à rapprocher des définitions classiques pour les espaces topologiques
et les sites.

DEFINITION 4.2.7. ( A ) . Un préfaisceau P au-dessus d’une situation S

sur &#x26; et à valeurs dans une catégorie C quelconque est un faisceau si,
pour tout objet X de iS et pour tout indice i E 1 X tel que SX ( i ) soit défi-

nie par ~oi : 6 1-+ iS,,,,(X), l’objet P ( X ) et les morphismes

définis pour tout objet A de ~Z, caractérisent une limite projective du
préfaisceau ( EX ~o.) P sur 6,. 

_* Z 
,..,

Ils caractérisent la catégorie des faisceaux au sens de

l’ ancienne définition ( A ) .

D E F INITION 4.2.8. Une catégorie C sera dite complètement sectionnante

si elle est sectionnante et avec limites inductives filtrantes exactes.

Par exemple, une catégorie abélienne est complètement section-

nante si elle vérifie les axiomes AB 3 * et AB 5 .

Compte tenu de la remarque 4.2.6, la proposition 4.2.5 entraîne en

particulier :

COROLLAIRE 4.2.9. Pour toute catégorie C complètement sectionnante,
les définitions ( N ) et ( A ) des faisceaux sur les situations sont équiva-
lentes.
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La catégorie des faisceaux sur les situations est alors

4.3. Catégories parfaitement sectionnantes.

D E F IN IT IO N 4 . 3. 1. Une catégorie C sera dite parfaitement sectionnante

si elle est complètement sectionnante et si elle vérifie la condition sui-

vante :

Axiome (D) :  Toute famille ( M~ ) . E J de systèmes induct’.fs M~ _ (M Î , ai, i ‘)i i i, 1.

sur des ensembles ordonnés filtrants 1. J et à valeurs dans la catégorie e
vérifie la relation :

PROPOSITION 4.3.2. Pour qu’une catégorie abélienne C soit parfaitement
sectionnante, il faut et il suffit qu’elle vérifie les axiomes AB 3 * et AB 6 .

Comme les catégories abéliennes e parfaitement sectionnantes

sont celles qui vérifient les axiomes AB 3 * , AB 5 et ( D ), tout revient à

montrer que AB 5 et ( D ) impliquent AB 6 et que, réciproquement, AB6

implique ( D ).
Avec les données de AB 6 et en caractérisant les données de ( D )

par les suites exactes

le lecteur pourra vérifier à l’aide de AB 5 que les deux membres de l’éga-
lité AB 6 sont des noyaux d’une même flèche de A dans l’objet défini par

l’ égalité de ( D ) , ce qui démontre la partie directe.

Réciproquement, avec les données de ( D ) , en posant

si k = ( i~ ) E K, les flèches iéfinissent une

flèche
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de composantes a.~ ( k) : M ( k ) ~ Mi . Tout revient à montrer que

limite inductive des a( k), est un isomorphisme.
P our k E K fixé et pour

en résulte :

d’ où

L’axiome AB 6 entraîne alors

avec

d’ où

ce qui donne alors :

D’autre part, en posant j J les relations

montrent que l’axiome AB 6 entraîne :

Les relations Ker a. = 0 et Im a = M montrent bien que a est un

isomorphisme.
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4.4. Propriétés du système (

PROPOSITION 4.4.1. Lorsque C est parfaitement sectionnante, pour tout

objet P ~ J~e~ ~ ~r~~ce~M P = i" P est un semi-faisceau.
v

Avec les notations habituelles, il suffit de montrer que les ~P~X,~
v

sont des monomorphismes. Puisque le composé de ~P~X,z,) avec le
v

morphisme canonique de P . 
z 
dans est le pro-

duit des flèches
~ 

n

tout revient à montrer que

1B

est un monomorphisme.
Soit K l’ensemble ordonné des multi-indices k = ~ 1 j A 1 subordon-

nés à i E I fixé. En posant I X = 1 i’ , i’ E 1 X , i ~ i’ ~ , pour tout i’ E 1 X
soit K., le sous-ensemble cofinal dans K des multi-indices subordonnés

à i’ et soit Ki. ( A ] la  section&#x3E;&#x3E; de K., relative à 1 Y . Il existe des sys-l l A
tèmes inductifs définis de façon évidente sur 1 X et K~ ( A ~ = K ( A ~ et

qui donnent, pour tout i’ E 1 X et pour tout j E K Z . ( A ~ les diagrammes com-
mutatifs

de telle sorte que , avec naturellement

en résulte des systèmes inductifs sur I" x et K qui fournissent les diagram-
mes commutatifs
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lorsque k E Ki" de telle sorte que

traîne alors :

L’axiome ( S) de la définition des situations détermine une appli-
cation k - i’ ( k J de K dans 1X dont l’ image i X est cofinale dans I X . *
Il en résulte donc les relations

qui entrainent alors :

En laissant au lecteur le soin de vérifier, à l’ aide de la définition

de Ok qui caractérise i’ ( k ) , que q( i’ ( k ] , k ) est un monomorphisme,
cette dernière relation entraîne bien que ~ est un monomorphisme.

PROPOSITION 
4.4.2. Lorsque e est parfaitement sectionnante, pour tout

X V V

objet P de (e) qui est un semi-faisceau, le préfaisceau P = hP est

un faisceau.
V

Avec les notations habituelles, il suffit de montrer que les c~(P)(X, i)

sont des isomorphismes. En posant P’ = ( EX pi ) * P , d’après le corollaire
v 

l *

2.1.8 l’ obj et P . 
Z 
est défini par un noyau de la doublé flèche

v

Pour prouver que c~( P ) ( X , i ) est un isomorphisme, il suffit de

montrer l’exactitude du diagramme

Puisque tout k E K détermine le double diagramme commutatif
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avec

les relations

montrent que le diagramme ( 3 ) est la limite inductive suivant k E K des

diagrammes

D’après l’exactitude des limites inductives filtrantes, il suffit de
v v

montrer l’exactitude des diagrammes ( 4 ) . Comme la relation u o p = v o p
entraîne

et que, d’après ce qui précède, q( i’ [ k ] , k ) est un monomorphisme, tout

revient à montrer que, pour tout objet B de 6, toute flèche cx de B dans

lVl ( k ) vérifiant u ( k ) o a. = v( k ) o ~x admet au moins une factorisation

~x = q ( i’ [ k ] , k ) o a.’ par une flèche a.’ de B dans P Z, [ k 1 -
Le lecteur pourra vérifier cette propriété en utilisant le lemme

4.2.4 et l’une de ses conséquences immédiates qui entraîne que, pour un
v

semi-faisceau P, les cv( P ) ( i ) sont des monomorphismes, ce qui achèvera
la démonstration.

PROPOSITION 4.4.3. Lorsque C est parfaitement sectionnante, les mor-
V V V V V v

phismes fonctoriels c~T’ et I"co de h dans r 2 sont des monomorphismes

fonctoriels égaux.
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Tout d’abord, d’après la proposition 4.4.1, pour tout préfaisceau P
V V

le préfaisceau P = I~’’ P est un semi-faisceau, ce qui entraîne que le mor-

phisme 
-- . -1 ~- à- . - - _.._ - ..

V V
est un monomorphisme. Il en résulte que wF est bien un monomorphisme

V V V V
fonctoriel et tout revient à démontrer la relation c~ I-’ = r úJ, c’est-à-dire

que, pour tout préfaisceau P au-dessus d’une situation S sur ff" tout

obj et X de à entraîne
B.1

Avec les notations habituelles, tout i E IX détermine le diagramme
commutatif

de telle sorte que

Si k = ~ jA ~ 1 E K, il est immédiat que pA ( i , jA ) admet la factori-

sation ce qui entraîne les diagrammes
commutatifs

Puisque
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la relation

qui résulte de l’ axi ome ( D ) , et la relation

entraînent

Cette relation et les diagrammes ( 2 ) et ( 5 ) entraînent le diagramme
commutatif

Comme le diagramme

est commutatif, le diagramme ( 7 ) entraîne la relation
v ..

dans laquelle À est un monomorphisme, ce qui entraîne

Par passage à la limite inductive suivant i E 1X , il en résulte :
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Comme est naturellement le morphis-

me identique de fi (X ), il en résulte bien la relation

ce qui achève la démonstration.

5. PROPRIETES DES FAISCEAUX SUR LES SITUATIONS

_ 

L’étude des propriétés de fibration et de cofibration de la catégorie

Î~( é) des faisceaux au-dessus de S’ permet de montrer que la bifibra-a 
N

tion de ~ a ( ~ ) au-dessus de S’ est liée à l’existence dan s ~ ( ~ ) d’unea 
N

localisation ~ caractérisée par la sous-catégorie locale ~ a( ~ ) des fais-
ceaux. Cette propriété montre l’intérêt de la notion de localisation dans

l’étude des faisceaux sur les situations, ce qui permet d’examiner  le

problème du théorème du faisceau associée de donner une généralisation
d’un résultat obtenu pour les sites dans le cas où C - Ens ou C = Ab et

de répondre ainsi aux conjonctures émises par J.W. Gray dans son commen-

taire dans  Mathematical Reviews» de l’article «On category of sheaves &#x3E;&#x3E;

de A. Heller et K.A. Rowe.

5.1. Propriétés relatives à la fibration.
- -

v Pour toute catégorie C, soit le foncteur d’injection de fP (6)
dans ~(~).

LEMME 5.1.1. Pour toute catégorie sectionnante e, la catégorie P (e)
est bi f i brée sur Sa.

v

Cela résulte du théorème 2.1.7 et de la définition de à l’aide
de ?((?).

PROPOSITION 5.1.2. Si C est une catégorie sectionnante, pour tout mor-

phisme de situation ~.: S’ ~ S, le foncteur image réciproque
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v v

k* : ~ ( S’ , e).... ~ ( S , C) trans forme un faisceau sur S’ en un f aisceau

sur S [ au sens de la définition (A) 1 -
En particulier, il existe un foncteur unique :

- - -

caractérisé par la condition r s ~.* _ ~.* I-’S’ .
En effet, si le morphisme de situation À: S’ -~ S est défini par le

foncteur p : ~’ -~ ~ , le lecteur pourra vérifier que la caractérisation de

p* , donnée dans la démonstration du lemme 2. 1. 6 , entraîne que À*P’ =

= ~o* P’ est un faisceau sur S , si P’ est un faisceau sur S’ .

TH EO R E ME 5. 1. 3. Pour toute catégorie e, il y a équivalence des con-

ditions suivantes :

( a ) La catégorie ~ est sectionnante.
v

( b ) L a catégorie est bi f i brée sur Sa.
-

( c ) La cat égori e ~ a ( ~ ) est fibrée sur Sa.

La condition ( b) entraîne que tout morphisme de situation À: S’-~ S

détermine un foncteur image réciproque X* adjoint à droite au foncteur

image directe *
*

Pour tout objet ~ de 6, en prenant pour S’ et S les situations

grossières sur 6 et sur un point, et pour k l’unique flèche de S’ dans S,
il en résulte que ~.* caractérise un foncteur limite projective 1",S sur

? ( ) , ce qui montre que ( b ) implique ( a ) .
.

Le lemme 5. 1. 1 entraîne alors l’équivalence de (a) et de ( b) .

H 
Lorsque ces conditions équivalentes sont satisfaites, en utilisant

N

À* défini par la proposition 5. 1. 2 , il en résulte que l’ensemble des flè-
w

ches dans ~a( ~) d’un faisceau F sur S dans un faisceau F’ sur S’ , 1

au- dessus de ’A.: S’ -+ S , est en bijection avec les ensembles isomorphes:

Les relations immédiates du type (À*~)*= ~’ * ~.* entrainent alors que la
^r r

flèche canonique dans ? ((~) de À* F’ dans F’ est cartésienne au-
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dessus de ÀO, ce qui prouve que P (C) est fibrée sur sa.
Réciproquement, pour tout morphisme de situation X : S’ -+ S, la

condition ( c ) détermine un foncteur image réciproque

Pour tout objet ~ de 6, en particularisant le morphisme À* .’ S’ - S com-

me ci- dessus, il est immédiat que

caractérise un foncteur limite proj ective r 1; sur ~ ( ~ , ~ ) , ce qui en-

traîne que ( c ) implique ( a )

5.2. Propriétés relatives à la cofibration.
V

D E F INITION 5. 2. 1. Une localisation ? dans P (e) est compatible avec
la co fibration si elle peut vêtre déterminée par un foncteur localisation L
qui respecte les fibres de y(C).

TH E O R E ME 5. 2. 2. Pour toute catégorie e, il y a équivalence des con-

ditions suivantes : .’

( a ) La catégorie (e) est co f ibrée sur 0
( b ) La catégorie a( ~ ) est la sous- catégorie locale d’une loca-

lisation ~ dans P (e) compatible avec la cofibration.
La condition ( a ) entraîne que tout morphisme de situation X..’ S, -b S

détermine un foncteur image directe ~ : fP f~.e)-~? (~~e).
Pour toute situation S , soit So la situation grossière associée et

soit 4(S) la flèche canonique de S dans ~ . Puisque ju(S) * et 0o 
~ * 0

sont des isomorphismes, le lecteur pourra vérifier que I-S admet pour ad-
joint à gauche le foncteur

et que les relations /.,c ( S ) ~ _ À. 1-£(S’) entraînent l’existence d’isomor-

phismes fonctoriels canoniques
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~ 
v

qui assurent que les L S sont les restrictions aux fibres ~ ( S, ~ ) d’un
~ V s 

~ ~

foncteur L de ~ ( ~ ) dans Ta(C) adjoint à gauche au foncteur r. Ainsi
( a ) implique ( b ) .

Réciproquement, ( b ) entraîne que la localisation 2 est défi~ie par
un système localisant ( L , ’l’) tel que L respecte les fibres de ’.f ( e) .
Le foncteur localisant L respecte donc également les fibres et tout mor-

phisme de situation À : S’ -+ S détermine des foncteurs

y

En utilisant la cofibration 3e ~ ( ~ ) sur so, il est possible de

montrer l’existence d’un isomorphisme fonctoriel

qui provient donc de l’isomorphisme fonctoriel :
~ ~ ~ ~

v

Puisque, pour tout objet P de ~ ( S, ~ ) , l’objet À * P est le but
d’une flèche cx p ( ~.) de source P et cocartésienne dans ?(C) au- dessus

* 
~ ~

de 11.°, en particulier, pour tout obj et F de ? a ( S , C) en posant P = hS F ,
le composé

-

est l’image par I-’ d’une flèche

unique ~x F ( ~. ) : F -~ À* F au- dessus de B~. Grâce au fait que B[ ’1’ s ]
est un isomorphisme fonctoriel, le lecteur pourra vérifier que OLp(B) est

cocartésienne dans ~a( ~) au- dessus de ~.° , ce qui achèvera la démons-

tration.

CORO LLAIRE 5. 2. 3. Sous les conditions équivalentes du théorème S. 2. 2,
tout morphisme de situation À: S’ -+ S détermine un isomorphisme fonc-
toriel canonique 

°

CORO LL AIRE 5. 2. 4. Sous les conditions équivalentes du théorème 5. 2. 2,
il y a équivalence des conditions suivantes :

- 

( a ) Pour tout morphisme de situation ~. , le foncteur image directe
1

* est exact à gauche.
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-

( b) Pour toute situation S, le foncteur localisant LS est exact à

gauch e. 
-- --

Cela résulte de l’isomorphisme de ainsi que de

la relation dans laquelle commutent aux limites

proj ectives.

5.3. Propriétés relatives à la bifibration.

L E M M E 5 . 3 . 1. Lorsque e est sectionnante, si P are) est la sous- caté-

gorie locale d’une localisation 2 dans J’( ~), alors 2 est compatible
avec la co fibration.

La démonstration qui utilise le théorème 5. 1. 3 est laissée aux

soins du lecteur.

L E M M E 5. 3. 2. Lorsque e est sectionnante, 
’V 

si a (S, e) est la sous-

catégorie locale d’une localisation ~S dans ~ ( S, e) pour toute situation
S, alors ~a( ~) est la sous- catégorie locale d’une localisation 2 dans
v 

a

~ ( ~ ) compatible avec la co fibration.
La démonstration qui utilise le théorème 5. 1. 3 et la proposition

5. 1. 2 est laissée aux soins du lecteur.

C ORO LLA IR E 5’. 3. 3. Lorsque e est sectionnante, il y a équivalence
des conditions suivantes : " 

’ 

v

( a ) Il existe une localisations dans de sous,- catégorie
locale ~a( ~). v

( b ) Il existe une localisations dans compatible avec la

cofibration’ et de sous- catégorie locale ~ a ( ~).
v 

( c ) Pour toute situation S, 
~ 

il existe une localisation Î-s dans

~ ( S , e) de sous- catégorie locale P a ( S , e).
Cela résulte des lemmes 5. 3. 1 et 5. 3. 2 .

Les théorèmes 5. 1. 3 et 5. 2. 2 ainsi que le corollaire 5. 3. 3 entraî-

nent alors :

TH E O R EM E 5. 3. 4. Pour toute catégorie e, il y a équivalence des condi-

tions suivantes .
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( a ) La catégori e ~ a( ~ ) est bi f ibrée sur Sa. v

( b ) La catégorie C est sectionnante et il existe dans ~ ( ~ ) une
localisation de sous- catégorie locale P a( e).

( c) La catégorie C est sectionnante et, pour toute situation S,
v

il existe dans ~( S, e) une localisation 2 s de sous- catégorie locale

~a( S, ~).
D E F IN IT IO N 5. 3. 5. Lorsque est cofibrée sur So, elle sera dite

exactement co fibrée si, pour tout morphisme de situation À: S’ -~ S, le

foncteur image directe ~.* : ~a ( S, ~ ) -~ ~ a( S’ , ~ ) est exact.* a a

COROLLAIRE 5.3.6. Sous les conditions équivalentes du théorème 5. 3. 4,
il y a équivalence des conditions supplémentaires suivantes :

-

( a ) La catégorie a( C) est exactement co fibrée sur sa.
( b) Pour toute situation S, la localisation ~S est exacte.
Cela résulte du corollaire 5. 2. 4 et du fait que les À sont adjoints

à gauch e aux ~.* .

REMARQUE 5 . 3. 7. Les conditions équivalentes du corollaire 5. 3. 6 signi-
fient que, pour tout morphisme de situation, la flèche ÀO dans S 0 est

plate [ 5 ] pour la catégorie ~ a ( ~ ) bifibrée sur So.

LE MME 5. 3. s. Sous les conditions équivalentes du théorème s. 3. 4, la

catégorie C est avec limites inductives filtrantes. De plus, sous les

conditions équivalentes du corollaire S. 3. 6 , les foncteurs limites induc-

tives filtrantes sont exact s.

Pour tout ensemble ordonné filtrant I , en utilisant la situation de
N

co finalité S sur I , le lec teur pourra vérifier la relation ~ a( S, ~ ) ^- ~ ,
qui entraîne que le foncteur localisant L s représente le foncteur 1~ , ce
qui achèvera la démonstration. 1

CORO LLAIRE S. 3. 9. Sous les conditions équivalentes du théorème s. 3. 4
et du corollaire 5. 3. 6, la catégorie e est complètement sectionnante.
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5.4. Sur « le problème du faisceau associé» . .

TH EOREME 5. 4. 1. Lorsque la catégorie e est parfaitement sectionnante,
il existe dans P (e) une localisation 2 de sous- catégorie locale ~ ( ~ )
et caractérisée par un système localisant ( L , ’II) défini par :

.,_......._.

v

De plus, pour toute situation S, la localisation ~s dans ~ (S, e)
de sous- catégorie locale P ( S , ~ ) est exacte.

Les propositions 4. 4. 1 et 4. 4. 2 entrainent que ’1’ L est un iso-

morphisme fonctoriel et, comme la proposition 4. 4. 3 entraîne L ’1’ = ’1’ L ,
v vV

le système ( L , IF) est loc alisant. Si P est un faisceau, co(P) et I-’ cv (P)

étant des isomorphismes, il en résulte que ’1’ ( P) est un isomorphisme et,

réciproquement, si ~ ( P ) est un isomorphisme, P est un faisceau puis-

que L P est toujours un faisceau. La sous- catégorie locale de £ est

donc bien ~ ( ~ ) .
Pour toute situation S , la localisations est exacte puisqu’elle

v

est caractérisée par le système localisant (LS’ ’1’ s) dan s lequel L s = v s 2
v

et que r s est exact à gauche d’ après sa construction.

C OR O L L A IR E 5. 4. 2. Lorsque C est une catégorie abélienne parfaitement
sectionnante, (axiomes AB 3 * et AB 6 ) pour toute situation S, la caté-

- v

gorie ~ ( S, ~) des faisceaux sur S est abélienne et les foncteurs T’S,
L 

SI L S et r s sont additi fs. v ,.,

L es catégories Kerfs, Ker L S et Ker L S coincident avec une

même sous- catégorie localisante n s de ~( S, e) [ au sens de Gabriel ] .
La catégorie ~( S, e) des faisceaux sur S, qui est la sous-

catégorie locale de la localisation exacte ~s dans P(S, e), est aussi

la sous- catégorie des objets )IS - fermés et elle est équivalente à la caté-v

gorie quotient (au sens de Gabriel) de ~ ( S, e) parla sous- catégorie
localisante n S. °

Cel a résulte du lemme 4. 1. 8 , de la proposition 4. 1. 9 et de la pro-
vv

position 4.4. 1 qui exprime que ~r est un monomorphisme fonctoriel, ce
v

qui entraîne la relation Ker r s = Ker L S .
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Les corollaires 4. 2. 9 , 5. 3. 6 et 5. 3. 9 entrainent alors :

TH E OR EM E 5. 4. 3. Pour toute catégorie e, il y a équivalence des con-

ditions suivantes .

( a) La catégorie ~a( ~) est fibrée et exactement colibrée sur c~°.
a 

v

( b ) La catégorie C est sectionnante et il existe dans ~ ( ~ ) une
localisation ~ de sous- catégorie locale P a( e), telle que la restriction

LS du foncteur localisation L au- dessus de toute situation S soit exact

à gauch e.
( c) La catégorie C est sectionnante et pour toute situation S,

il existe dans èj (S, e) une localisation exacte 2-S de sous- catégorie

locale P a (S, C).
En outre, ces conditions équivalentes entrainent que la catégorie

e est complètement sectionnante et que

En manière de réciproque, les corollaires 4. 2.9 et 5. 3.6 et les

théorèmes 5. 3. 4 et 5. 4. 1 entrainent alors :

T H E O R E M E 5 . 4. 4 ( THEOREME DU FAISCEAU EXACTEME NT ASSOCIE ). Pour toute

catégorie C parfaitement sectionnante, alors :

( a) La catégorie ~( ~) des faisceaux est fibrée et exactement

co fibrée sur So. 
vv

( b) Pour toute situation S, il existe dans ~( S, e) une locali-

sation exacte Ys de sous- catégorie locale ~ ( s, C).
( c ~ Il existe dans J’ ( ~ ~ une localisations de sous- caté g orie

locale ~ ( ~ ) et qui est caractérisée par le système localisant ( L , ’l’)

défini par

~ v ~

Le foncteur localisant L ~ ’’ ~( ~) -~ ~( ~) est le « foncteur fais-

ceau as socié ~ .

REMARQUE 5. 4. 5. Le problème du faisceau associé consiste en la

caractérisation des catégories C pour lesquelles il existe, pour toute
v

situation S , une localisation £ dans ~ ( S, ~ ) de sous- catégorie locale
~~(~. . Ce problème ne semble guère abordable en dehors du cas des
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catégories sectionnantes. En se limitant à ces catégories, le théorème
-

5. 3. 4 donne une caractérisation par la condition de bifibration de a
sur So. Avec la même restriction et en imposant aux localisations fs
d’être exactes, les théorèmes 5. 4. 3 et 5. 4. 4 donnent respectivement des

conditions nécessaires et des conditions suffisantes dont la différence de

richesse réside en l’axiome ( D ) . Il n’a malheureusement pas été possible
de montrer sa nécessité.

6. EXEMPLES ET APPLICATIONS

6.1. Fai sceau associé et localisation.

Les liens entre le problème du faisceau associé et la théorie clas-

sique de la localisation [ 7 ] [ 3 ] (p. 157 , 165) peuvent être illustrés par

les exemples suivants :

Avec les notations de l’exemple 3. 8. 5 et de la fin du paragraphe

3. 8. 6, toute catégorie abélienne C vérifiant les axiomes AB 4 * et AB 6

détermine un on cteur localisation L - T’ 2 : Mod~ --&#x3E; Mode qui généralise~ B 
q 

B 
g

le foncteur classique M ~ M j utilisé dans l’étude de la localisation clas-

sique [ 7 ] [ 3 ] dans ModB définie par l’ensemble topologisant et inaem -

potent ~ d’idéaux à gauche de B , ce foncteur classique étant fourni par

LS lorsque C = Ab.
En particulier, si A est le monoide multiplicatif d’un anneau uni-

taire A et si 9 est associé à une partie multiplicative 1 vérifiant la
condition :

( * ) « Pour tout s E 3l et tout a E A , il existe t E ~ et b E A ,
tels que ta = bs &#x3E;&#x3E;

duale de la condition ( * ) de [ 7 ] et qui détermine un ensemble ?’ d’idé-

aux à gauche de A topologisant et idempotent, alors la restriction de L S
/D /3 

"

à la sous- catégorie Mode de Mode caractérise une localisation exacte
/3 A B

dans Mode qui généralise la localisation dans Mod définie par le sys-
A 

A P

tème j=’, celle- ci étant obtenue lorsque = Ab.



384

6.2. Appl ication aux sites.

Le théorème 5. 4. 4 et la propriété ( P ) entraînent que pour toute

catégorie parfaitement sectionnante e et pour tout site (&#x26;, ~), dans la

catégorie des pré- faisceaux sur ce site et à valeurs dans ~ il existe un

foncteur faisceau associé. Cette propriété généralise un résultat connu

dans le cas où é est la catégorie des ensembles ou la catégorie des grou-

pes abéliens [ 1 ] .

6. 3. Sur les conjectures de J. W. Gray. 
’

v

Pour toute situation S, le foncteur I~’S constitue l’analogue du

foncteur construit dans une catégorie de préfaisceaux sur un espace topo-

logique et à valeurs dans une catégorie K, envisagé dans [ 13 ] par A.

Heller et K. A. Rowe. Ces auteurs montraient que le foncteur faisceau

associé T* peut être construit par une itération transfinie de T .

Dans son commentaire dans  Mathematical Reviews » de cet article,

J. ~W. Gray écrivait :  ... if K is the category of abelian groups, then

it is known that iterating the construction T twice is sufficent and it is

suspected that, in fact, once is enough &#x3E;&#x3E; et il ajoutait : « It is quite pos-
sible that this is also true for an arbitrary category K as above &#x3E;&#x3E; .

Cette seconde conjecture est effectivement exacte pour une caté-

gorie K parfaitement sectionnante et cela, non seulement pour un espace
topologique, mais même pour une situation quelconque, puisque, d’après
le théorème 5. 4. 4 , le système localisant ( L , IF) est caractérisé par

v 2L = T’ 2 . .

Quant à la première conjecture qui pose en fait la question : « Le
V V

système (r, w) est- il toujours localisant? » , , il est ossible de vérifier

que la réponse est négative. Néanmoins, elle conduit à l’étude suivante
v v

des situations S pour lesquelles le système (ils, , ~ ) est localisant.

6.4. Situation - locale.

DEFINITION G. 4. 1. Etant donnée une catégorie parfaitement section-
_ _ ~ 

v v

nante G, une situation S sera dite - locale si le système ( I-’ S , c~S )
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est localisant.

Une situation S sera dite locale si elle est C- locale pour toute

catégorie de m odul e s ~ .

Un espace topologique sera dit local ( resp. local ] si la situa-

tion associée est ~- locale ( resp. locale ] .

PROPOSITION 6.4.2. S i C est une catégorie abélienne véri fiant les

axiomes AB 4 * et AB 6 , pour qu’une situation S soit locale, il faut
v 1

et il suffit v que le foncteur H 5 ~ s’annule sur la sous- catégorie localisante

Comme il est facile de vérifier que Ker Ws et Cocker Ws sont

toujours à valeurs dans )1,, les deux suites exactes de cohomologie asso-
v

ciées aux deux suites exactes courtes liées à la factorisation de ci s don-v "~

nent dans ~ ( S , ~ ) la suite exacte :
v Il

v v v V V
Si ~ç s’annule sur Ils’ il en résulte il s ~~~ ~ ce qui entraîne que ( r s’ úJ s)

~ v
est localisant et, réciproquement, puisque L~~P,) est un isomorphisme
pour tout objet P de ?I~, si (r s’ (O .) est localisant, il en résulte que

sss (P) est un isomorphisme, ce qui entraîne bien

;REMARQUE 6.4.3. La proposition 6. 4. 2 donne une condition pour que
Y - - v

r s soit isomorphe à r s L s’ c’ est- à- dire pour que I-’S se factorise par la
catégorie quotient ~ ( S , ~ ) _ ’’‘~ ~(s, ~ ) / ~ S . Elle est donc à rapprocher
du corollaire 2 p. 368 de [ 7 ] et elle admet les généralisations suivantes:

L EM M E G. 4. 4. Si C est une catégorie abélienne vérifiant les axiomes

AB 4 * et AB 6, pour toute situation S et pour tout entier positif n , il y

a équivalence des conditions suivantes :
v p + 1( a ) HS + ~ s’annule sur JIS pour 0  p ~~ n .

v v V

( b ) La situation S est locale et Hp I-’ D = 0 pour 1  p  n .s s S
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pour 0  p  n [ ces isomorphismes fonctoriels

Le lecteur pourra vérifier que les H~ sont à valeurs dans 11, pour
P ~ ~ et qu’il existe un foncteur ~Vç à valeurs dans )1, donnant une suite
exacte:

L a démonstration, qui repose essentiellement sur ces propriétés,
est laissée aux soins du lecteur.

P RO P O SIT IO N G. 4. 5. Si C est une catégorie abélienne véri fiant les

axiomes AB 4 * et AB 6 pour toute situation S, il y a équivalence des

conditions suivantes :

(a) Hs s’annul e sur hs. V v 
,

( b ) La situation S est locale et le foncteur r SD S est à va-
v

leurs dans la sous- catégorie des objets r s - acycliques.
v v V V V

( c ) H* ’’~ H *~ ~ ar l’isomorphisme fonctoriel H *cv ]. -s - s s p p f s ~s
V ( d) Il existe un foncteur cohomologique universel H! de p(S, e)V ~ ~

dans P(S, C) nul en degrés négatifs, tel que HS ’‘^ r s et vérifiant les

relations :

L’équivalence des conditions (a), ( b ) et ( c ) résulte du lemme
~ V ~

6. 4. 4 . Lorsque ces conditions sont vérifiées, la relation H~ = V* 1-
caractérise un foncteur cohomologique d’après la condition ( c ) et la carac-

,.,

térisation des conoyaux dans 9(.SB ~) . De plus, il est universel puisque
la condition ( c) entraîne qu’il est effaçable en degrés strictement positifs

par le monomorphisme fonctoriel L S1 S ~S . Enfin, la relation ( d’ ) entraine
- - V* ~2 . 

SIS S. Enfin, la relation ( d’) entraîne

H* L ’~ H* 1 ’ 2 , 1 ce qui entraîne la relation ( d" ) d’après la condition ( c) .

Réciproquement, la relation ( d" ) montre que (d) implique ( a ) .

6.5. Application aux espaces topologiques.

LEMME 6. 5 . 1. Si ~ est une catégorie complètement sectionnante, pour
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v v
tout préfaisceau sur une situation S sur 6’" si P" = r s D s P, 1 alors, pour

toute flèche f : ~ -~ Y dans 6’" le morphisme canonique

est un épimorphisme.
V

La démonstration, qui repose sur la définition de D , est laissée
aux soins du lecteur.

P R O P O SI T IO N G . 5 . 2 . Si S est la si tuation naturelle associée à un espace

topologique T, il y a équivalence des conditions suivantes :

( a) L’espace topologique T est local.
v

( b) Hl s’annule sur ns pour toute catégorie de modules ~.V S

H* s’annule sur ~S pour toute catégorie de modules ~.
V V V V

(d) HS ~ HSrS ( par l’isomorphisme fonctoriel HS~S ~ ’ _s s
( e ) Il existe un foncteur cohomologique universel HS de ~ ( S, e)

dans èj ( S , C), nul en degrés négatifs, tel que Ho r s et vérifiantg g ~ q s ~- s

les relations

Pour toute catégorie de modules C, si S est locale, le lemme
". V

6. 5. 1 montre que le foncteur LSDs est à valeurs dans la sous-catégorie
des faisceaux flasques [ 9 ] et le théorème 5. 2. 3 de [ 9 ] entraîne immé-

v V
diatement que le foncteur r SD s est à valeurs dans la sous- catégorie desV ~ 

objets 1-s- acycliques. Ainsi, pour toute catégorie de modules ~, les

conditions équivalentes de la proposition 6. 4. 2 entraînent la condition ( b )
de la proposition 6. 4. 5 , ce qui achève la démonstration.

REMARQUE 6. s. 3. Il aurait été possible de donner une autre démons-

tration de cette proposition en remarquant que, lorsque S est locale,
u - -

ce* r s est l’image par hS d’une résolution flasque de 1 S :t que H; peuts s 
- - 

s

être calculé en appliquant r s à une résolution flasque de 1S [ 9 ] .
E X E M P L E ~ . 5 . 4. La proposition 6.4.2 et un fragment du théorème

5. 10.2 de [ 9 ] montrent qu’un espace topologique dont tout ouvert est

paracompact est local.

En particulier, tout espace métrique est local.
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REMARQUE G. 5. 5. L’inexactitude de la première conjecture de J. W. Gray

résulte de l’existence d’espaces topologiques non locaux, ce qui est une

conséquence de la proposition 6. 5.’2 et de l’exemple 2, page 177 de [ 12] .

R E M A R Q U E 6. 5. 6. La relation f e’ ) exprime que « la bonne cohomologie »

pour les faisceaux sur l’espace topologique T’ peut être calculée par
V

« la m éthode de Cech H .

Il en est donc ainsi pour tout espace topologique local.


