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Résumé

Dans cette Note, nous présentons des obstructions topologiques a I’existence, sur une variété lisse de dimension > 4, de distri-
butions régulieres non-intégrables de rang 2. En particulier, nous retrouvons les résultats de Buemi dans les cas ou la distribution
est de classe (A) et de type (sg, 1, 1,...,1,2) avec sg = 0 ou 1. Pour citer cet article : A.-R. Mansouri, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. I 344 (2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Topological obstructions to regular non-integrable rank 2 distributions. In this Note, we present topological obstructions to
the existence of a regular non-integrable rank 2 distribution on a smooth manifold of dimension > 4. In particular, we recover the
topological obstructions uncovered by Buemi for the case where the distribution is of class (A) and of type (sg, 1, 1, ..., 1, 2) with
so = 0 or 1. To cite this article: A.-R. Mansouri, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. 1 344 (2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Soit M une variété lisse réelle et soit £ un sous-fibré vectoriel du fibré tangent de M. Le résultat classique sui-
vant [1] démontre que I'intégrabilité de E donne lieu a des obstructions topologiques :

Théoreme 1.1 (Bott). Si E est un sous-fibré vectoriel intégrable de rang p du fibré tangent T M de la variété réelle
n-dimensionnelle M, alors I’anneau généré par les classes de Pontrjagin réelles du fibré quotient T M/ E s’annule en
dimensions > 2(n — p).

Notre but dans cette Note est d’établir des obstructions topologiques a la non-intégrabilité (en un sens qui sera
précisé) de certains sous-fibrés de rang 2 sur une variété réelle de dimension > 4.
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Soient donc M une variété lisse de dimension n + 2 avec n > 2, et D une distribution non-intégrable de rang 2
sur M, c’est-a-dire un sous-fibré non-intégrable du fibré tangent T M de M de rang 2. L’annulateur du sous-fibré D
est un sous-fibré Z du fibré cotangent T*M de M de rang n. Le défaut d’intégrabilité de D se manifeste dans la suite
a “‘))keN de sous-fibrés de T*M, ou I’on a posé ' ©) = 7 et ot Z*+D egt défini en fonction de ZK®) par la suite courte
exacte

0— ¢ o 70 5 G7® mod 70 — 0.

La suite (Z®)zcn se stabilise au plus petit entier p € N pour lequel Z(?) = Z(;P+D_ Soit N cet entier. Deux cas
se présentent alors : Si ZV) est la section nulle de 7*M, alors la distribution intégrable générée par le sous-fibré
D est le fibré tangent tout entier ; sinon, la distribution intégrable générée par le sous-fibré D est un sous-fibré de
T M de codimension non nulle. Pour tout point x € M, nous définissons la suite (s (x)),ivz"[)l d’entiers par : so(x) =
dim(Z™ (x)), s (x) = dim(ZV =0 (x) /TN =*+D (x)) pour 1 <k < N et sy (x) =dim(T M/Z(x)). La distribution
D est dite réguliere si la suite (s ()c)),](\/:‘t)l d’entiers ne dépend pas du point x considéré.

Les distributions non-intégrables régulieres de rang 2 ont été classifiées par Gardner [3] et, suivant la suite d’entiers

(s0, 81, -..,Sn+1) qu’elles determinent, se rangent dans I’une des deux classes suivantes :
Classe (A) Celles pour lesquelles la suite (sg, 51, ..., Sy+1) est de la forme (so, 1,1,...,1,2),
Classe (B) celles pour lesquelles cette suite est de la forme (sg, S1,...,S8v—m,2, I, 1,...,1,2).

En étudiant des coreperes mobiles locaux adaptés a la suite (Z° ®))en de sous-fibrés de T*M, Buemi [2] a montré
que pour les distributions non-intégrables régulieres de rang 2 sur M de type (so, I, 1,...,1,2) avec so =0, 1, le
groupe structural du fibré principal des coreperes de M pouvait étre réduit a un groupe fini, impliquant par la méme
I’annulation de toutes les classes de Pontrjagin réelles de M.

Notre but dans cette note est d’étendre le résultat de [2] au cas des distributions non-intégrables régulieres de rang
2 générales et nous montrons dans ce travail que sur une variété de dimension > 4 des obstructions topologiques se
manifestent a I’existence de distributions de classe (A) autres que celles étudiées dans [2], ainsi qu’a 1’existence de
distributions de classe (B). Nous retrouvons évidemment le résultat de [2] pour les distributions de classe (A) de type
(so,1,1,...,1,2)avec so =0 ou 1.

2. Coreperes adaptés

Il est montré dans [2] que pour les distributions régulieres de type (0, 1,1,...,1,2) ou (1,1, 1,...,1,2) il existe
un recouvrement localement fini de M et un corepere local défini dans chaque ouvert de ce recouvrement tels que les
fonctions de transition du fibré principal des coreperes de M aient, par rapport aux coreperes locaux mentionnés, une
représentation matricielle triangulaire supérieure. Une construction identique a celle de [2] nous montre 1’existence,
pour une distribution réguliere générale D de classe (A) et de type (so, 1, 1,...,1,2) avec so < n — 2 (c’est-a-dire
excluant les distributions de classe (A) de type (n — 1, 1, 2)), d’un recouvrement localement fini de M et, pour chaque
ouvert U de ce recouvrement, d’un corepere 6y = (65)22% tel que la fonction de transition gyy associée du fibré
principal des coreperes de M ait, dans les bases données par 9y et Oy, la représentation matricielle suivante :

guv=<ﬁ 2)ecun+zR> (M

ou A € GL(s0,R) et C est triangulaire supérieure. Le corepere Oy est adapté a la distribution D au sens ou
{91 s GLSJOHC} forme une base de ZW =5 au dessus de U pour k =0, ..., N. Nous supposons maintenant la va-
riété M munie d’une structure Riemannienne quelconque. Ceci nous permet d’orthonormaliser les coreperes adaptés
construits ci-dessus suivant la méthode de Gram—Schmidt et nous supposons dorénavant que tous les coreperes 6y
ont été ainsi orthonormalisés. Il en découle que les fonctions de transition gy (correspondant aux coreperes adaptés
orthonormaux) revétent la structure

&w=(ﬁ g)e0m+zR) @
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ou C est triangulaire supérieure, ce qui implique que A € O(sp, R), B =0, et C est diagonale avec %1 sur la diago-
nale ; en particulier, C est localement constante sur la variété.

De méme, pour une distribution réguliere de classe (B) de type (so, S1, ..., SN—m»>2, 1, 1,...,1,2) avec so + 51 +
-+ SN—m < n — 4 (c’est-a-dire excluant les distributions de type (so, S1, ..., SN—m, 2, 1, 2)), une construction iden-
tique a celle de [2] nous montre I’existence d’un recouvrement localement fini de M et, pour chaque ouvert U

de ce recouvrement, d’un corepere Oy = (05)2:12 tel que la fonction de transition gy associée du fibré princi-

pal des coreperes de M ait, dans les bases données par 6y et 6y, la représentation matricielle (1), avec, cette fois,
AeGL(so+s1+ -+ SN-m+2,R),etou C € GL(n —so — 1 — -+ — SN—m, R) est triangulaire supérieure. Une
orthonormalisation a la Gram—Schmidt permet a nouveau une réduction du groupe structural, plus précisement au
sous-groupe de O (n + 2, R) formé des matrices de la forme (2) avec cette fois A € O(so + 51+ -+ sy—m + 2, R),
B =0, et C diagonale avec £1 sur la diagonale.

3. Contraintes topologiques

Il résulte des constructions de la section précédente que 1’existence d’une distribution réguliere de rang 2 de
classe (A) et de type (so, 1, 1,...,1,2) avec so < n — 2 sur une variété M de dimension n + 2 > 4 implique que
le fibré cotangent 7*M de M est somme directe d’un sous-fibré vectoriel réel de rang so et d’un sous-fibré vec-
toriel réel a groupe structural fini. De méme, 1’existence d’une distribution réguliere de rang 2 de classe (B) et
de type (50,51, .--sSN—m>2,1,1,...,1,2) avec so + 51 + --- + Sy—m < n — 4 sur une variété M de dimension
n + 2 > 4 implique que le fibré cotangent 7*M de M est somme directe d’un sous-fibré vectoriel réel de rang
S0+ 81+ -+ + sy—m + 2 et d’un sous-fibré vectoriel réel a groupe structural fini. Les théorémes suivants sont la
conséquence directe de cette observation :

Théoreme 3.1. Soit M une variété lisse de dimension n + 2 > 4 et soit D une distribution réguliére de rang 2 de
classe (A) et de type (so, 1,1,...,1,2) sur M avec so < n — 2; alors, px(M) =0Vk > s09/2, pr(M) € H‘”‘(M; R)
dénotant la k-ieme classe de Pontrjagin réelle du fibré tangent TM de M.

Remarque 1. Pour n > 2, la condition est trivialement vérifiée pour les distributions de classe (A) de type (n — 1, 1, 2)
pour raisons de dimension.

Remarque 2. 11 est a noter que nous retrouvons le résultat de [2] pour so =0 (n > 2) ou 1 (n > 2).

Théoreme 3.2. Soit M une variété lisse de dimension n + 2 > 4 et soit D une distribution réguliére de rang 2 de
classe (B) et de type (5o, S1, .+, SN—m»2, 1, 1,...,1,2) sur M ; alors, pr(M) =0Vk > 14+ (so+ 51+ +SN=m)/2.

Remarque 3. La condition est trivialement vérifiée pour les distributions de classe (B) de type (so, S1, .-, SN—m>
2, 1, 2) pour raisons de dimension.

Remarque 4. Si la distribution réguliere D est de classe (A) et de type (so, 1, 1, ..., 1,2) pour un certain so < n — 2,
alors, la plus petite distribution compleétement intégrable E sur M générée par D a pour rang n + 2 — so. De méme,
si elle est de classe (B) et de type (so, S1,.--,SN—m,2,1,1,...,1,2) avec so + s1 + -+ + sy—m < n — 4, alors la
plus petite distribution compleétement intégrable E sur M générée par D a pour rang n — 59 — - -+ — Sy—p. Des
contraintes sur les classes de Pontrjagin réelles du sous-fibré E de T M peuvent étre établies en mettant a profit la
relation p(M) = p(E)p(TM/E) (ou p(.) denote la classe de Pontrjagin réelle totale du fibré vectoriel considéré)
ainsi que les Théorémes 3.1, 3.2 et le théoréeme de Bott [1].
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