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Résumé

Nous établissons une généralisation de la dualité de Casselman aux espaces symétriques réductifs p-adiques et nous étudions
le comportement asymptotique de certains coefficients. Nous prouvons aussi un anologue d’un lemme de Langlands grace auquel
nous obtenons un résultat de disjonction de certaines parties de la décomposition de Cartan de 1’espace symétrique. Pour citer cet
article : N. Lagier, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 344 (2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Asymptotics of functions on a p-adic reductive symmetric space. We establish a generalization of Casselman’s pairing
to p-adic reductive symmetric spaces and we study the asymptotic behaviour of certain coefficients. Also an analogous of a
Langlands lemma is proved and used to get a disjonction result for the Cartan decomposition of the symmetric space. To cite this
article: N. Lagier, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 344 (2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Nous présentons ici des résultats sur 1’analyse harmonique sur les espaces symétriques réductifs p-adiques dont
les démonstrations paraitront ultérieurement. Soit F un corps local non archimédien de caractéristique 0, soit G le
groupe des points sur F' d’un groupe réductif connexe défini sur F et soit o une involution rationnelle définie sur F
de ce groupe algébrique. Un espace symétrique réductif p-adique est le quotient du groupe G par le groupe H des
points sur F' d’un sous-groupe ouvert du groupe des points fixes de o. Les groupes réductifs peuvent étre vus comme
des espaces symétriques.

Harish-Chandra a démontré la formule de Plancherel pour les groupes réductifs réels [7] et les groupes réductifs
p-adiques (cf. [14]). La formule de Plancherel pour les espaces symétriques réductifs réels a été établie par deux
méthodes différentes par E.P. van den Ban et H. Schlichtkrull d’une part et P. Delorme d’autre part (cf. [13] pour une
présentation des deux méthodes).
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Les fonctions sphériques sur certains espaces symétriques réductifs ont été étudiées (cf. [10-12]). L’analyse har-
monique sur les espaces symétriques réductifs p-adiques généraux en est a ses débuts. On dispose de résultats de
structure (cf. [9,8]). On note G/H un espace symétrique réductif p-adique. P. Blanc et P. Delorme ont construit des
familles rationnelles de formes linéaires H -invariantes sur les représentations paraboliquement induites (cf. [1], voir
aussi paragraphe 3 de cette Note). Enfin on dispose d’une décomposition de type Cartan des espaces symétriques
réductifs p-adiques (cf. [2,5], voir aussi (3)).

Nos résultats portent d’abord sur 1’analogue pour les espaces symétriques réductifs de la dualité de Casselman (cf.
[4] et [14] Théoréme IV.1.1).

Plus précisément, soit P un sous-groupe parabolique de G tel que P et P := o (P) soient opposés. On dit que
P est un o -sous-groupe parabolique de G. Le groupe M = P N o (P) est le sous-groupe de Levi o-stable de P. On
associe canoniquement a une forme linéaire H-invariante £ sur une représentation lisse de G admissible de type fini,
(r, V), une forme linéaire M N H-invariante sur son module de Jacquet le long de P (cf. Théoreme 1). Ceci permet
de définir le terme constant le long de P des coefficients :

gH'_)CE,U(gH) 1=(7T*(g)§,l’), gEG, UEV, (1)

ol (7r*, V*) est la représentation g —' (g~ ') sur le dual algébrique V* de V.

On précise au Théoréme 2 des propriétés de cette correspondance. Ces résultats, joints a la décomposition de Car-
tan, nous permettent notamment de démontrer que si 7 est unitaire, les coefficients c¢ , sont bornés (cf. Théoréme 3),
ce qui est I’analogue d’un résultat de M. Flensted-Jensen, T. Oshima, H. Schlichtkrull pour les espaces symétriques
réductifs réels (cf. [6]).

Ce theoreme, joint a la comparaison de fonctions sur G/H (cf. (2) et [1] (2.26) pour leur définition), qui n’est pas
détaillée dans cette note, montre aussi que la condition restrictive du Théoreme 3 de [1] est toujours satisfaite.

Grace a ce théoréme, nous montrons un résultat de disjonction de certaines parties de la décomposition de Cartan
(cf. Théoreme 4).

2. Principaux résultats

On retient les notations de 1’introduction. On considere divers groupes algébriques définis sur F', et on utilisera des
abus de terminologie du type suivant : «soit A un tore déployé » signifiera «soit A le groupe des points sur F d’un
tore défini et déployé sur F ». Avec ces conventions, soit G un groupe linéaire algébrique réductif et connexe défini
sur F. Soit Ap un tore déployé maximal de G, on note M son centralisateur. Si P est un sous-groupe parabolique de
G contenant Ay, il posseéde un unique sous-groupe de Lévi contenant Ag, noté M. Son radical unipotent sera noté U.
On note A le plus grand tore déployé dans le centre de G.

On note X (G) le groupe des caracteres non ramifiés de G et X, (G) ’ensemble des sous-groupes a un parametre
de Ag, qui est un réseau. On fixe une fois pour toute une uniformisante de F. On note alors A(G) ’'image de X, (G)
dans G par I’application «évaluation en 1’uniformisante », qui est un réseau isomorphe a X, (G) par cette évaluation.

Notons X' (Aps) 'ensemble des racines de Ay dans 1’algebre de Lie de G et X' (P) ’ensemble des racines de Ay
dans I’algebre de Lie de P et A(P) le sous-ensemble des racines simples.

On reprend les notations et hypotheses de I’introduction notamment pour o et H.

Un tore déployé de G contenu dans {g € G | o(g) = g~} sera dit tore o-déployé, (o, F)-split torus dans [9]).

On fixe désormais Ay un tore o -déployé maximal et on suppose Ag choisi de telle sorte que Ao soit un tore déployé
o -stable maximal contenant Ag. On note (A;);cs, un ensemble de représentants des classes de H -conjugaison de tores
o -déployés maximaux de G, qui est fini (cf. [9], 6.10 et 6.16). On suppose que cet ensemble contient Ayg. Les A; sont
tous conjugués sous G (cf. [8], Proposition 1.16). On choisit, pour tout i, un x; € G, avec xiwafl = A; en prenant
Xg = e, ol e est I’élément neutre de G.

Soit Py (resp. P) un o-sous groupe parabolique minimal de G contenant Ay (resp. contenant Py). On note W (Ag)
un ensemble de représentants du quotient W (Ag) du normalisateur dans G de Ay par son centralisateur. On extrait de
I’ensemble {x;w | w € W(Ay)} un ensemble de représentants V_V?/I@ de (H, Pg)-doubles classes ouvertes de G.

On note X (M), la composante neutre de I’ensemble des caracteres de X (M) anti-invariants par o. On note §p le
module de P, qui est un élément de X (M), .
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2.1. Vecteurs-distributions H -invariants et modules de Jacquet

On considere P = MU un o-sous groupe parabolique de G, de sous-groupe de Lévi o-stable M et de radical
unipotent U. Pour tout nombre réel ¢ > 0, on note

Ay (e):={ac Ay |a(@)|, <e acAP)},

ou |.|F est la valuation normalisée de F. On pose A, := A}, (1).

Soit (mr, V) une représentation lisse admissible de G, notons Vp le module de Jacquet de V relativement a P
et jp:V — Vp la projection naturelle. On munit Vp de la représentation lisse admissible 7p de M définie par
mp(m)jp(v) = 8p(m)_1/2jp(n(m)v) pourtoutme M, veV.

Lemme 1. Si K est un sous groupe ouvert compact, il existe un sous groupe ouvert compact K’ de K possédant la
propriété suivante :
Pour toute représentation lisse admissible (1, V) de G, pour tout élément & de V*¥ et pour tout ve VK, ona:

(T* )&, m(@)v)= (&, m(@)v), aeAy, keK'.
Soit (7, V) une représentation lisse admissible de type fini de G.

Théoreme 1. Soit & € V*H. Alors il existe un unique Jp) e (Vp)*MOH yérifiant :
pour tout v € V, il existe € > 0 tel que :

Sp(@) (g, w(@v) = (jp &), p(@jp), a€Aye).
De plus, on peut choisir € indépendamment de &€ € V*H
On note X' (Py, Ag) I’ensemble des racines de Ay dans I’algebre de Lie de Py. On note A(Py, Ag) I’ensemble des

racines simples de X' (Py, Ay). Soient P = MU un o-sous groupe parabolique contenant Py et A(U, Ay) les racines
de Ay dans I"algebre de Lie de U qui sont €léments de A(Py, Ay). Pour & > 0, soit Ay (P, < ¢) I’ensemble :

laeAp: |a@)|, <e. ac AU, Ap) et |a(a)|, <1, @ € A(Py, Ap) \ AU, Ap)}.

Théoreme 2. Pour tout v € V, il existe ¢ > O tel que, pour tout & € V*H  on air
Sp(@)~2(E, m(a)w) = (jp®), mp@jr (), acA,(P,<e).

Fixons un plongement algébrique 7 : G — GL,(F). On peut supposer, et ’on suppose, que t(K) C GL,(O)
ol O est I’anneau des entiers de F (cf. [14] L1). Pour g € G, écrivons : t(g) = (a; )i, j=1,...n» f(g’l) =
(bi,j)i,j=1,...n llgll =sup; jsup(lai jlF, |bijlF)et:

lgH 1 == [ go(g7)]- 2)
Théoreme 3. (i) Soit £ € V*H_ Il existe ¢ > 0 tel que, pour tout v € V, il existe C, > 0 vérifiant :

[[m* ()&, v)| < CulligHI, g€G.

(ii) Si (;w, V) est une représentation lisse unitaire irréductible de G et & €
g,y définie en (1) est bornée.

V*H  alors pour tout v € V, la fonction

2.2. Sur la décomposition de Cartan de G/ H
On note A} (Ag) :={A € A(Ap); la(M)|F < e T, aec APy}, onT >0et A™(Ay) := Ay (Ag).
La décomposition de Cartan (cf. [2,5]) donne I’existence d’une partie compacte £2 telle que :

G= U QA (Ag)y 'H. (3)
yews,

A T’aide de I’analogue d’un Lemme de Langlands (cf. [3], ch. IV, Lemme 4.4) que I’on établit, on montre :
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Théoreme 4. Il existe T > 0 tel que la réunion Uyewﬁ% .QA;(A(,])y—l H soit disjointe.
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