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Résumé

On étudie une classe de compactifications de surfaces analytiques complexes ouvertes qui se présente naturellement dans l’étude
des singularités des métriques de Calabi–Yau. On obtient pour ces surfaces une nouvelle théorie de Hodge de même qu’un lemme
de Dolbeault dégénéré. Pour citer cet article : A. Bahraini, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 344 (2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

On a class of degenerate complex manifolds. We study a class of compactifications of open complex analytic surfaces which
appear naturally in the study of the singularities of Calabi–Yau metrics. We obtain a new degenerate Hodge theory as well as a
degenerate Dolbeault lemma for these surfaces. To cite this article: A. Bahraini, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 344 (2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Dans cette Note nous voudrions présenter certains des résultats obtenus dans [1]. Ces résultats s’inscrivent dans
un plan pour comprendre la topologie des variétés projectives en termes de structures symplectiques et de cycles
lagrangiens. On définit un type de structure sur les variétés C∞ réelles de dimension 4, que l’on espère être le miroir
des surfaces analytiques complexes de type général. Comme première étape dans cette direction, on montre pour ces
objets l’existence d’une théorie de Hodge et d’une extension d’un lemme de Dolbeault local.

La construction du modèle local est basée sur la structure quaternionienne standard {I, J,K} sur R4 = {(u, v, x, y) |
u,v, x, y ∈ R}. On rappelle que I est la structure complexe standard sur R

4, J se définie par :

J du = dx, J dv = −dy

et K = I ◦ J .
Modèle local : Soit C

2 = {(w, z) | w = u + iv, z = x + iy} et π : C2 → H l’application holomorphe :

π(w, z) = (
w,z2)

définie par rapport à la structure I sur H. La structure complexe dégénérée J ′ que nous considérons est le tiré en
arrière de J par π c.à.d. J ′ = π∗(J ). La métrique hyperkählérienne standard g sur H et la forme symplectique ω
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compatible avec g et J se relèvent aussi respectivement à une métrique g′ = π∗g et une structure symplectique
ω′ = π∗ω dégénérées le long de z = 0.

Définition 1. Soit X une variété orientée C∞ de dimension réelle 4 et Σ0 ⊂ X une sous-variété orientée C∞ de
dimension réelle 2. Une structure complexe dégénérée sur (X,Σ0) est une structure analytique complexe sur X \ Σ0,
telle qu’il existe autour de chaque point p ∈ Σ0 un ouvert U et une carte φ :U → C

2 identifiant J ′|U\Σ0 avec π∗(J1)

où π est comme dans le modèle local précédant et J1 est une structure complexe analytique définie sur πφ(U) qui
coincide avec J le long de C × {0}. Une telle carte sera dite adaptée.

Une métrique kählérienne dégénérée adaptée est une forme hermitienne positive h′ sur T (X), kählérienne sur
X \ Σ0, et, telle que, pour tout point p ∈ Σ0, et toute carte adaptée φ :U → C

2, il existe une métrique H , J1-kählé-
rienne sur πφ(U) telle que h′ − φ∗π∗H soit nulle à l’ordre 2 en p.

En particulier si h′ = g′ + iω′, décomposition en parties réelle et imaginaire, g′ est une forme quadratique sur
l’espace tangent adaptée sur X\Σ0, dont la restriction à T (X)|Σ0 a son noyau N transverse à T (Σ0), det(g′) = O(|z|2)
et la forme ω′(X,Y ) = g′(X,J ′Y) est antisymétrique fermée de type (1,1).

Une classe d’exemples pour ces structures s’obtient en démarrant d’une surface de Calabi–Yau, c’est à dire une
surface analytique complexe munie d’une métrique de Calabi–Yau g associée à une structure hyperkählérienne ω,
en particulier une surface K3. Soient I1 la structure complexe de X et {I1, J1} la structure quaternionienne sur X

(voir [2] page 265 pour les définitions). Comme dans [2] (page 42) soit B un diviseur sur Y et L un fibré en droite
sur Y tels que OY (B) = L2. On désigne par L l’espace total de L et par p :L → Y la projection du fibré sur sa
base. Étant donnés une section s ∈ Γ (Y,OY (B)) qui s’annule exactement le long de B et la section tautologique
t ∈ Γ (L,p∗L), alors la solution de p∗s − t2 = 0 définit un sous-espace analytique X de L. La projection p|X :X → Y

est un revêtement ramifié d’ordre 2 le long de B . À présent les relèvements p∗g, p∗ω produisent une structure
hyperkählérienne dégénérée, du type qu’on voulait, sur X.

Pour voir que cet exemple est comme ce qui est décrit dans la définition précédante il suffit de choisir des coor-
données (Z,W) dans un voisinage d’un point sur B telles que B se décrive par Z = 0 et que les directions ∂Z et
∂̄Z soient perpendiculaires à B par rapport à la métrique de Calabi–Yau fixée au départ. Il y a alors des coordonnées
(z,w) sur X telles que π(z,w) = (z2,w). En effet le modèle local de X est Z = z2 dans C

3 avec des coordonnées
(Z,W,z) et on projette sur (Z,W). L’orthogonalité de (∂Z, ∂̄Z) avec T (B) assure que J1(∂W |B) = (a∂Z|B + b∂̄Z|B).
En changeant la structure conforme sur B on a W ′ tel que J1(∂W ′ |B) = ∂̄Z|B .

Théorie de Hodge dégénérée : Afin de développer les éléments d’une théorie de Hodge pour les surfaces définies
ci-dessus, on décrit d’abord l’espace des formes différentielles singulière pertinentes. Soit X une surface complexe
dégénérée au sens de la définition précédente. Avec les mêmes notations on note V := πφ(U) et on désigne par
Ak(U) l’ensemble des sections C∞ du fibré φ∗π∗Λp(T ∗V ).

Définition 2. Ak(X) ⊂ Ωk(X) est l’ensemble des formes différentielles lisses, dont la restriction à chaque voisinage
U d’un point sur Σ0 appartient à Ak(U). On note

Ap,q(X) = Ap+q(X) ∩ Ap,q(X \ Σ0)

et pour un élément θ ∈ Ap,q(X) on définit ‖θ‖′∞ := supx∈X ‖θ(x)‖g′ .

Les sous-espaces des (p, q)-formes bornées

Bp,q(X) = {
θ ∈ Ap,q(X) t.q. ‖θ‖′∞ < ∞ et ‖∂̄J ′θ‖′∞ < ∞}

constituent un complexe de ∂̄J ′ :

· · · → Bp,q−1 ∂̄J ′−−→ Bp,q ∂̄J ′−−→ Bp,q+1 → ·· · . (1)

On désigne la cohomologie associée à ce complexe par H
p,q
B (X). La métrique dégénérée g′ induit une forme de

volume dégénérée Φg′ qui possède un zéro d’ordre deux le long de la surface Σ0. Alors pour α,β ∈ Ap,q , on peut
considérer le produit scalaire suivant :

(α,β)′2 =
∫

(α,β)g′Φg′ .
X
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De même l’opérateur ∗ se défini par la relation :

(ψ,η)g′Φg′ = ψ ∧ ∗η, ∀ψ ∈ Ap,q . (2)

On vérifie que ∗ envoie Ap,q(U) dans An−p,n−q(U). Ainsi l’opérateur ∂̄∗
J ′ , adjoint de ∂̄ ′

J pour la métrique (, )′2,
satisfait à : ∂̄∗

J ′ = − ∗ ∂̄J ′∗.
L’opérateur elliptique dégénéré associé à ∂̄J ′ , agit sur un espace de Sobolev pondéré des (p, q)-formes singulières

désigné par H
p,q

2,s,1. Cet espace se constitue des (p, q)-formes à coefficient dans un espace de Hilbert H(2,s,1), introduit

dans [3] et [4]. L’idée de sa définition consiste à considérer des distributions u(w, z) sur R
2 ×R

2 telles que les dérivées
Dα

z ũ(ξ, z), |α| � 2 soient des fonctions L1
loc et que la norme suivante soit finie :

‖u‖(2,s,1) :=
( ∑

|α|�2

∫ ∥∥(
1 + |ξ |1/2 + |ξ ||z|)2−|α|

Dα
z ũ(ξ, z)

∥∥2(1 + |ξ |2)s dξ

)1/2

où ũ(ξ, z) est la transformée de Fourier de u(w, z) en w et ‖v(z)‖ est la norme dans L2(R
2
z).

Soit f une fonction C∞ réelle nulle transverslement d’ordre un sur Σ0 et ρ := |f |. Introduisons aussi l’espace de
Sobolev H

p,q

g′ , la complétion de Bp,q pour le produit scalaire :

(α,β)2 =
∫
X

(α,β)g′Φ

où Φ = 1/ρ2Φg′ est une forme de volume non-dégénérée. Alors pour l’opérateur elliptique dégénérée, P := ρ2�g′
on peut montrer :

Proposition 1. L’opérateur P :H(p,q)

(2,0,1) → H
(p,q)

g′ est Fredholm, hypoelliptique et auto-adjoint sur Bp,q .

Il s’ensuit que l’ensemble des (p, q)-formes que l’on appelle spéciales harmoniques

Hp,q(X) = {
α ∈ H

p,q

g′ | �g′α = 0
}

est un espace vectoriel de dimension finie. Si H désigne la projection orthogonale avec la métrique (, )′2 sur Hp,q ,
alors on obtient :

Théorème 1. Pour la cohomologie H
p,q
B (X) du complexe (1) on a

(a) H
p,q
B (X) ∼= Hp,q(X) (3)

donc c’est un espace de dimension finie.
(b) La projection orthogonale

H :Bp,q(X) →Hp,q(X)

est bien définie et il existe un opérateur de Green G :Bp,q(X) → Bp,q(X) tel que :

Id = H+ �g′G

avec G(Hp,q(X)) = 0, ∂̄G = G∂̄ , ∂̄∗G = G∂̄∗.
(c) L’opérateur ∗ de la métrique g′ réalise un isomorphisme

H
p,q
B (X)

∼=−→ H
n−p,n−q
B (X).

Théorème 2 (lemme de Dolbeault dégénéré). Soit U ouvert de R
4 muni d’une structure complexe dégénérée J ′ comme

dans le modèle locale, et αp,q ∈ Bp,q(U). Si ∂̄J ′α = 0 alors il existe près de chaque point de U une forme C∞, β et
une forme holomorphe ξ telles que α = ∂̄J ′β + ξ .

Remarque. En appliquant des techniques similaires on peut obtenir aussi une généralisation du Théorème 1 aux
dimensions supérieur à 2.
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