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Résumé

Le comportement d’un film courbé mince composé d’un matériau non simple de second gradient est décrit par une énergie interne
non convexe dépendant des dérivées secondes de la déformation. On démontre en utilisant des arguments de I”-convergence, que
lorsque I’épaisseur du film tend vers zéro, les quasiminimiseurs de 1’énergie tridimensionnelle convergent vers les minimiseurs
d’une énergie dépendant d’une déformation bidimensionnelle et d’un vecteur de Cosserat. Une partie de la densité d’énergie est
obtenue par des arguments de A-quasiconvexification. Pour citer cet article : G. Gargiulo et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 344
(2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Curved nonsimple grade-two thin films. The behavior of a curved thin film made of a nonsimple grade two material is
described by a nonconvex bulk energy depending on the first and second order derivatives of the deformation. We show using
I'-convergence arguments that the quasiminimizers of the three-dimensional energy converge, when the thickness of the curved
film vanishes, to the minimizers of an energy which is a function of a two-dimensional deformation and of a Cosserat vector. Part
of the energy density is obtained by .A-quasiconvexification arguments. To cite this article: G. Gargiulo et al., C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 344 (2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Much interest has been devoted to martensitic thin structures and nonsimple grade two materials because of their
many applications in micromachines and actuators and because these models take into account the microstructure.
We consider in this work a curved thin film made of a nonsimple grade two material (see [1,11,12,3] and the large
bibliography contained therein), whose non convex energy depends on the first and second order derivatives of the
deformation. The thin film occupies an open domain of the form
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th{xeR3, EI)EeS,x=i+nﬁ(i)with7<n<§}, (1)
where S is the curved midsurface of the film, 72(x) is the unit vector normal to S at point x, and 4 is the thickness of
the film.

The behavior of the thin film undergoing a deformation ¢ is described by the bulk energy &" below:

&@) = f Wi (V@) + W (V@) dx, 2)
2
where W) represents the elastic energy density and W the grade two energy density satisfying standard growth and
coercivity hypotheses and a Lipschitz type continuity assumption, V¢ is the gradient of the deformation and V2§ is
the 3 x 3 x 3 tensor of its second derivatives.

In this Note, we analyze the asymptotic behavior of the total energy and its quasiminimizers over a set of admissible
deformations V of the form

V={¢eW>P(2,;R%), §(F) =% on I},}, 3)

when the thickness of the film 4 goes to zero, where Fh =Jw X (_Th, %) represents the lateral surface of ﬁh.

We begin the study by rescaling the energy in order to perform our analysis on a domain independent of the
thickness /. Then, we study the behavior of the quasiminimizers of the energy when the thickness vanishes. We show,
using I"-convergence arguments, that the quasiminizers of the rescaled energy converge to the minimizers of an energy
depending on a two-dimensional deformation and on one Cosserat vector field.

It is worthwhile mentioning that even when there is no convexity hypothesis on the 3D energy density W, the
2D limit-integrand ensures lower semicontinuity of the limit energy, in fact, the 2D energy density is .A-quasiconvex
(see [4,2] for general lower semicontinuity and relaxation results, [10] for explicit formulation of the operator A in
the framework of grade two materials for flat films and [5] where the Young measures underlying the operator .4 are
derived via asymptotic analysis from suitable Young measures in the 3D sample), in agreement with the first order
case considered by [6,7].

1. Préliminaires

Les matériaux de second gradient sont décrits par des énergies dépendant du tenseur de dérivées secondes de la
déformation. Ce type d’énergies est utilisé soit pour les matériaux présentant plusieurs phases (voir [8,9]), ou 1’on
considere un terme quadratique en dérivées secondes, soit en mécanique des solides pour la simulation des bandes
de cisaillement. Dans ce travail, on considere un film courbé mince composé d’un matériau non simple de second
gradient, d’épaisseur & occupant le domaine ), défini dans (1), o S est la surface moyenne de 25, une sous-
variété bidimensionnelle de classe C3 de R> admettant un atlas comportant une seule carte 1. Cette carte est un
C3-difféomorphisme. Elle envoie un_ouvert borné w inclus dans R? de frontiere lipschitzienne sur S, A(F) =
az(y 1 (%)) est le vecteur normal 2 S au point X et a3 est le troisieme vecteur de la base covariante associée a la
carte . On considere ensuite le domaine plan £2;, défini par

th{xeR3,x—(x1,x2,x3) (x1,x2) €Ew, 2h<xz<§}. (€))
Ce domaine est I’image réciproque de ﬁh parle C3—difféomorphisme ¥ défini sur £2p, par ¥ (x1, x2, x3) = ¥ (x1, X2) +
x3az(x1, x2). Les états d’équilibre du film mince subissant une déformation ¢ sont les minimiseurs de 1’énergie eh dé-
finie dans (2), sur I’ensemble des déformations admissibles V défini dans (3), ot V¢ est le gradient de la déformation,
V2§ est le tenseur 3 x 3 x 3 de ses dérivées secondes.

Soit M33 I’ensemble des matrices carrées d’ordre 3. On note par M, 0 I’ensemble des matrices d’ordre 3 dont la
troisiéme colonne est nulle. Soit Sym(M333) I’ensemble des tenseurs 3 x 3 x 3 vérifiants P := p;jx = pixj =: pPT,
i,j,k=1,2,3 et on note par Sym(MgB) le sous ensemble des tenseurs P de Sym(M333) vérifiant p;jx =0si j =3
ou k = 3 (voir [9]). Soit W; : M33 — R la densité continue d’énergie élastique vérifiant les propriétés de croissance et
coercivité suivantes : Il existe ¢, ¢ > 0 tels que VA € M33 on a

(AP =1) < Wi(A) < 2(JAI +1) avec2< g <6
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et W:Sym(Ms333) — R la densité d’énergie de second gradient vérifiant les propriétés de croissance et de coercivité
suivantes : 3p € ]1, +oo[, &, C,y > 0et B >0 tels que VH, H' € Sym(M333),

IWH)| <y +I[H|P),

W(H) zallH|P - B, )

\W(H) = W(H) < CA+ [HIIP- +IIH 1P~ H = 7).
On remarque que la troisieme hypothese dans (5) est assez naturelle, puisqu’elle est vérifiée si W est .A-quasiconvexe
suivant un opérateur A convenable (voir [10]). D’autre part, supposer que la fonction W est .A-quasiconvexe est
nécessaire et suffisant pour avoir la semicontinuité inférieure de la fonctionnelle d’énergie 3D dans (2). Dans notre
cas, on ne suppose pas la densité W A-quasiconvexe. On s’intéresse au comportement asymptotique de 1’énergie &"
ainsi que celui de ses éventuels minimiseurs sur I’ensemble des déformations admissibles V' lorsque 1’épaisseur du
film mince tend vers zéro. Tout d’abord, on procéde a un changement d’échelle afin de travailler sur un domaine
indépendant de 1’épaisseur 4 (voir [7]). En posant pour tout x € £21, ¢(x) = @(W¥ (x1, x2, hx3)) et e(h)(¢) := %'éh (@),
on obtient suivant la méme démarche que [8]

1 1 _ \'_
e(h)(p) = f W[((V,z,fﬂ + E(% ® Vp03+Vpyp3Res)+ 2033 ®e3® €3>®Ah) ®Ap

1
1 _ 1
+ [foﬂ + 793 ® 33i|®Bh)i| + W [(VM + PGS ® 63)Ahi| dp(x)dx,

ol ¢ ;, ¢ ;; désignent respectivement la dérivée premiére par rapport a la ieéme variable et la dérivée seconde par rap-
port a la iéme et jeéme variable de ¢, et ou 1’on a posé dj, (x) =det V¥ (x1, x2, hx3), Ap(x) = VLW (x1, x2, hx3))
et B,(x) = V2l1/_1(l11 (x1, x2, hx3). On a aussi utilisé les notations V,¢ = ¢ o ® e, et Vlz,go =@.ap @ ey @ eg. Enfin,
pour deux tenseurs P et Q d’ordres p et g, P ® Q désigne le produit tensoriel contracté de P et Q (voir [9]). Le
probléme de minimisation devient : trouver ¢ (h) € V}, vérifiant

e(h)(¢(h)) = min e(h)(¢), (0)

peV)
avec Vi, = {p € W2P(21; R3); p(x) = W (x1, x2, hx3) sur dw X (—%, %)} ou dw désigne la frontiere de w. Pour toute
fonction Borelienne f: Sym(Mg33) X M% — R, on désignera par Q 4 f la A-quasiconvexification de f rattachée a
I’opérateur différentiel A (i.e. la quasiconvexification de f avec des fonctions test dans le noyeau de I’opérateur A

(voir [4] et [2] pour les notations générales et les résultats obtenus a ce sujet, [10,5] pour les détails et les propriétés
de I’opérateur A suivant)) défini sur Sym(M§)33) X M% par A(¢, &) = (Az¢, A1&) avec

A2l = (Gij1,2 — Gij21)i=1,2,3, j=12 et A& =(&12—&i2,1)i=1.23-

On peut facilement vérifier (voir [5]) que

{; € C®(Q3; Sym(Mds3)): Ax¢ =0, f ¢dx =o} ={Vou: ue C5(02.R%)}.
02

ou QO désigne le carré ]0, 112 et

{é c COO(QZ, Mg3): A& =0, /de = O} = {va: Ve ngr(Qz’ R3)}~
02
On peut donc écrire (voir [4] et [2]) :

OAf(p) = inf{ / f(gD + w(x)) dx: we ngr(Qz; Sym(Mg33) X MgS) NKerA, / w(y)dy = O}
(%)) ()
=inf{ / fl@+ (Vou, Vpv))dx: u,v e Co(Q2: R3)}. @)
0>
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On vérifie que A est un opérateur de rang constant comme 1’éxige la notion de .A-quasiconvexification dans [4]
(voir [4] pour des propriétés générales et [10,5] pour notre opérateur particulier).

2. Résultats principaux
On obtient tout d’abord un lemme sur les déformations a énergie bornée :

Lemme 2.1. Soit ¢ € L?(21;R?) une suite vérifiant e(h)(¢p) < ¢ avec ¢ une constante positive. Il existe alors
((po, b, c) € Vy tels que pour une sous-suite de ¢y, (encore notée ¢y,) on a

on — ¢ dans W2’p(.(21; R3) faible,
1 -
~on3—b  dans WP (215 R)  faible, ®)

1
ahs ¢ dans LP(2uR°)  faible

avec

Vo= {@,b, ) € WHP (213 R?) x WP (21, R) x LP (8215 R?) vérifiant
11
93=0, bz=0etp(x)=¥(x1,x2,0), b(x) =az(xy, x2) sur dw X (—— —) }

On définit ensuite Wy : @ x Mgs x R3 x Sym(Mg33) X M% — R par

Wo(x, F,z, K, §) = inﬂ{gW[((KJr(es ®E+ERe) +c®e3®es) @ Ag) ®Ag+[F +2®e3]1® Bol. (9)
CEIX?
On rappelle que Ag(x) = V¥ (W (x1, x2,0)) et Bo(x) = V¥ 1 (¥ (x1, x2,0)). D autre part, on pose (voir (7))

QAWo(x, F,z,K &) ;=inf{/Wo(x,F,z,KJrvf,u,ngvpu): u,vecggr(Qz;R3)}.
02

Apres prolongement de 1’énergie e(h) sur L”(£21;R?) tout entier, on passe au calcul de sa I'-limite. Celui-ci est
précédé d’un dédoublement de variables (voir [8,9]) et est effectué en deux étapes ; une premiere établissant la borne
supérieure et une deuxieme pour la borne inférieure. En utilisant ensuite les arguments standard de la I"-convergence,
on obtient le corollaire suivant donnant le modele limite plan :

Corollaire 2.2. Toute sous-suite diagonale minimisante ¢ (h) de e(h) sur Vy vérifie

on — ¢° dans Wz’p(.Ql; R3) faible,

1 _ .

Zon3—b  dans WP (2);R3)  faible, (10)
1

3¥n33 ¢ dans LP(2;R%)  faible
avec (¢°, b, ¢) € Vg tel que (¢°, b) minimise I’énergie limite

e(0) (g, b) := 2/ Wi[(Vpo +b®e3)Ao] + QaWo(x, Vpe, b, Vf,(/), V,b) do(x) dx.
w

Un changement de variables inverse nous permet d’obtenir le modele limite écrit sur la surface courbée S, souli-
gnant ainsi le caractere intrinseque du probleme limite de minimisation. Suivant la méme démarche que dans [7], on
considére pour tout vecteur unitaire e de $2, un ouvert borné O, C e et on note par 7, la projection orthogonale

sur ce domaine. On prolonge toute fonction x € Cf)’gr(Oe; R3) en posant x.(y) = x(mw.(y)) et on définit pour tout
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Yy € O, D, x(y) = Vyxe(y) et Dix(y) = V2x.(y). Ensuite on pose pour tout ¥ € S, x = ¥ 1 (%), ¢(¥) = ¢(x),
b(%) = b(x), &(@,b) := e(0)(p, b) et
Vo={(¢.5) e WP (5;RY) x W7 (5: R?) tels que (%) = %, b(X) = ii(¥) sur 3S}.

On obtient la proposition suivante donnant le modele limite courbé :

Proposition 2.3. On a
é@,b) = f Wi[VEE) +b®ii(X)] + Wy (i(F), ¢, b) d&
5
avec

Won(e, ¢, b) = inf{ / ngs W[V2G(E) + D2 u+ (VB(FE) + D,rv) @ e + ((VB(E) + Dprv) ® e)
ce

+e®e®e+b(E)® Vel u,ve Cog(Qe: R3)}.
De plus, (¢, b) minimise & sur \70.
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