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Résumé

Dans cette Note on étudie les arrangements d’hyperplans dans un espace projectif tels que le nombre de points rationnels de la
réunion de ces hyperplans soit minimal. Ces résultats ont des applications en théorie des codes. Pour citer cet article : F. Rodier,
A. Sboui, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 344 (2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Minimal and maximal arrangements of hyperplanes in P
n(Fq). In this Note we study the arrangements of hyperplanes in a

projective space such that the number of rational points of the union of these hyperplanes is minimal. These results apply to coding
theory. To cite this article: F. Rodier, A. Sboui, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 344 (2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

J.-P. Serre [7] et indépendamment A.B. Sørensen [8] ont donné une borne supérieure sur le nombre de points
d’une hypersurface de degré d de P

n(Fq). Cette borne est atteinte par une hypersurface qui est une réunion de d

hyperplans se coupant tous en une même sous-variété linéaire de codimension 2. Cet arrangement d’hyperplans,
qu’on appelle ici maximal, donne la distance minimale des codes de Reed–Muller projectifs d’ordre d pour d < q :
dmin = qn − (d − 1)qn−1. On peut consulter par exemple l’article de G. Lachaud [4]. Peu de progrès ont été réalisés
depuis pour déterminer le spectre des codes de Reed–Muller généralisés projectifs. Citons les articles de J.-P. Cherdieu
et R. Rolland [2] et de A. Sboui [5,6], qui déterminent le deuxième et le troisième poids. M. Boguslavsky détermine,
lui, le deuxième poids généralisé de ce code [1].

Dans cette Note on présente l’arrangement (dit minimal) de d hyperplans qui nous donne un autre poids de ces
codes. On montre que lorsque q >

d(d−1)
2 , le nombre de points de la réunion des d hyperplans formant un arrangement

minimal représente une borne supérieure pour le nombre de points d’une hypersurface quelconque de degré d de
P

n(Fq) qui n’est pas une réunion d’hyperplans.
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2. Notations

On supposera ici que p est un nombre premier, q = ps où s est un entier strictement positif et d est un entier
compris entre 3 et q + 1. On note par Fq un corps fini à q éléments, P

n(Fq) l’espace projectif de dimension n sur Fq ,

Πn = qn+1−1
q−1 le nombre de points rationnels de P

n(Fq).

3. Arrangements d’hyperplans

Un arrangement de d hyperplans de P
n(Fq) est un ensemble de d hyperplans Hi distincts ; on note N(A) le nombre

de points de la réunion des hyperplans appartenant à l’arrangement A. On distingue deux types d’arrangements de d

hyperplans de P
n(Fq), notés Ad

1 et Ad
2 :

(1) Arrangement de type Ad
1 : tous les hyperplans contiennent une même sous-variété linéaire de codimension 2 ;

(2) Arrangement de type Ad
2 : tous les hyperplans contiennent une même sous-variété linéaire de codimension 3 et

les intersections Hi ∩ Hj pour i �= j sont toutes distinctes entre elles.

3.1. Arrangement maximal

On peut déduire le résultat suivant de la lettre de Serre [7] (Théorème et Remarque 2) :

Proposition 3.1.

(i) Le nombre de points de la réunion des hyperplans appartenant à un arrangement de type Ad
1 est dqn−1 + Πn−2.

(ii) Pour un arrangement de d hyperplans A qui n’est pas de type Ad
1 on a, pour d � q :

N(A) < dqn−1 + Πn−2.

3.2. Arrangement minimal

Définissons d’abord la trace d’un arrangement. Soit A un arrangement de d hyperplans Hi dans P
n(Fq).

Définition 3.2. La trace de l’arrangement A sur un hyperplan H distinct des Hi est l’arrangement, noté trH (A), dans
l’espace projectif H de dimension n − 1, formé par les sous-variétés linéaires H ∩ Hi .

Les arrangements de type Ad
1 et Ad

2 sont liés par la proposition suivante qu’il est facile de démontrer (cf. [6],
Proposition 2.3) :

Proposition 3.3. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) A = {H1, . . . ,Hd} est un arrangement de type Ad
2 .

(ii) Pour chaque 1 � i � d , la trace de l’arrangement A − {Hi} sur Hi est un arrangement de type Ad−1
1 dans

l’hyperplan Hi .

Le théorème suivant justifie le nom d’arrangement minimal pour les arrangement de type Ad
2 :

Théorème 3.4.

(i) Le nombre de points de la réunion des hyperplans appartenant à un arrangement A2 de type Ad
2 est

dqn−1 + Πn−2 − (d − 1)(d − 2)

2
qn−2.
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(ii) Pour tout arrangement de d hyperplans A, non de type Ad
2 , on a

N(A) > N(A2).

Démonstration. (i) La formule suivante permet de compter sans répétition les points de la réunion d’hyperplans d’un
arrangement A2 = {H1, . . . ,Hd} :

N(A2) = #H1 +
d−1∑
j=1

(
#Hj+1 − N

(
trHj+1{H1, . . . ,Hj }

))
. (1)

L’arrangement {H1, . . . ,Hj+1}, étant une partie d’un arrangement d’hyperplans de type Ad
2 , est un arrangement du

même type. La Proposition 3.3 montre alors que la trace de l’arrangement {H1, . . . ,Hj } sur l’hyperplan Hj+1 est un

arrangement de type Aj

1 dans Hj+1.
(ii) On va procéder par récurrence sur d .
Pour d = 3, le résultat est clair.
En supposant que le résultat soit vrai pour d − 1 prouvons le pour d .
Soit A un arrangement de d hyperplans Hi qui ne soit pas de type Ad

2 . D’après la Proposition 3.3, il existe au moins
un i0 compris entre 1 et d , tel que trHi0

(A − Hi0) forme un arrangement d’au plus d − 1 hyperplans dans Hi0 , qui ne

soit pas de type Ad−1
1 . La Proposition 3.1(ii) implique que

N
(
trHi0

(A − Hi0)
)
< (d − 1)qn−2 + Πn−3. (2)

Le nombre de points de la réunion des hyperplans appartenant à A est tels que :

N(A) = #

(
d⋃

i=1
i �=i0

Hi

)
+ #Hi0 − N

(
trHi0

(A − Hi0)
)
. (3)

D’après l’hypothèse de récurrence, on a

#

(
d⋃

i=1
i �=i0

Hi

)
� (d − 1)qn−1 + Πn−2 − (d − 2)(d − 3)

2
qn−2, (4)

d’où le résultat. �
3.3. Existence

Par dualité entre espaces projectifs, un arrangement de type Ad
2 dans P

n(Fq) correspond à un ensemble de d points
contenus dans un plan dans l’espace projectif dual P

n(Fq)⊥, tel que 3 points ne soient pas alignés, autrement dit un
d-arc dans ce plan selon la terminologie de la géométrie des espaces projectifs finis (voir [3]). Un ensemble de d points
rationnels d’une conique forme un d-arc pour tout d � q + 1. Par dualité, il provient d’un arrangement de type Ad

2
dans P

n(Fq). En caractéristique impaire, tout ensemble de d droites tangentes à une conique est un arrangement
minimal dans P

2(Fq).
On peut prolonger cette construction à P

n(Fq) : on vérifie facilement qu’étant données une sous-variété linéaire Z

de codimension 3 dans P
n(Fq) et un arrangement A de droite de type Ad

2 dans un plan disjoint de Z, tout ensemble
de d hyperplans engendrés par Z et par une droite de l’arrangement A est un arrangement minimal pour tout d � q +1.

4. Cas général : les hypersurfaces

On montre qu’il n’existe pas d’hypersurface qui ne soit pas réunion d’hyperplans, et qui ait un nombre de points
plus grand qu’un arrangement minimal de d hyperplans, lorsque q >

d(d−1) .
2
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Théorème 4.1. Soit S une hypersurface définie sur Fq qui ne soit pas réunion d’hyperplans. Pour q >
d(d−1)

2 le
nombre N de points rationnels de cette hypersurface vérifie

N < dqn−1 + Πn−2 − (d − 1)(d − 2)

2
qn−2.

Ce résultat se déduit du lemme suivant :

Lemme 4.2. Soit S une hypersurface contenant au moins dqn−1 + Πn−2 − (d−1)(d−2)
2 qn−2 points rationnels, avec

q >
d(d−1)

2 . Supposons que S contient un sous-espace linéaire Em de dimension m avec 0 � m � n − 2, alors S

contient un sous-espace linéaire Em+1 de dimension m + 1 tel que Em+1 ⊃ Em.

Démonstration. Le résultat est démontré dans un cadre plus général dans [6], Lemma 4.1. �
Le théorème se montre alors par récurrence sur m. Si S est comme dans le lemme, chaque point P est contenu

dans un hyperplan de P
n(Fq) qui est contenu dans S. Par conséquent S est réunion d’hyperplans.

On en déduit le résultat suivant sur les codes de Reed–Muller :

Corollaire 4.3. Si q >
d(d−1)

2 , pour qu’un poids d’un mot d’un code de Reed–Muller d’ordre d sur P
n(Fq) soit

inférieur ou égal à qn − (d − 1)qn−1 + (d−1)(d−2)
2 qn−2, il faut et il suffit qu’il soit donné par un arrangement de d

hyperplans.
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