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Résumé

Dans un modele de régression non paramétrique avec fonction de régression monotone et erreur, la probabilité de franchissement
d’un seuil pour la variable réponse est définie en fonction d’un seuil sur la variable explicative. Des estimateurs de cette fonction
de probabilité et de ses quantiles sont définis et leurs propriétés asymptotiques sont établies pour des observations dépendantes.
Pour citer cet article : C. Pingon, O. Pons, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 344 (2007).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Nonparametric estimation of the quantiles for a probability of threshold crossing with dependent data. In a nonparametric
regression model with a monotone regression function and an error, we define a conditional probability of threshold crossing and
its quantiles, and present the asymptotic properties of their estimators for dependent observations. To cite this article: C. Pingon,
0. Pons, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 344 (2007).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Modzéle et conditions

Soit (X, Y) = (X;, Y;)rer, un processus sur un espace de probabilité (£2, A, P), a valeurs dans un espace métrique
séparable complet (X x Y, B), dont la loi est définie par Y = m(X) +¢, Ee =0 ol € = (&), >0 est indépendente de X,
de fonction de répartition homogene &; ~ F et a densité symétrique ; sur un intervalle fini /x = [a, b] du support de X,
m est une fonction continue monotone, supposée croissante. Seuls X et une indicatrice § = I{Y < uy} correspondant
au franchissement d’un seuil inconnu @y du processus Y sont observés, on note px le seuil qui lui correspond pour X.

Pouri =1, ..., n,unéchantillonnage de n trajectoires indépendantes est effectué en des instants aléatoires #;1, ..., t;;
d’observation de (X, §), ou J; est aléatoire, les observations X, ..., X;,, ¥;1, ..., Y;, sont dépendantes pour tout i
et

p(x) =Pr(§ = 11X, =x) =Pr(e; < py —m(x)) = F(uy —m)),  px=p~'(1/2):=¢(1/2).
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Soient

Yi_i Y7 K — Xij)8y;
Y T K = Xip)

oUN=N,=)"7_,JietKp(x)= hYK(h—'x) avec h = hy.x = hn(x) une fonction bornée de norme uniforme |||

Les convergences sont étudiées avec une fenétre de vitesse optimale pour I’erreur quadratique moyenne des estima-

teurs (voir Hall [2], Hérdle [3], et Sheather and Marron [5]).
Les conditions sont les suivantes :

pna(x) = gn.n(w) =sup{x € Ix: py.n(x) <u},

(K1) K est positive, symétrique, a support [—1; 1];

K2) [K@)dv=1,k=[v?K()dv <00,k = [K"(v)dv <ocoet [|K'(v)|" dv < oo pour r > 0; pour tout 7, la
fonction i = h,, admet une dérivée bornée sur Ix j = [a + ||kll, b — ||k]]];

(K3) pour i =1,...,n, J; < oo ps.; quand n — oo, N et J®(n) = Y Ji(Ji = 1)+ (J; — k + 1) satisfont
ps.: N — oo avec N/n < oo et J®O(n)/N < oo, ||| = 0, N||k| et N||h|? — oo, [NI> — Ng|| — 0, avec
[Noll < oo.

Soient inj la densité de X;;, f(x Xij) cellede X;j,, ..., Xij, Ixp = {x; [a + ||kll; b — k]Il C Ix}.

iji e

(D1) La fonction p est C 3(Ix) et strictement monotone sur Iy ;
(Dy) ENTIY ZJ]’ZI fx;; = s© > 0 fonction de C3(Ix) ;
(D3) Les fonctions EN~! Y Zj]’:] fxi; (x1) fx;; (x2) et, pour y > 0, ENTIY ]J.izl(fxij)” convergent sur
1 }2( et Iy respectivement ;
— Ji - Ji
(Dg) Pour k < max;J;, EJ®O@m™Y, By SETED DTN S SN EJ®O @~y Yo

Ji ®k
ij:l Ixij, -+ fx;;, convergent sur [y".
2. Convergence des estimateurs

Soient iy, = N~'Y ", Z;‘:l Kp(x — Xij)dij, dyp=N"! Y Z]J’:l Kp(x — X;j) et, avec Ey ’espérance
conditionnelle a N,

ny.n=En{iinn}, dy.n = En{dn 1},
Ay =0ANnh—NNh dyp=dNn—dnn,

A . 1. 5
PN.h=En{Pni}, PN = (f(o)) (A — Pdy p)-

Les o et O des convergences sont uniformes.
En généralisant Nadaraya [4] :

Lemme 2.1. Sur Sx , =[a + ||h]; b — || k]],

@ nyn = pfO + Bi{pfO)D + o(h?), varyfin a} = N pf© + o(NTIATY, Enlin — nyal? =
O((Nh)= =Dy, y > 2.

®) dyp = fO+ 51 f@ 1 oh?), vary {di} = N"'h =i fO 4+ o(N~'h=Y), Enldy —dy pl? = O((NR)==D),
y >2. .

() covy{dp, iy =N""h"lopf©@ oN—th1).

Proposition 2.2. Sur Sx p,
@ ENIpna(x) — p()] = 0, pysy = p + h2B + o(h?), B = k{pW fO{fO1 4+ Ip@} vary{py.n} =
N='"h o2+ o(NT'hY), 02 = p(1 — plial fOVY, Enlpnn — pIY =Oh%), y > 2;
, ﬁ’) (N2 pyn—pnay = NV FOVY iy p—nn ) — pldnp—dy s +rvn Exlrynl” = 0N~ =D x
h ),y =21
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Lemme 2.3. Pour y > 2, il existe ¢),, Cy, t.q. pour tout n, pour tous x et y de Sx
N N —(y-1 A N
En| i a00) = i <eylx =y (NIRI) ™7™, En|ina@) = iva)]” < Cylx = yI7 1117

En utilisant Billingsley [1] :

Théoreme 2.4. || py —Pllsxa —> OetUnp= (Nh)l/z{pN n— P} {Sx n} converge en loi vers W, +N1/2B We pro-
cessus gaussien sur Sx t.q. EWy, =0, EW, (x)Wy (x') =0 (x)?1{x =x'}, SUPyesy , O (x)|UN n(x)— / (x)B(x)|

converge en loi vers supg, W1, pour tout & > 0 il existe c; > 0 t.q. Pr{supg, |U_1(UN,h - Né/ B) — W1| > Cg} £ 0.

Comme p est une fonction décroissante, 1’estimateur des quantiles est défini par

gn.n(u) =sup{x € Syt pya(x) <u} sur Sy = pna(Sx.n)-

Lemme 2.5. Sur Sx, pn.n est monotone pour n assez grand et pour tous x; < x2, ¢ > 0, il existe C > 0 t.q.
Pr{py n(x1) — pna(x2) >C} > 1 —¢.

Proposition 2.6. Sur Sy, Exgn () = q(u) — {h? ﬁ) Yo q@u) +o(||h]?),

2

m}oq(”)‘i‘o((l\]“h”)l)’ EN|(§N,h(M)—q(u)|y:O(||h||2y), y>2

vary {Gn.n(u)} = {

Théoreme 2.7. (a) |Gy — qlis,, £o.
R Y.
() Vvn = (Nh)l/z{c}N,h — g} {Su.n} converge en loi vers W ogq,

(¢) pour tout & > 0 il existe c; > 0 .q. Pr{supg, |(¥ oq{Vn.n+ (Né/zB) og}— Wil > ce} £ 0.
3. Choix de la fenétre

L erreur quadratique asymptotique de gy, est
2

———~ O
Nh{ph}?

elle est minimale pour la fenétre locale

B 2
AMSE, (u, h) = q(u)+h4{p(l) oq(u)} :

1ys) o? 1
hoptloc(u) = N~V {432 O‘I(M)}

qui est égale a la fenétre locale optimale pour I’erreur quadratique asymptotique de py ;. D’aprés le Théoreme 2.7 et
sous les conditions D1, D3, la fonction hpy 1o satisfait K>, K3 et, d’apres le Théoreme 2.7, (Nh)l/z{c}/\/,hmloc —q}
converge en loi vers G un processus gaussien de moyenne et variance

2 o2
I (I)Boq(u) E(u,u’):qu(u)l{uzu’}.

L’erreur quadratique moyenne asymptotique pour le quantile est

AMSE,, (x, h
AMSE, (u, h) du = AMSE, (x. h) 4
pD(x)

() =

Su.n aGun)

elle est approchée par

AMSE,,(X;;, h)
AMASE, (h) = N 1§ E: P
M
im1 j=1 P (Xij)
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et est minimale pour la fenétre optimale globale

Y1 ZJJ‘izlaz(Xij)/p(l)(Xij) }1/5
Ji :

AV Y BA(X)/ pD(Xij)

hopt,glob = NTI3 {

4. Généralisation

Lorsque (X, Y) est observé en des instants aléatoires 1, ..., #; C [0, T] sous les mémes conditions, sans I’hypo-
these de symétrie de F, la loi de Y conditionnellement a X et les fonctions inverses g; et g de p, a y ou x fixés, sont
définies et estimées par

RN S x=m Ny - F7'w) = q1(u; ),
P, < ylXi=x):=p(y;x) =F(y —m(x)), py;x)=u< {yzm(x)+F_1(u) = (s x),

Ji
21 2 K = Xip Iy, <)
p- Z,J'izl Kpn(x — Xij)

Guna(u:y)=sup{x € Ixy: pya(yix) <u}=rmy", (v — Fyhw).

PN (yix) =

Qo (s x) =infly € Iyt pya(yix) > ul = Fyl ) + iy p(x),
1 n Ji
Fyon(s) = v X;Z;ﬁN,h(S + N0 (Xij): Xij),
=1 j=

ou iy j est I’estimateur non paramétrique a noyau de m, des propriétés asymptotiques analogues sont établies sous
les mé&mes conditions.
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