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Résumé

On décrit les endomorphismes du groupe de Cremona et on en déduit son caractere hopfien. Pour citer cet article : J. Déserti,
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© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract
The Cremona group is Hopfian. We describe the endomorphisms of the Cremona group and obtain that this group is Hopfian.
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Une transformation rationnelle de P?(C) dans lui-méme s’ écrit

(x:y:2) = (Po(x,y,2): Pi(x,y,2) : P2(x,,2))

ou les P; désignent des polyndmes homogenes de méme degré. Lorsqu’elle est inversible, on dit qu’elle est bira-
tionnelle ; par exemple I’involution de Cremona o = (yz : xz : xy) est birationnelle. Le groupe des transformations
birationnelles de P2(C) dans lui-méme, noté Bir(P2(C)), est aussi appelé groupe de Cremona.

Théoreme 1. (Ncether, [1,3]) Le groupe de Cremona est engendré par PGL3(C) et U'involution 0 = (yz : xz : xy).

Un automorphisme 7 du corps C induit un isomorphisme 7 (-) de Bir(P2(C)) : A un élément f de Bir(P2(C)) nous
associons 1’élément t(f) obtenu en faisant agir 7 sur les coefficients de f exprimé en coordonnées homogenes.
Tout automorphisme du groupe de Cremona s’obtient a partir de I’action d’un automorphisme du corps C et d’une
conjugaison intérieure [4].

Ici nous nous intéressons aux endomorphismes du groupe de Cremona :

Théoreme 2. Soit ¢ un endomorphisme non trivial de Bir(P*(C)). Il existe un plongement de corps ) de C dans
lui-méme et une transformation birationnelle Vs tels que pour tout f dans Bir(P>(C)) on ait
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() =r(wfv).
En particulier ¢ est injectif.
Une conséquence directe est la suivante :

Corollaire 3. Le groupe de Cremona est hopfien, i.e. tout endomorphisme surjectif de Bir(P>(C)) est un automor-
phisme.

La preuve du Théoreme 2 repose en partie sur le résultat suivant que nous appliquons a I" = SL3(Z) :

Théoreme 4. [4] Soient I un sous-groupe d’indice fini de SL3(Z) et p un morphisme injectif de I' dans Bir(P2(C)).
Alors p coincide, a conjugaison birationnelle prés, avec le plongement canonique ou la contragrédiente, i.e. ’invo-
lution u — "u™".
On travaille dans une carte affine (x, y) de P2(C). Introduisons le groupe des translations
T={(x+ay+p) | BeC}

et I’'image de T par la contragrédiente

T::{( 7 )a,,Be(C}.
ax+B8y+1 ax+py+1

Commencons par établir I’énoncé suivant :
Lemme S. Une transformation birationnelle qui commute a (x +1,y) et (x,y + 1) appartienta T.

Démonstration. Soit f = (f], f2) comme ci-dessus. En particulier f(x + 1,y) = f2(x, y), i.e. f» ne dépend que
de y.Onaaussi fi(x+1,y)= fi(x,y)+ 1 dou

0 0
Davin="0

par suite df1/dx = a(y) et f1 estde la forme a(y)x + b(y) avec a, b dans C(y). En réécrivant 1’égalité
Silx+ 1 y)= filx,y) + 1,

on obtient que a est constante et vaut 1,i.e. f = (x + b(y), f>(y)). Comme f commute a (x,y+ 1) ona

b(y)=b(y+1) et fr(y)+1=fr(y+1.

La premiére égalité assure que b est constante ; la seconde entraine que f;(y) est constante autrement dit que f2(y) =
cy + b. On constate alors que fo(y) + 1 = fo(y + 1) implique c = 1. Il en résulte que f = (x +a,y+b). O

Démonstration du Théoréme 2. Puisque PGL3(C) est simple, ¢paL;(c) est ou bien triviale, ou bien injective.
1. Supposons @jpgL,(C) triviale. Posons £ := (xle’ f{:{) ; comme I’a remarqué Gizatullin [5], on a (¢o)3 =id. Ainsi
(p((éo)3) =@(0) =id, i.e. ¢ est trivial d’apres le Théoreéme 1.

2. Si gjpgL,(C) est injective, alors ¢|si,(z) est, a conjugaison intérieure pres, le plongement canonique ou la contra-
grédiente.

2.a. Supposons que ¢|sL;(z) = id. Notons H le groupe des matrices 3 x 3 triangulaires supérieures unipotentes. Posons :

fpx,y)i=p(x+B,y), galx,y):=@x+ay,y) et hy,(x,y):=¢x,y+y).
Les transformations birationnelles fg et 4, commutenta (x + 1, y) et (x, y + 1) ; on obtient (Lemme 5)
fe=(x+AB)y+¢B) et hy=(x+n),y+nuy))

ou n, ¢, i et A sont des morphismes additifs de C dans C. Puisque g, commute a (x + y, y) et (x + 1, y) ilestde la
forme (x + ay (y), y) avec a, dans C(y). La relation

G Fay, NEy+)E+ay, N ey )T =t ay, y)
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implique que, pour tous nombres complexes « et y, nous avons gyhy, = fyy hy gy Nous en déduisons que :
fe=(x+x(B).y), ga=(x+O@y+s@),y) et Ouly)=xry).

L’égalité
(x+a, ), Bx+y)x—a,y)x,y—px)=(x,y—ap)

conduita i, = (x, y + u(y)). Autrement dit

p(x+a,y+p)=(x+Ar(a),y +u(B) Ya,peC.

Ainsi ¢(T) C Tet ¢(H) C H; puisque PGL3(C) est engendré par H et SL3(Z), I'image de PGL3(C) par ¢ est contenue
dans PGL3(C). Le théoréeme de classification de Borel et Tits ([2], Théoreme A, p. 500) assure qu’a conjugaison
intérieure pres ’action de ¢ sur PGL3(C) provient d’un plongement de corps de C dans lui-méme.

2.b. Supposons que la restriction de ¢ a SL3(Z) coincide avec la contragrédiente. L’ étude est identique a la précédente.
Soit H' le groupe des matrices 3 x 3 triangulaires inférieures unipotentes. On va montrer que ¢(T) C T et p(H') C H.
Posons

fo(x.y) :=<p( Y

X

Bx+1" Bx+1

La commutation de fg (resp. h, ) avec (x — 1, y) et (x, y — 1) assure que
fo=E+1B).y+5B) et hy=(x+ny)y+ny)

ol n, ¢, A et u sont des morphismes additifs de C; comme g, commute a (x + y,y) et (x + 1, y) il s’écrit
(x +ay(y), y) o a, désigne un élément de C(y). A partir de

-1
X y _ X y
— X, 0x + s T =0 +ay,
yy+1 Vy+l>( Y (Vy+1 Vy+1) ( 7o)
nous avons goh, = f—q)hy gy pour tous nombres complexes « et y. Il en résulte que
fo=E+A1B).y)., g=@x+O@y+c@),y) et O@u(y)=r—ay).

En utilisant 1’égalité

( X y ( )( X y >_ X y
(x +ay.y) m7m>x_“y’y 1—Bx 1—Bx _<1—aﬁy’l—aﬂY>

on établit que i, = (x, y + u(y)). Ainsi (p('T') est inclus dans T et ¢(H’) dans H ; I'image de PGL3(C) par ¢ est donc
contenue dans PGL3(C). Toujours d’apres [2] (Théoreme A, p. 500) a conjugaison intérieure pres, ’action de ¢ sur
PGL3(C) provient ici d’un plongement de corps de C dans lui-méme composé avec la contragrédiente.
3. Supposons donc que 1’action de ¢ sur PGL3(C) coincide avec celle d’un plongement de corps A de C dans lui-méme
ou avec la composée d’une telle action et de la contragrédiente.

Posons (71, 12) := ¢(x, 1/y). A partir de

(x, 1/y)(ax, By)(x,1/y) = (ax, y/B)

on obtient

T (k(ail)x, A(ﬁfl)y) = )»(ofl)tl (x,y) et tz()»(ofl)x, A(,Bfl)y) =A(B)T2(x,y)

x y
, xX,y):=o(x,ax + et hy,(x,y):= , .
> 8a(x,y) 1= ¢ y) y (X, ) <p(yy+1 yy+1>

(x,ax —|—y)<

ou
T2(x, y)
T (M@)x, AM(B)y) =A@)Ti(x,y) et m(Ale)x,A(B)y) = /\(ﬁ)y
suivant que la contragrédiente intervient ou non. Par suite ¢(x, 1/y) = (£x, £1/y).

Légalité ((y, x)(x, l/y))2 = o assure que ¢(o) = 0. Rappelons que £ = (xxj, %) ; la transformation (£5)3

est triviale donc ((p(ﬁ)(p(o*))3 doit aussi I’étre. Puisque £ appartient a SL3(Z),ona () =foup({)=(—x—y—1,y)
suivant que ¢|si,(z) est I'identité ou la contragrédiente. Si ¢ (£) = £, alors ¢ (o) = o et on conclut avec le Théoréme 1.
Lorsque ¢(£) = (—x —y — 1, y), la seconde composante de (@(h)@(0))3 vaut +1/y ce quiestexclu. O
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