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Résumé

Nous étudions les opérateurs de composition Cy sur les espaces de Hardy-Orlicz, formés des fonctions holomorphes dans
le disque unité du plan complexe dont les valeurs au bord sont dans un espace d’Orlicz. Nous montrons, qu’en fonction de la
croissance de la fonction d’Orlicz ¥, diverses propriétés de 1’opérateur, telles que compacité, compacité faible, le fait d’étre borné
pour I’ordre, peuvent coincider ou non. Pour citer cet article : P. Lefévre et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 344 (2007).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Composition operators on Hardy-Orlicz spaces. We study the behaviour of composition operators Cy on Hardy—Orlicz
spaces, whose elements are analytic functions on the open unit disk of the complex plane. We show that, according to the growth
of the Orlicz function ¥, different properties of Cy, such as compactness, weak compactness, order boundedness, may or not
coincide. To cite this article: P. Lefevre et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 344 (2007).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

In this Note, we announce results whose proofs will appear elsewhere [4]. In [4], we also study composition
operators on Bergman—Orlicz spaces.

Let ¥ be an Orlicz function, i.e. a non-decreasing convex function ¥ :[0, co] — [0, oco] such that ¥ (0) =0
and ¥ (co) = o0o; we assume moreover that ¥ is continuous at 0, strictly convex (hence increasing), and such that
@ — 00 when x — +00. Let LY be the Orlicz associated space of functions f:T = {z € C; |z] = 1} = C such
that fT W (| f|/A)dm < +oo for some A > 0, where m is the normalized Lebesgue measure on T, and let MY be
the closure of L> in LY. The Hardy—Orlicz space is the space of analytic functions defined on the open unit disk
D ={z €C; |z| <1} which are in H' and whose boundary values are in LY. If ¢:ID — D is an analytic self-map,

the composition operator Cy maps f € H YtofopeHY.
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Consider now the following growth conditions: ¥ € A if for some 8 > 1, one has limy_, o0 %’ix)) = 400 (exam-

ple: ¥ (x) = exp[log(x + 2)loglog(x + 2)] — 2'°2lo22). @ ¢ Al if some B > 1, one has x¥ (x) < ¥ (Bx) for x large
enough (example: ¥ (x) = elogle+1)? _ 1); ¥ € A? if for some B > 1, one has ¥ (x)* < ¥ (Bx) for x large enough
(example: ¥ (x) = exp(xz) —1).One has: ¥ € AP P eA = el

Under the fast growth condition A2, one has the following equivalences, which are characterized by conditions
involving only the modulus of the boundary values of the symbol ¢:

Theorem 0.1. If ¥ satisfies the A’-condition, then the following assertions for the composition operator
Cy:HY — HY are equivalent:

(1) Cy is order bounded into MY (T);
(2) Cy is compact;
(3) Cy is weakly compact;

@ ¥ (g € MY (D);
(5) m(1 —|pl <) :O(m) as . — 0, forany A > 0;

(6) sup,er | Coua)lle = 0(G=r =) as 7 = L where ua r(2) = (7557)° Izl < 1.

Corollary 0.2. When W € A?, there exist analytic self-maps ¢:1D — D such that Cy:H? — HP is compact for
1< p<oo butCg: HY — HY is not compact.

When ¥ grows less fast:

Theorem 0.3. There exist Orlicz functions ¥ € A' for which Cy:H ¥ — HY may be compact without being order
bounded with values in M¥ .

However, we show, using a generalization of the notion of Carleson measure, adapted to the Orlicz function ¥,
that:

Theorem 0.4. When ¥ € A, the compactness of Cy:H Y s HY is equivalent to its weak compactness.
For that, we show:

Theorem 0.5. For every analytic self-map ¢:1D — D and every Orlicz function ¥, the composition operator
Cy: HY — HY is compact if and only if one has, for every A > 0:

1

'Oﬂ(h)=o<l1/(Al1/——1(l/h))> as h— 0.

Here v is the image of the measure m on T by the boundary values function ¢* of ¢, and, p,(h) =
supjg|=1 (W (&, h)), where W (&, h) ={z € D; |z| > 1 — h and |arg(z€)| < h} is the Carleson window. For that
purpose, we first show that for a general measure © on D, the above condition on Py 1s necessary, but not sufficient, to
the canonical injection j, : H ¥ — LY (1) be compact; to have a sufficient condition, we have to replace the condition

in Theorem 0.5 by sup, <, o, (1)/1 = o( Ik

Wl(l/h)))’ as h — 0. However, in the analytic case, we have:

Theorem 0.6. There exists a constant ki > 0 such that, for every analytic self-map ¢ :ID — D, one has:

1o (W, eh) <kiepy(W(E h), forhe (0,1~ o0

), and e € (0, 1).

Theorem 0.6 allows us to obtain Theorem 0.5.
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1. Introduction

Les opérateurs de composition Cy sur les espaces de fonctions analytiques ont re¢u beaucoup d’attention depuis
[10] (voir [8] et [1], notamment). Dans le cas de I’espace de Hardy H?2, Shapiro et Taylor [9] avaient montré que le
fait pour Cy d’étre Hilbert—Schmidt ne dépendait que du module des valeurs au bord de ¢ et que la compacité ne suffit
pas. Ils ont aussi montré que la compacité de Cy: H? — HP pour un p < oo équivalait a celle-ci pour tout p < 00.
Plus tard, Shapiro [7] a donné une caractérisation de la compacité utilisant la fonction de comptage de Nevanlinna et
McCluer [5] en a donné une en termes de mesures de Carleson. Par ailleurs, dans le cas p = 0o, Cy: H* — H* est
compact dés qu’il est faiblement compact, et cela entraine que ||¢]|o < 1, et donc que Cy est nucléaire.

Dans cette Note, nous annongons des résultats dont le détail paraitra ailleurs [4]. Dans [4], nous étudions aussi les
opérateurs de composition sur les espaces de Bergman—Orlicz.

Nous étudions les opérateurs de composition sur les espaces de Hardy—Orlicz HY, formés des fonctions de H'!
dont les valeurs au bord sont dans 1’espace d’Orlicz LY (T). Nous montrons que si la fonction d’Orlicz ¥ croit
trés vite, par exemple ¥ (x) = exp(x?) — 1, alors les propriétés pour Cy:H ¥ — HY d’étre faiblement compact,
compact, ou borné pour I’ordre et & valeurs dans [’espace de Morse-Transue M¥ (ce qui remplace alors la propriété
d’étre Hilbert—Schmidt) sont équivalentes, et nous montrons qu’elles sont caractérisées par des propriétés ne faisant
intervenir que le module des valeurs au bord du symbole ¢. Quand la fonction ¥ croit moins vite, par exemple
¥ (x) = exp[(log(x 4+ 1))?] — 1, I’opérateur Cy:H ¥ _ HY peut étre compact sans étre borné pour I’ordre et a valeurs
dans MY . Toutefois, nous montrons, en utilisant une généralisation de la notion de mesure de Carleson, adaptée 2 la
fonction d’Orlicz ¥, que, méme avec une croissance assez faible de ¥, que nous appelons A, vérifiée par exemple
pour ¥ (x) = exp[log(x +2) loglog(x 4-2)] —2'°21°¢2 1a compacité de Cy: HY — HY équivaut a sa compacité faible.

2. Notations

Une fonction d’Orlicz est une fonction ¥ :[0,00] — [0, 00] croissante, convexe, et telle que ¥ (0) = 0,
¥ (oco0) = oo. Nous supposerons de plus ¥ continue en 0, strictement convexe (donc strictement croissante), et

T 5 00, L'espace d’Orlicz associé LY est I’espace des fonctions mesurables f : T — C pour lesquelles il existe
X—> 00

un A > 0 tel que [ ¥ (| f]/A) <400 ; on définit alors la norme de f par || flly = inf{A > 0; [ ¥ (|f|/A) <1}.
L’espace de Morse-Transue M?¥ est le sous-espace des fonctions f € LY pour lesquelles fT (] f|/A) < 400 pour
tout A > 0; c’est aussi 1’adhérence de L™ dans LY. Pour tout ce qui concerne les espaces d’Orlicz, nous renvoyons
a [2] ou [6]. Nous utiliserons les conditions de croissance suivantes ; nous dirons que :

- ¥ e A%l existe B > 1 tel que lim,_, 4 oo % = +00.

- ¥ e Al gl existe B > 1tel que x¥(x) < ¥(Bx), pour x assez grand.

— ¥ e A?s’ilexiste B> 1 tel que W (x)? < ¥ (Bx) pour x assez grand.

Ona: A’ = A = A",

Nous noterons, pour A > 0 : x4(x) = Y[A¥~1(x)]. Pour ¥(x) = x”, on a XA(x) = APx ; mais pour ¥ (x) =
e —1,ona xa(x)=(x + D4 — 1.

L espace de Hardy—Orlicz H¥ est I’espace des fonctions f analytiques dans le disque D = {z € C; |z| < 1} telles
que supg<, - || frllw < +o0, avec f(t) = f@rel.

Ona HY C H'et,pour f € H',ona f € HY si et seulement si les valeurs au bord f* de f sont dans LY (T). La
norme est || flly = Il /*[l o

Si ¢:D — I est analytique, I’opérateur de composition Cy: H ¥ — HY de symbole ¢ est I'application f €
HY > f o ¢. Comme dans le cas classique, le principe de subordination de Littlewood, et le fait que ¥ (| f]) soit
sous-harmonique, assure la continuité de Cy.

3. Opérateurs bornés pour ’ordre et opérateurs faiblement compacts

On dira que Cy est borné pour l’ordre et a valeurs dans M ¥ il existe une fonction g € MY telle que ICo (<8
pour toute f dans la boule-unité de H¥ . D’apres le Théoréme de convergence dominée et le Théoréme de Montel, un
tel opérateur Cy est compact.
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Proposition 3.1. Cy: HY — HY est borné pour 'ordre et a valeurs dans MY si et seulement si : ¥~ (ﬁ) €
Mw@)c%w@mMXAﬁﬁwﬂeL%TLVA>O

Théoreme 3.2.

(1) Si C¢,:H‘I’ — HY est borné pour l’ordre et a valeurs dans MY, alors m(1 — lp] < A) = o(m), quand

(
A — 0, pour tout A > 0 (m est la mesure de Lebesgue normalisée sur T). !
() Si¥ e A, la réciproque a lieu.

La preuve est liée a la notion d’espace « LY -faible» (f € L¥™ s’il existe ¢ > 0 tel que m(|f]| > 1) < ﬁ

pour tout ¢ > 0; la version idoine de Iinégalité de Markov assure que LY C L¥'™) et au fait que si ¥ € A!, alors
LY =L%,

Comme la condition du Théore¢me 3.2 ne fait intervenir que le module des valeurs aux bord, on peut donc construire
¢ comme fonction extérieure et montrer :

Théoréme 3.3. Si ¥ € A2, il existe des ¢: D — D telles que Cy: HY — HY soit compact, mais p-sommant pour
aucun p > 1.

Rappelons que sur un espace de Hilbert (comme H?), p-sommant équivaut a Hilbert-Schmidt. La condition A?
sert dans la deuxiéme partie, dans laquelle nous construisons une suite de fonctions g, € H¥ telles que > oalenl € LY,
mais Y, |Cg(gn)|I” =400 pour tout p < oo.

Passons maintenant a la compacité faible. On a le critere suivant (voir [3]) :

Théoreme 3.4. Soit X un sous-espace de M¥ . Alors, si W € A°, un opérateur T: X — Y de X dans un espace de
Banach Y est faiblement compact si et seulement si pour un p, et alors pour tout p, 1 < p < 00, on a la propriété
suivante : pour tout & > 0, il existe Cg > 0 tel que |T ()| < Cell fllp +ell fllw, Vf e X.

On en déduit :

Théoréme 3.5. Sous I’hypothése ¥ € A, alors la faible compacité de Cy: HY — HY implique que

1
swplCatianly =o( gy ) T

)2 Izl < 1.

N 1
ol Ug r(2) = (1_&};1

Théoréme 3.6. Supposons ¥ € A2, alors la condition du Théoréme 3.5 implique celle du Théoréme 3.2.
Comme A2 =—> Al on obtient :
Théoreme 3.7. Si ¥ € A2, et Cy: HY — HY, on a équivalence entre :

(1) Cy est borné pour I’ordre et a valeurs dans MY
(2) Cy est compact

(3) Cy est faiblement compact ;

(4) on a la condition de la Proposition 3.1

(5) on a la condition du Théoreme 3.2 ;

(6) on a la condition du Théoreme 3.5.

Bien sir, pour Cy : H 2 H?, il n’y a pas équivalence entre (2) et (3); et d’apres le résultat de Shapiro et Taylor,
il n’y a pas équivalence entre (1) et (2). Dans le cas de ¥ (x) = e — 1, les conditions sont plus lisibles : (4), (5) et (6)
deviennent respectivement (4') % eLP(T),YVp=1;(5)V¥q>13C; >0:m(1—[¢p*| <) <CyA?;(6)Vg > 1
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l¢"l1 =o(n™?) ; et elles sont équivalentes a : (7) ||¢" ||y, = o(1/+/logn). Les conditions (4) et (5) ne dépendent que
du module des valeurs de ¢ au bord ; cela permet de construire des fonctions extérieures. On obtient :

Théoréme 3.8. Si ¥ € A2, il existe des ¢:ID — D telles que Cy:HP — HP soit compact pour 1 < p < 00, mais
Cy: HY — HY non compact.

4. Mesures de Carleson

Rappelons le résultat de McCluer [5] : Cy: H 2 > H? est compact si et seulement si la mesure-image mg de m, la
mesure de Lebesgue normalisée sur T, par ¢ est une mesure de Carleson évanescente.

Une mesure p sur D est dite de Carleson si : w(W(€,h)) <Ch,VE € T,0<h < 1,00 W, h)={zeD; |z]| >
1 —h et |arg(z§_')| < h} est la fenétre de Carleson. La mesure de Carleson est évanescente si w(W (&, h)) = o(h),
uniformément pour £ € T. On en déduit :

Théoréme 4.1. Si Cy: HY — HY est compact, alors Cy: H? — H? est aussi compact.

Rappelons que nous avons vu (Théoréme 3.8) que I’inverse n’est pas vrai si ¥ € A%
Le principal résultat de cette partie est :

Théoréme 4.2. Cy: H Y s HY est compact si et seulement si, pour tout A > 0, on a, quand h — 0 :

1
W(E, h)) = R —
sup ma (W&, ) °<W[Aw—1(1/h>1>

Notons que, pour ¥ (x) = x”, le terme de droite est o (7). On déduit des Théoreme 4.2 et Théoréme 3.5 :
Théoréme 4.3. Si ¥ € A°, Cy: HY — HY est compact si et seulement s’il est faiblement compact.

Théoreme 4.4. 11 existe une fonction d’Orlicz ¥ € A et un opérateur de composition Cy:H ¥ — HY qui est compact
mais qui n’est pas borné pour ’ordre et a valeurs dans MY .

La condition ¥ € A! au lieu de ¥ € A? ne suffit donc pas pour avoir les équivalences du Théoréme 3.7.

Eléments de preuve. Prenons
w (x) = exp((log(x + 1))*) — 1

et posons ¢ (z) = 3. Soit alors

14z
¢ (2) =¢o(2) eXP<— I )
—Z
Alors Cy, n’est pas compact sur H 2, mais Cy est compact sur H ¥ (Théoreme 4.2). Toutefois, Cy n’est pas borné pour
lordre sur HY et a valeurs dans MY, car sinon, comme |p*| = |¢6‘| sur T, Cg, le serait aussi, par la Proposition 3.1.

11 serait donc compact sur HY , donc sur H? (Théoréme 4.1), ce qui n’est pas. O

Notons que nous avons montré au passage que, méme si [¢*| = [¢], Cy est compact sur H 2, bien que Cy, ne le
soit pas. La compacité des opérateurs de composition sur H” ne peut donc pas étre caractérisée par le module des
valeurs au bord du symbole.

Indications pour la preuve du Théoréme 4.2. Pour toute mesure positive bornée  sur I, on pose :

pulh) = sup u(W(E) et Kulh)= sup 2D, (1)

0<t<h
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Théoreme 4.5.

(1) Silinjection jy, : HY — LY () est compacte, alors : puh) = O(W), pour toutA > 0.
(2) Sipourtout A>0,0ona: K, (h)= 0(%), alors j, est compacte.

En général la premiere condition n’est pas suffisante. Toutefois, dans le cas analytique, les quantités pp, (h)/h et
K, (h) sont équivalentes :

Théoreme 4.6. [/ existe une constante C > 0 telle que, pour toute ¢ : D — D analytique, on ait :

my(W (&, €h)) < Cemg(W(E, b)) pour0<h<1—|p0)]et0<e<1l. )
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