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Résumé

Le type d’équisingularité d’une polaire générique d’une courbe C ⊂ (C2,0) n’est pas déterminé par celui de C. Nous élargis-
sons la catégorie des courbes en associant à C le feuilletage hamiltonien correspondant ; ceci nous permet de travailler dans le
cadre moins rigide de l’espace des feuilletages qui ont C comme courbe invariante. Ainsi nous déterminons, pour les singulari-
tés « aimables », le type d’équisingularité polaire générique. Le feuilletage hamiltonien, qui correspond à la théorie classique des
courbes polaires, est parfois spécial et ne donne pas le type générique. Pour citer cet article : N. Corral, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. I 344 (2007).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Determination of the polar equisingularity type. The equisingularity type of a generic polar of a curve C ⊂ (C2,0) is not
determined by the type of C. We expand the category of curves by associating to C the corresponding Hamiltonian foliation. In this
way, we work in the ‘less rigid’ frame of the space of foliations having C as invariant curve. We characterize ‘kind types of equisin-
gularity’ for C for which we completely determine the generic polar equisingularity type. The Hamiltonian case, corresponding to
the classical theory of polar curves, can be special and sometimes does not provide the generic type. To cite this article: N. Corral,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 344 (2007).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Soit C = ⋃r
i=1 Ci ⊂ (C2,0) un germe de courbe analytique avec branches Ci . On sait que le type d’équisingularité

ε(C) de C ne détermine pas le type d’équisingularité ℘(C) d’une courbe polaire générique de C. Au lieu de considérer
uniquement la catégorie des courbes (identifiée aux feuilletages hamiltoniens correspondants) nous élargissons notre
cadre à l’espace de feuilletages possédant C comme courbe invariante.

Soient f (x, y) = ∏r
i=1 fi = 0 une équation réduite de C et [a, b] ∈ P

1
C

. La courbe polaire Γ = ΓC(f ; [a, b]) est
donnée par df ∧ (a dy − b dx) = 0. Pour un ouvert de Zariski non vide des [a, b] ∈ P

1
C

le type de équisingularité de
ε(Γ ∪ C) est fixe (et indépendant de f et des coordonnées choisies). Une telle Γ s’appelle une polaire générique
de C et nous notons ℘(C) = ε(Γ ∪ C). D’une manière plus générale, considérons l’espace FC des feuilletages sur
(C2,0) dont C est la courbe des separatrices. C’est à dire, un élément F de FC est donné par une équation ω = 0, où
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ω est une 1-forme holomorphe telle que ω ∧ df = f η et il n’y a pas d’autres courbes invariantes de F . Un élément
particulier de FC est le feuilletage hamiltonien df = 0. Nous pouvons maintenant définir la polaire de F par rapport
à [a, b] ∈ P

1
C

comme ω ∧ (a dy − b dx) = 0. Il y a comme avant des polaires génériques ΓF qui donnent un type
d’équisingularité ℘(F) = ε(ΓF ∪ C).

Nous allons restreindre notre étude à l’espace G
∗
C ⊂ FC défini comme il suit. Considérons d’abord les courbes

généralisées GC ⊂ FC , c’est-à-dire que l’on ne trouve pas de nœud-col dans leurs réductions des singularités (voir
[9,2]). Notons en passant que le morphisme de désingularisation minimale πC de C (on éclate jusqu’au moment où le
transformé total de C est à croisements normaux) est aussi le morphisme de désingularisation de tout F ∈ GC . Nous
savons [4] que chaque F ∈ GC possède un modèle logarithmique unique Lλ donné par

f1 · · ·fr

r∑

i=1

λi

dfi

fi

= 0

où λ = λ(F) ∈ P
r−1
C

. Le feuilletage logarithmique Lλ possède la même réduction des singularités que F et les mêmes
rapport de valeurs propres (indices de Camacho–Sad) en les points finaux de cette réduction de singularités. Nous
fixons un ensemble fini R(C) ⊂ Z

r
�0 (de résonances), dont nous ne détaillons ici la construction, qui nous permettra

de définir G
∗
C . Nous dirons que F ∈ GC est un élément de G

∗
C si et seulement si

∑
kiλi �= 0 pour tout k ∈ R(C).

Notons G
∗
C,λ l’ensemble des F ∈ G

∗
C tels que λ(F) = λ.

Le théorème de décomposition. L’énoncé optimal qui relie des caractéristiques de ℘(C) ou bien de ℘(F) au type
d’équisingularité ε(C) est connu sous le nom de théorème de décomposition de la polaire. Il a été démontré par Merle,
Kuo–Lu, Rouillé, García-Barroso et Corral [7,6,8,5,4] dans des contextes de généralité croissante ; le dernier pour les
feuilletages de G

∗
C .

Soient Y,Z ⊂ (C2,0) deux germes de courbes et supposons que toutes les branches de Y sont non singulières.
Nous dirons que Z est un adjoint strict de Y si les multiplicités satisfont à νp(Z) = νp(Y )− 1 en tout point infiniment
voisin p de Y et Z ne passe pas par les coins de la désingularisation de Y . Nous avons donc le

Théorème 1 (de décomposition). Considérons une ramification ρ : (C2,0) → (C2,0) transverse à C et telle que ρ−1C

soit à branches non singulières. Si ΓF est une polaire générique de F ∈ G
∗
C , alors ρ−1ΓF est un adjoint strict de

ρ−1C.

Déjà dans le cas ou toutes les Ci sont non singulières, la condition que Z soit un adjoint strict de C ne détermine
pas le type d’équisingularité de Z ∪ C. Le premier exemple est avec C = « trois droites », on trouve une infinité de
types d’équisingularité possibles pour Z ∪ C.

Finitude. Soit F ∈ G
∗
C donné par ω = 0, avec ω = A(x,y)dx + B(x, y)dy et A,B ∈ C{x, y}. Le polygone de

Newton N (F;x, y) de F est défini comme celui de l’idéal engendré par xA et yB . Il coïncide avec le polygone de
Newton de C (comme conséquence du fait que ω = 0 est une courbe généralisée). De plus, grâce aux conditions de
non-résonance imposées aux éléments de G

∗
C il est possible de contrôler partiellement le polygone de Newton d’une

polaire générique ΓF en termes de N (F;x, y). Ceci permet de prouver le résultat de finitude suivant

Théorème 2 (de finitude). Il n’y a qu’un nombre fini de types d’équisingularité ℘(F) lorsque F ∈ G
∗
C′ et C′ parcourt

les courbes telles que ε(C′) = ε(C).

Notons qu’on peut déduire un résultat analogue, mais seulement pour les feuilletages hamiltoniens, du comporte-
ment virtuel des germes polaires décrit en [3].

Le cas de séparatrices non singulières. Supposons dans ce paragraphe que toutes les branches Ci de C sont non
singulières. Considérons le type d’équisingularité χC défini par la propriété suivante : si Y est un adjoint strict de C et
πC désingularise Y ∪ C, alors ε(Y ∪ C) = χC . Notons que χC caractérise la propriété au sens que si ε(Y ∪ C) = χC

alors nécessairement Y est un adjoint strict de C et πC désingularise Y ∪ C. Le type χC dépend seulement de ε(C)

et, s’il est atteint, il peut être considéré comme le type « minimal » pour ΓF ∪ C, vu le théorème de décomposition.
En utilisant l’influence algébrique sur le polygone de Newton du vecteur λ(F) des résidus on montre
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Théorème 3 (de généricité). L’ensemble UC ⊂ P
r−1
C

défini par « λ ∈ UC s’il existe F ∈ G
∗
C,λ tel que ℘(F) = χC »

est un ouvert de Zariski non vide. De plus, pour tout F ∈ G
∗
C,λ avec λ ∈ UC on a ℘(F) = χC .

On dira que F ∈ G
∗
C est non-spécial si λ(F) ∈ UC ; dans ce cas le type d’équisingularité ℘(F) = χC est déterminé

par ε(C). Il existe des feuilletages spéciaux, même hamiltoniens, par exemple, si f = y(y − x2)(2y − (1 + √−3)x2)

et ω = df , une polaire générique est irréductible avec une paire de Puiseux (5,2) et donc ne se désingularise pas avec
f = 0.

Notons que l’ouvert UC dépend de la courbe C et pas seulement du type d’équisingularité ε(C). En effet, dans
l’exemple précédent on voit que λ = (1,1,1) /∈ UC . Par contre, si nous considérons f = y(y − x2)(y + x2) on voit
qu’une polaire générique pour df = 0 a deux branches avec contact exactement égal à deux, ce qui suffit pour assurer
que (1,1,1) ∈ UC .

Feuilletages non-spéciaux. Considérons une ramification ρ : (C2,0) → (C2,0) transverse à C et telle que ρ−1C

soit à branches non singulières. Étant donné F ∈ G
∗
C,λ le transformé réciproque ρ∗F est un élément de G

∗
ρ−1C,λ∗ , où

λ∗ = λ(ρ∗F) ∈ P
ν−1
C

et ν = ν0(C). On a le résultat suivant

Proposition 4. Soient F ∈ G
∗
C,λ et des polaires génériques ΓF et Γρ∗F de F et ρ∗F respectivement. Considérons les

propriétés suivantes

(A) : ε
(
Γρ∗F ∪ ρ−1C

) = χρ−1C ; (B) : ε
(
ρ−1ΓF ∪ ρ−1C

) = χρ−1C.

Alors (A) implique (B). De plus si C a au plus deux tangentes, les propriétés (A) et (B) sont équivalentes.

Notons que la propriété (A) équivaut à dire que ρ∗F est non-spécial. Nous dirons en revanche que F est non-spécial
lorsque la propriété (B) est satisfaite (ceci ne dépend pas de la ramification ρ choisie et la définition étend donc celle
correspondante au cas de séparatrices non singulières). On voit facilement que (A) et (B) ne sont pas équivalents
avec l’exemple donné par ω = x2 dx + y2 dy et toute ramification un = x, n � 2. Cet exemple est non-spécial avec
C = « trois droites ». La propriété d’être non-spécial ne dépend que de λ(F) :

Proposition 5. Le feuilletage F ∈ G
∗
C,λ est non-spécial si et seulement si Lλ est non-spécial.

Notons UC l’ensemble des λ tels que tout F ∈ G
∗
C,λ est non-spécial. C’est un ouvert de Zariski de P

r−1
C

. Signalons
que UC peut être vide si la courbe C a des branches singulières.

Singularités « aimables ». Nous allons caractériser les types ε(C) pour lesquelles on a UC �= ∅. Rappelons que
ε(C) peut se décrire à partir du graphe dual D(C) (voir par exemple [1]), dont les sommets représentent les diviseurs
exceptionnels de πC , avec leur auto-intersection, et les flèches représentent les composantes irréductibles de C. Le
premier diviseur E1 oriente le graphe. Étant donné un diviseur E quelconque, on l’attache la multiplicité m(E)

correspondante à la projection par πC d’une « curvette » transverse à E. Une branche morte se défini comme celle qui
va d’un diviseur de bifurcation (valence � 3) jusqu’à un diviseur terminal (de valence 1) différent de E1, sans passer
par d’autres bifurcations. Notons que lorsque toutes les Ci sont non singulières il n’y a pas de branches mortes, la
réciproque n’est pas vraie.

Définition 6. Nous dirons que ε(C) est aimable si pour toute branche morte de D(C) avec diviseur de bifurcation Eb

et diviseur terminal Et on a m(Eb) = 2m(Et).

Naturellement, s’il n’y a pas de branches mortes le type d’équisingularité est aimable. Dans le cas particulier où C

est irréductible, la propriété d’être aimable équivaut à dire que toutes les paires de Puiseux sont de la forme (mj ,2).
Nous avons le résultat de caractérisation suivant

Théorème 7. L’ouvert UC est non vide si et seulement si le type d’équisingularité ε(C) est aimable.

De plus, ce théorème nous permet de déterminer complètement le type d’équisingularité ℘(F) lorsque λ(F) ∈ UC ,
au moyen des techniques de ramification et de la forme précise des types aimables. Donnons-en sa description. La
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première propriété est que πC désingularise ΓF ∪ C. Par conséquent, pour donner le graphe dual de ΓF ∪ C il suffit
d’ajouter les flèches correspondantes à ΓF au graphe D(C). On ajoute exactement une flèche à chaque extrémité de
branche morte et β(E) flèches à chaque diviseur E de bifurcation, où la valence de E est β(E) + 1 lorsque E = E1,
β(E) + 3 si E est dans une branche morte et β(E) + 2 autrement.

Exemples non aimables. La propriété « πC désingularise ΓF ∪ C » n’implique pas que F soit non-spécial. Elle
ne fixe pas non plus le type d’équisingularité ℘(F), même à λ(F) fixe. Nous présentons ici trois exemples avec
f = y5 − x11 pour illustrer cette affirmation. Il sont donnés par les formes différentielles

ω1 = df ; ω2 = df + x6y(11y dx − 5x dy) ; ω3 = df + x8(11y dx − 5x dy).

Soient Ei , i = 3,4,5,6,7 les diviseurs de la (seule) branche morte de D(C), où E3 est l’extrémité et E7 le diviseur
de bifurcation. Pour ℘(F1) on met deux flèches sur E4, pour ℘(F2) on met une flèche sur E3 et une autre sur E5,
finalement, pour ℘(F3) on met une seule flèche sur E6. Signalons que ce dernier type semble être le type générique
obtenu par Casas-Alvero [3] en faisant varier le type analytique de la courbe C, dans le cas hamiltonien.
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