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Résumé

L’objet de cette Note est d’étendre aux variétés presque complexes 1’existence du nombre de Lelong d’un courant positif plu-
risousharmonique (psh). On généralise ainsi les résultats de Lelong et Skoda établis dans le cas ol la structure est intégrable, et
de Haggui dans le cas non intégrable, mais seulement pour un courant positif fermé. On montre pour ceci une formule de type
Lelong—Jensen pour un courant positif psh sur une variété presque complexe, qui généralise une formule démontré par Demailly
dans le cas ou la structure est intégrable. Pour citer cet article : F. Elkhadhra, S.K. Mimouni, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 344
(2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

On the existence of Lelong numbers of a positive psh current defined on almost complex manifolds. The goal of this Note
is to extend to an almost complex manifold the existence of the Lelong number of a positive plurisubharmonic (psh) current. In this
way, we generalize results of Lelong and Skoda established in the case of an integrable complex structure, and of Haggui in the
non-integrable case, but only for a closed positive current. The main point is to establish a Lelong—Jensen formula for a positive psh
current defined on an almost complex manifold, which generalizes a formula proved by Demailly when the structure is integrable.
To cite this article: F. Elkhadhra, S.K. Mimouni, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 344 (2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let (M, J) be a smooth almost complex manifold of real dimension 2n. The exterior differential d is equal to
9+ 9 — 0 — 0 where the operators 9, 5, 9, 6 are of type (1, 0), (0, 1), (2, —1), (—1, 2) respectively. The structure J is
integrable if and only if the torsion 6 vanishesi.e.d =9 + 9.Leta € M be any point. Then there exists (z1,...,2,) a
coordinate system at a such that éZj = O(|z]) and 9z; = O(|z]). We use the notation
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Following calculations made in [3], we have
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It follows that
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A current T of bidimension (p, p) on (M, J) is said to be plurisubharmonic (psh) if 99T is positive. Let o7 (r) =
fB(r) T A ,31”, vr(r) =or (r)/rpr2P, where 7, is the volume of the unit ball in C” and B(r) = {z, |z| < r} is the
coordinate ball of radius ». Our main result is:

Main Theorem. Let T be a positive psh current of bidimension (p, p) on an almost complex manifold (M, J). Then
the limit lim, .o vy (r) exists.

If T is closed, we recover a result of [3]. When the structure J is integrable, the Newlander—Nirenberg theorem
implies that J is defined by a unique almost analytic structure, thus Main Theorem generalizes a result of [5] and the
known one of Lelong [4] established for T closed.

Throughout this note we let 8,_1 (resp. a,_1) be the component of type (p — 1, p — 1) in P~ (resp. aP™h).
Let B(t1,r) ={z € C"; 11 < |z| <z} and S(t) = {z € C*; |z| = t}. To prove the Main Theorem we generalize the
Lelong—Jensen formula for positive psh currents 7' of bidimension (p, p) on an almost complex manifold (M, J).

As a consequence of this generalization, we obtain:

Corollary. Let T be a current as in Main Theorem.
— L — L =
1) B1fdT =0, then r22/) fB(rz)T/\'Bp r12p fB(n)T/\'Bp_fB(m,rz)T/\ap' .
2) [211f J is integrable, then t,(vr(r2) — vr(r1)) = fB(rl,rz) T AaP + (r%p — r;—p)for' tdt fB(l)iBBT ABPTL 4
i 2
1 1 s99 -1
frlz(ﬂ_P - rsz)tdt fB(z) 100T A BP7.

As a consequence of the Main Theorem, we obtain the following generalization of a result of [1] when the structure
J is integrable:

Proposition. Let T be a positive psh current of bidimension (p, p) on an almost complex manifold (M, J). If the
current 100T is psh, then its Lelong numbers exist at every point of M and are equal to zero.

1. Introduction

Dans la suite soit (M, J) une variété presque complexe de c_lasse_CC><J et de dimension réelle 2n. Soit d la diffé-
rentielle extérieurona d = 9 + 9 — 6 — 6, ou les opérateurs 9, 9, 6, € sont de types respectifs (1, 0), (0, 1), (2, —1),
(—1,2). La structure J est intégrable si et seulement si la torsion @ est nulle ou encore d = d 4 9. Soit @ € M quel-

conque, il existe (z1, ..., z,) un systtme de coordonnées presque holomorphe au voisinage de a tel que 9z i =0(z])
et z; = O(|z]). Nous notons

. . . n . n n
R R 5 i s 1l . E Bi
ﬂ—§d3|2| ; W—Edaloglzl , ﬂ]—igazj/\azj, ot]——EW<;ZJBZJ>A(;@8Z]>+W.

D’apres des calculs faits dans [3], on a
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Un courant 7 de bidimension (p, p) défini sur (M, J) est dit plurisousharmonique (psh) si iddT est un courant
positif. Ce courant n’est pas nécessairement fermé si la structure J n’est pas intégrable. Posons o7 (r) = || B(r) T A

,3]", vr(r) = aT(r)/(rprzp), ol 7, est le volume de la boule unité de C* et B(r) = {z, |z| <r}.

Théoreme Principal. Si T est un courant positif psh de bidimension (p, p) sur (M, J), alors la limite lim,_,q vy (r)

existe.

Si T est positif fermé on retrouve un résultat de [3]. Si J est intégrable, compte tenu du théoréme d’intégrabilité

de Newlander—Nirenberg, on retrouve un résultat de [5] ct le fameux résultat de Lelong [4] établi pour T fermé.

Démonstration du Théoréme Principal. La démonstration du Théoréme Principal passe par une formule de type
Lelong—Jensen dans le cas des variétés presque complexes. Dans la suite on note 8,1 (resp. cz,—1) la composante de

type (p — 1, p — 1) dans 8P~ (resp. a?~1). Soit B(t1, 1) ={z € C"; 1] < |z] <t} et S(t) ={z € C"; |z| =1}.

Proposition 1. Soit T un courant positif psh de bidimension (p, p) sur (M, J). Alors on a la formule

1 i~ 1 i~
=5 <T/\ﬂp+%9T/\alz|2/\ﬂp_l> - <TA,3”+%9T/\8|1|2/\,3”_1>
"2 Bl "I Bl
= / (T/\oz”—i—%Q_T/\aloglzP/\a”_l)
B(r1,r2)
r r
1 1 inz -1 1 1 c0n -1
+ TP_TP tdt 188T/\,3p + [2_17_Tp tdt 183TAﬂp
! 270 B(1) ri "2 B(1)

r2

|
1 1 : 1 1 .
_ (er_er)/tdt f T ANidBp—1 —/(ﬂ—p—er)tdt/T/uaﬁp]
1 27 St > s

r

r rn
1 1 .= 1 1 .z
+(er_er>/ldl / TAlaaﬁp_1+/<t2—p—er)ldl / TA188,3,,_1.
1 2 0 B(l) r 2 B(l‘)

La formule (LJ) reste vraie si les courants T et idd T sont d’ordre zéro.

Corollaire 2. Soit T comme dans la Proposition 1.

, 1 1
1) [3]1SidT =0, 0na ,ZZ_PfB(rz)T/\'Bp_ ,lz_PfB(m)T/\'Bp:fB(m,rz)T/\ap'

2) (2180 J estintégrable, Ty(vr (r2) =vr (1) = [, ) T AQP + (35 = =35) [ 1d [ 09T AP~ + [
1 2

1 s0 9 —1
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Démonstration. On suppose tout d’abord que T est C*°. D’apres Stokes

/ TAa”:% / T Addloglz)*> AaP™!

B(r1,r2) B(ry,r2)
i . i _
=3 / d(T/\810g|z|2/\a”_l)—§ / dT A dloglz]> Aa?~ ! = (a) + (b).
B(ry,r2) B(ry,r2)

Soit j; : S(t) < C". Comme j*d|z|> =0 et ddlog|z|> = dlillez — %

Jiap—1 = m]t *Bp—1. D apres le théoreme de Fubini il vient fB(rl -y AT Adlog |zI2 AaP~1 =0, donc

,ona ja= tiz Ji'B. Ceci implique que

i i - i _
(b)=5 f dT Adloglz)> AP~ ! = -3 / dlog|z|> AOT AP~ — 5 / 6T Adlog|z|> AaP™!
B(r1,r2) B(r1,r2) B(r1,r2)
=(c) +(d).

Par raison de bidegré, le théoreme de Stokes implique les égalités

/éT/\dﬁp_lz/dT/\Bﬂp_lsz/\aﬁp_l— / T A33Bp—1,

B(1) B(1) S(t) B(t)

r r
i - dt .z dt =
(c):—— / d10g|z|2/\8TAap_1=—/m / 1d8T/\,3p_1+/ﬁ / 10T ANdBp—1

B(rl r2) T B(1t) ri B(1)

fﬂp 1 /188T/\,3p 4 / 5o meaﬁ,, - / o /Tmaaﬂ,, .

B(t) S() B(1)

On pose I (r) = ;ﬂp fS(r) T Ad|z]* A BP~1. On a alors

f T AP =1(r)—1(r) — / flaaTAﬁp 4 / /Tmaﬂ,, |

B(ri.r2) B(1) NG

,/tzl’ 7 /Tmaaﬂ,, 1—— / O_T/\Bloglzlz/\cxp_l. (1)

B(t) B("IJ'Z)

Comme I (r) = r%,, fB(r) T ABP —i—%r%, fB(r) dT Ad|z|> ABP~). On remplace log |z|? par |z|? dans le calcul précédent
de (b) et (c),ona

- )
Ll dT/\8|z|2/\,3”_1=——/tdt/188T/\/31’ !

2 r2p
B(r) B()

1
ftdt/T/\la,Bp 1 — /t2l’ : /T/\laaﬁp 1 — /9T/\8|z| A BPT

S(t) B(1) B(r)

Il en résulte que

1(72)_1(7'1):% / TAﬁP—— / T ABP — ( >/tdr/1aaTAﬁP1

"2 Biry "I Bl B()
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/tdtflaaTAﬁf’ Ly <2p— 2p)/tdt/T/\13ﬂp |

r B(1) S(t)

/tdt/Tmaﬁp 1—(—— 2 )/tdt/TAlaaﬂp 1
rlp P

r S(1) B()

. il _
/tdt/T/\lE)Bﬁp 1+ /9T/\8|z|2/\,3p_1 oheT] 6T Ad|z)> ABPL.
o B®) B(rz) U Bl

En utilisant ’égalité (1), on a la formule voulue. Supposons que T ne soit pas de classe C*°. Soit T, = T % p, (ol pg
est un noyau régularisant habituel) et E I’ensemble des r tel que S(r) n’est pas négligeable par rapport a I’une des
mesures masses de T ou 193 7. Cet ensemble E est au plus dénombrable. On applique la formule (LJ) a 7, lorsque
r1,r2 ¢ E puis on passe a la limite quand ¢ tend vers zéro. Si r1,ry € E, il suffit d’écrire (LJ) pour deux suites
r{,ry ¢ E qui convergent vers ri et r» puis on passe a la limite. O

Nous sommes maintenant en mesure maintenant de prouver le résultat principal :
Lemme. On a 9,1 =O0(|z))"P~!, 308,-1 = O((1 + |zDB).
Démonstration du théoréme principal. D’aprés le théoréme de Fubini on a

r
1 1 1
—< Zp_ 2p>/fdth/\13ﬁp 1_/(t2_1’_ 2p>tdt/T/\13,3p 1

S(1) 1 S(t)

1 [i = 1 i - i 0lz> AdBp—i
= T Az AdBpot — —= / ~T AB|z* AdBp—1 — ST A ——
R )2 o) ! 2 221

B(r2) B(r1) B(ri,r2)

On pose o7 (r) = fB(r)(T A BP — %T Adz|* A 0Bp—1 + %Q_T Ad|zIE A BP Yy et b (r) = r%,,&T(r). Montrons tout
d’abord que vr (r) admet une limite en zéro. La formule (LJ) devient

) 3 i i |z A 9B,
7 (r2) — 1,7 (r1) = TAaP+§9T/\alog|z|2AaP - 57‘/\%)
B(ry,r2)

1 o _
+< zp zp)/tdt/laaTA,Bp I+ /( —VT]))tdt/laBT/\,Bp !
2

B(1) B(1)

)
1 1 1
+( 1 zp)/;d;/mlaaﬁp 1+/<t2p— 2p>rdr/ T N80,
r r

B(1) r B()
=(A)+(B)+ (C).

Quitte a considérer les parties réelles des termes de la formule (LJ), on peut supposer que tout les termes sont réels.
Vu la décomposition de o, on montre facilement que la composante de type (p, p — 2) de «”~! (qui intervient dans

I’intégrale fB(r ) %Q_T A dlog 1zI2 A aP~ 1) est un O(llz%)p —2. Comme dlog Iz|2 = O(Izl) d’apres 1’expression

locale de 6T et I’ inégalité de Demailly |T7,| <27, Jem Tvm, ot les Ty sont les coefficients de T', on a

i- _ —c c
/ 59T/\810g|Z|2/\0lp 1>m / TAﬂ][?—m(GT(VQ)_GT(VI))

ry Ty

B(r1,r2) B(r1,r2)
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. _ ; 31z A8B,—
D’aprés le lemme on a d|z|> A Bp—1 = 0(|z]?), donc fB(rl’rz) 5T A ‘lezgpff L> 2,, (o7 (r2) — or(r1)). Lex-

pression de « donne T Aa? =T A 0‘1 +TA O(| ‘zp l) on a donc (A) > 2,, (147 + rlz)(aT(rg) —or(r)) =
ry

rz_p—cjl(or(rz) — o7(r1)) pourr; < 1. D’aprés Iexpression de  on a 1997 A BP~1 =iddT A ﬂff +199T A
1

O(Izl,Blp_l). Comme T est psh, on a (B) > 0 pour r assez petit. D’apres le lemme on a (C) > —c(zip —
sl

é) forz t(l +tor(t)dt > —C(Tp — T,,)”z(l + rp)or(r2). Il en résulte par tout les minorations précédentes que
pourrp < 1 ona

_ _ c c 1 1

vr(r2) —vr(r1) 2 F(UT(’?)—UT(”I))—;<”—2P—Q—2P>VZUT(7’2)- ()

D’autre part vu la décompositionde onaT ABP =T A ﬂlp +TA O(|z|/31p) donc d’apres le lemme et I’inégalité de
Demailly on a

= = _ p i a1512 iz 2 p—1
or(r) —or(r)) = TAB _ET/\Z”Z' /\8,3[;_1+EOT/\8|Z| AB

B(ri,r2)

> (1= c(ra+13)) / T ABY = (1 c(ra 4+ 12) (07 (ra) — o7 (m))).
B(ri,r2)

De méme pour tout 7 > 0, on a (1 — c(r + r>))or(r) < o7(r) = (1 + c(r + r?))or(r). Ceci implique que vr(r) =
(1+ 0@ +r2)vr (r). D’apres I'inégalité (2) pour rp < 1, il existe § > 0 telle que vy (r2) — b7 (r1) > =25 (57 (r2) —
8!

or(ry)) — 8(% — %p)rz&T (r2). Au voisinage de 0, &7 (r) est croissante donc v (r) est presque partout dérivable.
r }"2

Soit r un point de dérivabilité de vy (r) et posons | = r, r; = r +h. Alors quand 4 tend vers 0", 1’inégalité précédente
donne v} (r) > r;,—él(rzﬂa;(r) + 2pr?P=15r(r)) — 2p8vr (r) = —4p8vr (r) — 8rvj.(r) ou encore (1 + 8r)vy(r) >
—4p8vr (r). En multipliant par (1 + 87)*?~!, on a ((1 4+ 8r)*Pv7(r))’ > 0. D’aprés la décomposition de Lebesgue
de la mesure 67 en une mesure absolument continue et une mesure singuliere, on voit que ((1 + 8r)*Por(r)) est
croissante et par suite admet une limite en 0.

D’apres [1], si T est un courant positif psh alors le nombre de Lelong du courantidd7 est nul. Comme conséquence
du théoreme principal, nous pouvons énoncer une généralisation de ce résultat dans le cadre des variétés presque
complexes. O

Proposition 3. Soit T un courant positif psh sur une variété presque complexe (M, J). Si le courant 33T est psh,
alors son nombre de Lelong existe en tout point de M et vaut zéro.

Probléme ouvert. Dans le Théoréme Princpal est-ce que le nombre de Lelong est indépendant de systéme des cor-
données choisi ?
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